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utt(x , t) = uxx(x , t), u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = 0, x , t ∈ R�

u(x , t) �� ��� ������������ �� ��� ������ �� x � �� ������� ���� ���� t
u0 �� ��� ������� ���� �� ��� �������
ut(x , 0) = 0 ����� ���� ��� �������� �� ������ �� ���� t = 0 �� �����
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utt(x , t) = uxx(x , t), u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = 0, x , t ∈ R�

u(x , t) �� ��� ������������ �� ��� ������ �� x � �� ������� ���� ���� t
u0 �� ��� ������� ���� �� ��� �������
ut(x , 0) = 0 ����� ���� ��� �������� �� ������ �� ���� t = 0 �� �����

���������� ��������

u(x , t) =
u0(x + t) + u0(x − t)

2
, x , t ∈ R.

u(x , t) �� � ������ ����������� �� ��� ���������� ������ u0(x ± t)
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ρ(x)utt(x , t) = uxx(x , t), u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = 0, x , t ∈ R�

ρ �� ��� ������� �� ��� �������� �� ��� ������� �� ρ �≡ const� ���
������ �� ������ ����������������

���������

��� ����� ������� ��� ����� u(x , t) ���� ���� ���������� ����� ��
����� ����� t → ±∞�

��������

���� ������ �� ��� ���� �� ��� �������� ������� �� ��� ������ ��� �
����� ����������� �������� �������� �� ��� ������ ������� ��������� ρ
�� ���� ������� ��� �� ���������� ����������
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ρ(x)utt(x , t) = uxx(x , t), u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = 0, x , t ∈ R�

ρ �� ��� ������� �� ��� �������� �� ��� ������� �� ρ �≡ const� ���
������ �� ������ ����������������

���������

��� ����� ������� ��� ����� u(x , t) ���� ���� ���������� ����� ��
����� ����� t → ±∞�

��������

���� ������ �� ��� ���� �� ��� �������� ������� �� ��� ������ ��� �
����� ����������� �������� �������� �� ��� ������ ������� ��������� ρ
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ρ(x)utt(x , t) = uxx(x , t), u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = 0, x , t ∈ R�

ρ �� ��� ������� �� ��� �������� �� ��� ������� �� ρ �≡ const� ���
������ �� ������ ����������������

���������

��� ����� ������� ��� ����� u(x , t) ���� ���� ���������� ����� ��
����� ����� t → ±∞�

��������

���� ������ �� ��� ���� �� ��� �������� ������� �� ��� ������ ��� �
����� ����������� �������� �������� �� ��� ������ ������� ��������� ρ
�� ���� ������� ��� �� ���������� ����������
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����������

L ∈ (0,+∞] �� ��� ������ �� ��� �������
m �� ��� ������� �������� � ����� ������� ���� ���� m([0, x ]) ��
��� ���� �� ��� ����� [0, x ] �� ��� ������� x ∈ [0, L)�

�����������

m = ρ dx +ms �� ������������ ��������� �� [0, L)�
m([0, x ]) ∈ (0,+∞) ��� ����� x ∈ (0, L)�
L+m([0, L)) = +∞�
m �= δ0�

��������

point masses
two materals
singular continuous

homogeneous



��� ������ ��������
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m(x)utt(x , t) = uxx(x , t),

u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = 0, x ∈ [0, L), t ∈ R+,

ux(0, t) = 0 ��� ������� �������� ���������.

��� � ������� ������� ������� m ��� ������� u0 ∈ L2(m)� ���
������������ �������������� ���� ��������� �� ��� �������� ���������

u(x , t) = cos(t
�

Sm)u0

����� Sm = − 1
m

d
dx2

�� ��� ����� ������ �������� �� ������������
����������� �������� ������� ������ ��� �� L2(m)��
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m(x)utt(x , t) = uxx(x , t),

u(x , 0) = u0(x), ut(x , 0) = 0, x ∈ [0, L), t ∈ R+,

ux(0, t) = 0 ��� ������� �������� ���������.

��� � ������� ������� ������� m ��� ������� u0 ∈ L2(m)� ���
������������ �������������� ���� ��������� �� ��� �������� ���������

u(x , t) = cos(t
�

Sm)u0

����� Sm = − 1
m

d
dx2

�� ��� ����� ������ �������� �� ������������
����������� �������� ������� ������ ��� �� L2(m)��
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����� ����� �� ��� ���� ������ T
����������� �������� µ = w dm + µs �� T ���� ����

�

T
logw dm > −∞

����� ����� �� ��� ���� ���� R
�������� µ = w dλ+ µs �� R ���� ���� (1 + λ2)−1 ∈ L1(µ) ���

�

R

logw(λ)

1 + λ2
dλ > −∞

����� ����� �� ��� ��������� R+

�������� σ = v dλ+ σs �� R+ ���� ���� (1 + λ)−1 ∈ L1(σ) ���

�

R+

log v(λ)√
λ(1 + λ)

dλ > −∞
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��� � ��������� ��������� u0 ∈ L2(m)� ����� ��� ����� �� ���
����������� ���� ��

fr(t) = inf{y ≥ 0 : u(x , t) = 0 ��� m ����� x > y}.

fr(t)
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��� � ��������� ��������� u0 ∈ L2(m)� ����� ��� ����� �� ���
����������� ���� ��

fr(t) = inf{y ≥ 0 : u(x , t) = 0 ��� m ����� x > y}.

������� �

��� [m, L] �� � ������� ��� a > 0� ��� ��� σ �� ��� �������� �������

�� ��� ������ �������� Sm = − 1
m

d2

dx2
������� ������ ��� �� L2(m)�

���� �� ����

lim inf
t→L

� fr(t)

fr(t−a)
|u(·, t)|2 dm > 0

��� ����� ���� ����� ������� u0 ∈ L2comp(m) �� σ ∈ Sz(R+)�

fr(t-a) fr(t)
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����� �� ������� �� ����

��� µ �� �� ���� ������� �� R ���� ���� µ([x1, x2]) = σ([x21 , x
2
2 ])�

�� ����� ��� ���� ���������

lim inf
t→L

� fr(t)

fr(t−a)
|u(·, t)|2 dm > 0, a > 0

������� ���� ���� �������� �� L2(µ) ������ �� ������������ ��
���� �� L2(µ) �� ������ ��������� ���� �������� ������� ���������
���� ������������ ������� ������ µ ∈ Sz(R)� ����� σ ∈ Sz(R+)�

���� ���� ����� �� ��� ���� ��� �� ��������� fr(t)� �� �����������
��� �������

fr(t) = L(fr(0) + t), L(y) = inf
�
x ≥ 0 :

� x

0

�
ρ�(s) ds = y

�

�� ����� ��� ������� ������� �� ��� ������� ������� ���� u0 = δx0 � ���
������� ���� �������� ���������� ���� ��� �� ���������� ��������
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���� ���� ����� �� ��� ���� ��� �� ��������� fr(t)� �� �����������
��� �������

fr(t) = L(fr(0) + t), L(y) = inf
�
x ≥ 0 :

� x

0

�
ρ�(s) ds = y

�
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������� � ����� ��

��� [m = ρdx +ms , L] �� � ������� ��� ��� u(x , t) �� ��� ��������
�� ��� ������ �������� ������������� �� � ��������� ��������� ����
������� ������ u0 ∈ L2(m)� ����

fr(t) = L(fr(0) + t), t ∈ R \ {0}.

������������������ �������

��� E �� �� ������ �������� �� ����� ����������� ���� ���� ����

�

R

log+ |E (x)|
1 + x2

dx < ∞.

���� ����� �� �� ������ �������� ϕ �� �� ����������� �����
����������� ���� ���� ���� ϕ �� ��� ����������� ���� ��� (1 + |E |)ϕ
�� ������� �� R�



���� ������

L(y) = inf{x ≥ 0 : T (x) = y}, T (x) =

� x

0

�
ρ�(s) ds.

������� �

��� [m = ρdx +ms , L] �� � ������� a > 0� ������ ���� ��� ��������
������� σ �� [m, L] �� �� ��� ������ ����� Sz(R+)� ��� u(x , t) ��
��� �������� �� ��� ������ ��������� u(x , 0) = u0� u0 ∈ L2(m)� ����
����� ������ Fu0 ∈ L2(R) ���� ����

u(x , t) = ρ(x)−1/4Fu0(T (x)− t) + o(1), t → +∞,

���� o(1) �� L2(m,Δt)� Δt = [Lt−a, Lt+a]�

�� ����� ������ ��� ����� ���� ������ �� ��� ���� �� �� ���� � ������
����������� ���� ��� ����� �� ��� ����� Fu0 �� � ����������� ������

�� u0 ∈ Hac(Sm)� ���� o(1) �� ������� � �� ���� ������� �� L2(m)
����� �� ������ ���� �Fu0�L2(R) = �Pacu0�L2(m)�
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u(x , t) = ρ(x)−1/4Fu0(T (x)− t) + o(1), t → +∞,

���� o(1) �� L2(m,Δt)� Δt = [Lt−a, Lt+a]�

�� ����� ������ ��� ����� ���� ������ �� ��� ���� �� �� ���� � ������
����������� ���� ��� ����� �� ��� ����� Fu0 �� � ����������� ������
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����� �� ��� ����� �� ������� �

� ����� �� ������� �������� �� � ������ ��� ��������� �������
��� ����� ��� ������������ ��� ���������� �����������

� ����� ����������� ������� ���������� ������ ��������� ���
����� ���������� ������� ���� ���� ��� ����

� ��� ������������ ���� �� ����������� ����������� ���
���������� �� ����������� ������� ��������� �� ��� ���������
����������� �� ����������� ������������ �� � ������

� ������� ��� ���� �������� ����� ���������� ������ ����
��������� ��� ���� ��� ����� �� ������



������� ���� �������� �������� �� Sz(R+)

������� � ������

��� �������� ������� σ = vdx + σs �� � ������ [m = ρ dx + σs , L]
���� �� ��� ������ ����� Sz(R+)� �����

�

R+

log v(λ)√
λ(1 + λ)

dλ > −∞,

�� ��� ���� ��

�

k≥0

(tn+2 − tn)m[tn, tn+2]−
�� tn+2

tn

�
ρ(x) dx

�2

< ∞

��� ���� ���� ������ �������� tn ↑ L ���� ����
� tn+1

tn

�
ρ(x) dx ∼ 1
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�������� � ������ ���� �������

ρ(x) =

�
a, x ∈ E

b, x ∈ F

��� ���� ���������� ��������� E ∪ F = R�

���������

�� ���� σ ∈ Sz(R+) �� ��� ���� �� ����� a = b ������������
����� �� min(|E |, |F |) < ∞� �� ����������� ��� �������� �� ���
��������� ���� ��� ����� ��� ��������� �� ����������� �� ������
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���� L = +∞� m = χR+dx +ms � ms⊥dx � u0 ∈ L2comp(m)�

����� �� ��� ����� ess sup u(x , t) = ess sup u0 + |t|, t ∈ R�

���������� ���������� ���������� ����

�� ms(R+) = +∞� ���� ��� ����� a > 0 �� ����

lim
t→+∞

�u(x , t)�L2(m,[t−a,t+a]) = 0.

���������� ���������� ������ ����

�� ms(R+) < +∞� ���� ��� ����� a > 0 �� ����

lim
t→+∞

�u(x , t)�L2(ms ,[t−a,t+a]) = 0,

lim
t→+∞

�u(x , t)− F (x − t)�L2([t−a,t+a]) = 0,

��� ���� ������� F ∈ L2(R)�



�������� ������ ����������� �������

���� L = +∞� m = χR+dx +ms � ms⊥dx � u0 ∈ L2comp(m)�
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���������� ���������� ���������� ����

�� ms(R+) = +∞� ���� ��� ����� a > 0 �� ����

lim
t→+∞
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���������� ���������� ������ ����

�� ms(R+) < +∞� ���� ��� ����� a > 0 �� ����

lim
t→+∞

�u(x , t)�L2(ms ,[t−a,t+a]) = 0,

lim
t→+∞

�u(x , t)− F (x − t)�L2([t−a,t+a]) = 0,

��� ���� ������� F ∈ L2(R)�
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��� α,β ∈ R� ��� q = sin xα

xβ
� ��� Qα,β =

�
0 q
q 0

�
�� Qα,β =

�
q 0
0 −q

�
�

DQα,β
: X �→

�
0 −1
1 0

�
X � + Qα,βX

�� ��� ����� �������� ������� ������ (D) �� L2(R+,C2)� ��� µα,β

������ ��� ���� �������� �������� ��� ��� D0 �� ��� ���� �����
�������� �Q = 0��

���������

��� ���� ��������� W±(DQα,β
,D0) = limt→±∞ e

−itDQα,β e itD0 �����
�� µα,β ∈ Sz(R) �� (α,β) ∈ Ω ���� ��� Ω �� �������
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�
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�
�

DQα,β
: X �→

�
0 −1
1 0

�
X � + Qα,βX

�� ��� ����� �������� ������� ������ (D) �� L2(R+,C2)� ��� µα,β

������ ��� ���� �������� �������� ��� ��� D0 �� ��� ���� �����
�������� �Q = 0��

���������

��� ���� ��������� W±(DQα,β
,D0) = limt→±∞ e

−itDQα,β e itD0 �����
�� µα,β ∈ Sz(R) �� (α,β) ∈ Ω ���� ��� Ω �� �������
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