Thema 1—Die natiirlichen Zahlen

Wir bezeichnen mit N die Menge der natiirlichen Zahlen d.h.
N={1,23,...}.

Falls wir das Nullelement 0 dazu nehmen, dann bezeichnen wir die resultierende Menge
mit Ny—also

No ={0,1,2,3,...}.

N wird durch folgende Eigenschaften charakterisiert:
Die Axiome von Peano:

1. 1eN;
2. Jede natiirliche Zahl hat einen eindeutig bestimmten Nachfolger n'.

3. Jede natiirliche Zahl n, auler 1, ist der Nachfolger einer eindeutig bestimmten
natiirlichen Zahl.

4. Sei A eine Teilmenge von N mit folgenden Eigenschaften:

(a) 1€ A;
(b) falls n € A, dann n' € A.

Dann ist A = N.

Eigenschaft 3. wird oft wie folgt ausgedriickt:

Beweisprinzip der mathematischen (oder vollstindigen) Induktion

Sei A(n) eine Aussage, die von der natiirlichen Zahl n abhéngt. Falls
A(1) richtig ist;
fiir n € N gilt: A(n) ist richtig impliziert A(n’) ist richtig, dann ist A(n) fiir
jedes n € N richtig.

BEWEIS. Setze A = {n € N : A(n) ist richtig} und verwende Eigenschaft 4).

Es gibt verschiedene Varianten dieser Aussage, etwa
Mathematische Induktion — Variante I Sei A(n) eine Aussage, die von der natiirli-
chen Zahl n abhéngt. Falls
A(nyg) richtig ist;
fiir n > ng gilt: Ist A(n) richtig, so auch A(n’).
Dann gilt A(n) fiir jedes n > ny.

BEWEIS. Setze B(n) = A(ng+ (n — 1)) und verwende die urspriingliche Form.
]

Mathematische Induktion — Variante II Sei A(n) eine Aussage, die von der natiirli-
chen Zahl n abhéngt. Falls

A(1) richtig ist;
fir n € N gilt: Sind A(1), ..., A(n) richtig, so auch A(n').
Dann gilt A(n) fur jedes n.



BEWEIS. Setze B(n) = A(1) und A(2) und ... und A(n).

Mit Hilfe der mathematischen Induktion definieren wir:

I. Addition: Wir definieren die Summe m + n von zwei natiirlichen Zahlen wie folgt:

Fiir m € N definieren wir m + 1 = m/;
Fiir eine natiirliche Zahl, die Nachfolger n’ der natiirlichen Zahl n ist, definieren
wir m+n' = (m +n)’.
Man sieht dann, da§ m + n fiir jedes n definiert ist (setze
A ={n:m+ n ist definiert}).
Es gelten, wie erwartet, die bekannten Gesetze:
m+n=n+m (m,n € N) (Kommutativitét);
m+ (n+p)=(m+n)+p (m,n,peN) (Assoziativitit).
BEWEIS. Wir beweisen die Assoziativitdt. Dazu verwenden wir Induktion bzgl. p.

Fiir p =1 ist die Aussage: (m +n') =m +n'.
p — p+ 1: Es gelte: m+ (n+ p) = (m +n) + p. Dann

(m+n)+p =[m+n)+p'=m+n+p] =m+n+p =m+(n+p).

II. Multiplikation: Auch das Produkt zweier Zahlen wird rekursiv definiert:
m.1 =m (m € N);
m.n’ =m.mn+m (m,n € N).

Man zeigt, da8 mn fir jedes Paar m,n definiert ist (wie fiir +).

Wiederum gelten die bekannten Gesetze:
m-n=n-m (m,n € N);
m-(n-p)=(m-n)-p(m,n,peN)
m-(n+p)=m-n+m-p (m,n,p € N) (Distributivitét);

Notation: Sei a;, eine reelle Zahl fiir k¥ mit m < k < n. Dann setzt man

n

k=m
n

Hak = Qp-Gmeq - - - Gy

k=m

(Genaugenommen verwendet man wieder Induktion: Z.B. definiert man

m
Z a = Qm
k=m

n’ n
Z ap = Z ar + Q.
k=m k=m
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Setzt man A ={n >m:> ) a; ist definiert}, so sieht man, daB A = {n:n > m}).
Die folgenden Sétze werden mit Hilfe der mathematischen Induktion bewiesen:

Satz 1 Fiir alle n > 1 gilt

zn:k: n(n+1).
2
k=1

BEwEIS. Induktion. n = 1 ist klar.

1
n—n+1: Es gelte > 7 _ k= % Dann ist
Sk - (3] e
k=1 k=1
n(n+1
= nin +1) 5 )+(n+1)

= Lt D +2) = a1 1),

]
Satz 2 Fiir alle n > 1 gilt
> (2k—1)=n’
k=1
BewErs. Ubung.
]
Schreibweise: Fiir n € N ist .
n! = H k.
k=1
(Wir setzen 0! = 1.)
Satz 3 Die Anzahl der mdéglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge {ay, ..., a,}

st nl.

BEWEIS. Wir beweisen die (formal allgemeinere) Aussage: Seien S, S; n-elementige Men-
gen. Dann gibt es n! Bijektionen von S auf Sj.
Induktion. Der Fall n = 1 ist klar.
n — n + 1: Wir fixieren eine Element a aus S. Es gibt n + 1 mogliche Bilder von a in S;.
Fiir jedes Bild gibt es n! Bijektion—also insgesamt (n + 1)!.

]

n

Schreibweise: Fiir natiirliche Zahlen k£ und n (mit £ < n), sei ( )

) die Anzahl der k-

n

k:) =1, falls k = 0.)

elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge. (Wir setzen (

Es gilt (n) =n, (n) = 1.
1 n



Satz 4 Firl <k<mn gilt

Fir 0 <k <n gilt:

(1) = e

BEWEIS. Wir zerlegen die Familie der k-elementigen Teilmengen von

{ai,...,a,}

in zwei disjunkten Klassen.

n—1

a) die Teilmengen, die a; enthalten. Es gibt ( E 1

) davon;

—1
b) die Teilmengen, die a; nicht enthalten. Es gibt (n i ) davon.

Induktionsbeweis: Fiir n = 0 ist die Aussage richtig.

4 1: Es gelte " " Damn ist
— : ==

n n Sge (§] kj kj'(n—/{j)' ann 1s

n+1 B n n n

k a k—1 k

n! n!

k- Dln—k+ 1) E(n k)

= (k:—l)?(!n—k)! (n—/1<:+1+%)

n! n+1
(k= Dl(n—k) ((n —k+ 1)/<;)
(n+1)! (0!
(n—k+DK  kl(n—k)

Im néchsten Satz verwenden wir den Begriff einer reellen Zahl (vgl. Mittelschulmathema-
tik):

Satz 5 (Binomischer Lehrsatz.) Seien x, y reelle Zahlen und n eine natirliche Zahl.

Dann gilt:
(x+y)" = Z (Z) " Yk

k=0



BEWEIS. Induktion beziiglich n.
n = 1 ist klar.

n—n+1: Es gelte (x+y)" = 1, (Z) 2" FyF. Dann ist

(+y)" = (z+y"

k=0

(Wir setzen () =0, falls k < 0).

Satz 6 Firx # 1 gilt:
n+1

11—z
Dt =

Bewgis. Ubung.

Ubungsbeispiele

1. Beweise:

Zn: 2 n(n+1)(2n+1)
k=1
zn: T n*(n+ 1)
k=1

2. Zeige: 2" > n? (n > 4).

3. Zeige:

4. (Bernoulli-Ungleichung) Zeige:

(14+z2)">14nx (z>-1,n€eN).



10.

Seien x1,...,x, (n > 2) reelle Zahlen (alle positiv oder alle negativ aber > —1).
Zeige:
Zeige:

2" <nl (n>4).

Seien m,n € N. Zeige: Es gibt (eindeutig-bestimmte) nichtnegative ganze Zahlen ¢
und 7, so dafl
n=qm-+r, 0<r<m.

(“Division mit Rest”).
(Abelsche partielle Summation) Zeige:

n—1

Z arby = A,b, + Z Ak (b, — bi41),
=1 1

wobel A, = >0, ay.

Zeige:

Il
=

(1) () o) -

2"l <pl <™ (n>1).

Zeige:

Zusétzliche Aufgaben

Zeige:
N/(N+1)" Y <nl < Nn™N (N>1,n>N).
Zeige:
ny 1 1
— < — (keN
(k) T 0)
Zeige:
1\" 1
14+ — < — <3
(141) =X =
k=0
. Zeige:
n 1
< -n!
(5):
Zeige:
(1) -2 0)
k+1 — k
. Es gibt
n!
ny!...ong!

Moglichkeiten, n = ny +- - - +mn; Objekte auf k Kéastchen K, ..., Kj so zu verteilen,
daBl n; Objekten in K, ..., nx Objekte in K}, liegen.
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. Zeige: - (uwv) =30 (M) uMo),

.20 = a®(Ina)™.

dxm™
S. j—nnsmx = sin (x + "2”) ) C{‘flj—ncosx = cos (:p + "“)

Ay, Falls s, =

. Sei p das Polynom " +a;t" ' + - - -+ a,, mit Nullstellen )\, ...
zeige:
k—1
kap, = — Z Q;Sk—i.
=0
. Zeige:
2n - 2n - - 2n
0 1 n
. Zeige:
"L\’ L
k) \n
k=0
. Zeige:m-n=mn-m (m,n € N).
. Zeige:
Z k;2( ) n(n+1)2"2.
. Berechne: . .
n e
(k) bzw. > (~1) (k)
k=0 k=0
. Zeige:
. <k+j) B <k+n+1)
AN "
. Zeige:
n n n
2 =2
(1) 2(2) () ¢ e
. Zeige:
2 1.35.....2n—1) 3
i < < i
dn+1— 246....2n — \ 2n+1
. Zeige: sinnf = 2 L0 (5i11) sin®*1 @ cosm= i+ g
cosnf = Z-%:O (2)(=1)"sin* 6 cos™ 2.

=20 A



