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KAPITEL 1

Trigonometrische Reihen und Fourier—Reihen.

1. Grundlegende Begriffe und Sitze.

Als Trigonometrische Reihe bezeichnet man einen Ausdruck der Form

1 o0
1.1 —agp + ay, cosnx + by, sin nx
( 2

n=1

bzw. in der sogenannten komplexen Darstellung

(1.2) i cne™

n=-—0oo

mit den Koeffizienten ag,aq,..., b1,b9,..., ¢, € C und der Variablen z € R. Der
Zusammenhang zwischen beiden Darstellungen ergibt sich aus der Eulerschen Formel
€'® = cosx +isinz und den entsprechenden Formeln fiir cos z und sin z. Mit der Setzung
by := 0 gilt dabei fiirn =0,1,2,...

1 , 1 )
Cp = i(an — iby,) C_p = 5(% + iby,)
Qp, = Cp +C_py b, = i(c, — c_p)

Weiters gilt
an,bp € R & c_, =¢,.

Falls ¢_,, = ¢,, dann ist (1.1) eine reine Cosinus—Reihe genau dann, falls alle ¢, reell sind
und eine reine Sinus—Reihe, falls alle ¢, imaginér sind. Falls a,,b, € R, dann 148t sich
(1.1) in einer weiteren ( und vor allem in der Physik verwendeten) Form anschreiben:

1 oo
(1.3) 5 0o + Z pn cos(nz + ay,).

n=1
Dies folgt aus cos(z + y) = cosx cosy — sin x siny mit den Setzungen
pn = (a,” + bn2)1/2, COS Oty = Uy / P, sin oy, = —by,/pa-

(Falls p, = 0, dann folgt ay,, b, = 0 und wir brauchen auch kein a,.)

1



2 1. TRIGONOMETRISCHE REIHEN UND FOURIER-REIHEN

Zu Konvergenz—Untersuchungen betrachtet man meistens die symmetrischen Partialsum-

men
Z cpe’ ao—i-Z(an cosnx + b, smna:)

In|<m n=1

Eine solche Summe heifit auch trigonometrisches Polynom vom Grade héchstens m. Ist
|am| + [bm| > 0, so heifit m der Grad.

BEMERKUNG 1.1. Wir werden héufig die Integrale von 27—periodischen Funktionen iiber
Intervalle der Liinge 27 betrachten. Dabei gilt fiir jede 2r—periodische Funktion F'(z) und
beliebiges a € R

a+27r 2T 2n+a 2T «
/ dx—/ F—i—/ :/ F+/ F(z + 2m)dx =
2w « 0
<[ w =]

Wir werden meistens &« = —7 und o = 0 verwenden.

Von grundlegender Bedeutung sind die folgenden Orthogonalitits—Relationen
der trigonometrischen Funktionen. Sie folgen leicht aus den Eulerschen Formeln
cosmz = ("% 4+ e7"™*) /2 sinnx = ("™ — e”"*) /24, sowie der Tatsache

I 0 falls!#0,
— e"dr =
27 1 fallsl=0.

I,m,n sind dabei immer ganze Zahlen.

L% e i fall
(14) . elmwefznxdx — 0 alls m ?é n,
2m 1 falls m = n.

or 0 fallsm#mn, m,n>0,
(1.5) —/ cosmx cosnzdr = § 1/2 fallsm=n >0,
2m Jq
1 fallsm=n=0.

0 fallsm#n, m,n>0,

1 2w
(1.6) oy sinmzsinnzdr =< 1/2 fallsm=n >0,
0 fallsm=n=0.
1 2w
(1.7) — cosmz sinnxdxr = 0

2



1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND SATZE. 3

Sei
ch ——a0+2(ancosnx+b s1nn:c)
nl<m n=1
ein trigonometrisches Polynom. Dann folgt durch Anwendung von (1.4) und gliedweise
Integration fiir |k| < m
1 2w

1 2
—ikx _ ine —zkm _
oy flz)e™™dz = o /. < E Cne )dx

[n|<m

_ Z Cn / m;(n k)d$_0k

[n|<m
Entsprechende Integrationen liefern die Koeffizienten der reellen Darstellung. Zusammen-
fassend erhalten wir also:

1 2 "
o f(z)e "™ dx
1 27!'
ap = — f(z)coskz dx
T Jo
1 2T
by = — f(z)sin kz dx
T Jo
1 27
a = — /0 f(z)dx

Hier sieht man auch, dafi der Faktor 1/2 bei aq eingefiihrt wurde, um die vorige Formel
fiir a; auch fiir £ = 0 zu erreichen.

Diese Formeln legen umgekehrt nahe, einer , beliebigen“ Funktion f : R — C durch die
vorigen Formeln eine trigonometrische Reihe zuzuordnen und zu untersuchen, inwieweit
dadurch f dargestellt werden kann.

BEMERKUNG 1.2. Da jede trigonometrische Reihe 27—periodisch ist, mufl f jedenfalls
auch 27—periodisch sein.

Die Werte von ay, by, ¢, in den obigen Formeln bleiben jedenfalls gleich, wenn wir f an
endlich vielen Stellen abéindern. ,,Absolute“ Eindeutigkeit konnen wir also nicht erwarten.

Stellt umgekehrt eine trigonometrische Reihe in irgendeinem (brauchbaren) Sinne f(x)
dar, so kann man mit e~*** multiplizieren und durch gliedweise Integration zu den obigen
Formeln fiir die Koeffizienten gelangen. Dies ist aber beim RIEMANN-Integral nur unter
zu einschrinkenden Bedingungen moglich.

Wir legen also von jetzt an den LEBESGUEschen Integrationbegriff zugrunde und neh-
men von allen auftretenden Funktionen immer 27—Periodizitat an und die Mef3barkeit im
LEBESGUEschen oder meist BORELschen Sinne. Zur Erinnerung: eine L-meflbare Funk-
tion stimmt fast iiberall (f.ii.) mit einer B-mefibaren Funktion iiberein. 27— Periodizitét
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bedeutet, dafl wir anstelle von auf der additiven Gruppe der reellen Zahlen R definierten

2m—periodischen Funktionen ebenso von auf dem 1-dimensionalen Torus
T={z€C:|z|=1}={":t€[0,2m)} = R/27Z

definierten Funktionen sprechen kénnen.

Einer 2r—periodischen Funktion f : R — C ist dabei eine Funktion fr : T — C zuge-

ordnet und umgekehrt mit der Beziehung fr(e*) = f(¢). In Hinkunft werden wir deshalb
nicht mehr unterscheiden zwischen f und fr.

In Sinne der vorigen Bemerkung bezeichnen wir mit L'(T) die Menge der 27—periodischen,
absolut LEBESGUE-integrablen Funktionen f : R — C. Fiir f € L!(T) setzen wir

1 [ 1
=5z [ 1rle= 5 [ 15

L*(T) wird damit zu einem Banach-Raum.

In Hinblick auf die anfangs gegebenen Umrechnungsformeln werden wir von jetzt an meist
die komplexe Darstellung (1.2) trigonometrischer Reihen verwenden und anstelle der Va-
riablen z € R die Variable ¢ (fiir torus) verwenden.

DEFINITION 1.1. Zu f € L*(T) heifit fiir n € Z
(1.8) fn) = = / F(t)emintt = = / " et
27 Jr 2m Jo
der n-te FOURIER-Koeffizient von f.
Die FOURIER-Reihe S(f) einer Funktion f € L'(T) ist die trigonometrische Reihe

(L9) st~ S Ffmen.

n=—0oo

Eine trigonometrische Reihe

(1.10) zoo: cne™

n=—oo

heifit FOURIER-Reihe, falls sie die FOURIER-Reihe einer Funktion € L'(T) ist.

Schreiben wir f(n) = |f(n)|e?*, dann heiBt {n : f(n) # 0} das Frequenz Spektrum und
die Folgen {|f(n)|}nez, {|f(n)|*}nez und {a, }nez heifen respektive das Amplituden—, das
Energie— und das Phasen—Spektrum von f.

Die Formel (1.9) besagt zunéchst lediglich, daf die Koeffizienten der Reihe entsprechend
(1.8) gebildet sind. Sie enthilt keine Aussage iiber die Konvergenz der Reihe oder, im
Falle der Konvergenz, iiber die Gleichheit mit f.
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BEISPIEL 1.1. Fiir ¢ € [0,2m) sei g(t) definiert durch ¢ — g(¢f) = (7 — ¢) und dann
2m—periodisch fortgesetzt. Eine leichte Rechnung ergibt

1
1.11 g(n) = —
(1.11) i) = 5
Daraus folgt sofort a, = 0,b, = 1/n, die Fourier—Reihe ist also eine reine Sinus—Reihe:

e 0]

(1.12) S~ % sin nt

BEMERKUNG 1.3. Hat eine Funktion F' : R — C die Periode a # 0 (d.h. F(z + a) =
F(z),z € R), so hat f : R — C, definiert durch f(t) := F(t5-) die Periode 27 und daher

1 2w

f)y= o[ f(t)e™dt =

:27T0

1 2m A
= F(it) eintdf =
2m Jo 2m
1 /[ _in2m
:—/ F(r)e™™a"dr
0

a
Wir erhalten also
]. a s 2T . 27
1.13 S(f)(x) ~ (—/ F(r e_maTdT)ema‘lc
(1.13) (F)(z) HEZZ 2, (1)

Der Vollsténdigkeit halber und wegen der iiblichen Verwendung in der Physik hier noch
die Formeln fiir die reelle Darstellung:

1 — 2 2
S(F)(t) ~ = . COS ——nt + b, sin —nt it
(F)(t) a0+z<a cos —=1 + b, sin an) mi

2
n=1
2 [ 2
(1.14) a, = —/ F(7) cos L prdr
aJo a
2 [ 2
by, = / F(7)sin T rdr,
aJy a

BEMERKUNG 1.4. Ist f € L*(T) gerade (d.h. f(t) = f(—t)), so ist S(f) eine reine cos—
Reihe. Ist f ungerade (d.h. f(t) = —f(—t)), so ist S(f) eine reine sin-Reihe (Beispiel 1.1).

Es folgen nun einige einfache Sétze und weitere Bemerkungen.

Zu f: R - C und a € R sei die Rechtsverschiebung f, : R — C definiert durch
fa(t) := f(t — ). Zu m € Z bezeichne e, die Abbildung e,,(t) = e™™.
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SATz 1.1. Seien f,g € L}(T), ce€ C, a€R, m,n € Z und e,(x) = ™. Dann
gelten folgende Formeln:

(em - f)"(n) = f(n—m)
(f+9)"(n) = f(n) + 4(n)
(1.15) (cf)"(n) =cf(n)
f(n) = f(-n)
fa(n) = e f(n)
1f(n)] < [1£]]:
BEWEIS. Nur fiir die vorletzte Formel:
Fuln) = % 0% F(t = a)emdt = % 0% F(t = @)em=)g=inag(y _ o)
= e_i"“% /_—a+2ﬂ f()e™™dt = e=™ f(n).

O

SATZ 1.2. a) Sei f : R — C 2w —periodisch und absolut stetig mit L'—Ableitung f'. Dann
ist auch f' 2w—periodisch und (f')" (n) =inf(n).

b) Ist f € L'(T) und f(0) = 0, dann ist F(t) := f(ff(T)dT 2m—periodisch, absolut stetig
und F(n) = £ f(n) (n#0).

BEWEIS. a) folgt durch partielle Intergation

(7)) = o= [ e =

:27r0

:%MWWK+;wamwwﬁmﬁw

b) Die Periodizitét von F' folgt aus

F(t +27) — F(t) = /tt+ " F(r)dr = 21§ (0).

Da F' absolut stetig ist mit der L'-Ableitung f, folgt die Behauptung nun aus a). O

FoLGeERUNG 1.3. a) Fulis fir f; € LY(T) ||f; — fllL = 0, (j — o) (die Folge ist also
L'-konvergent), dann gilt gleichmifig fir n € Z f;(n) — f(n).
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b) Gilt fir die Teilsummen sy, einer trigonometrischen Reihe R~y c,e™
l|sSm — gll1 = 0, so ist die Reihe die Fourierreihe von g, in Zeichen R = S(g). Dies ist

insbesondere der Fall, wenn s, (t) — g(t) gleichmdfig.

¢) Sind die Teilsummen s, einer trigonometrischen Reihe R ~ Y, 5 c,e™ durch eine
iber [0, 2m) integrable Funktion beschrinkt und gilt s, (t) — g(t) fast dberall, so ist die
Reihe S(g).

BEWEIS. a) folgt unmittelbar aus |f;(n) — f(n)| = |(f; — £) " ()| < ||f; = fl.

In b) folgt direkt und in ¢) durch Anwendung des Lebesgueschen Satzes iiber dominierte
Konvergenz fiir m > n

1 2m ] 1 27 )
g(t)e "™ dt = lim —/ Sm(t)e”"™dt = c,.
0

2m J, m—so0 27

2. Faltung.

Wir kommen nun zu einem zentralen Begriff der harmonischen Analysis und der Analysis
iiberhaupt.

SATZ 2.1. Seien f,g € L'(T). Fiir fast alle t ist die Funktion 7 — f(t —7)g(7)
21 —periodisch und iber [0, 27) integrabel:

1 27
dr < 00

5 | 1=

Definieren wir fir solche t die Funktion h : R — C durch
1 2

ht) =5 [ F =)ol

und h(t) = 0 sonst, so ist h € L'(T) und es gilt

Al < 1l 1lgly
Weiters gilt

~

h(n) = f(n)g(n) (n € Z).

BewEis. Da die L'-Funktionen f, ¢ f.ii. mit Borel-meflbaren Funktionen f, gy iiber-
einstimmen und sich die vorigen Integrale bei einer entsprechenden Ersetzung nicht
dndern, da die Zusammensetzung stetiger mit Borel-meflbaren Funktionen sowie das Pro-
dukt von Borel-mefibaren Funktionen wieder Borel-mefibar sind, da die Addition (Sub-
traktion) auf R, also die Abbildung R x R 3 (t,7) — t — 7 € R stetig ist, folgt die
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Borel-Mefibarkeit der Abbildung F' : (t,7) — f(t — 7)g(7). Wegen der Translationsinva-
rianz des Lebesgue—Integrals gilt dann

2 2T
/dT/ F(t = P)g(r)|dt =
27T

=27 ), Wldf(l/o f (t—T\dt>=HfH1|g|I1-

Somit ist F' € L'{ [0,27) x [0, 27r)> und der Satz von Fubini impliziert die Existenz von
h(t) f.i. Damit gilt

1 2w 1 2w
— — - <
b = 5= [ dt‘%o 7t =7)g(r)dr| <

<o [ a5 [ niateiar) = Il

Wegen |e | = 1 konnen wir Fubini anwenden und erhalten

- 1 [ 1 [ e ‘ .
h(n) - / h( ) 7mtdt f(t _ T)g(,r)efm(tfr)efmrdtd,r —
0

2 an? J, /s

= 4L7r2 OQW </2WT f(t)emtdt>g(7')eimd7' = f(n)g(n).

-7

DEFINITION 2.1. Zu f,g € L'(T) heifit

2.1 —
(2.1) Feot) =5 [ 16-mg
die Faltung von f und g.

Es gelten also die Formeln

(2.2) 1+ gl < [ f1:[lgllx

(2.3) (f*9)"(n) = f(n)i(n) (n€ 7).
BEMERKUNG 2.1. Falls G eine endliche abelsche Gruppe und f, g auf G definierte, kom-
plexwertige Funktionen sind, so definiert man analog f x g : G — C durch

frg(z |G|Zf

yeG

Sind z.B. f = x4, 9 = xp die Indikatorfunktionen der Teilmengen A, B C G, dann rechnet
man sofort nach

1
Xa* xp(7) = |G|\Aﬂ( B)\—@\(af A) N BJ.
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Hier bedeutet | X| die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X. Ist insbesondere
A = {a}, so erhilt man |G| xa * xg(z) = |(x — a) N B| = X425 und damit

(2.4) Xa* XB(z Z XotB(
aEA

Aus der obigen Formel sieht man, dafl das Faltungsprodukt eine Linearkombination von
Translaten der einen Funktion mit Werten der anderen als Koeffizienten ist.

In einer sehr allgemeinen Betrachtung ist dann G eine abelsche Gruppe, die zugleich ei-
ne lokalkompakte Topologie besitzt, beziiglich der die Addition stetig ist (das wichtigste
Beispiel ist R). Es zeigt sich, daf} hier ein im wesentlichen eindeutiges, translationsinvari-
antes Maf} u existiert (das sogenannte Haarsche Maf), analog dem Lebesgue-Maf. Damit
definiert man analog den Bananchraum

2@ = {r:6- 0 [ fwutan) <oc

und zu f, g € L*(G) das Faltungsprodukt

/f:v— )u(dy).

L'(QG) ist die sogenannte Gruppenalgebra von G. Im obigen Fall der endlichen Gruppe ist
das Haarsche Maf} einfach das Z&hlmafl mit der (normierten) Integration

P 1) = [ f@utde) = 5 Y 5@

zelG@

SATZ 2.2. Fiir f € L*(T) und ein trigonometrisches Polynom k(t) = S~ ane™ gilt

(2.5) k= f(t) Z an f(n)e™
(Da nur die Frequenzen des Polynoms iibrig bleiben, spricht man von einer Filterung.)

BEWwEIS. Falls k(t) = e™, dann gilt die Formel, da nun

kxf(t) = %/0 ™) f(7)dr = e / f(r)e ™ dr.

Aus der Linearitéit des Integrals folgt der allgemeine Fall. O
FOLGERUNG 2.3. Speziell fiir k(t) = Dy(t) := 32"y e gilt fiir beliebiges f € L'(T)

(2.6) Zf ™ = (Dy * f)(t).
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Die Folge {Dy} heifst der DIRICHLET-Kern.
SATz 2.4. Fiir beliebige f,g,h € L'(T) und o, 8 € R gilt

fxg=gxf
(frxg)xh=fx(gxh)
(2.7) f(g+h)=fxg+fxh

(f*g)a:fa*g:f*ga
fa*gﬂ: (f*g)a-i-ﬂ-

BEWEIS. Wir setzen @ = ¢t — 7 und erhalten

Frat)=5- [ se=riatryir =
= [ 10—y =
— 5 | F@at=0uas =g <100

Die Distributivitidt der Faltung folgt aus jener der gewthnlichen Multiplikation und der
Linearitdt des Integrals.

(f*g)=h(t 42//ft—U—v (u)h(v)dudv =
= 4—7r2//f(t—7“)g(7“—s)h(s)dsd7':f*(g*h)(t)
Il

Der Banachraum L'(T) wird also mit der Faltung als Multiplikation zu einer kommuta-
tiven Algebra und ist damit eine sogenannte Banach—Algebra.

BEMERKUNG 2.2. L'(T) hat kein 1-Element beziiglich der Multiplikation.

Dies sehen wir mit Vorgriff auf das spétere Riemann-Lebesgue-Lemma leicht ein:
Angenommen, es existiert ein f € L'(T), soda8 fiir alle g € L'(T) gilt fxg = g. Dann folgt
nach (2.1) f(n)g(n) = §(n). Wihlen wir insbesondere g(t) = e, dann ist §(n) = 1 und
daher auch f (n) =1 fiir alle n € Z. Dies widerspricht dem Riemann—Lebesgue-Lemma,
wonach die Fourierkoeffizienten einer L'(T)-Funktion gegen 0 gehen.

SATZ 2.5. a) Seien f € L*(T) und 7 € T. Dann gilt
frite ft=7) € L(T) und |[fr|h =||fh-
b) Die L'(T)-wertige Abbildung T — f, ist stetig auf L*(T), d.h.: fiir alle f € L'(T) und

To € T gzlt
11 ||J] f10H1
T—T0
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BEWEIS. a) folgt unmittelbar aus der Translations-Invarianz des Lebesgue-MaBes dt.
Zum Beweis von b) bemerken wir zunéchst, dafi die Aussage richtig ist fiir stetige f. Die
stetigen Funktionen liegen dicht in L*(T). Zu f € L*(T) und € > 0 wiihlen wir dann ein
stetiges ¢ mit ||f — g||; < €/2. Dann folgt

||f'r - fT0||1 < Hfr - g’rHl + Hg‘r _gT()Hl + ||g7'0 - f'roHl =
= [I(f = 9)ells +1lgr = grolls +11(9 = Hroll < €+ 1lgr = gro[l1-
Daraus folgt limsup, ., ||fr — fr|[1 < €. € war beliebig, also gilt b). O

Die vorigen Eigenschaften a)(die Translations-Invarianz) b)(die Stetigkeit der Translati-
on) teilt L'(T) mit einigen wichtigen seiner Teilriume.

DEFINITION 2.2. Ein homogener Banachraum auf T ist ein linearer Teilraum B von L!(T)
mit einer Norm || || > || || (die Einbettung von B in L*(T) ist also stetig), beziiglich
der er ein Banach-Raum ist und folgende Eigenschaften hat:

(H1) Fiir f € Bund 7 € T ist f, € B und ||f.||z = ||f||B-
(HQ) Fiir alle f € B, 7,79 € T, lirn’r%‘ro ||f7’ - fToHB =0.

Beispiele homogener Rdume sind:

a) C(T), der Raum der stetigen 2r—periodischen Funktionen mit der Norm
(28) 1flloo = max £ (1)

b) C™(T), der Teilraum der 27r—periodischen, n—mal stetig differenzierbaren Funktionen

mit der Norm
n

1 .
(29) IFller =3 < max| £ ().

j=0""

¢) LP(T), 1< p < oo, der Teilraum von L*(T), bestehend aus allen Funktionen f, fiir
die [ |f(t)|Pdt < oo mit der Norm

210) 5= (o [ irpar)”

BEMERKUNG 2.3. Wir sehen, daf} in einem homogenen Banach—-Raum B und fiir f € B die
Abbildung ¢ : 7 +— f, eine stetige Abbildung ¢ : T — B ist mit ¢(0) = f. Im Folgenden
benétigen wir den Begriff des Riemann—Integrals einer auf T definierten, Vektor—wertigen
(mit Werten in einem Banach-Raum) und stetigen Funktion. Dies ist gleichbedeutend
mit dem Integral einer auf R definierten, 2r—periodischen solchen Funktion. Das Integral
wird genauso als Grenzwert der Riemann—Summen definiert, dessen Existenz wegen der
Vollsténdigkeit gesichert ist und wobei man im ,reellen“ Beweis den Absolutbetrag in R
durch die Norm in B ersetzt und alles iibrige wortlich {ibertragt. Falls der Banachraum
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endlich—dimensional ist, dann bedeutet die Integration einer Vektorfunktion natiirlich
komponentenweise Integration.

DEFINITION 2.3. Zu stetigem F': [a,b] — B definiert man

wobei
(l:.fC0<.’131<"'<l'N+1:b.

Dabei wird der Limes iiber alle Zerlegungen {z;} des endlichen Intervalles [a, b] genom-
men, deren Feinheit maxo<j<n(z;i1 — ;) — 0 fiir N — oo.

LEMMA 2.6. Seien k : T — C stetig und f € L*(T). Dann gilt
1 2w

(2.12) k() frdr =k * f.

27 Jo
BeEwEIs. Nehmen wir zunéichst f als stetig an. Dann gilt
1 27 1 )
(213) % /0 k(T)deT = % lim zj:(Tj_H — Tj)k(Tj)ij,

wobei der Limes in der L'(T)-Norm genommen wird und die Zerlegung {7;} von [0, 27)
feiner und feiner wird. Andererseits gilt fiir stetiges f gleichméfig in ¢

1.
oo lim Y (7500 = m)k(m) f(t —75) = (K f)(2)-

21
J

Das Lemma ist daher fiir stetige f gezeigt. Sei nun f € L'(T) beliebig und € > 0. Whlt
man g stetig so, daf§ ||g — f||1 < ¢, dann gilt nach dem schon Bewiesenen
1 2w

1 2w
k) fdr ke f = 5o [ RO =) dr+ ko= 1)

Der folgende Satz zeigt, dafl das Faltungsprodukt die Eigenschaften des ,,besseren® Teiles
erbt.

2m Jg
und daher

1 27‘{'
— — < .
27T/o k(T)frdr —kx f|| <2||k|e

1

]

SATz 2.7. Sei B ein homogener Banach—Raum im Sinne von Definition 2.2.
Seien g € LY(T),f € B. Dann liegt g * f im Abschluf des linearen Teilraumes der
endlichen Linearkombinationen von Translaten von f, gehdrt also zu B und es gilt

(2.14) g * flls < llglhllf]]5-



2. FALTUNG. 13

Insbesondere gelten die Aussagen fiir B = L(T).

BEWEIS. Sei zuniichst g stetig. Sei V; der Abschlu§ in B des linearen Teilraumes V;
der endlichen Linearkombinationen von Translaten von f, also von Summen der Form
Ziv ¢ifr mit ¢; € C,1; € [0,2m). Falls g stetig ist, dann enthélt V; die Ausdriicke der
Form

(2.15) !

o j (Tj41 —75)9(75) f;

Deren Grenzwert in B (und damit in V;) mit zunehmender Verfeinerung der Unterteilung

{7} ist
27
% /0 g(1) frdr

Wegen || ||z > || |1 ist dieser B-Limes gleich dem L'(T)-Limes und nach dem vorigen
Lemma ist dieser gleich g * f. Durch Anwendung der B-Norm auf (2.15) und Beriicksich-
tigung der Tatsache ||f;||p = ||f|| folgt

tim o (1 =)o)

<

g * flls =

) 1
S|P DGR
B n j

1.
<|Iflle %hmZ(TjH —7)lg(m)| = llglhllf]]5-
i

Damit ist der Satz fiir stetiges g gezeigt. Die lineare Abbildung T} : L*(T) D C(T) — B,
definiert durch T} : g — g f ist also beschriinkt durch ||f||p. Sei nun g € L'(T) beliebig.
Wir wihlen eine Folge von stetigen g, mit g, — g (L'(T)). Dann ist {g, * f} Cauchy-
Folge in B (mit Grenzwert, sagen wir F') und damit auch in L!(T). Hier ist der Grenzwert
gleich g x f. Also gilt auch F' = g x f € B. Weiters gilt

|F||p = lim ||gn * [ < || f][51lim ||gn|[x = [[f]|5llg]-






KAPITEL 2

Summierbarkeit und Konvergenz.

1. Summationskerne.
Wir sahen in Kap. 1, Bemerkung 2.2, daf§ L!(T) kein 1-Element beziiglich der Faltung
hat. Allerdings gibt es approrimative Einheiten.

DEFINITION 1.1. Ein Summationskern (oder approzimative Einheit) ist eine Folge steti-
ger, 2r—periodischer Funktionen {k,}, fiir die gilt:

2w
51) — [ kdt=1
2T 0
(1.1) )
1 ™
(52) o ), |kn(t)|dt < const
Fiir alle 0 < § < 7 gilt
2n—4
(1.2) (S3) lim kn(t)|dt =0
n—oo k)

Ein Summationskern {k,} heifit positiv, falls fiir alle ¢ und alle n gilt k,(t) > 0.

LEMMA 1.1. Sei B ein Banach—Raum, ¢ eine stetige B—wertige Funktion auf T und {k,}
ein Summationskern. Dann gilt

(13 i o= [ k() i = 600,
BEWEIS. Wegen (S1) gilt fiir 0 < § < 7
o [ ot = 60) = 2 [T k() 6t0) — 6100 dr =
S e [ ka@)66) — o) ar+ o [ k() 0(r) - o0 ar

Die Grofle des ersten Summanden kontrollieren wir durch die Stetigkeit von ¢, die des
zweiten durch die Limes—Eigenschaft des Kernes:

)
(15) \ = [ b)) - 9(0) ir

2m )

< max l¢(7) — ¢(0)||B] [knll1-

B 7]
15
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L1 / k() (6(r) — 6(0)) dr

1 27 —4
16 |5 <o) =60 g [ ()l

Aus (S2) und der Stetigkeit von ¢ bei 7 = 0 bestimmen wir zu gegebenem € > 0 ein § > 0
so, daB8 (1.5) durch € beschrénkt bleibt. Mit diesem ¢ folgt aus (S3), daB (1.6) gegen 0
geht mit n — oco. Damit wird (1.4) beschriinkt durch 2e fiir grofie n. O

SATZ 1.2. Sei B ein homogener Banach-Raum auf T, sei f € B und {k,} ein Summati-
onskern. Dann gilt

lim ||k, + f — f[lp =0
n—00

BEWEIS. Wegen || ||5 > || || ist das B—wertige Integral 5- fo 7) fr d7 gleich dem
L'(T)-wertigen Integral, also gleich k, * f nach Kap. 1, Lemma (2. 6) Die Behauptung
folgt nun aus dem vorigen Lemma, indem wir ¢(7) = f, setzen. Dann ist ¢(0) = f und ¢
ist stetig nach der Definition eines homogenen Raumes.

Fiir den in Kap. 1, Folgerung 2.3 definierten Dirichlet—-Kern {D,} gilt, wie wir schon
wissen, mit f € L'(T)

Zf €' = (Dy * f)(t).

Aus der Eulerschen Formel folgt leicht

n

, i + 1)¢ n
(1.7) D,(t) = Ze”t = sin(n + 5)¢ =1+ QZCOS kt.

1
sm(§t) P

—n

{D,} erfiillt zwar (S1), jedoch weder (S2) noch (S3), ist also kein Summationskern. Nimmt
man jedoch anstelle der Partialsummen der Fourier-Reihe die arithmetischen Mittel

(19) (1) = i (S0 + 510+ o+ 5,0
dann gilt

— - _i igt __
(19) ()0 = Y (1= L) e = i 1))

—-n

Hier haben wir die iibliche Schreibweise verwendet

(1.10) K,(t) = zn: <1 _ n\i\ 1)eijt

j=—n

{K,} ist der sogenannte FEJER-Kern. Dies ist der wichtigste Summationskern. K, erfiillt
klarer weise (S1). Da er positiv ist, folgt (S2) aus (S1). K,, > 0 und (S3) folgen aus
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LEMMA 1.3.

(1.11) Ko (t) = — {Sin HTHt}Q.

- n+1 sin%t

Daraus folgt auch die Symmetrie
(1'12) Kn(t) = Kn(_t)
und (mehr als (S3))
(1.13) lim ( sup Kn(t)) =0.
n—=00 \ 0<§<t<2n—3
BEwEIs. Es gilt
1 1.

t 1 1 .
sin® 5= 5(1 —cost) = —Ze”t + 3~ Ze”.

Durch Ausmultiplizieren rechnet man direkt nach

I 4 1 1, . 17| it
ot I 1— ijt _
( ¢ T3 46>Z< n+1)°

j=—n

_ 1 (_}e—i(nﬂ)t LI lei(nﬂ)t)_

n+1 4 2 4
O

SAaTz 1.4. Sei B ein homogener Banach—Raum auf T. Dann sind die in B enthaltenen
trigonometrischen Polynome tberall dicht in B.

BEWwEIS. Fiir beliebiges f € B gilt: 0,(f) € B (warum?) und B —limo,(f) = f. O

FoLGERUNG 1.5 (Approximationssatz von Weierstra$l). Jede stetige, 2w —periodische
Funktion kann gleichmdfig durch trigonometrische Polynome approximiert werden.

SATZ 1.6. [Vollstindigkeit des trig. Systems. Eindeutigkeitssatz]

Sei f € LYT) und f(n) =0 fir allen € Z. Dann ist f =0 f.ii.

Aquivalent dazu: Falls fir f,q € LY(T) alle Fourierkoeffizienten gleich sind,
dann gilt f = g f.1.

BEWEIS. Aus (1.9) folgt 0,,(f) = 0 fiir alle n € Z. Wegen o,,(f) — f (L*(T))
folgt f = 0. O
SATZ 1.7. [Riemann-Lebesque-Lemmal Sei f € L'(T). Dann lim, o0 f(n)=0.

BEWEIS. Zu € > 0 sei P ein trigonometrisches Polynom mit ||f — P||; < e.
Falls |n| > Grad von P, dann

[f )| =1(f = P) ()| < ||If = Plh <e.
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(]

BEMERKUNG 1.1. Fiir spitere Zwecke bendtigen wir folgende Verallgemeinerung: Das
Riemann-Lebesgue-Lemma gilt gleichméBig fiir kompakte Teilmengen von L'(T).

Ist nimlich K kompakt in L!(T) und € > 0, dann gibt es endlich viele trig. Polynome
P, ..., Py, sodaB fiir alle f € K gilt ||f — Pj||1 < € mit einem geeigneten 1 < j < N.
Falls nun |n| > max; <<y gradP;, dann gilt fiir alle f € K: |f(n)| <e.

Bezeichne, wie iiblich, ¢y(Z) den Banach-Raum der komplexen Folgen a = {a,}>, fiir
die lim,| 0 @, = 0, versehen mit der Norm

(1.14) |la||o = sup{|a,| : n € Z},

dann folgt aus Kap. 1, (1.15) und dem Riemann-Lebesgue-Lemma,
daf die Fourier-Transformation eine stetige, lineare Abbildung

F:LY(T) — ¢o(Z) definiert durch F(f) = {f(n)}

ist. Die Bildmenge bezeichnet man {iblicherweise mit A(Z) (C ¢o(Z)). Aus dem Eindeu-
tigkeitssatz folgt, dafl diese Abbildung injektiv ist. Die somit existierende Umkehrabbil-
dung A(Z) — L'(T) ist daher abgeschlossen. Davon machen wir spéter Gebrauch bei
der Untersuchung der konjugierten Reihe im Zusammenhang der Norm—-Konvergenz einer
Fourier—Reihe.

Weitere Summationskerne sind

(1) ku(t) = X020/

(2) Der de la Vallée Poussin—Kern

(1.15) Viu(t) = 2Kon41(t) — Ka ().

(S1), (S2) und (S3) folgen unmittelbar aus der Definition. V, ist Polynom vom Grad 2n+1

mit der Eigenschaft, daB V,,(j) = 1 fiir [j| < n + 1. Daher stimmen in V,, * f jedenfalls
die Koeffizienten bis zum Index |j| < n + 1 mit denen von f iiberein.

(3) Der Poisson—oder Abel-Kern ist ein Summationskern mit kontinuierlichem Parameter
0<r<i1:

| % — 1—1r? 1 it
(1.16) P(r,t) = ZT\JIGZJt =1+ QZT] cos jt = T _ Re( +re )
=1

: . 1—2rcost+ r? 1 —rett
JEZ j=

Da die Reihen in (1.16) gleichméBig konvergieren, folgt durch Grenziibergang bei Anwen-
dung des Satzes von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz aus Kap. 1, (2.5)

(1.17) f(r,t) :==P(r,.) = f(t) = Zf(j)r‘j‘eijt.

JEZ
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Es ist P(r,t) = P(r,—t) und P(0,¢) =1 fiir alle ¢t € [0, 7).
Weiters ist fir 0 <r <lund ¢t T 7
147 1—r
=P(r,0) >P(r,t) L P = 0
1_T (T’)> (T,)J, (Ir’ﬂ-) 1+T>
Der Poisson—Kern verbindet die Theorie der trigonometrischen Reihen mit jener der ana-
lytischen Funktionen.

(1.18)

Der Vollstindigkeit halber seien hier noch die wichtigsten Summationsarten bei allgemei-
nen Reihen erwéhnt.

Sei ).z un eine formale Reihe mit u, € C. Fiir m = 0,1,2,... betrachtet man
(a) sm:Zun:u_m+...+uo+...+um
[n|<m
(b) o= L (So+ 51+ +5m)= Y oy,
m m+ 1 0 1 m = m+1 n
n|<m

() A(r)= Z ™ .
meZ
Sie s, heiflen die symmetrischen Partialsummen, die o, heilen Caesdro— oder (C,1)-
Mittel und fiir 0 < 7 < 1 heifilen die A(r) Abel— oder Poisson—Mittel, falls die definierende
Reihe konvergiert.

DEFINITION 1.2. Die Reihe ), u, heifit Caesdro— oder (C, 1)~ summierbar mit Summe
s € C, falls lim,;, yoo 0, = S

Die Reihe ) ., u, heifit Abel- oder Poisson— summierbar mit Summe s € C, falls
lim, ,1- A(r) =s

Es gilt der folgende

SATz 1.8. Aus der Konvergenz von ), _,u, folgt die (C,1)-Summierbarkeit und aus
dieser folgt die Abel-Summierbarkeit zur selben Summe. Also
lim s, =s = limo,=s = lim A(r)=s.

m—r0o0 m—r0o0 r—1-
2. Summierbarkeit fast iiberall und Konvergenz.

Die vorangehenden Siétze enthielten Aussagen iiber die Konvergenz von o,(f) in der
Normtopologie des Raumes, dem f angehort. Fiir stetige f erhalten wir daher (sogar)
gleichméfige Summierbarkeit, d.h. gleichméfige Konvergenz von o, (f). Ist f unstetig, so
kann aus diesen Sétzen nichts iiber die punktweise Summierbarkeit gefolgert werden.
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SATZ 2.1. [Satz von FEJER] Sei f € L*(T).

a) Falls limy,_y (f(to +h)+ f(to — h)) existiert (auch mit Werten to00), dann gilt

1.
on(f)(to) = 3 lim <f(to +h)+ f(to — h))
h—0
Ist insbesondere ty ein Stetigkeitspunkt von f, dann gilt o,(f)(to) — f(to)-

b) Wenn jeder Punkt eines abgeschlossenen Intervalls I ein Stetigkeitspunkt von f ist,
dann konvergiert o, (f)(t) gleichmdpig in I gegen f(t).

¢) Falls m < f(t) fir alle t, dann gilt m < o,(f,t). Falls f(t) < M fir alle t, dann gilt
on(f,t) < M.

BEWEIS. Zu a):
Nur fir a := %limh_,o <f(t0 + h) + f(ty — h)) € C. Der folgende Beweis beruht auf

der Tatsache, da8 {K,} ein positiver Kern ist und auferdem die Eigenschaften (1.12)
und (1.13) erfiillt. Daher gilt der Satz fiir jeden positiven Summationskern mit diesen
Eigenschaften (z.B. Poisson—Kern).

Es ist

Onf(to)—az217T/_7;Kn(t)<f(to—t)—a>dt: ;(/_°+/0>:

_ %(—/:Kn(t)(f(to-l—t)—a)dt—i—/OﬂKn(t)(f(to—t)—a)dt)z

:l/ K (t)<f(to+t)‘;f(to—t) —a))dt:

([ ottt ),

Zu € > 0 wihlen wir § so klein, daf fiir |¢t| < § gilt

flto+1) + f(to — ) —al< €
2 2
und dann ng so grof, daf fiir n > ng
€
sup K, (t)) < ———.
2 K0 < Sl

Dann gilt
e(1 [? € 1
nf(to) —al< - = K, =||f = — <e
ottt —al < 5(+ [} + 5l —ali <
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Zub):
fist in I gleichmé&Big stetig. Daher kann ¢ (und damit ny) unabhéngig von t, € I gewéhlt
werden.

Zu c):
muf(®) =m =5 [ KDt =7) = m)dr 20
M=auf(t) = 3= [ K01 = St =i 2 0.

FOLGERUNG 2.2. Falls f in ty stetig ist und Sy, f(to) konvergiert, dann gilt

BEMERKUNG 2.1. Aus der Fejer-Bedingung 3 limy, g (f(to +h)+ f(to — h)) = «a folgt

1 [h
21) "k /

Punkte ¢y, fiir die diese Bedingung mit oo = f(¢) gilt, nennt man Lebesguesche Punkte.
Offenbar ist jeder Stetigkeitspunkt von f ein Lebesguescher Punkt von f. Weiters sehen

wir, daf} sich die Bedingung (2.1) nicht &ndert, wenn man die Funktion f in Punkten einer
0-Menge abéndert.

fllo+71)+ flto— 1)
2

aldr=0

Es gilt folgender wichtige

SATz 2.3 (Lebesgue). Sei f € L'[a,b], (—oo < a<b<o0), dann sind fast alle Punkte
x € [a, b] Lebesguesche Punkte.

Im Gegensatz dazu gibt es L'-Funktionen, bei denen die Fejer-Bedingung in keinem
einzigen Punkt erfiillt ist (U: Finden Sie eine).

SAaTz 2.4. Sei f € LYT) und a € C und sei fir ty € R (2.1) giiltig. Dann folgt
lim,, o0 0, f (to) = . Insbesondere gilt also f.i. o, f(t) — f(¢).

BeEwEIs. Wir beniitzen aus dem vorigen Satz

(22)  onflte) —a= %(/06+/;)Km(t)<f(t° ”);f(t(’ -0 _ a)dt.

Wir erinnern uns an Lemma 1.3 und die Darstellung des Fejer—Kernes

- m 2
K, (1) = 1 {smT“t}.

m+1 sin%t
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Weil fiir 0 < 7 < m:  sin(r/2) > 7/, folgt daraus fiir solche 7:  K,,(7) < =2 und

m+1 72
da ohnehin K,,(t) < mLH(l +3+5+---+(2m+1)) = m+ 1, erhalten wir
_ 1
K. (1) < mm(m +1, m——klﬁ)
Insbesondere folgt, daf$ das 2. Integral in (2.2) gegen 0 geht, wenn nur (m + 1)6% — oo,
jedenfalls also fiir 6,, = (m+1)~'/4. Wir untersuchen nun das 1. Integral und setzen dazu

h t tn —
d)(h):/ flto+7) + flts T)—a‘dT.
0 2
Dann ist
b — i om
R (LTS R ATy IR
T Jo 2 Tl T
2 Om —
R () b [ e e L,
T m+1 mm+1/ 2 T

Der erste Summand der letzten Zeile geht gegen 0 nach Voraussetzung. Partielle Integra-
tion liefert fiir den 2. Ausdruck

T /‘5"”
m—+1

1
m-+1

fllo+7)+ fto—7)
2

_ 7 [é()]™ o [Om 1
_m+1[72 :|1+1+m+1 m;ﬂqb(T)ﬁdT.
Es ist
m+1]| 72 ;_m-i-l m m m+1 m -
1 1 1
- W¢<(m+1)4)(m+1)4 —7T¢<m+1)(m—l—1) — 0.

Zu € > 0 wihlen wir mg so grof, daB fiir alle 0 < t < (mg + 1)~%/* gilt ¢(¢)/t < e. Dann
erhalten wir fiir alle m > mg

2T Om 1 2me | 2me
—dr < —dr = 1) — 1
m+1 ﬁ¢(7)7_3 7-_m+1/1 T2 4 m+1[(m+ )= (m+1)

=

] < 2me.

O

FOLGERUNG 2.5. Sei f € L*(T). Mindestens in jedem Lebesqueschen Punkt t von f (also
f.i.) ist S[f] zum Wert f(t) Abel-summierbar: fir fast alle t € R gilt

lim f(r,2) = £(®).
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2.1. Lebesgue—Konstante. Nicht—Konvergenz der Fourier—Reihe. Die Fra-
gen der Konvergenz der Fourier—Reihe, also der Partialsummen S,(f) sind wesentlich
schwieriger und in vieler Hinsicht unvollkommener zu beantworten als im Falle der Sum-
mierbarkeit. Dies wird schon deutlich in

Zf e’ = (Dy * f)(2),

da {D,} kein Summationskern ist: (S2) ist nicht erfiillt.
SATZ 2.6. Firn=1,2,... gilt

4
(2.3) L, =Dyl = plogn—k O(1).
L, heifien die Lebesgueschen Konstanten.

BEwEIS. Mit der Variablentransformation ¢/2 = y und mit (1.7) erhalten wir

sin(2n + 1)y

1 [ 1 [7|sin(n + 1)t 2 [7/?
1Dl = o [ 1Datoar =~ [7 T gy - 2 [T dy —
27 Jo 7 Jo sm(—t) 7 Jo sin(y)
2 [7/2 o2n +
_ / sin@n+ Dyl 4 oa),
™ Jo Y

Letzteres, da in |0,7/2] : siny < y und daher in

1 < 1 1) 1
— == +-
siny siny gy Y

der Klammerausdruck als in 0 stetig erginzbare Funktion beschrinkt ist. Setzen wir nun
t = (2n + 1)y, dann wird das letzte Integral zu

T Jo t T z

k=0
2n us
2 2
S 3 U]
Vs k:() 0 ki + S

Dabei ist uy(s) = sin s, falls & gerade und ug(s) = cos s, falls k ungerade ist. Der Summand

fiir £ = 0 ist endlich und wegen fo k(s)ds =1 und (:-T—%% < :’“(j) < “’”(s) gilt:

2n ™ 2n 2n
2

—EZ k+1 / ’“(S)d5+0(1)2%ZklﬁJrO(l):%Z%Jr()a).

k= k=1 k=1

Nun ist 3", L =log2n + O(1) = logn + O(1). O
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LEMMA 2.7. Fiir f € Lo und m =0,1,2,... gilt

[1Sm oo < |[Dml[1][f]loo-
Fiir jedes m gibt es zu jedem € > 0 ein stetiges f € Loo(T) mit || f|loo = 1 und

1Smflloc = [Smf(0)| 2 |[Dimll1 — €.
BEWEIS. Zunéchst gilt

1 2
SufO1< 5 [ 1Dt =Fdr < £l Dol

Weiters gilt fiir f(t) := sgn D,,(t) jedenfalls || f||cc = 1 und

1 27!’
1 / Dyu(r)\dr = || D1

:271'

507(0) = |5 [ D)1

An den endlich vielen Sprungstellen kénnen wir f ,ausgldtten® und erhalten ein stetiges
f, wobei wir in beliebiger Niihe von ||D,,||; bleiben. O

FOLGERUNG 2.8. Sei B einer der Riume L*(T) oder C(T). Die linearen Abbildungen S, :
B — B (f v Snf) und das Funktional SO : C(T) — C, definiert durch f — Snf(0),
haben alle die Normen L,, = ||D,||,. Es gibt daher eine L'(T)-Funktion, deren Fourier—
Reihe nicht L'—konvergent ist und es gibt eine stetige Funktion, deren Fourier—Reihe im
Punkt t = 0 unbeschrinkt divergiert, also erst recht nicht gleichmdfig konvergiert.

BEWEIS. Jedenfalls gilt fiir f € L'(T), g € C(T)

1Smflls = 11D * flly < [[ Dl [1[£]]2
[1Smflloo = [|Dm * flloo < || Dinl[1[1f]oc
[Smf ()] < |Smf oo < | Do/ [1][ £ loo-

Also sind die Normen der Operatoren S,,, bzw. des Funktionals S°, nach oben durch die
Lebesgue-Konstanten beschriankt. Nun gilt fiir die Fejer-Kerne ||Ky||; = 1 und daher
wegen

(2.4) Sm(Kn)(t) = Dy ¥ Kn(t) = Kn % Dy (t) = on (D) (2)

S| I%" > 18w (En)l1 = |lon (D)1 — HDWUI’ da on(Dm) — D, (gleichmifBlig und
daher auch L) fir N — oo. Das heifit: ||Sy,||Y = L,,. Der Rest folgt aus dem vorigen
Lemma und dem Satz von Banach—-Steinhaus. O

BEMERKUNG 2.2. Beziiglich der Konvergenz fast tiberall gibt es zwei beriihmte Resultate:
Kolmogorov(1926) Es gibt f € L!(T) mit iiberall divergierender Fourier-Reihe.
Carleson(1966) Beweis der Lusinschen Vermutung (L?), Hunt (1968) Erweiterung auf
LP p > 1: Jede Funktion f € LP(T) besitzt eine fast iiberall konvergente Fourier-Reihe.
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3. Punktweise Konvergenz von Fourier—Reihen.

LEMMA 3.1. Zu Sy = Z|n|<N Cn S€LONp 1= %(SN + Sni1+ -+ Snik—1). Dann gelten
die Beziehungen

N N
ong = {1+ T ON+k—-1 — ?UN—I

(3.1) ol N
O'N,k:SN'i‘ Z <1—| |k‘ )cn
N<|n|<N+k—1
BEWEIS.
1+N N =
L ON+k-1 k;O'Nfl—
k+ N 1 N 1
:k'M<So+Sl+"'+SN+k1> _k'N(So+Sl+"'+SN1> =
1
= E(SN+SN+1+"‘+SN+]€_1).
1 k
ONg — SN = E(SN +Sni1+ -+ Snik-1) — ESN =

- ((SN = Sn) 4+ (Swi1 = Sv) + -+ + (Snr1 = SN)> =

k
1

— E ((CNl + CN+1) + (C,N72 +c_ny_1+ CN+1 + CN+2) + - ) —
k—1 k—2

= (c-n-—1+engr)+ % (c.na+cenga)+- -+
k—(k—1
%(CNIC+1 +CN+]9,1) =

oy (e,

N<|n|<N+k—1
O
FOLGERUNG 3.2. Sei k = ky — oo mit N — oo und N/ky < M < oo, dann folgt aus

hrnN_mo OoN = S: th_,OO ONky = S.

BEwWEIS. Wegen

N N N
ONkn — S = (1 + k>0N+k1 — (1 + k)S — E(O’N71 — S)

folgt die Behauptung aus der Dreiecksungleichung und der Voraussetzung. O
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Daraus folgt ein einfacher TAUBER~Satz (so bezeichnet man Sétze, wo aus der Summier-
barkeit einer Reihe auf die Konvergenz geschlossen werden kann).

SaTtz 3.3 (Hardy). Sei ¢, = O(li—|) fir n — oo und limy ooy = S, dann gilt
limN_moSN:S.

BEWEIS. Aus dem vorigen Lemma und der Voraussetzung folgt zunéchst mit einer
Konstanten A

1 n| - N 1(1 2 k-1
— Sy <A 1 =24 (T +T+ ) =
oSSy D ( k ) N<k+k+ TR >
N<|n|<N+k-1

1k(k—1) 1 A
N AR <k

Zu € > 0 wihlen wir X so grof, daB ;A < € und zu ky := [{N] nach der Folgerung 3.2
Ny so grof3, dafi fir N > Ny: ong, — S < e. Dann gilt

|S— SN| < |S— UN,kN| + |0N,kN — SN| < 2e.

=2A

Sei nun f € L'(T) von endlicher Variation, d.h.

N
Vs = sup{ 32 00) — e 10 =t <1y < <ty =20 <o
1

dann folgt aus
1 2w ]
— f(t)e ™dt

)| —
fol= 5 |
dafl die Voraussetzung im vorigen Satz erfiillt ist und wir erhalten

SATZ 3.4. [Dirichlet-Jordan—Test] Sei f € L'(T) von endlicher Variation. Dann konver-
giert S f gegen L(f(¢t+0)+ f(t—0)) und insbesondere gegen f(t) in jedem Stetigkeitspunkt
von f.

Die Konvergenz ist gleichmdfig in jedem abgeschlossenen Stetigkeitsintervall von f.

Ve (f)

27in|

<

27
el (0
0

n 2T

BEWEIS. In jedem Punkt existieren f(¢ + 0), f(¢ — 0) und die Behauptung folgt aus
dem Satz von Fejer 2.1 und dem vorigen Satz von Hardy. O
Insbesondere ist jede absolut stetige Funktion F' von endlicher Variation und wir erhalten

FOLGERUNG 3.5. Sei f € L'(T) mit f(0) = 0 und sei F(t) = fot f(r)dr. Dann konvergiert
S[F] (gebildet durch gliedweise Integration aus S[f]) gleichmdfig gegen F' und man ,darf“
S[f] diber jedes Intervall I gliedweise integrieren (und erhdilt |, f(7)dr).

LEMMA 3.6. Sei f € L'(T) und ["_ |@\dt < 0. Dann gilt lim,,_,, S, f(0) = 0.
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BEWEIS.
1) 1
n o tdt =
Snf(0) = smt/2 sin(n + )
t/2
f cos ntdt + / f(#) cos / sin nt dt.
sint/2
Nun ist
fWyeost/2| | S0) SO, |10
sint/2 | ~ |sint/2  t/2 t/2 |
Dabher ist % € L'(T) und nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma gehen alle Inte-
grale gegen 0. O

Satz 3.7 (Konvergenzkriterium von Dini). f € L'(T) erfiille fir t € T und ein a > 0
eine der folgenden dquivalenten Bedingungen

o [,
(2) /a fle+r) = JY) +t;1)1; /) dr < 00
3) /_‘Z f(t:a;)JQf(t) dr < o0
(4) /_a flttm) = 7t) :2; f®) dr < .

Dann gilt S, f(t) — f(1).

BEWEIS. Die Aquivalenz der Bedingungen folgt aus der Beschrinktheit der Abbildun-

gen
T T T

sinT’ tan7’ tanT/2
in der Ndhe von 0. Weiters konnen wir o = 7 annehmen; denn fiir « < 7 < 7 sind die
Nenner ohnehin ,von 0 weg“ beschrinkt. Nun setzen wir g(7) = f(t + 7) — f(¢) und
wenden das vorige Lemma an. Es ist ja

=Y fR)eHD — £ (1),
|k|<n
also S,,g(0) = S, f(t) — f(t). O
FOLGERUNG 3.8 (Aus (1)). Falls f € L*(T) in t differenzierbar ist, so gilt dort
Suf(t) = f(1).

LEMMA 3.9. Seien f € L'(T), g € L*(T), sei Iy kompakte Teilmenge von [0, 27]. Dann
ist die Menge der Funktionen {¢®(t) : © € Iy} mit v*(t) = f(x—1t)g(t) kompakt in L'(T).
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BEWEIS. Sei f definiert durch ¢ — f(—t). Dann ist die Abbildung
R — LY(T) = L}(T) — LY(T) definiert durch =+ fo = fo = fo-g
eine stetige Funktion R — L!(T). O

Satz 3.10 (Lokalisationsprinzip). Sei f € LY(T) und f(t) = 0 fiir alle t aus einem offenen
Intervall I =|a, B[. Dann konvergiert S, f in I gegen 0 und zwar gleichmdfig in jedem
abgeschlossenen Teilintervall Iy C 1.

BEWEIS. Der Beweis beruht auf der Zuriickfiihrung der Konvergenz von S, f auf die
Konvergenz der Fourier—Koeffizienten einer kompakten Funktionenmenge.

Die punktweise Konvergenz folgt sofort aus dem Dini-Test. Zu I, existiert ein § > 0,
sodaB fiir alle to € I :  ty £ 6 €]a, f[. Offenbar ist fiir jedes ¢y € I die Bedingung (1)
aus Satz 3.7 erfiillt, sodal S, f(to) — 0 gilt. Nun ist

Snf(to) = / f(to — 1) cosntdt-l——/ f(to / sin nt dt.
Setzt man
0 |t|<$é
Alt) =
(t) {1 d < |t] <,
so gilt
A(t)
to—1 =f(top—1 .

f(to )tant/Q f(to )tant/Q
ta);l(?/Q ist beschrinkt und die Behauptung folgt aus dem vorhergehenden Lemma und
Bemerkung 1.1. O

FOLGERUNG 3.11. Stimmen zwei L'(T)-Funktionen f,g in der Umgebung eines Punktes
to tberein, dann sind S[f] und S[g] in to beide konvergent (mit selbem Grenzwert) oder
beide divergieren in derselben Weise.

Zum Beweis brauchen wir nur den vorigen Satz auf f — g anzuwenden.

3.1. Ergénzungen und Beispiele. Sei f(t) ~ Y>> c¢,e™ mit 5- 02” f@)dt =

n=—oo

co = 0. Gliedweise Integratlon der Reihe liefert nach Folgerung 3.5 eine gleichméfig kon-
vergente Reihe mit F(t fo 7)dr als Summe. Also

1 ) t (e ) 1 ) t
Z Con (_'_ezm':| ) + Z Cn ('_emr:| ) —

wm m
n=1 0 n=1 0
00

1 . 1 1 . 1
Sew(-gems D) ra(pe- 1)
— m m m m

n=1
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Der Mittelwert von F' ergibt sich daher zu

s =Y (e ) = X 5%
R = C.p— — Cp— = — | Cp, — C_p = —_—.
2m Jo m mn —~n —~n

n=1

FOLGERUNG 3.12. Sei f € LY(T) und f(t) ~ 3a0+ Y ey <an cos nt + by, sin nt). Dann

konvergiert 7

nln'

Dabher ist die Reihe

= Sgn ) int
3.2 t = —
(3:2) z;lognsmn ZZ 2log|n|e

|n|>2

keine Fourier-Reihe. Diese Reihe ist aber iiberall konvergent, wie wir sehen werden. (3.2)
ist die konjugierte trig. Reihe zu

=1 1,
. t = - mt.
(3.3) %:logncosn Z 210g|n\e

Dies ist eine Fourier-Reihe. Das ergibt sich aus dem folgenden Satz, der zudem zeigt, daf§
die Fourier—Koeffizienten von L'-Funktionen beliebig langsam gegen 0 gehen konnen.

SATZ 3.13. Sei {an} € co(Z) eine gerade Folge (d.h. a, = a_,) nichinegativer Zahlen, die
folgende Konvezxititsbedingung erfiillt

1
(3.4) a, < =

2(an_l +any1) (n€Z).

Dann ezistiert ein nichtnegatives f € L'(T) mit f(n) = an.

BEWEIS. Aus der Konvexitidtsbedingung
Qp_1+ Gpy1 — 2a, = (an—l - an) - (an - an+1) >0

sieht man, daf die Folge a,, — a5, 11 monoton abnimmt und daher lim,, o n(an, — any1) =0
(Satz v. Abel). Daher gilt

N

Zn(an,l +ani1 —2a,) =ag—ay — N(ay —any1) > ag (N — 00).

n=1

Sei nun
oo

f) = Z n(an_ 1+ a1 — 2a,) Ky 1 ().

n=1
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Wegen ||K,||; =1 konvergiert diese Reihe in L' und weil alle Summanden > 0 sind, gilt
auch f > 0. Weiters gilt

f(]) = Zn(an,l + apt1 — 2an)f<nfl(]‘) =

n=1

oo .
= Z n(anp_1 + Gpt1 — 2a,) (1 - %) =

n=|j|+1

= lim | aj;) — ajjj+n — N(ajjsn — ajjsn11) | = aj;
Nao \ Al gl (ayji+ glN+1) 141

O

Man iiberlege sich, daf} es zu jeder positiven 0—Folge w,, eine konvexe 0—Folge a,, gibt mit
an > wy. Dies begriindet die obige Bemerkung iiber das ,,beliebig langsame* Konvergieren
einer Fourier—Reihe.

BEispIEL 3.1. Sei a, = a_, = 1/(210g |n|). Dann ist

cosnt
(3:5) Z 2log|n| Z logn

|n|>2

eine, mit Ausnahme der Punkte {0, £27,4+4r, ...}, iiberall konvergente Fourier—Reihe.

Nun zum Nachweis der Konvergenz:

LEMMA 3.14 (Abel-Summation). Zu den komplezen Folgen {a,}, {b,} definieren wir
Ay =" _gak, Ay :=0. Sei 0 < p < q. Dann gilt

(3.6) Zanb _ZA — bpg1) + Agbgr1 — Ap_1by.

BEWEIS. Es ist a, = A,, — A,,_;. Daher

Zanb —ZA —Ap1)bp =
n=p

qg—1
= ZAnbn = Y Apbugr + Agbgir — Agbysr =
n=p n=p—1
= ZA — bpy1) + Ay — Ay_iby.

n=
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FOLGERUNG 3.15. Aus by > by > --- > b, > 0 folgt

q
E anbp,
n=p

FOLGERUNG 3.16. Die Partialsummen von) ;" a, seien beschrinkt (nicht notwendig kon-
vergent) und by > by > --- > b, \,0. Dann ist Y .- anb, konvergent.

< .
< 26, mmax |4

SATZ 3.17. Falls {a,} eine monotone 0-Folge ist, dann konvergieren die Reihen

oo oo
1 : int
§a0 + E a, cosnt, E a, sinnt, g ane
n=1 n=1

nez
gleichmipig in € < |t| < 2w — € (e > 0). Die Reihe Y -, apsinnt ist iberall konvergent.

n=1
BEWEIS. Wir wissen bereits

- " sin(n + %)t
1 +2Zcoskt: Z e =D,(t) = ——2—.
k=1 k|<n Sty

Fiir den konjugierten Kern gilt
~ : - cos £ — cos(n + 3)t
D,(t) = —i Z sgn (ke = 2Zsin kt = —2— t( 2)
k=1

Sin
k|<n 2

Daraus sehen wir, daf die entsprechenden Partial-Summen fiir 0 < € < |t| < 27 — ¢
durch 1/sin § beschrinkt sind. O

3.2. Das Gibbssche Phinomen. Die Uberschrift bezieht sich auf das Verhalten
einer konvergenten Fourier-Reihe in der Néhe einer Sprungstelle (vgl. Dirichlet—Jordan-
Test, Satz 3.4). Dies betrachten wir zunéchst an einer speziellen Funktion.

2
®(0) = 0 und fiir n # 0 gilt ®(n) = z-. ® ist monoton und stetig mit Ausnahme der
Punkte +2k7. Wir untersuchen das Verhalten dieser Reihe in der Nihe von 0. Nun gilt
jedenfalls Y~>° Lsinnz = 0 fiir z = 0. Nach Satz 3.4 gilt fiir alle z €]0, 2]

Sei ®(z) = (7 — z) fiir 0 < z < 27 und im {ibrigen 27—periodisch fortgesetzt. Dann ist

=ln
()—1(7‘ )—El rlr. Sn®(z)
P(x 5 T n:1nsmnx_ im Sy®(x).

Aus 1Dy(z) = L + 32N cosnz folgt

N

1 [* 1 1 1

5/ Dy(y)dy = 5%+ E Esinnx = §x+SN¢>(x) und daher
0 n=1

1 1

Swe() +%$_ %/OxDN(y)d?JZ Sn®(x) + zx — —/OIM

ydy =0.

2 2 siny/2
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Nun beniitzen wir wieder die Tatsache der asymptotischen Gleichheit von 1/siny und
1/y bei 0 und erhalten mit h(y) = =1 — -1

siny/2 y/2
1 1 [®sin(N+1/2)y 11 /<N+1/2>m sin ¢
Sy® —z——- [ —————=dy= Sy —r— = —dt =
Ne(e) + 5w 2/0 y/2 y=Snele)+gr—35 | ¢
1 1 [®sin(N +1/2)y 1/‘C . 1 1
= Sy® —x — = —=d = N+1/2)yl —— dy =
() + 2" 2/0 siny/2 v+ 2 Jo sin(V +1/2)y siny/2  y/2 V=

1 2 ‘ 1 o |
"2 / (X[O’z}(y)h(y) cosy/ 2) sin Ny dy + 3 / (X[o,z} (y)h(y) siny/ 2) cos Ny dy.
0 0

Die letzte Zeile geht gleichmiflig gegen 0 nach dem erweiterten Riemann-Lebesgue—
Lemma; denn die Menge {Xjoz} : € I ist eine kompakte Teilmenge in L'(T) fiir
jedes kompakte Intervall I. Somit gilt gleichmé&fig in I

1 (N+1/2)x
lim {SN@(x) + -z —/ ﬂd } =0.
N—oo 2 0

Daraus folgt fiir @ > 0 und zy = a/N

a+a/2N t
lim {SN<I>(a/N +o —/ sin t } =0,
N—o00

also insbesondere fiir a = 7
t
Jim Sy (m/N) = / sin

Bei beliebiger rechtsseitiger Annidherung an 0 folgt also

t
lim sup Sn®(z / Slidt ~ 1.8519 > ®(0+) = 5 ~ 1.5708.

N—00 50+

Das bedeutet: die F-Reihe ,schiefit“ an der Sprungstelle ,immer wieder* (also in beliebiger
N#he) um etwa 18% ,,iibers Ziel“.

Dies gilt fiir jede Funktion f von endlicher Variation bei einer Sprungstelle £ (diese sei als
isoliert angenommen) mit Sprunghéhe f(£+40)— f(£—0) = | # 0. Dazu betrachten wir die
Funktion A(z) = f(z) — £®(z — £). Wegen A(E+0) = f(E+0)—1/2= f((—0)+1/2 =
A(€ —0) ist A stetig in & und einer abgeschlossenen Umgebung I um &. Die F-Reihe
S(A)(z) = S(f)(z) — S(£®(- — £)(x) konvergiert also gleichméBig in I, d.h

lim sup|S, f(z) — Sn%q)(x —-&) — f(x)+ %Cb(x —-&)|=0.

n—0o0 zel

Das bedeutet: gleichméfig in I gilt
l l
Suf(2) = (@) ~ S — &) — — (s - £).

Das obige Verhalten von ® bei 0 gilt also auch fiir f bei . Dieses Verhalten der Fourier—
Reihe bezeichnet man als Gibbssches Phdnomen.
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3.3. Absolut konvergente Fourier—Reihen. Sei

A(T) = {f € L/(T) : 3 1f(n)] < o0}.

nez
Die Abbildung A(T) 3 f — (f(n)) € Iy ist offenbar linear und injektiv. Sie ist auch
surjektiv, weil zu (a,) € I; die Reihe Y a,e™ gleichmiiflig gegen eine (stetige) Funktion
g(t) konvergiert, fiir die §(n) = a,. Durch die Festsetzung
1fllacry = D 1F ()
nez

wird A(T) zu einem Banach-Raum, isomorph zu ;.

SATZ 3.18. A(T) ist eine Banach—Algebra mit der punktweisen Multiplikation der Funk-
tionen und der Konstanten 1 als 1-Element.

BewEls. Wir haben zu zeigen || fg||acr) < ||f]|acm)ll9]|acr)- Sei dazu
F&) =" fme™, g(t) = g(n)e™.
neZ neZ
Aus der absoluten Konvergenz der beiden Reihen folgt:

F@&gt) =33 f(k)g(m)etmt =
=> (Z F(k)g(n — k)) eint

n€Z “k€Z
Daher gilt
(fg)(n) =Y f(k)g(n— k).
keZ
Daraus folgt

S 1FgmI < DD 1FRgn— k) =D [f(k)] Y a(m)] < oo,

neZ ne€Z keZ keZ meZ
O

BEMERKUNG 3.1. Aus der GELFAND-Theorie der Banachalgebren folgt aus dem letzten
Satz ein einfacher Beweis der Sétze von Wiener und Lévy.

Satz von N.Wiener: Wenn f € A(T) und f(t) # 0 fiir alle t € T, dann ist auch
1/f € A(T).

Satz von P. Lévy: Wenn f € A(T) und wenn ®(z) definiert und analytisch ist in einer
offenen Umgebung von f(T), dann ist auch ® o f € A(T).

Welche Funktionen haben absolut konvergente Fourier-Reihen? Hier zwei einfache Krite-
rien.
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SATz 3.19. Sei f € L'(T) absolut stetig mit quadratisch integrierbarer Ableitung, d.h.
f(@)=c+ [ g(r)dr, g € L(T). Dann gilt 3", .5 | f(n)] < co.

Bewgis. Ubung

Fiir « €]0, 1] sei Lip, (T) der Raum der 27—periodischen f : R — C mit
SUPp0,¢ w < 00 und der Norm

[f(E+h) = f()]
I '

[ fl|Lipe = [|f|loc + sup
£0

i

Lip, (T) ist ein Banach-Teilraum von C(T) (jedoch nicht homogen, vgl Ubungen).

Zu f € C(T) bezeichne w(f,h) := maxyer |f(t + h) — f(t)| den Stetigkeitsmodul von
fund Q(f,h) = [|[f(-+h) — fFO)|L = Qf,h) = ||f-n — f||1 den sogenannten L'-
Stetigkeitsmodul. Dann gilt

ol =[3or [ [+ D - s0)e e < Jatr D <wir D

22 n

Damit und wegen |f(t+ h) — f(¢)|/|h| < C|h|*! folgt unter Anwendung des Dini-Testes

FOLGERUNG 3.20. Sei f € Lip,(T). Dann gilt
f(n) = O(n™®)
und S, f(t) = f(t).

SATZ 3.21 (Bernstein). Sei 5+ < a < 1. Dann gilt Lipo(T) C A(T) und die Einbettung ist
stetig, d.h. es existiert ein c,, sodaf fir alle f € Lip,(T)

[ fllacm) < callf]|Lipa-

BEWEIS. Es ist
F(t—h) - F(t) = Z( - 1)f<n>ei"t.
nez

Zu vorgegebenem m wihlen wir A = 27/(3-2™) und 2™ < n < 2™+l
Dann ist [e=™" — 1| > /3 > 1 und daher (mit Vorgriff auf die Parsevalsche Gleichung im
néchsten Abschnitt)

Yoo P <Y e ™ 1P ()P = (1 fa = fll5 < Ilfa— fllE <

2m<|n|<2m+1 nez

- o7 20 )
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Die linke Seite besteht aus hoéchstens 2™ Summanden und die Cauchy-Schwarz—UGL

liefert
A ™ or \“
Z |f(n)] <2 /2<W) || f]| Lipa -

2m§|n‘<2m+1

S 1Fm)| < 170)] + Z( 3 \f@)) <

m=0 2m§|n‘<2m+1

21\ - 1 "
< | fl|Lipa + <?) £ 1| Lipa Z (_2a1/2> =

m=0

=1 (1+ (3) ) 2 (55) =

m=0
= Ca " || f||Lipa-

Somit






KAPITEL 3

Normkonvergenz von Fourier—Reihen. Die Sitze von A.N.
Kolmogorov, M. Riesz und J. Marcinkiewicz.

1. Fourier—Reihen in L?(T).

Was die Charakterisierung einer Funktion durch die Groflenordnung ihrer Fourier—
Koeffizienten betrifft, gibt es unter den LP~Riumen fiir L?(T) die befriedigendste Aussage.
Der Grund liegt in der Tatsache, dal L? ein Hilbert—Raum ist unter dem inneren Produkt

1 2m -
(1.1) < f,g>= o ), f(t)g(t)dt.

Wegen der Kompaktheit von T gilt L'(T) D L?*(T) und alle an der absoluten Integrier-
barkeit einer Funktion hingenden Begriffe und Sétze gelten sinngem#f auch fiir L?(T).
Hinzu kommen hier alle mit der Orthogonalitit und Vollstdndigkeit des Systems der tri-
gonometrischen Funktionen verbundenen Aussagen. Es sei erinnert an einen Satz aus der
allgemeinen Theorie der Hilbert—R&ume.

SaTz 1.1. Sei {a;}; ein orthonormales System in einem komplexen Hilbert—-Raum H.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) Die ,Polynome* (d.h. endliche Summen) > c;a; liegen dicht H.

(2) Firallex € H gilt v =), ; < x3,0; > a;.

(8) Fiir alle x € H gilt ||z]|* =Y ;c;| < @s,a; > |*. (Parsevalsche Gleichung)
(4) Falls fiir alle i € J gilt < x,a; >= 0, dann ist x = 0. (Vollstindigkeit des
Systems {a;};)

Die obige Indexmenge J kann auch {iberabzihlbar sein. Sie ist aber genau dann abzdhlbar
(eventuell endlich), falls H ein separabler Hilbert—Raum ist. Dies ist der Fall fiir L?(T).
Mit dem ON-System {e™} erhalten wir

SATz 1.2. (1) Fiir f € L*(T) gilt

S i) = %/0 ' |F(t)|2dt.

(2) In der L>~Norm gilt f = limy_, 320y f(n)e™.
37
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(3) Zu einer Folge {a,}>,, komplezer Zahlen mit Y |a,|? < oo gibt es eine eindeutig
bestimmte Funktion f € L*(T) mit a, = f(n).

(4) Fiir f,g € L*(T) gilt

o= RRLOTC D SR OO

=—00

Den Folgenraum {a, : > _|a,|* < oo} bezeichnet man iiblicherweise mit /5(Z) und der
Satz besagt, daB die Zuordnung f — {f(n)} eine Hilbert-Raum Isomorphie

L*(T) — ly(Z) definiert.

Satz 1.3 (Beste Approximation in L? durch die Fourierreihe). Fiir jedes f € L?(T)
und jedes trigonometrische Polynom p(t) = 3, ,, dn€™ gilt |[f = pll2 > ||f = Sufll2-
Gleichheit tritt nur fir p = S,,.f ein.

BEWEIS. Es ist

1f=plls=11f =8ll3= Y 1f(n) —dul? + Y [f(n)* >

[n|<m [n|>m
> 3 [f )P = If = Saflls
|n|>m
Gleichheit tritt nur fiir d, = f(n) auf. O

BEISPIEL 1.1. Wenden wir die Parsevalsche Gleichung an auf die Funktion f(t) = ¢,

t € [0,2m) (2m-periodisch fortgesetzt), so folgt wegen f~m+1i> e™/n
S e R - |
il _ - . =2 9 il
27 J, 7 2r 3 T ; n?

0 3 a

und daher die bekannte Formel

2 o0
s 1
6 = ZnQ'
n=1

2. Norm—-Konvergenz in L?(T).

2.1. Norm—Konvergenz und konjugierte Funktion. In welchen Teilrdumen B
von L!(T) konvergiert nun die Fourier—Reihe einer Funktion aus B in der Normtopologie
von B? Diese Frage fiihrt zu einer bemerkenswerten Verbindung der Theorie der Fourier—
Reihen mit der komplexen Analysis dank der Tatsache, daf mit der Setzung C > z = re™®
und b, = a,r" fiir n > 0 und b, = 0 fiir n < 0 gilt

o
E anz":E be"™?,
n=0

neZz
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eine Potenzreihe also formal einer trigonometrischen Reihe entspricht, deren Koeffizienten
fiir n < 0 verschwinden.

DEFINITION 2.1. Sei B ein homogener Banachraum auf T, der das System {e,,(t) =
exp(imt)} enthélt. Wir sagen B gestattet Norm—Konvergenz, wenn fiir alle f € B

(2.1) Tim [[,(f) — |5 = 0.
Die S,, konnen wir auffassen als Projektionen von B auf den von {eg,e_1,€e1...,e ,€,}

in B aufgespannten Teilraum.

SATZ 2.1. Ein homogener Banach—Raum gestattet Norm—Konvergenz genau dann, wenn
die Normen ||S,||B gleichmdfig beschrinkt sind, d.h. es gibt ein K > 0, sodafs

(2:2) 1Sn(Olls < K|[fl|5
fiir alle f € B und alle n > 0.

Beweis. Falls fiir alle f € B gilt S,,(f) — f (B), dann ist ||S,(f)||s eine beschrink-
te Folge fiir jedes f. Nach Banach—Steinhaus sind daher die Operatornormen ||S,||?
gleichmé&fig beschrinkt.

Nehmen wir umgekehrt (2.2) an, dann wéhlen wir zu € > 0 zunichst ein trig. Polynom
p € Bmit ||f —p||s < € (vgl. Satz 1.4). Wegen S, (p) = p fiir n > grad(p)
folgt fiir solche n
1Sn(f) = flle = |[Sn(f) = Su(p) + Su(p) = fllz = [[Sn(f) = Su(p) +p — fll <
<1807 = p) 1 +1lp = I < (K + D)e

O

Die Verbindung zur komplexen Analysis liegt in folgenden Begriffgn und dem folgenden
Satz. Zunéchst definiert man fiir f € L*(T) zu S(f)(t) ~ Y or . f(n)e™ die sogenannte
konjugierte Reihe formal als die trigonometrische Reihe

(2.3) —i Z sgn(n) f (n)e™.

n=-—00
Dies ist i.a. keine Fourier-Reihe. Wir werden aber in Kiirze sehen, in welchem Sinne
dadurch eine Funktion, die sg. zu f konjugierte Funktion f erklirt ist.

DEFINITION 2.2. Ein Teilraum B C L*(T) heifit konjugiert—abgeschlossen, falls fiir jedes
f € B auch f € B, d.h. es existiert ein f € B mit

[~ —i Z sgn(n) f (n)e™.

n=-—oc
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Neben der konjugierten Reihe betrachten wir eine weitere formal aus S(f) gebildete tri-
gonometrische Reihe mit einer (eventuell existierenden) zugeordneten Funktion f°:

(2.4) P> fet.
=0

Wir bemerken zunéchst, daB jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen M = {m,}%
einen stetigen linearen Operator definiert

M :co(Z) = co(Z); {an}— {m, an}

mit ||M||% = sup{|m,|: n € Z}.
Die zuvor definierten trig. Reihen entsprechen den beiden Folgen (bzw. dadurch definierten
Operatoren)

M = {—isgn(n)} und M’ ={h(n)} definiert durch h(n)=

0 firn<O
1 fiirn>0.

Falls nun mit f auch f und (oder) f’ in B liegen, (d.h. auch: die Folgen {—isgn(n)f(n)}
und {h(n)f(n)} liegen in A(Z)) dann sind die Abbildungen f — f bzw. f — f ste-
tige, lineare Abbildungen B — B. Dies folgt aus dem Satz iiber den ,, Abgeschlossenen
Graphen“ und der Kommutativitidt der beiden Diagramme:

B>f —=  {f(n)} B>f — = {f(n)}

| |7 | w
B> ] < {—issmn)f(n)} B> <— {hn)f(n)}

da die inverse Fourier—Transformation F ! abgeschlossen ist (vgl. Kap 2. Bemerkung 1.1).

LEMMA 2.2. Die Abbildung B — B: [ fist genau dann definiert, falls die Abbildung
B — B: fw— f° definiert ist. Es gelten dann die Umrechnungen

I

Py 50+, F=-i2r -1 j0)

BEWEIS. Sei f — f wie oben definiert. Dann ist auch f* := 10+ 3(f+if)eB
und wegen sgn(0) = 0 rechnet man unmittelbar nach
. 0 fiirn <0
(f')(n) =14 )
f(n) firn >0
dh. f2~ 3% f(j)e't. st umgekehrt f* € B fiir f € B, dann ist auch

]7:: —1 (Qfl’ - f- f(())) € B und es gilt fw —ingn(n)f(n)ei"t_ O
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SATzZ 2.3. Sei B ein homogener Banachraum auf T, der das System {e™} enthilt und in
dem fiir alle n € Z gelte

(2:5) le™ flls = |I£]l5-

Dann ist B konjugiert—abgeschlossen genau dann, wenn B Norm—Konvergenz gestattet.

BEwEIs. Nach dem vorigen Lemma und Satz 2.1 geniigt es zu zeigen, dafy die Abbil-
dung f — f° genau dann wohldefiniert ist, wenn die Projektionen S, gleichmiBig auf B
beschrénkt sind.

Sei zuniichst ||S,||? < K < oo. Fiir die Operatoren
2n

(26) Si(f) = 3 fi)e = s, (e )
0

gilt nach Voraussetzung ||S”||? < K.

Zu f € B und € > 0 wihlen wir ein trigonometrisches Polynom P € B mit ||f — P||p <
€/2K. Dann gilt

(2.7) 1Sn(f) = Su(P)l| < [[Sh(f = P)l| < /2.
Falls n und m beide gréfler sind als der Grad von P, dann gilt S”(P) = S’ (P) und aus
der vorigen Abschitzung folgt

15(f) = Sh(F)l]s < e
Die Folge S (f) ist daher Cauchy-Folge in B; ihr Grenzwert liegt also in B und hat die
Fourier-Reihe Y o° f(j)e*, d.h. f* =1im S’ (f) € B.

Sei umgekehrt f — f° eine wohldefinierte (und daher beschriinkte. vgl. oben) Abbildung
B — B. Dann folgt aus
S:L(f) — f|7 _ ei(2n+1)t(67i(2n+1)tf)l7’

daB die ||S?||Z beschriinkt sind durch 2x die B-Norm der Abbildung f ~— f’. Wegen (2.6)
und (2.5) folgt ||S,||Z = ||S%||® und daher die Behauptung. O

2.2. Existenz der konjugierten Funktion. Die Sitze von Kolmogorov und
M. Riesz. Die Potenzreihe 1+ 2% ° 2" = 1 konvergiert fiir |z| < 1.
Wir setzen z =re®® (z € R,0 <r < 1). Dann ist

1— 2 1 iz

P(r,z) = r 5 = Re +T€.

(2.8) 1—2rcosz+r 1-— 7‘6’.3
Q( ) 2rsinx I 1+ re”®

r,x) = =Im .

1—2rcosz +r2 1—rew=
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P(r,z) ist der Poisson—Kern. Q(r, z) ist der s.g. konjugierte Poisson—Kern.

Sei LY(T) > f =Ref +ilmf = f; +ifp. Dann gilt fiir n € Z und j = 1,2
fi(n) = f;(=n). Fiir |z| < 1 sind die Potenzreihen

konvergent und aus dem Lebesgueschen Konvergenzsatz folgt

1

Tj(z):% : f] dt—i-ZZ( : mtdt)”"””
i 1+22Tn in(z—t)
27

L / ()P (r,x — )t i / F(0Q(r,x — t)ds

Wir setzen
2
Fi(r, @) = f;(rei®) = % £ P(r,z —t)dt
(2.9) N ok
fi(r, @) == f(re') :== o ; fi®Q(r,x —t)dt

(dabei verwenden wir fiir die Funktionserweiterungen wieder dieselben Symbole f;), soda8
Ty(re®) = f(re’) + ifj (re®).

fi(r,x) = f;(re’®) baw. f;(r,z) = f;(re’®) sind als Real- und Imaginirteil der analytischen
Funktion 7; harmonische Funktionen von z = re*® = (r, z). Weiter ist

re) = nTyre) = o (13 (re) - T5re)

(210) _ - Z (f] einT _ ( )ezmc) o
= —zngn (n) j n) e”“r‘”'

nez

Dabei ist sgn(0) = 0 gesetzt. Dies ist also das A-Mittel der zu S[f;] konjugierten Reihe

S[fil(z) = —zngn )ene.
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Wir definieren nun allgemein

(2.11) f(re )=

1 2w

21 J,

fO)Q(r,xz — t)dt.

Dann gilt

f(re®®) = fi(re®) + fo(re™).
Andererseits ist . . .
Fre®) = fi(re) + fa(re).
Alle f;, f] sind harmonisch und
fre™) + if(rei’") = (f1 + zfl) (re'®) + (f2 + zfz) (re')
ist analytisch in D und wegen f(n) = fi(n) + fa(n) ist f(re®) das A-Mittel der zu
Sf(t) ~ 3= f(n)e™ konjugierten Reihe

—1 Z sgn(n) f(n)e™ ~ f.

nez

Bei "reeller” Darstellung gilt

1 oo
[~ §a0+ Z (an cosnt + b, sin nt)

n=1
9]

f ~ Z (an sinnt — b, cos nt> .

n=1
Die folgenden Beispiele (vgl. U 31) zeigen Moglichkeiten der Nicht—Zugehorigkeit von f:

BEISPIEL 2.1.

cosnt ~ . sinnt
1. ~ L'(T
f~ Zlogn (T) f ;logng (T)
t_ > t
2. f~ E sinn 7r—t) € L*® E s log‘QSln t| g L
sin nt ~ >, cosnt
. E ~ — E teti
3 f~ nlogn (T) / nz?nlogn Hnstetig

BEMERKUNG 2.1. In 1. ist zwar f(t) fiir alle t erklirt und endlich. Wir wissen auch,
daf8 die darstellende Reihe keine Fourier—Reihe ist (vgl. Kap. 2, Folgerung 3.12). Wir
kénnen daraus aber nicht ohne weiteres f ¢ L'(T) schlieBen: weder wissen wir, daB die
Partialsummen L'- noch etwa L'-dominiert gegen f konvergieren. Der Beweis fiir die
Behauptung folgt am Ende dieses Abschnittes.

Die folgenden Ausfithrungen halten sich an [Zy] Vol I pp 252.
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SATz 2.4 (PRIVALOV). Sei f € L'(T). Dann existiert fiir fast alle v € R
lim f(re’®) =: f(z) € C.
r—1-
Wo dieser Grenzwert nicht existiert, definieren wir f(x) = 0. f heif$t die konjugierte
Funktion von f.

f ist 2w —periodisch und mefsbar.

Der Beweis beruht auf folgendem

SATZ 2.5 (FATOU). Sei G : {z: |z| < 1} — C beschrinkt und analytisch. Dann existiert
lim G(re™)
r—1-

fiir fast alle x € R. D.h. In fast allen Richtungen existiert der “radiale Limes”.

BEwEIS. Nach Voraussetzung 18t sich G als fiir |z| < 1 konvergente Potenzreihe
darstellen: G(2) = ag + a1z + -+ + 2" + ---. Mit z = re®*, 0 < r < 1,z € R
berechnen wir G(z)G(z) nach der Cauchy—Produktregel und erhalten eine absolut und in
= gleichmiBig konvergente Reihe (soda8 wir im folgenden ) und [ vertauschen konnen)

und es gilt:

1 o 00 9]
2_ (§ : an,rnemzc) < § : amrme—zmw) —
Y0
0 n=0 m=0

1 2 ) )
27 E :( § : an@,rnrmeznxe—zmx) dr =
™ Jo
k=0

m,n >0
m+n==k
© 4 o o o0
Zrk%/ Z anGme ™ e dy = Z ¥y <
k=0 ® m,n>0 k=0
m+n=k

o0 1 2w .

Z lag|®> = 2—/ |G (re™)[?dx < sup |G(2)]* < oo
T Jo

k=0

lz|<1

unabhiingig von r. Daraus folgt fiir r — 17: Y 72 Jax|> < oo. Es existiert daher ein
g € L*(T)(c LY(T)) mit g(k) = ay, fiir k > 0 und g(k) = 0 fiir £ < 0. Fiir 0 < r < 1 gilt
also

G(re™) = Zg(k)rke““ = Zg(k)ﬂk'eikw =g(r, ).

k=0 kE€Z
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D.h. G ist das Abel-Mittel der L?~Funktion g und daher gilt fiir fast alle
“Richtungen” x: _
lim G(re'*) = lim g(r,z) = g(x).

r—1- r—1-

Die folgende Aussage samt alternativem Beweis (vgl. [Ka] p 64) liefert sogar mehr:

LEMMA 2.6. Jede in D := {z : |z| < 1} harmonische und beschrinkte Funktion ist das
Poisson—Integral einer beschrinkten Funktion auf T.

BEWEIS. Sei F' harmonisch und beschréankt in D und fiir r, — 1~
ful€) := F(rpe™).

{fx} ist eine beschriinkte Folge stetiger Funktionen (also € L>® C (L')*). Es existiert daher
eine gegen ein f € L*®(T) w*~konvergente Teilfolge: f,, — f. Somit gilt fiir pe’” € D

2m ) 1 2 .
— | Plpt—7)f(e")dt = lim —/ P(p,t —7) fu; (e")dt
2w Jo j—o0 21 Jo ’
= jli)nglo F(rn,pe'™) = F(pe').

O

BEWEIS. Von Satz 2.4:
Da wir jede L'-Funktion f in der Form f = f, — fo+i(fs — f1) mit 0 < f; € L' darstellen
konnen, sei 0.B.d.A. f > 0. Wegen P(r,z) > 0 fiir 0 < r < 1,z € Rist f(r,z) > 0.
Mit z = re' ist also F(z) = f(r,x) 4+ if (r, z) analytisch in D und hat positiven Realteil.
Dabher ist G(z) = exp(—F'(z)) analytisch in D und beschrinkt mit |G(z)| < 1. Sei

A={r €R: lim f(r,z)existiert, lim G(re"*)existiert}.
r—1- r—1-

Nach Folgerung 2.5 (Abel-Summierbarkeit) und dem vorigen Satz 2.5 folgt, dal R\ A
eine 0-Menge ist. Fiir z € A ist lim, ;- f(r,2) < co und daher ist

Tl_lgl_ exp(—f(?“, .TE) - Z'.f(ra .T)) ?é 0.

f(r,z) ist stetig in 7 und reellwertig. Daher muf§ auch lim,; f(r,z) existieren und endlich
sein.

Sei r, — 1. Dann ist f punktweise fast iiberall Grenzwert der Folge der stetigen 2m—
periodischen Funktionen f(r,,z), also mebar und 27—periodisch. O

SATZ 2.7. Seien f,g € L'(T), o € C, £ € R. Dann gilt f.ii.
(F+9~=F+3 (@) =af, (f)" =),
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BEWEIS. Dies folgt aus den entsprechenden Aussagen fiir f(r,z) und §(r, z). O

SaTz 2.8 (KOLMOGOROV). Fir f € L' und 0 < p < 1 ist |f|* € L' und es ezistiert
eine nur von p abhingige Konstante C,, sodaf fiir alle f € L' gilt:

2 1/p
(3 [ 1F@kac) " <l

BEWEIS. Sei zunéichst f > 0 und 0.B.d.A. [|f|[s > 0 (denn sonst ist f =0 fii. und
die Behauptung klar). Sei F'(z) := f(r,z) +if(r,x). F ist in D holomorph mit positivem
Realteil. Dann gilt

F(2) = R(r, z)e'®T®
mit 0 < R und —7/2 < ® < 7/2. log(R(r,z)) + i®(r,z)) ist dann der Hauptwert von
log F(z) und die Funktion
G(z) = F*(2) = etlogn F(z) — R (r, x)ew@(m)

ist holomorph in D. Wegen P(0,z) =1, Q(0,z) = 0, f > 0 ist F(0) = f(0) = ||f]|» >0
und daher mit Anwendung der Cauchy—Integralformel fiir 0 < r < 1

G(0) IAUMmMMWm=W@W=mm”

T o

reell. Daher ist das Integral {iber den Imaginérteil 0 und es bleibt

(%) ! /OWR”(r,m)cos(MQ(r,x))dxzHfH’f.

27
Nun ist |f(r,z)| < |F(2)| = R(r,z) und cos u® > cos pr /2
(wegen 0 < p <1, —7/2< ® < 7/2) und daher wegen (x)
i/%‘f(r ) de < i/% RE(r, 2)da < (cos )~ ]I
21 Jo ’ ~ 27 Jo ’ - 2 r

Setzen wir A% = (cos u%)™", dann gilt also
1 2w ~( " L
= [t < g

Da lim, ;- |f(r, x)‘“ = |f(ar:)|’J fast tiberall, folgt aus dem Lemma von Fatou und nach
Ziehen der p—ten Wurzel die Behauptung.

Sei nun f beliebig komplexwertig. Mit der iiblichen Zerlegung f = fi1 — fo+i(fs — f1) mit
f; > 0 gilt dann || f;||1 < ||f]|1 (die Tréger von fi, fo und f3, f4 sind disjunkt).

Fiir 0 < g < 1 und q; € C gilt die Jensensche Ungleichung (vgl. [HLP], p 28)
lar + -+ apl” < |a|" + -+ |an "
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Damit gilt
1 2w

o) e = = [ | = Fat il — e <
f(r,z)] 35—%/0 |f1— fot+i(fs — fa)|dz <

o )y |
4 1 2r 4
<o [ 1Bl < ar ST Il < angis
j=1 0 j=1
In B, := 4Y/# A, haben wir die behauptete Konstante.

O

SATZ 2.9 (M. RIESZ). Sei 1 < p < oo. Fliir jedes f € LP ist f € L? und die Abbildung

f — [ ist ein stetiger linearer Operator. Es existiert also eine (nur von p abhéingige)
Konstante A,, sodaf$ fir alle f € L?

1£1lp < Al fllp-
Weiters gult 5 .
S[f1=SIf]-

Nach Satz 2.4 ist f jedenfalls 27r—periodisch und meBbar. Wir benétigen folgendes

LEMMA 2.10. Sei 1 < p < 2. Dann existieren Konstante o = oy < 0 und 8 = 3, > 0,
sodaps fir || < w/2 gilt:
|sin ¢P < accos pp + 3 cos® .

BEWEIs. Wegen der Symmetrie der Ungleichung beziiglich 0, betrachten wir nur 0 <

¢ < /2. Es existiert (U) ein § mit 0 < § < 7/2 < pd. Wegen p < 2 ist pd < 2. Mit der
Setzung o = (cospd) ' und 8 = (cosd) (1 + |al) gilt dann
fir 0<¢<d: acospp+ feosPd> feosPd—|a|>1+|a|—|al=1>]sing/?
fir 6<¢<m/2: acospp+ fcos’p > acospd=12>|sing|’.
U

BEWEIS. Zum Beweis des Satzes sei zunéichst 1 <p <2, f>0und [[f[s > 0. Wie
oben hat die in {z = re’® : 0 < r < 1} holomorphe Funktion F(z) = f(r,z) + if(r, )
einen positiven Realteil f(r,z), also gilt

F(2) = R(r,z)e’®™ mit R >0, —g <¢p< g
Sei .
G(z) = FP(z) = R(r, x)pe’pq’(“‘”).
Wegen F(0) = f(0) > 0 ist G(0) reell und nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt
1 ™

5 | RP(r.w) cosp®(r,x)dz = (£(0))"
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Nun ist B
| f(r, m)‘p = |Im F‘p = RP(r,z)|sin ®(r, x)‘p, und

| f(r, :1:)|p = |Re F|p = (f(r,z))" = R(r,z) cos” ®(r, z).
Nach dem vorigen Lemma gilt fiir 0 <r < 1

L[z P I 1 [7
il < B— p P - p
or /_W‘f(r,:r)‘ dx < B27r /_WR (r, x) cos @(r,m)dx+a27r /_WR (r,z) cos p®(r, z)dz

= ,6% / (f(r,2))"dz + a(f(0))" < |If(r, ).

Letzteres, da der 2. Summand negativ ist. Nun gilt nach Kap. 2 Satz 1.2
lim, 1 [|f(r,-) — f||l, = 0 und nach dem Lemma von Fatou daher

1 (7 = p
| feala < sl
also mit A = 5'/7 die Behauptung.

Fiir komplexwertige f setzen wir wieder f = fi — fo +i(fs — fa) und aus | f;| < |f]| folgt
1 £illp < || ||, und daher

1/l < AL (1 allp + -+ [1fallp) < 4ALI1F1]p-

Daher erhalten wir die Behauptung mit A, = 4A; fiir 1 < p < 2. Fiir 2 < p < oo folgt
die Aussage des Satzes aus Dualititsiiberlegungen: Sei ¢ der konjugierte Exponent, d.h.
definiert durch 1/p +1/¢ = 1 und somit 1 < ¢ < 2. Sei f € L?, h € L4. Fiir festes
0 <r<1istQ(r,x) stetig in z. Aus Q(r,z) = —Q(r, —z) und der Holder-Ungleichung
folgt

1 [T .
%/Wf(r,x)h(x)dx

_ % z<%/1f(t)Q(r,x—t)dt)h(x)dx
_ ;ﬂ _7;(21#/_:—Q(r,t—x)h(x)dx)f(t)dt‘

_ % /ﬁ FORE t)dt‘

AUl (r, )l < AglLF 1ol 1R (r, ) lg:
Fiir r — 1~ folgt nach dem Lemma von Fatou und Kap. 2 Satz 1.2

1 [ ~
%/W f(z)h(z)dz
h war beliebig und daher folgt

IN

< Agl[f1lpl[Rllq-

[ F1lp < Agll £l
also A, = A,. O

Der Beweis von S[f] = S[f] wird aus den nun folgenden Begriffen und Sitzen folgen.
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BEMERKUNG 2.2. Falls S[f] eine Fourier-Reihe ist, etwa S[g], so ist wegen f(r,z) =
g(r,z) = g(z), (r = 17) . g(x) = f(z) fiir fast alle z, also S[f] = S[f]. Im allgemei-
nen gilt dies aber selbst dann nicht, wenn die konjugierte Reihe iiberall konvergiert und
somit die konjugierte Funktion darstellt (vgl. Kap. 2 Folgerung 3.12). Wir ben&tigen den
erweiterten Integralbegriff von DENJOY. Die folgende Kurzfassung ist unserer Situation
angepaflt:

Sei f 2m—periodisch und —7 = g < 1 < --- < x, = 7 eine Zerlegung des Intervalles
[—m, 7] mit der Feinheit p = max(z; — z;_;) und Zwischenpunkten §; €|z;_1,z;[. Wir
setzen fiir ¢ € [—7, 7]

I(t) == Z &+ ) (@5 —zj1).

Dies ist eine RIEMANN-Summe fiir f ; und wegen der Periodizitit von f wieder eine
RIEMANN-Summe fiir f. Falls f R-integrierbar ist, so gilt

™
kg%th)::/Cﬂfa
und zwar unabhéngig von ¢, x;, ;. Falls f nicht R-integrierbar ist, jedoch eine Zahl I
existiert, sodaf} die I,(¢t) dem Mafl nach gegen I konvergieren, so ist dieses I eindeutig

bestimmt (wieso?U) und heit das DENJOY-Integral von f iiber [—7, 7], symbolisiert
durch

[=(D) /_ : F(@)da.

Die Bedingung lautet: Zu jedem € > 0 existiert ein d(e) = & > 0, sodaB fiir alle p <
|1,(t) — I| < €, auler in eine t-Menge 7' C [—m, 7] mit Maf} |T'| < e. Die Menge 7" wird
i.a. von der Wahl der z; und §; abhéngen.

SATZ 2.11 (SAKS). Jedes f € L'(T) ist (D)-integrierbar und Legesque— und Denjoy—
Integral von f sind gleich.

BEWEIS. Fiir € > 0 sei f = f; + fo mit stetigem f; und ||fs]|; < €2/1272. Dann gilt
nattirlich I,(t) = I}(t) + I>(t) und weiter

n

[ 120l < Y wam) [ IR +0la =Y @-a)l Llize < 42lIAlL < /3
-7 j=1 -7

J=1

Nl < wf = [zl
{t:[%|>35/} {t:[%]> 51} {t:%[ <351} -7

IT| = ‘{t: 72(t)] > g}‘ <e

Daraus und wegen

€

{t:|2(t)] >

€
3
folgt
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Sei I = [f, I = [ fi, Iy = [ fo (alle Integrale iiber [—7,x]). Dann ist
L0 1]~ 1+ 2= 1~ 1] < 1~ 1 + 2]+ 2]

Wegen der Stetigkeit von f; gilt |I; - Il| < €/3 fiir p < d(€). Fiir t ¢ T gilt weiters
|12(t)| < €¢/3. Nach Voraussetzung iiber f5 ist

2

€ €
L) <2 — < -
| 2‘ <2r|folls < 67 < 3

falls nur € < 27. Insgesamt gilt also auerhalb von 7" und fiir p < () : |I H(t)—1 ‘ <e

(Il
SaTz 2.12 (KOLMOGOROV). Fiir f € L'(T) ist fe ™™= fiir jedes m € Z diber [—m, ]
(D )-integrierbar und es gilt

(2.12) (D)% /7r f(@)e™™2dx = —i sgn(m) f(m).

Wenn also zusdtzlich noch gilt f € L'(T) (insbesondere also in LP, 1 < p < co nach dem
schon Bewiesenen), dann folgt aus dem vorigen Satz

(2.13) f(m) = —isgn(m)f(m) dh S[f] = S[f]

BEWEIS. Sei m € Z fest, §; = z; — z;_1 und f € L'(T). Wir setzen

In() =Y f(t +&)e 485,

j=1
Es ist
@] = [e7™ 3 F(t+)em™98] = [3_ F(t+ &)™
j=1 j=1
Die letzte Summe ist nach Satz 2.7 die konjugierte Funktion von Y77, f(t + &;)e™"%4;.
Aus Satz 2.8 folgt fiir p=1/2
1 2
dt) <

([ otta) = ([

< 27TB1/2/ > Ft+&)em ™ |dt < 47T2B1/2/ | f()|dt.

~

( flt+ fj)eim%j)
j=1

Wenn also [7_|f(t)|dt < n = n(e), so ist |I.(t)| < €, auBer hochstens auf einer Menge
vom Mafi < e. Wir nehmen im folgenden 1 < ¢/3 an. Sei nun f = fi 4+ fo, wobei
f1 ein trigonometrisches Polynom ist und f:r |f2] < n gilt. Dann ist f = f; + f; und
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Ln(t) = I, (t) + I, (2).
mit Wert —2misgn (m)

fi(x)e~™% ist ein trigonometrisches Polynom, also L-integrierbar
fi(m). Also gilt mit Ausnahme von ¢ € T} mit |T1| < €/3:
|1}, (t) + 2misgn (m )fl(m)‘ < €/3,

wenn nur p < §; = 61(€/3). Andererseits ist nach dem vorigen |I~fn(t)‘ < €/2, aufer fir
t € Ty, mit |Ty| < €/3, sobald p < 05 = d2(€/3). AuBerdem ist

€

2rlfatm)| < [ | <00 < £

Sei nun p < min{dy, d2}. Dann ist
‘fm(t) + 27isgn (m)f(m)‘ =

= I (t) + I%(t) + 2misgn (m) (fl(m) + fQ(m))‘ <

< [0+ 2misn o +

12 () + 2mi sgn (m) f (m)‘ <e

sofern t ¢ T) UTy. Wegen |T7 + To| < €/3 + €/3 < € ist alles gezeigt. Aus Satz 2.11 und

(2.12) ergibt sich sofort (2.13) O
FOLGERUNG 2.13. Fiir die zu f(t) = Zn>2 Cl‘;fg’;t konjugierte Funktion gilt:
sin nt o
ST f) ¢ L),
no2 08T

Als weitere Folgerung erhalten wir zusammen mit Satz 2.3:

SAaTz 2.14 (M. RIESZ). Fiir 1 < p < oo ist LP(T) abgeschlossen gegeniiber Konjugation
und es gilt daher fir alle f € LP(T): S,(f) = f in LP(T).

Es folgt nun ein alternativer Beweis des Satzes von M. RIESZ, wobei die Verteilungsfunkti-
on von f genauer untersucht wird. Dies erlaubt dann die Anwendung eines fundamentalen
Interpolationssatzes von Marcinkiewicz. Hier folge ich Katznelson ([Ka], pp 62) und Hunt
in [Ash], pp 20.

DEFINITION 2.3. Fiir eine mefibare Funktion f : T — R ist die Verteilungsfunktion
definiert durch

:‘{t:f(t)g)\}‘ —00 < A< oo.

Diese Definition entspricht jener in der Wahrscheinlichkeitstheorie, hier in bezug auf das
Lebesguemafl anstelle eines Wahrscheinlichkeitsmafes.
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BEMERKUNG 2.3. my ist rechtsseitig stetig, monoton wachsend (im weiteren Sinne) von
0 fiir A = —oo bis 27 fiir A = co und fiir stetiges (das geniigt hier) F': R — R gilt

(2.14) /T F(f(8))dt = /R F(w)dm; ().

DEFINITION 2.4. Eine mefibare Funktion f : T — R heifit fiir 0 < p < 0o vom schwachen
LP-Typ , wenn eine Konstante C existiert, sodaf} fiir alle A > 0

(2.15) ms(A) > 2r — CV

oder dquivalent dazu

(2.16) {t: f(t) > A} < C—

Interessant ist die Bedingung natiirlich vor allem fiir grofle A. Falls f € L”, so sagt man
auch f ist vom starken LP-Typ. Im folgenden schreiben wir kurz

E(f<A)={t:f(t) <A} ={f <At baw. E(f > X) = {t: f(t) > A\} = {f > A}.

Insbesondere ist also

myz(y ‘E |f|<y)| und

g (y) = |E(f] > )| = 2m = myp (y).
LEMMA 2.15. Jedes f € L* ist vom schwachen LP—Typ.

BEWEIS.
1= [ @pa= ([ af )
L 2r \Je(r>2)  Je(n<n)/
1 1
> — f(x)Pdx > —M|E(|f] > N)|.
57 oy O 51> )
Es gilt also 2.16 mit C' = 2x|[ f|[F. O

BEISPIEL 2.2. ist vom schwachen LP~Typ, aber nicht vom starken LP~Typ (U).

|s t|1/17

LEMMA 2.16. Seip >0 und f € LP. Dann gilt

(2.17) p/oooyp‘lmf(y)dy:/oﬂlf(x)l”dx =/Ooo yPdmyg (y)-

BEWEIS. Sei E = {(z,y) € [0,27] x R : |f(z)| > y}, soda8 also

nlf(y):/OWXE(x,y)d:v.
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Durch Anwendung des Satzes von Fubini und 2.14 erhalten wir

(e’ oo 2
p/ y”lTLﬂ(y)dy:p/ ypl(/ xE(w,y)dw)dy
0 0 0
or |f(z)| o |f ()]
(2.18) =/ (p/ XE(:r,y)-y“dy)d:v=/ (y” )dw
0 0 0 0

:/0% |f(x)|de=/oooy”dmf|(y)-

O

SATZ 2.17. Sei f vom schwachen I*~Typ. Dann ist f € LI(T), also vom starken L1—Typ
fiir alle 0 < g < p.

/o% fl7 = q/ooo y" ! (2m = myp (y))dy = q/o1 " /100

oo

< q/o 1-(2m —m|f|(y))dy+q/1 y (2 — myp(y))dy

BEWEIS.

oo 1 o
< q27 + qC/ yq’l—pdy = q<27r + C’/ y‘“”ldy) < 00.
1 ) 1
O

Sarz 2.18 (KOLMOGOROV). Fir f € L'(T) ist die konjugierte Funktion f vom
schwachen L'~Typ und daher gilt nach dem vorigen Lemma f € L*(T) fiir alle 0 < p < 1.

BEWEIS. Zundchst fiir f > 0 und [[f[[, = £(0) = 1. Wir méchten das MaB derjenigen
Punkte ¢ bestimmen, wo | f(t)| > A gilt. Wir betrachten dazu

1 2 — 9\ 1 2 — i\
H =14+ —A =14+ —-Im{l
\(2) +7r rgz—i—i)\ +7rm<0gz+i)\>

und untersuchen H (f(2) +if(z)). Hier ist f(z) > 0.
Die Mébius-Transformation wy(z) = 2% (A > 0) bildet die rechte z—Halbebene in die

+iA
untere w—-Halbebene ab und daher gilt —7 < Argw,(z) < 0 fiir Rez > 0. Daraus folgt

1) Hy > 0 fiir Rez > 0 und H), ist hier harmonisch.

2) Wir bestimmen nun die Niveau-Linien von H,. Wegen der Kreisverwandtschaft von
wy, wird ein Kreis durch £\ mit Mittelpunkt m(€ R) auf eine Gerade durch 0 abgebildet
(wx(i\) = 0). Deren Punkte habe somit alle dasselbe Argument, d.h. die Niveau—Linien
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von H) sind die Kreise durch £:\. Insbesondere gilt

1 .
{z:H,\(z)=§}={z=)\e”:—g<t<g}.

Wegen der Gebietstreue von wy muf} also fiir alle z mit |z| > X gelten H,(z) > 1/2.
3) SchlieBlich gilt noch (U) fiir A > 0

2 2
Hy1)=1+ ;(— arctan \) < .

H ,\( )+ f ) ist positiv und harmonisch in D. Unter Beachtung von
Q(0, ) =1, P(0,t) = 0 folgt aus der Mittelwerteigenschaft

A= %/H,\ (f(re”) +if(7‘e”)> = HA(f(O)) = H)\(1) < %

Damit erhalten wir

1 . )
= 5= H - H .
27 i pijion M +if) + 5 /|f+if~<A A(f +if)
1 a | B
> o ‘f+m>)\H)\(f+Zf) > E‘{t. f +if| > A}‘

1 -
> E\E(Ifl > M)
Wegen | f[, || < |f +if] ist
{t: |f+if|>)\}3 {t:|f|>)\}
und daher
(2.19) ‘{t: \f(re)| > /\}‘ < ;.

Wegen der Linearitiit der Abbildung f — f folgt damit und wegen f = || f HHfTH fiir ein
0 < f € L'(T) durch Grenziibergang 7 — 1 in 2.19

{t:17 “\>A}\ <81k

Ein beliebiges f kann geschrleben werden als f = fi — fo+i(f3 — f1) mit f; > 0. Klar ist
fills < || f]/1 und wegen f = fi — fo+i(f5 — fu) folgt

{t: |f ()] > )\} C szl{t: |fj ()] > )\/4}
und dabher fiir jedes f € L'(T)

\{t ) >/\}\ <32-4)/flhi3.
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Ergénzend hierzu sei noch folgender Satz zitiert (vgl. [Zy] Vol. I, p 254, [Ka] p 66)
SATz 2.19 (ZYGMUND). Fir flog*|f| € LX(T) gilt f € L'(T).

Hier ist log™ z = sup(log z, 0) fiir z > 0.
SATZ 2.20. Sei f: T — R mefbar und |f| < 1. Dann gilt fir 0 < a < 7/2

(2.20) i/ealf(e“ﬂdt < 2

2T ~ Ccos

BEWEIS. Wir betrachten F(z) := f(z) —if(z) = —i(f 4 if). Wegen |f] < 1 und
0 < a<7/2gilt cos(af(z)) > cosa. Daher fiir z € D
Re (ei“F(z)) = Re (ei“f(z)jmif(")) = eof(2) cos(af(z)) > e/ cos a.

Daraus folgt

i /e:tf(re“)dt < 1 i Re e:l:aF(re“)dt

2m cosa 2m
1 +aF(o) 1 1
= ——Ree = ——cos(af(0)) < .
COoS Qv Cos a Cos «

Durch Addition fiir + und durch Grenziibergang r — 1 folgt

L/ gy < 2
2m T coso

FOLGERUNG 2.21. Sei |f| < 1. Dann gilt

(2.21) m 7 (A) > 271'(1 - cos4\/§e_A)'

BEWEIS. Sei f = fi 4+ ¢fe mit reellwertigen f;, fo. Dann ist f=fi+ifo und es gilt

- - A ~ A
e >\ & ( e)| > == oder (und )| > —)
| £(e") [A(e)] > 75 oder (und) - |fo(e")] > 5
Eine Anwendung des vorigen Satzes mit o = v/2 liefert (am besten von rechts nach links
gelesen)

1, ~ A 1 ﬁ‘ 7 (it 1 \/5‘ 7ot 2
—eM{t: |fi(eM)] > —= <—/ eV gr < — [ V2D gp < —=
2’/T { |f]( )| \/5}‘ 271' ‘fj(e”) >% — 2’/T — COS\/i
und daraus folgt die Behauptung. O

Eine Anwendung der eindeutigen Bestimmtheit eines endlichen Borelmafles auf R durch
seine Fourier—Stieltjes—Transformierte liefert den folgenden
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Satz 2.22. Sei U C T eine Menge vom Maf§ 2a mit Indikatorfunktion xy. Sei xo die
Indikatorfunktion von | — «, . Dann gilt

Mga = Miys

(o]

d.h. die Verteilungsfunktion der zu xy konjungierten Funktion ist bestimmt durch das Mafl
von U, nicht aber durch die besondere Struktur von U.

BEWEIS. Sei f := xy. Mit z = r¢, 0 < r < 1,{ € R betrachten wir die in z
analytische Funktion F(¢, z) := ¢%U/(*)~1/() Dann gilt nach Cauchy 5= f027r F(& ret)dt =
F(&,0) und damit fir r - 1 und U' =T\ U

/ GEF@) 1) gy — / GEFE) g 1 o / G6FE@D gy — onpi€(-i32) _ o gtasn
T U U
Durch Ersetzung —¢ — & und Ubergang zu konj. Komplexen folgt

/ RGPt 6_5/ €/ gt = opetal/T,
v’ U

Daraus folgt durch Subtraktion

(65 — efg) / EFE) gt — o (ega/” — ega/”)
U
und daher

(2 22) U Sinhf
' sinh&(1 — a/7)

€fe) g — 9
/U, ¢ dt 4 sinh &
Setzen wir my,, (A) = ny(A) 4+ ng(A) mit
m(A) = |Un{t: f(e*) <A}, na(N) =[U'n{t: f(e") <A}
dann bedeutet 2.22

; inh&a/m
itx o, Sl
/Re dni(z) = Wisinhf

. inh £(1 —
/R ez{zan(x) _ 27]_Sl ifnh 604/77') )

und beide Ausdriicke sind nur abhéingig von «, nicht aber von der Struktur von U. Wir
erhalten sogar mehr: niimlich, dal die Verteilungen von f eingeschrinkt auf U bzw. U’
nur vom Maf von U, also nur von « abhéngig sind. O

(2.23)

Wir berechnen nun y,:
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Die Fourier-Entwicklung von y, ist (vgl. U 2c)

o . o0 .
a x—sinna a sin na
Xa(t) = = E e =—+2 E cos nt.
—~ m ™

no —

Daher

o
LSinna _ n 1l o
E: sinnt = E (i (cosn(t — @) — cosn(t + ))

n=1

— %Re (Z Zrle n(t—a) i rn m t+a))

1 1— ,rez(t+a) 1 1— i(t+a)
= ;LOgH (1 — rei(t—a)) = ;1 g ‘ 1 — reilt—a) |’

Fiir » — 1 erhalten wir daraus

1 — eilt+a) eit )

— eiq)

1

log 1 1 —cos(t+ «)

= —log———.
o 01 —cos(t — «)

. 1
(2.24) Ka(re’) = =log
m

1 — eilt—a)

Eine Analyse des Graphen der Funktion (2.24) zeigt: {t : Xo(e) > A} enthilt jedenfalls
to = a, da X.(a) = oo und als stetiges Urbild des offenen Intervalles |\, oo ist diese
Menge fiir A > 1 ein offenes Intervall um ¢, = o. Eine weitere Analyse (U) zeigt, da8
dieses Intervall hochstens eine Linge < 5ae™™ hat. Das heift

(2.25) ‘{t : Xa(e™) > )\}‘ < 5ae ™.

Aus der Asymmetrie von x, ergibt sich

FOLGERUNG 2.23. Sei [ die Indikatorfunktion einer Menge U vom Maf |U‘ = 2a. Dann
gilt fir A > 1

‘{t ’t >)\}‘<10ae ™

2.3. Interpolation nach Marcinkiewicz.

DEFINITION 2.5. Seien V, W Funktionenrdume. Eine Abbildung 7" : V' — W heifit
sublinear, falls

T(f +9)| <|T(H]+[T(9)],
wann immer 7' f, T'g definiert sind.

BEMERKUNG 2.4. a) Jedes lineare T ist sublinear.

b) Sei T;, eine Folge linearer Abbildungen. Dann ist 7*(z) := sup|T;,(z)| sublinear.
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c¢) Bezeichne w ein symmetrisches Intervall um z. Dann ist die Hardy-Littlewood mazi-

mum average function
Af(x) sup{ /|f )|dt : a:Ew}

BEMERKUNG 2.5. Falls T" sublinear ist, dann gilt offenbar
E(Tf[<y)NE(Tg|<y) C E(Tf+Tg|<2y).
Aquivalent dazu ist
E(Tf+Tgl>2y) c E(Tf]>y)UE(Ty| >y)

sublinear.

und daraus folgt

(2.26) nir(r+9)(2y) < niripy (y) + nrg) (v)-

DEFINITION 2.6. Sei T': L? — LP, (1 < p < 00) sublinear.
T heiit vom starken (p,p)—Typ, falls

T fllp < ClIflps
T heifit vom schwachen (p, p)—Typ, falls
1
nrs < Cpllfllﬁﬁ,

giiltig fiir alle f € P, y > 0 und C' unabhéngig von f.

Am besten in verkehrter Reihenfolge lesend, sehen wir aus

1 1 1
yp—|E(|Tf| >y)| < 2—/ T f(z)|Pdz + —
E(Tf1>y)

Tf(z)|’dx =
m 2 E(\TfISy)| @|

L / ITf(@)|Pdz = | TSI[2 < CP|I I

wenn 7" vom starken (p, p)-Typ ist, dann auch vom schwachen. Die Umkehrung gilt nicht.
Jedoch gilt folgender

SATz 2.24 (MARCINKIEWICZ). Seil < py < p1 < oo und T sublinear. Fir alle f € LPi
und alle y > 0 gelte

2w
yPinyry < C""/ |f(@)|” de.
0
Fiir py = oo ersetzen wir die schwach—Typ Annahme durch ||T f||co < Ct1||f!]oo-

Dann gilt fiir alle pg < p < py und alle f € LP

S e S ) 1 1 2m
(2.27) / ITf(2)["dz < p2? Cy" ™ Cy pl—po( +p1_p>/ |f(z)[ dz.
0

P—Do
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1

1
. i . I
BewEeis. Wir fixieren ein y > 0, setzen A :=C, *7"°C, "7 und

) = {(]]”(:v), falls |f(z) < Ay

sonst

0, falls | f(x)| < Ay
f(z) sonst

Dann ist f(z) = fy(z) + f¥(z) und weil T sublinear ist, folgt:

nrs(2Y) = nrs,+m(2Y) < irp,(Y) + ryrps (y).

Fiir p; folgt aus der Annahme, da§ 7" vom schwachen (pq, p;)-Typ ist:

2w 2m
wrp@) < Oy [ @+ ety [T de
0 0
2w

2w
= gy / Xl @) (2, 9) | (@) [Poda + CPy P / Xilstey < (@ 9)| £ (2) Prda.

Wir multiplizieren diese Ungleichungs—Kette mit p 27 y*~!, integrieren iiber dy und erhal-
ten fiir die linke Seite

p / ey (20) (29 'd(2y) = |[Tf (2.

Die rechte Seite ist p2P - {I + I1} mit

[e9) 2
I= C(I))O/O T (/0 X{%|f(;c)|>y}($7y)|f(x)podx) dy
1 o 1f ()]
—op— [Tsmas(p-m [T 1y Yo
0 0

* p—po

1 1 2w
=C° po P—po
s | I@PIf@P s
e 1

p
I
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00 27
11 =Ct /0 yr ! </0 (1- X{j,|f(w)|>y})($,y)\f(x)|p1d$) dy
00 27
= Cfl/o yPrt (/0 X{}4|f(z)|gy}($,y)\f(x)\pldx) dy

2w o0 1

v [Tl ( [0 ot —pl)czy) iz
0 <1 f ()| P—n
27 1

—cp [ ir@pis@e e L s

0 Pr—DP

_ 1
=4 cr——|Ifl,

Dabei hatten wir

yp*pl — _Aplfp‘f(x)‘:ﬂ*pl
%1/ (@)
wegen p < p;. Addition und Einsetzen fiir A liefert die rechte Seite der Ungleichung des
Satzes. Der Fall p; = oo bleibt als Ubungsaufgabe. O

BEMERKUNG 2.6. a) Der vorige Satz ist ein Spezialfall eines allgemeinen Interpolations—
Theorem’s von MARCINKIEWICZ. Fiir eine ausfiihrliche Behandlung vgl. [Zy] Vol. II
pp 111.

b) Nach dem Satz 2.18 ist die Abbildung f — f vom schwachen (1,1)-Typ. Sie ist offen-
sichtlich vom starken (und damit schwachen) (2,2)-Typ. Aus dem Satz von Marcinkiewicz
folgt dann sofort der Satz von M. RIESZ fiir 1 < p < 2 und durch Dualitit fiir 2 < p < co.



KAPITEL 4

Charaktere auf Gruppen. Eine Einfiihrung.

1. Invariante Teilriume von L'(T) und Charaktere.

Die Tatsache, daf} einige der wichtigen Funktionenrdume homogen sind, mit f also auch
jedes Translat f, enthalten, wollen wir nun in Hinblick auf die Translations-Abbildungen
selbst betrachten und werden dabei die fundamentale Rolle der Funktionen e von dieser
Seite her erkennen.

Sei dazu G = T, additiv geschrieben, und C(T) wie bisher der Vektorraum der steti-
gen 27—periodischen Funktionen. Zu f € C(T),« € G betrachten wir die Translations-
Abbildungen

Tof :t— f(t — ). Dann gilt offenbar

1.1 To=1, Tosg=TyoTs=Ts0Ty, T o=T."
+8 B B a

Die Menge {7, : « € G} bildet also eine Transformationsgruppe auf C'(T). Welches sind
nun die invarianten Teilrdume, d.h. jene V' C C(T) fiir die gilt

N\ Ta(V) C V.

acG
Auf der Suche nach den nicht mehr weiter zerlegbaren invarianten Teilrdumen kommt
man sofort zum Begriff der minimalen invarianten Teilrdume V', d.h. V' enthélt keinen
echten invarianten Teilraum. Offensichtlich ist jeder 1-dimensionale invariante Teilraum
minimal, enthélt also mit f auch jedes T, f und wegen der 1-Dimensionalitéit ist daher
T.f = cof, [ also ein Eigenvektor von 7.

Zu f € C(T) sei V; der kleinste invariante Teilraum, der f enthilt, also die Menge aller
endlichen Linearkombinationen von Translaten T, f. Wir bestimmen nun jene Funktionen
f, fiir die gilt dimV; = 1.

Zunichst ist jedenfalls f # 0. Es existiert also ein zy € G mit f(xy) # 0. Zu jedem a € G
existiert ein x(—a) € C mit

T.f=x(—e)f dh. N fl@—a)=x(-0a)f(2).
a,x€G

Insbesondere erhalten wir f(zy — @) = x(—a)f(xo) und daher ist x : G — C definiert
durch o — x(«) stetig. Fiir @« = 0, z = z folgt f(zo) = x(0)f(zo) und somit x(0) = 1.

61
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Weiters ist

Tospf = x(—a—=B)f =Tp(Tuf) = Tp(x(—a) f) = x(—a)x(=B) f,
und daher
x(a+ B) = x(a)x(8).

Daraus wiederum folgt mit
f=Tf =Tsuof = x(@)x(-a)f:
(x(a) ™" = x(~a).
Wegen der Kompaktheit von G = T ist x beschrinkt und daher sehen wir:
Ix(a)| =1, also x(a)eT.

Dehnt man die vorigen Uberlegungen von G = T auf beliebige (topologische, nicht notwen-
dig kompakte) abelsche Gruppen G aus, so nennt man eine solche Abbildung x : G — T
einen (stetigen) Charakter der Gruppe G.

SchlieBlich gilt

f(@) = f(zo +z — 20) = x(w0 — 2) f(20) = Xx(w0) f(x0) x(—2)

und daher
f=ex"

f ist also Vielfaches eines Charakters.
Im allgemeinen erhebt sich jetzt natiirlich die Frage nach der Existenz stetiger Charak-
tere, ja sogar nach der Existenz , geniigend“ vieler. Man vergleiche dazu die analoge und
fundamentale Frage nach der Existenz geniigend vieler stetiger Funktionale auf einem
topologischen Vektorraum (meist in diesem Sinne: zu z # y € V existiert ein stetiges li-
neares Funktional f : V' — C mit f(z) # f(y)). Wir bestimmen diese nun fiir G = T, R.
Wegen der Nichtkompaktheit von R ist nun die Beschrinktheit eines Charakters Teil der
Definition.

SATZ 1.1. a) Jeder stetige Charakter x : R — T ist von der Form
x(z) = e, (y€R).

b) Jeder stetige Charakter x : T — T ist von der Form
x(z) =€ (n€ 7).

BEWEIS. Zu a) Aus a,b € R:  x(a+b) = x(a)x(b) folgt
/ x(a+b)db = X(a)/ x(b)db.
0 0

x ist stetig und x(0) = 1. Daher existiert ein 7 > 0 mit [; x(b)db > 0. Weiters ist

/OT x(a+0b)db = /aa+1" x(c)de
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differenzierbar nach a und somit ist

1 T
x(a) = W/o x(a+ b)db

differenzierbar. Daher

X'(a) = lim et h}i ) mo M -x(a) = x'(0) - x(a).

Daher x(a) = Ce*. Die Anfangsbedingung x(0) = 1 liefert C' = 1 und aus |x(a)| = 1 =
le*| folgt x(a) = ¥ mit y € R.

Zu b) x mufl nun noch zusétzlich 2r—periodisch sein. Daraus folgt y = k € Z. O

2. Darstellungen topologischer Gruppen.

Eine sehr instruktive Einfiihrung in das weitldufige Thema findet man in [KGJ.

DEFINITION 2.1. Eine multiplikativ geschriebene Gruppe G, versehen mit einer Topologie,
beziiglich der die Multiplikation G x G 3 (z,y) — z -y € G (Produkttopologie auf
G x G) und die Inversenbildung G > x — 27! € G stetig sind, heifit topologische Gruppe.
Zwei topologische Gruppen G, G’ heifien isomorph, falls es einen Gruppen—Isomorphismus
h:G" — G gibt, der zugleich ein Homdomorphismus ist.

SATZ 2.1. Jede Untergruppe H einer top. Gruppe ist beziiglich der Relativ—Topologie eine
top. Gruppe.

Zu zwei top. Gruppen G1,Gq ist auch G1 X G, versehen mit der Produkt—Topologie und
komponentenweisen Operationen eine top. Gruppe.

BEISPIEL 2.1. 1) R ist beziiglich + eine lokalkompakte abelsche top. Gruppe mit der
diskreten Untergruppe Z, allgemeiner [Z, [ > 0.

2) (R", +) ist lokalkompakte abelsche top. Gruppe.

3) C* = {z € C: z # 0} ist beziiglich der Multiplikation eine lokalkompakte abelsche
Gruppe mit der kompakten Untergruppe T = {z : |z| = 1}

4) Die Abbildung T — €' ist eine Isomorphie (R/27Z, +) — (T, -).
5) M,(R), die Algebra der reellen n x n—Matrizen enthélt die top. Gruppe
GL(n,R) = {A:det A #0}

der invertierbaren n x n Matrizen. Sie ist als offene Teilmenge des R™ lokalkompakt. Sie
ist fiir n > 2 nicht kommutativ und heifit die reelle lineare Gruppe in n Variablen. Sie
enthélt als abgeschlossene, nichtkompakte Untergruppe die spezielle lineare Gruppe

SL(n,R) ={A:det A=1}
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und diese wieder die kompakte Untergruppe
O(n,R) = {A: AAT =T},
die sogenannte orthogonale Gruppe. In analoger Weise definiert man als Teilmengen von
M,,(C) die entsprechenden komplexen Gruppen
GL(n,C) D> SL(n,C) D U(n,C).

SaTz 2.2. Sei G top. Gruppe und H Normalteiler in G. Dann ist die Quotientengruppe
G/H beziiglich der Quotiententopologie eine top. Gruppe.

BEWEIS. Sei p : G — G/H die kanonische Projektion p(z) : * — T = xH und
(ZTo,7%0) € (G/H x G/H). Eine Umgebung von Ty - §, in G/H hat die Form p(U), wo
U eine zy - yo—Umgebung in G ist. Es existieren also ein zg—Umgebung V' und eine yo—
Umgebung W in Gmit V-W ={z-y:2z € V,y € W} C U. Dann aber gilt p(V - W) =
p(V)-p(W) C p(U), d.h. die Abbildung (To, 7o) — To - Yo ist stetig. Analoges zeigt man
fiir die Inversenbildung. O

Beziiglich des Zusammenhanges zwischen Faktorisierung und Produktbildung gilt folgen-
der

SATzZ 2.3. Sei H; Untergruppe der top. Gruppe G; fir i = 1,2,...,n. Die Abbildung
®:Gy/H X+ xGp/H, — Gy X -+ X Gp/Hy X -+ X Hy, definiert durch

O((z1Hy, ..., znHy)) = (1, .., 20) - (Hy X -+ X Hp)

ist eine Homoomorphie. Sind alle H; Normalteiler, dann ist ® eine Isomorphie.

Einen Beweis dieses Satzes sowie eine ausfiihrliche Darstellung der Grundlagen der Theorie
topologischer Gruppen findet man in [HR], Band 1.

BEISPIEL 2.2. Der n—dimensionale Torus ist eine kompakte, zusammenhéingende Gruppe.
R"/(27Z)" ~ (R/27Z)" ~ T".

Das folgende Konzept ist grundlegend in der Gruppentheorie und der Harmonischen Ana-
lysis. Im Falle Abelscher Gruppen wird es wieder die besondere Rolle der friiher definierten
Charaktere zeigen.

DEFINITION 2.2. Sei G top. Gruppe, F top. Vektorraum iiber R oder C. Bezeichne GL(F)
die Gruppe der top. Automorphismen von E. Ein Homomorphismus, also eine Abbildung
U:G— GL(E), s—Usmit Uy =UsolU,

heifit stetige lineare Darstellung von G in E, falls folgende Bedingung erfiillt ist: die
Abbildung
Gos—Ugx el

ist stetig fiir alle z € F.
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Man nennt dies auch eine Darstellung von G' mit Darstellungsraum E. Ist dimE < oo,
dann heifit dimF die Dimension oder der Rang der Darstellung.

Ist F' Unterraum von E mit U (F') C F fiir alle s € G, dann heifit F' stabil gegen oder
inwariant unter U, kurz U—stabil.

Eine lineare Darstellung U heift irreduzibel, falls {0} und E die einzigen abgeschlossenen
U-stabilen Unterrdume sind.

Zwei Darstellungen U' : G — GL(E,), U? : G — GL(E;) heifilen dquivalent, falls es
einen top. Vektorraum-Isomorphismus 7" : E; — FE, gibt, sodaf} fiir alle s € G gilt
U2 =T oU} oT™*. Anders ausgedriickt: das folgende Diagramm ist kommutativ.

E1 L)_EQ

T

E, 1. E

Zwei endlichdimensionale Darstellungen sind also dquivalent, falls ihre Matrizendarstel-
lungen bei einer geeigneten Basistransformation der Darstellungsriume Ey, Ey gleich sind.

Ist £ ein komplexer Hilbertraum und sind die U unitédr, dann spricht man von einer
unitiren Darstellung. Analog heifien U, U? unitir dquivalent, wenn T ein Hilbertraum—
Isomorphismus ist.

Die Menge der Aquivalenzklassen irreduzibler unitirer Darstellungen heiBt das Dual von
G, in Zeichen G.

Falls F' ein U-stabiler Teilraum von FE ist, definieren die Einschrinkungen Us|F : F — F
eine Teildarstellung.

Fiir den Fall einer endlichen Gruppe G und dimFE < oo einige Bemerkungen und Sétze,
die jedoch auch in sehr viel allgemeineren Situationen giiltig bleiben:

a) Zunéchst konnen wir annehmen, da§ E versehen ist mit einem U-invarianten inneren
Produkt, d.h. fiir alle s € G, z,y € E gilt

<z,y >=< Usx,Usy > .
Dies ist gleichbedeutend mit der Annahme, daf alle U unitér sind. Ist dies ndmlich nicht
der Fall, so kénnen wir ein solches inneres Produkt definieren durch
1
(x,y) := @Z < Usz,Ugy > .

seG

Dann aber ist mit F' auch das orthogonale Komplement F- U-stabil:
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Sei nimlich E = F@Q F*, z € F,y € F+,s € G. Dann gilt
<z, Uy >=< Us-12,y >= 0,

da ja U1z € F. Setzen wir Vy := U,|F, VX := U,|F*, dann gilt fiir z = w + w® mit
w € F,wt € F+: Uy = Uyw + Ugsw™, also

U, =V.pV,": FE@F- - FPF"-

U ist also die direkte Summe zweier Teildarstellungen. Umgekehrt ist natiirlich die direkte

Summe von zwei Teildarstellungen selbst eine Darstellung von G in E. Die darstellenden
Matrizen von E = F @ F* haben also die Blockform

R, O
0 RL
Eine analoge Aussage gilt dann fiir endliche direkte Summen.

SATZ 2.4. Jede lineare Darstellung einer endlichen Gruppe ist die direkte Summe irredu-
zibler Darstellungen.

BEWEIs. Induktion iiber dimFE. Sei U : G — GL(F) eine Darstellung. Falls dimF = 1,
ist die Aussage klar. Sie gelte fiir alle Darstellungen vom Grad < n und sei nun dimFE = n.
Ist U irreduzibel, so sind wir fertig. Falls nicht, dann gilt E = F @ F* mit U-stabilen
F,F* und 0 < dimF, F*+ < n. Nach Induktionsannahme zerfallen F, F* (d.h. die Ein-
schrinkung von U auf die Teilrdume ist nicht weiter reduzibel) in die direkte Summe
irreduzibler Teirdume und somit auch E. O

SATZ 2.5 (Lemma von L. Schur). Sei E ein Hilbertraum tber C, Y eine Familie unitdrer
Operatoren U : E — FE, fiir die es keinen echten invarianten Teilraum gibt. Set A : E — E
linear, stetig und kommutierend mit allen U, d.h. fir alleU € U qilt Uo A= AoU. Dann
ezxistiert ein A € C mit A = M. A ist also eine Homothetie.

BEWEIS. Zunichst konnen wir annehmen, da3 A selbstadjungiert ist. Fiir beliebiges
A ist ja

1 1
(2.1) A:E(A+A*)+z'2—i(A—A*) =:C+1iD.

Aus der Eindeutigkeit der Zerlegung (2.1) in die selbstadjungierten Anteile C, D folgt
dann: A kommutiert mit allen U € U genau dann, wenn dies fiir C und D gilt. Sei also
0.B.d.A. A = A*. Das Spektrum von A ist nicht leer und zu einem Eigenwert A\ betrachten
wir B := A — M. Dann gilt auch U o B = Bo U fiir alle U € 4. Sei F' = ker B. Es ist
F # {0}, F ist abgeschlossen und $i-stabil:

ist ndmlich z € F, also Bz = 0, dann folgt aus U(Bz) = B(Uz) = 0 auch Uz € F. Also
folgt ' = FE,dh. \/ ., Ar—Az=0. O
Fiir eine Ubertragung dieses Satzes auf unendlichdimensionale Hilbertriume benétigt man
den Spektralsatz.
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SATZ 2.6. Jede irreduzible Darstellung U einer abelschen topologischen Gruppe in einem
komplexen Hilbertraum E hat die Dimension 1.

BEWEIS. Sei U = {U; :t € G} und A = U;. Nach dem Lemma von Schur existiert ein
As € C — {0} mit Us = A\;Ig. Wegen der Irreduzibilitéit folgt dim E' = 1. Die Stetigkeit
der Abbildung s — A, folgt aus der vorausgesetzten Stetigkeit von G > s — A,z € E fiir
ein 0 #z € E. O

Damit U; = A\;Ig unitér ist auf dem 1-dimensionalen Raum F = C, muf} aulerdem gelten
|As| = 1 und weiter gilt (bei additiver Schreibweise von G)

)\S-‘rtl =Usy = Al

Somit entspricht einer irreduziblen Darstellung der abelschen Gruppe G ein stetiger Cha-
rakter x : G — T im fritheren Sinn. Umgekehrt definiert jeder solche Charakter eine
irreduzible Darstellung von G' der Dimension 1. Zusammenfassend erhalten wir

SATZ 2.7. Bei einer topologischen abelschen Gruppe G kann das Dual G mit der Menge der
Charaktere von G identifiziert werden. G ist bezuglzch der Multiplikation der Charaktere
wieder eine abelsche Gruppe (d.h. ist x1, X2, X € G dann ist auch x1x2 € G und ebenso

1/x=X¢€ G), die mit einer geeigneten Topologie versehen zu einer topologischen Gruppe
wird (s.g. kompakt—offene Topologie).

SaTz 2.8. Seien G, Go top. abelsche Gruppen. Dann gilt G1/>_<\G2 = a@@ Dabei
ist G4 @ G2 die Menge aller Tensorprodukte x1 Q) x2 : G1 x Go — T, definiert durch
x1 Q) xa (@1, 22) := x1(21)x2(22) mit x; € Gs, z; € G;.

BEwEIs. Offenbar ist x1 Q) x2(x1,x2) € G’;<\G2, also é\l ®C/}'\2 C G1/><\G2. Sei um-
gekehrt x : G; X Gy — T ein Charakter. Dann gilt fiir beliebige (z1,z2) € G1 x Ga:

X((71,22)) = x((z1, €1) + (e1,72)) = x((71,e1))x((€1, 22))-
Dabei ist e; das neutrale Element in G;. Dann aber ist

z; = Xi(2:) = x((wi, ) € a\z
und x = x1 @ Xe- O

BEMERKUNG 2.1. 1.) Wir wissen bereits R =R, T = Z. Wir bestimmen nun Z: Sei dazu
X : Z — T ein Charakter. Wegen x(m) = (x(1))™ ist x durch den Wert x(1) festgelegt.
Wegen |x(1)| = 1 existiert ein € R mit x(1) = €@, sodafl x(m) = €™. Dann gilt dies
auch fiir jedes y € x + 27Z, d.h. x(1) ist festgelegt durch die Restklasse x + 27Z. Wir
erhalten daher R

Z=R/2rZ=T.

Aus dem vorigen Satz folgt T" = Z" und Z" = T", insgesamt also

o~ o~

T =T", Z"'=27Z", R"=R"
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Dies sind Spezialfiille des Dualitdts—Saties von Pontyagin—Van Kampen, wonach fiir jede
lokalkompakte abelsche Gruppe G gilt G =G.

2.) Fiir die additive Gruppe der Reste mod(n) G = Z(n) = {0,1,...,n — 1} (mit der
diskreten Topologie) ist die Charaktergruppe identisch mit der Gruppe der n—ten Ein-
heitswurzeln:

G={e¥0<k<n-1}.
Dies folgt mit einem &hnlichen Argument, wie in 1.).

SATZ 2.9. Die Charaktere der additiven Gruppe R" werden durch die Funktionen , :
R" >z e<¥™ €T, (y € R") gegeben:

Xy () = E@mt=team) 0 — (& &),y = (M, )
R" ist also selbstdual: R = R".
Die Charaktere von T" haben die Gestalt
Xm(T) = elermtttamn) gz — (£, €) 422", m = (my,...,my) € Z"

Es folgen nun einige elementare Aussagen iiber Fourier—Reihen in mehreren Veréinderli-
chen. Wie fiir n = 1 werden dazu Funktionen f : T" — C identifiziert mit Funktionen
f:R" — C, die in allen Variablen 2r—periodisch sind. Sei p : R" — R"/(27Z) = T"
die Projektion R" > 2 + T := x + (27Z)", dann ist durch die Gleichung f = f o p eine
1-1-Beziehung zwischen den 2r—periodischen Funktionen auf R™ und den Funktionen auf
T" hergestellt.

Sei I = [—m,m] und I" C R" der entsprechende (kompakte) Wiirfel in R". Sei dz die
Einschrankung des Lebesgue-Mafles von R™ auf I™ und dz das Bildmafl von dx unter
der Projektion p, dann geht der Rand 0I™ von I" (eine 0-Menge beziiglich dz) in eine
0-Menge beziiglich dZ iiber und wir kénnen L9(T) identifizieren mit L?(I™), dem Raum
der abslolut g—integrablen, in allen Variablen 2r—periodischen Funktionen auf I". Es gilt
dann

f@dz = | f(z)dz.
™" m

dz ist dann ein translations—invariantes Mafl auf T" und es gilt ( dabei lassen wir nun
die Uberstriche weg und schreiben T" additiv)

fy(x)dz = f(z)dz.
" ™

Dabei ist die translatierte Funktion f, : T" — C definiert durch f,(z) = f(z — y) Wir
bemerken, dafl wegen der Kompaktheit von T" gilt

LY(T") Cc LY(T™) (1< q).
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SATZ 2.10 (Orthonormalitét der Charaktere). Bezeichne
m = (my,...my) = (Mj)1<j<n € Z" einen Multiindex. Dann gilt
(2.2)

1 1 1 firm=0
m d — i<m $>d — / zm]z]d
(2" /T X () dz 2" /I e= 1] 3 = {0 fiir m # 0.

1<]<n

Daraus folgen die Orthonormalitits—Relationen der Charaktere
1 1 1 firl=m

Sei nun G eine abelsche, topologische Gruppe und Z C G. Eine Linearkombination

P=_ X

XE€EZ

mit nur endlich vielen 0 # ¢, € C bezeichnet man als Z-spektrales trigonometrisches
Polynom auf G. Innerhalb des Raumes C'(G) der stetigen Funktionen f : G — C bezeichne
% 7(G) den Unterraum der Z-spektralen trigonometrischen Polynome.

Im Falle G = T" ist ein Z-spektrales Polynom von der Form
p(l‘) — Z Cmei <z,m>
meZ
und wegen der Orthonomalitits—Relationen erhalten wir
1 .
—/ p(x)e™" <" dx = p(m)
)™ Jon

cm:(27rn

und weiter

1
(2)/ z)[Pdr = [p(m)

meZ

Dadurch motiviert definieren wir wie im Falle n = 1 fiir f € L'(T") die Fourier-Reihe

mezZ”
.23) N Z f(m)ei<m,z>
mezZ"
mit den Fourier—Koeffizienten
~ 1
flm) = o [ flw)e o =
27r 27

F(&ryon )T mertmntndg, - dg,.
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Aus der Hilbert—-Raum—Theorie erhalten wir sofort

Satz 2.11. Sei Z C T" und f € L*(T"). Ein Z-spektrales Polynom p = Y, . CmXm
approzimiert f im L?-Mittel genau dann optimal, falls gilt: c,, = f(m). Genauer

1f =pll 2 [1f =Y m € ZF(m)xml -
Gleichheit gilt genau dann, wenn ¢, = f (m). Weiters gilt die Besselsche Ungleichung

Yo Fem)P <1115

meZ

SATZ 2.12. Das ON-System {xm : m € Z"} der Charaktere von T™ ist vollstindig in
L*(T™), d.h.

/\ /meZO = f=0 [fast iberall

BEWEIS. Aus [, X,, = 0 folgt [.. P = 0 fiir alle trigonometrischen Polynome. Die-
se liegen nach dem Satz von Stone-Weierstra§ dicht in C'(T") (Es gibt geniigend viele
Charaktere, d.h. sie trennen die Punkte von T"!) beziiglich der gleichméBigen Konver-
genz, also auch beziiglich der L?>~Konvergenz. C(T") aber liegt dicht L?>(T"). Somit ist f
orthogonal zu allen L?(T")-Funktionen und daher f.ii. 0. O

Daraus folgt sofort

~

SATZ 2.13. Die Fourier—Transformation F : f — (f(m))mez» ist ein Hilbert-Raum—
Isomorphismus und es gilt die Parsevalsche Gleichung

1l = (X 1Fm)P)?.

meZ"

Dieser Satz 148t sich im Sinne der Darstellungstheorie interpretieren:

Die Verschiebungs—Operatoren T, : L?>(T") — L?(T"), definiert durch (7, f)(z) = f(z—a)
bilden via T" 3 a +— T, offenbar eine unitére Darstellung von T" in den komplexen
Hilbert—-Raum L?(T"). Es ist die sogenannte regulire Darstellung von T™ in L?*(T").

Andererseits liefern die Operatoren V, : I5(Z") — [5(Z"), definiert durch 5(Z") 3 ¢ —
(Va(e)(m)) = (X,n(a)cm) € 12(Z™) eine unitére Darstellung von T in l5(Z"). Wegen der
leicht nach zurechnenden Beziehung

fa(m) =Xy (a) - f(m)
(vgl. Kap.1 Formel (1.15)) erhalten wir folgendes, kommutative Diagram
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LX(T") —I 1y(Z")

| Js

LT T 1y(Z)
und nach dem vorigen Satz sind daher beide Darstellungen unitir dquivalent. L?(T")
zerfillt dabei in die direkte Summe der 1-dimensionalen (und daher minimal) invari-
anten Teilrdume, die von den Charakteren x,, aufgespannt werden. Die Operatoren T,
bekommen unter der (isometrischen) Fourier—Transformation die Diagonalgestalt V.






KAPITEL 5

Einige Anwendungen der Fourier—Reihen.

1. Isoperimetrische Ungleichung.

SATZ 1.1. [Wirtinger’s Ungleichung] Sei f 2m—periodisch mit f' € L*>(T) und f02”f =

Dann gilt
27 27
/ TR E / )Pt
0 0

Gleichheit gilt genau dann, wenn f(t) = ae ® + be* (a,b € C). Ist f reell, dann gilt
Gleichheit genau, wenn f(t) = acost + bsint, (a,b € R).

BEWEIS. Aus der Parsevalschen Gleichung und wegen (f')" = inf(n) erhalten wir
2
/ |f2dt=>"n?f(n)2 > > |f(n) / | F(t)|2dt.
n#£0 nez 0

Gleichheit gilt offenbar genau dann, wenn f(n) = 0 fiir [n| > 1. In diesem Fall ist
F@) = F(=D)e™™ + f(1)e’* = ae™ + be™.
Ist f (und damit f') reell, dann ist f(—1) = f(1) und daher
F(t) = 2Re{f(1)e"} = acost + bsint.
Die Annahme [ f = 0 ist nétig: die Ungleichung ist offenbar falsch fiir konstante f. O

Der folgende Zusammenhang zwischen der Isoperimetrischen Ungleichung und der
Wirtinger—-UGL ist entnommen aus [Os].

SATZ 1.2 (Isoperimetrie des Kreises). Der Kreis ist eindeutig durch folgende Figenschaft
charakterisiert: Unter allen (einfach) geschlossenen Kurven C gegebener Linge L um-
schliefit der Kreis die grifite Fliche A. Dies ist gleichbedeutend mit der Isoperimetrischen
Ungleichung

L? > 4m A.

Hier gilt Gleichheit genau dann, wenn C ein Kreis ist.

SATz 1.3. Die Wirtinger—-UGL ist dquivalent zur Isoperimetrischen UGL fiir alle geschlos-
senen glatten (d.h. C*'~)Kurven. Gleichheit gilt nur fiir den Kreis.
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BeEwEIS. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen,dafl C einfach geschlossen ist (wieso?) und
eine Parameter-Darstellung (z(¢), y(t)) besitzt mit 27-periodischen C'~Funktionen z,y.
Fiir die Bogenldnge L von C und fiir die von C eingeschlossene Fliche A gilt

27 % 1 27
L= / (552 + ,1)2> dt, A=— / (wy — xy) dt.
0 2 0

Mit der Umparametrisierung ¢ = 27” - s (s Bogenlinge) gilt

2m 2 ds 2 2
.9 .9 _ as _ =
/0 (x +y>dt—/0 (dt> a="

und daher

27
L2—47rA:27r/ <cb2+?)2—xy+iy>
0
27
(1.1) :27r/ [(ab+y)2—2j:y—y2+@)2—xy+j:y} =
0

27 27 27
:27r/ (a'v+y)2+27r/ (* — %) —27r/ (zy + 2y).
0 0 0

Das letzte Integral der letzten Zeile ist gleich 2m(zy)[2™ = 0 wegen der 27— Periodizitéit.
Das erste ist jedenfalls > 0 und das zweite wegen der Wirtinger UGL, wenn nur [y = 0.
Dies aber kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, indem wir den Schwerpunkt der Kurve zum
Ursprung machen ( f y ist gerade dessen y—Koordinate).

Gleichheit tritt genau dann ein, wenn # +y = 0 und [ §* = [y Aus Satz 1.1 folgt

y(t) = acost + bsint = —& somit
z(t) = —asint + bcost.

Dann aber ist C ein Kreis.

Wir nehmen nun umgekehrt die Isoperimetrische UGL an. Sei y eine 2r—periodische C'—
Funktion mit [y = 0. Wir setzen z(t) = — foty(T)dT. Dann ist auch z 27-periodisch.
Durch (z(t),y(t)) ist eine geschlossene C'-Kurve definiert. Aus der angenommenen
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Giiltigkeit der Isoperimetrischen UGL und der Cauchy—-Schwarz—UGL, aus der Defini-
tion von x und aus 1.1 folgt

27 % 2
0§L2—47TA=(/ (932+y2> ) —27T/(:by—a:y)
0

2T
szw/ (¢2+92)—2w/(xy—¢y)
0
2w 2w
=27r/ <¢+y2>+2w/ @ - )
0 0
27
—or [ @),
0

Also gilt die Wirtinger-UGL. Ist das letzte Integral 0, dann besteht Gleichheit in der
vorigen Ungleichungskette und somit

([ (#+9)) = [

d.h. Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-UGL und es folgt 2% + ¢ = (ds/dt)* = *. Wegen
4 = y erhalten wir fiir y die DGL

P+ =
mit der allgemeinen Losung y(t) = c¢sin(t — o) = acost + bsint. O

Beziiglich ganz anderer Beweise und Erweiterung der Isoper. UGL und einer Ubertragung
der Wirtinger-UGL auf die Kugel vgl. [Bl] §23.

2. Gleichverteilung in T.

DEFINITION 2.1. Eine Folge (2,,)%_, von Punkten z,, € T heifit gleichverteilt, wenn fiir
alle f € C(T) gilt

(2.1) /Tf(ac)d:v = Jim 3" f(an).

Zur Motivation des Begriffes bemerken wir, daf§ sich die Beziehung (2.1) auf alle L'-
Funktionen, insbesondere also auf die Indikator-Funktionen mefbarer Teilmengen A C T
anwenden laft. Dies bedeutet dann

M
. 1 ) 1
Jatee =141 = Jim 3 3 xatem) = J, bl < M 2 € 4]

Interpretieren wir den Index m als Zeitpunkt nach m Sekunden, so ist also die , mittlere
Verweilzeit der Folge in A gleich dem Maf} von A. Dies entspricht dem Ergodenprinzip von
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Boltzmann—Gibbs: Zeitmittel und Phasenmittel einer mechanischen Grifie sind gleich,
hier modelliert in folgender Weise:

T ist der Phasenraum, f € C(T) ist die mechanische Gréle, das Phasenmittel ist
Jp f(z)dz, 2, ist die Phase zum Zeitpunkt m und das Zeitmittel ist

LM
lim —Zf(:vm)

M—oo M

SATZ 2.1 (Weylsches Kriterium). Die Folge (2,,)%_, von Punkten z,, € T ist genau dann
gleichverteilt, wenn fiir alle Charaktere x # 1 von T gilt

1 M
i 37 2 xam) =0

BEWEIS. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar, da jeder Charakter # 1 nach
Kap.4 (2.2) den Mittelwert 0 hat: [, x = 0.

Die Bedingung ist auch hinreichend: Sei ¢ > 0. Da die trigonometrischen Polynome p
dicht liegen in C(T), wihlen wir ein p so, daB ||f — p||e < €/3. Dann gilt

/ f(x)dx—%lg%Mf(xm) <
S CELIE TRES9 D CHIE ) DR UCR R

fiir geniigend grofle M. o
SATZ 2.2 (Bohl). Fiir @ € R ist die Folge {m# (mod 27) : m =0,1,2,...} genau dann
gleichverteilt in T, wenn 0 irrationales Vielfaches von m ist.
BEWEIS. Sei xx(z) = €%, k # 0. Dann gilt
M-1 ;
1 - 1 koM 7
— = ————— ()
M ; ¢ M ek 1

genau dann, wenn 6 # %27r. O

Der Satz ist gleichbedeutend mit der Aussage, dal die mafitreue Transformation
T : T — T, definiert durch T'(a)) = « + 6 genau dann ergodisch ist, wenn 6 irrationales
Vielfaches von 7 ist.
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BEISPIEL 2.1. Die Folge {logm (mod2m)} ist nicht gleichverteilt. Um dies zu sehen, ver-
wenden wir das Weylsche Kriterium fiir den Charakter x(z) = €'® und untersuchen

1
z logm __ . . .
M E &M = 1+cos(log2)+ +Cos(logM))+zM(s1n(log2)+---+s1n(logM)).

Diese Folge miifite gegen 0 gehen. Das ist aber nicht der Fall. Um das zu sehen, verwenden
wir die Eulersche Summenformel. Eine Variante davon lautet (vgl. [E], Band 2, Seite 47):

Zf i()#—/o(x—[] ) da:—i—/f

Angewendet auf den Realteil erhalten wir

%(1 + cos(log2) + - - - + cos(log M)) = ! Z cos(log(m + 1)) =
_ %1 + cos(210g(M)) n %/0 ) <x —[z] = %) (— sin(log(x))%dlﬁi—

1 M-t
— 1 .
+ M/o cos(log(z))dz

Der erste und der zweite Summand gehen gegen 0 fiir M — oco. Fiir den letzten Summan-
den gilt
1 M-1

V2 M

%/0 . cos(log(x))dz =

Diese Folge oszilliert.

sin (log(M — 1) + %)

3. Irrfahrten in Z¢. Der Satz v. Polya.

Die folgende Darstellung ist eine modifizierte Version jener aus dem Buch [DK].

Ein Teilchen bewege sich im d-dimensionalen Gitter Z¢ nach folgender Vorschrift: zum
,Zeitpunkt“ n = 0 befindet sich das Teilchen im 0—Punkt und macht zum Zeitpunkt n > 1
einen zufilligen , Einheitsschritt“ e, zu einem der benachbarten Gitterpunkte. Z.B. sind
fiir d = 3 die moglichen Einheitsschritte

e € € ={(+£1,0,0), (0, £1,0), (0,0, £1)}

Im allgemeinen Fall ist die Anzahl der Einheitsschritte |£| = 2d. Die Position des Teilchen
zum Zeitpunkt n ist dann

Sp, =€ +ex+ -+ ¢€,.
Wir nehmen an, daf} der ,,Schritt“ e,, statistisch unabhiingig ist von den vorhergehenden
Schritten e; : 1 < j <n —1 und daf alle Schritte gleichwahrscheinlich sind, d.h. fiir die
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Wahrscheinlichkeit, der Reihe nach die Schritte ey, es, ..., e, zu machen, gilt
1
Pley,ez,...,en) = Pe1)P(eg) -~ Plen) = ar
Dies ist also das iibliche Laplacesche W—Mafl auf dem n—fachen kartesischen Produkt
En=Ex---xE€.

Polya untersucht die Wahrscheinlichkeit P(s, = k), daf sich also das Teilchen nach n
Schritten im Punkt & € Z? befindet und weiter das asymptotische Verhalten von s, fiir
n — 0o. Das iiberraschende Ergebnis lautet:

Satz 3.1 (Polya, 1921). 1.) Falls d = 1 oder d = 2, dann kehrt das Teilchen fast sicher
(d.h. bei fast jeder Irrfahrt) unendlich oft zum 0-Punkt zuriick.

2.) Falls d > 3, dann geht das Teilchen fast sicher gegen oo, d.h. lim,_, |s,| = 00, das
Teilchen kehrt also fast sicher in keinen vorgegeben endlichen Bereich mehr zuriick.

3.) Im Falle d = 3 betrdigt die Wahrscheinlichkeit, wenigstens 1-mal zum 0—Punkt zuriick-
zukehren, lediglich etwa 0,34

BEWEIS. Polya’s Idee ist, die P(s, = k) als Fourier Koeffizienten f(k) einer Funk-
tion f : T¢ — C aufzufassen. Da diese dann auf andere Art explizit berechnet werden
kann, erhélt man schliefilich durch Berechnung der Fourier—Koeffizienten die gesuchten
Wahrscheinlichkeiten. Es ist also eine Variante der Methode der Erzeugenden Funktion.

Wir setzen also fiir z € I% und festes n € N
f(:c) — Z P(Sn — k) ei<k,;c>
keZd

und bemerken, daf8 dies der Erwartungswert ist von e <*"> in Z? beziiglich des W-Mafes
w(k) := P(er + ey + - - + e, = k) auf Z%. Dieses W-Ma8 ist aber nichts anderes, als das
Bildmaf} des obigen W-Mafles P auf €™ unter der Abbildung

Q:=E"3(e1,...,en) = sp=e€1+---Fe, €24 = 7.

Wir kénnen also unter Anwendung des allgemeinen Integraltransformations—Satzes

E(hos) = / h o 5(w) P (dw) = / h(2)(P o s~ )(d2)
Q z
diesen Erwartungswert auch in €2 berechnen und erhalten

_ 1 i <x,e1+-+en>
flz) = Z (2d)" €
(e1,-r6n)EN

1 i <z,e>\"
(3.1) = (2 5 ")

ecé

1 n
= (5(cosz1 + cos Ty + - - - + cos z))

d
=: (fa(=))".
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Daraus ergibt sich nun

Psn = k) = (217)11 /I (al))re <,

Insbesondere ergibt sich daraus der Erwartungswert der Zahl der 0-Durchginge, also wie
oft wir (unter Mitzahlung des Startes) zum Ursprung zuriickkehren, als

o0 00 1 n
;P(Sn = 0) = Z (27_‘_),1 /Id(fd(af)) dzx.

Eine formale Vertauschung von Summe und Integral (die Rechtfertigung folgt anschlieflend
auf Grund der speziellen Art von f;) liefert

o

1 ~ n
> Pl =00= g [ Ll

- 1 1
- o TR

Der Integrand ist singuldr an der Stelle x = 0 und es gilt:

1
1— fa(z)=1- E(cosxl + oS8Ty 4« -+ + COS T4))

= 1((1 —coszy) 4+ (1 —coszy) + -4+ (1 — cosxd))

d
IR
—Qd(sm 5 + -+ +sin 2))
1 ,,x1\2 T2
~ o ((F) -+ ((H))

Letzteres fiir kleine x. In einer Kugel-Umgebung B, von 0 kénnen wir das Integral daher
leichter abschéitzen durch Ubergang zu Polarkoordinaten. Es ist

1 1
(2m)¢ /I 1— fu(2) du =
1 1 1 1
= nye / T fue)™ T ) /\ T fa) ™

Beim zweiten Integral ist der Integrand beschriinkt in I¢\ B, und wir erhalten

1 1 1 1
dz ~ dw,——— —rldr + K.
(2m)e /Id 1= fa@) ™"~ " 2m)d /B T

Dabei ist wy die Oberfliche der d-dimensionalen Einheitskugel und 0 < K < oo. Das
letzte Integral divergiert aber fiir d = 1,2 gegen oo und ist endlich fiir d > 3.
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Daraus folgt zunédchst der 2. Teil des Satzes von Polya: fiir den Erwartungswert der Anzahl
der 0—Durchgéinge bei einer Irrfahrt w € £ gilt

ZP(sn =0)

1 1
= 2n)d /Id l—fd(x)dac < 00.

Dies ist bei der nichtnegativen Zufallsvariablen " 110} (sn(w)) nur méglich, wenn diese
und damit die tatséchliche Zahl der 0—Durchgénge fast sicher endlich ist. Dasselbe gilt
dann auch fiir jeden anderen Punkt k € Z¢. Das bedeutet, da8 fiir jedes R < oo das
Teilchen fast sicher aufhort, die Kugel |k| < R zu besuchen. Also gilt

P(lim |sp| = 00) =1

Zum Beweis des 1. Teiles (also d = 1,2) berechnen wir den Erwartungswert der Zahl der
0-Durchgénge auf andere Art: Sei dazu ¢ die Wahrscheinlichkeit, mindestens 1-mal zum
0-Punkt zuriickzukehren. Dann ist ¢ auch gleich der bedingten Wahrscheinlichkeit einer
Riickkehr zu einem spéteren Zeitpunkt unter der Annahme, dafl das Teilchen zu einem vo-
hergehenden Zeitpunkt dort war und ebenso auch gleich der bedingten Wahrscheinlichkeit
einer Riickkehr unter der Annahme, dafl das Teilchen vorher endlich oft im 0—Punkt war.
Dies ist intuitiv klar, eine genaue Begriindung aus den Ubergangswahrscheinlichkeiten der
Einheitsschritte ergibt sich aus der Theorie der Markov—Ketten.

Schreiben wir kurz P(s,, = --- = s,, = 0) fiir die Wahrscheinlichkeit von mindestens k
0-Durchgéngen, so folgt aus dem Gesagten:

P(8p, = 85, = 0) = P(sp, = 0[8,, = 0) - P(s,, = 0) = ¢*.
Durch Induktion erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit von mindestens m—maliger Riick-
kehr in den 0—Punkt:
P(sp, =+ =58, =0)=
P(Snm = 0|Snm—1 = =8 = 0) ’ P(Snm—1 == Sm) = O) = qqul = qm‘
Daraus ergibt sich die Wahrscheinlichkeit von genau m 0-Durchgéngen (unter Mitzéhlung

des Startes) zu ¢™ ! — ¢™ und daher der Erwartungswert der 0—Durchginge nach oben

zu
0

ZP(sn =0) =Zm(q”“1 —q™) =qum*1(1—q) S = 0.

0 1—q

Daraus folgt ¢ = 1, also auch lim,, ,,, ¢™ = 1 und dies ergibt den 1. Teil des Satzes.
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Es bleibt noch, die obige Vertauschung von Summe und Integral zu rechtfertigen. Zunéchst
gilt jedenfalls |fy(z)| < 1 und daher ist fiir 0 < e < 1 die folgende Reihe gleichméfBig
konvergent und somit

/M > € (fal@))de = / %md =2 / (fa(@))"dz = 3 ¢"P(s = 0).

Wegen P(s, = 0) > 0 gilt, auch im Falle eines unendlichen Grenzwertes

lim) " P(s, = 0) = > P(s, =
0 0
Es ist
1 1 1
R e [
/Id 1 —efy(x) 1<f4(z)<0 1- 6fd( ) 0< fy(z)<1 1- 6fal( )

und weil die Integranden rechts nichtnegativ und ab— bzw. zunehmend sind, konnen wir
den Satz iiber monotone Konvergenz anwenden und erhalten

1 1
lim | ————dx = / ———dx.
1 /14 1= efa(z) 1= fa(z)
Die letzte Behauptung ergibt sich aus

1 1 dxdyd
_ / /// TWE 15163
1—q (2m)3 Jps 1—f3 sin? z + sin? y + sin? z







KAPITEL 6
Ubungen

(1) Verifizieren Sie die Umrechnungsformeln zwischen reeller, komplezer, physikaler
Darstellung einer trigonometrischen Reihe. (vgl. Skriptum Seite 1,2)
(2) (Zygmund I, S 9 ff)
a) Sei ®(z) = (m —x)/2 fiir 0 < z < 2w, ®(0) = ®(27) = 0. Zeigen Sie:

inx

B(z) ~ zoo: sinnnac _ % i em .

n=1 0#n=—o00

b) Sei s(z) = +1 fiir 0 < z < pi, s(z) = —1 fiir —7 < 2 < 0. Zeigen Sie:

4 ~sin(2n— 1)z
5(@) ~ En; m—1
c) Sei x(z) die Indikatorfunktion von [—h, h] fiir 0 < h < 7. Zeigen Sie:
2h[1  Ksinnh h X sinnh ,
X(l’)f"_[§+z . cosnx}——z e

™ n ™
n=—00

Hier ist sinnh/nh = 1 gesetzt fiir n = 0.

(3) Zeigen Sie:

a) Kein trigonometrisches Polynom vom Grad n kann mehr als 2n Nullstellen
haben.
b) Finden Sie ein trigonometrischen Polynom vom Grad n mit 2n Nullstellen.

(4) Sei f € LY(T), P(t) = 22", a,e™. Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten
von f - P.

(5) Sei f € L'(T), m € Nund fun)(t) := f(m-t). Zeigen Sie:

fumy(n) = f(m/n), falls mln und =0 sonst.

(6) Sei B C L'(T) ein Banach-Raum, der (H1) erfiillt (vgl. Def. des homogenen
Raumes). Sei B, die Menge aller f € B, fiir die 7 — f,.(t) = f(t — 7) eine stetige
B-wertige Abbildung ist. Dann ist B, abgeschlossener Teilraum von B.

(7) Zeigen Sie, daf§ in den folgenden Beispielen (H1) erfiillt ist, nicht aber (H2) (vgl.
Def. des homogenen Raumes) :

a) L°°(T) der Raum der wesentlich beschrinkten Funktionen in L'(T) mit
der Norm

[1Floo = ess sup,[£(?)-

83
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b) Lip,(T) der Raum der Funktionen f € L*(T) mit

< Q.

h)
1£1la = 117/l + sup ft+|ha f()‘

(8) Sei B C L!(T) ein Banacthaum, der (H1) erfiillt. Zeigen Sie:
B, ist der Abschlufl der Menge der in B enthaltenen trigonometrischen Poly-
nome.
(9) Zeigen Sie: Fiir B = L*°(T) gilt B, = C(T).
(10) Sei Lip;(T) = B der Raum der Funktionen f € L!(T) mit

f@+m—f®‘
h

< Q.

1= [|flloc + sup
t,04£h

Zeigen Sie: B, = C*(T).
(11) Fiir 0 < a < 1 sei Lip,(T) = B der Raum der Funktionen f € L'(T) mit

f@+m—f@‘
I

< Q.

1711 = 11l + sup\
t,02h

Zeigen Sie fiir 0 < a < 1:

B, = lip,(T) = {f : ’lll_I)I(l) sup

f(t+|/;)|a— f(t)‘ _ 0}

(12) Zeigen Sie fiir die trigonometrische Reihe >"°7 27" cosn?t :
a) Dies ist die Fourier-Reihe einer Funktion f € C*°(T) (d.h. f ist unendlich
oft differenzierbar auf T).
b) Die Taylor-Entwicklung von f in ¢, = 0 konvergiert fiir kein ¢ # ¢,.
¢) Was gilt beziiglich a), b) fiir die Reihe Y>> ;3 " cosn?t ?
d) Zur Erinnerung: Was gilt fiir die Taylor-Entwicklung im 0—Punkt der Funk-
tion f(t) = e '/ (mit der Setzung f(0) = 0)?
(13) Seip>1, b; >0, a3 >0.Zeigen Sie:

S ) (zte)

T >

a.: .
=i p-1
=t (Z&&J

Gleichheit gilt nur im Falle der Proportionalitéit der a; und b;. Hinweis: Holder—
UGL.
(14) Sei f € L>(T), |f(n)| <K - ‘ Zeigen Sie: Fiir alle n und ¢ gilt

Su(f, t)\ < 1fllo + 2K
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(15) Fiir alle n, ¢ gilt

1. ] 1
Z—_smjt < -7+ 1
= 2

(16) Sei f € L'(—m,m) und
/f Ndr=0 (N=0,1,2,...)

Dann ist f = 0 fast iiberall.
(17) (Lemma von FEJER)
Sei 1<p<oo, felIP,gec L’ mitl/p+1/p =1.Zeigen Sie:

In\—mo o / f(#)g(nt)dt = f(0)4(0).

(18) Zeigen Sie: Jedes nichtnegative trigonometrische Polynom f(t) = 32N, c,e™ lift
sich darstellen in der Form f(t) = |g(¢)|? mit einem geeigneten trigonometrischen
Polynom ¢(t).

Hinweis: Zeigen Sie dies zuerst unter Annahme f(¢) > 0 (¢ € T). Fiir
P(z) == 2N 2N, ¢p2" gilt die Identitiit 22V P(1/Z) = P(z) Betrachten Sie dann
im Falle f > 0 die Folge fx(t) := f(t) + 1/k und verwenden Sie ein Stetigkeitsar-
gument.

(19) Zeigen Sie: Fiir f € L'(T) ist die Abbildung L*(T) — L!(T) definiert durch
g — f * g eine stetige lineare Abbildung mit Norm || f||;.

Hinweis: || K,|[1 =1, ||[K,* flli = ||f]I

(20) Zeigen Sie: die WEIERSTRASS Funktion f, ist aus Lip,(T) fir 0 < a < 1,

jedoch nicht aus lip,(T).

= beno‘cosb”t, Nob>1

Hinweis: vgl. A. Zygmund, TS Bd I, p 47
(21) Sei f € LYT) und a,,n = 1,2,... eine Folge komplexer Zahlen mit einem
endlichen Haufungspunkt. Falls

/ f)etdt =0, (n=1,2,...),

dann ist f = 0 fast iiberall.
Hinweis 0.B.d.A. sei a, # 0, a, — 0. Betrachten Sie [ f(¢)e*'dt als eine
Funktion der komplexen Variablen z.
(22) Geben Sie eine L'(T)-Funktion, fiir die die Fejer-Bedingung in keinem einzigen
Punkt erfiillt ist.
(23) Seien f,g € L?*(T). Zeigen Sie: f x g € A(T).
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(24) Sei f absolut stetig auf T mit f' € L?(T). Zeigen Sie: Die Fourier-Reihe von f
ist absolut konvergent, genauer:

3 1f(n) |+<Z#>;<|§(n)|2);<oo.

neZ n#£0

(25) Zeigen Sie die folgende Ungleichung: Fiir alle Folgen (a,) € I*(Z) gilt
2
a
"l <n? 2,
3} DR S

m 'n#£m
Zeigen Sie weiter, daf 72 nicht durch eine kleinere Konstante ersetzt werden kann.
Hinweis: 7 —t ~ >_ e™ /(in)
(26) Zeigen Sie: Jede kompakte Untergruppe der multiplikativen Gruppe der komple-
xen Zahlen ist Untergruppe von T.
(27) Sei G kompakte Untergruppe von T. Zeigen Sie: G ist endlich und bestimmen
Sie die Struktur von G.
(28) Zeigen Sie: Jede unendliche Untergruppe G von T ist dicht in T.
Hinweis: Der Abschlufl von G ist kompakt.
(29) Sei a ein irrationales Vielfaches von 27. Zeigen Sie: die Menge
{na(mod 27):n € Z} ist dicht in T.
(30) Zeigen Sie: zu jeder Folge positiver Zahlen (w,) mit w, — 0 fiir |n| — oo gibt es
eine Folge (a,) mit a, = a_, > 0 und

ap_1+ apy1 —2a, >0 (n>0),
sodaf fiir alle n gilt: a, > w,.
31) a) Leiten Sie aus der Beziehung log .~ = 2z + 122 + 123 4+ ... mit der Setzun
g 081 2 3 g
z=re”®, (0<r<1)die folgenden Formeln ab:

o0 o0 . .
cosnr 11 1 sinnr ‘ rsinz

E r" = —log E r" = arctan —.

- n 2 1—2rcosx + r?’ - n 1—rcosz

b) Zeigen Sie (z.B. unter Verwendung der Sitze 1.43, 1.18) fiir 0 < z < 27

o0
CcoS NI
E = log
n |2 sin x|

1
o0 .
sinne
E (m — ).
1

(32) Sei 1 < p < oo und p' der konjugierte Exponent. Zeigen Sie:
Fiir alle f € LP(T), g € L” (T) ist f * g iiberall definiert, stetig und es gilt

[1F % glloo < Iflp - [lglly-

Hinweis: Holder UGL.
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(33) 1) Sei f € L'(R) mit der Eigenschaft f * f = f. Zeigen Sie:
f =0 fast iiberall.
2) Bestimmen Sie alle Funktionen f € L!(T), soda§ f  f = f.
(34) Zu f € L'(T) sei supp f die kleinste abgeschlossene Menge, auerhalb der f
iberall 0 ist (dies ist der sg. Triger von f).
a) Zeigen Sie: fiir alle f,g € L'(T) gilt

supp f * g C supp f +suppg.

b) Gilt dies auch, wenn in der Definition diberall durch fast diberall ersetzt wird?
c¢) Diskutieren Sie die Behauptung anhand der Indikatorfunktionen 14,1p
zweier Intervalle A, B, mit und ohne Korona (Anhingsel vom Maf$i 0). Was ist
jeweils supplg * 1 7
(35) Fiir n € N seien k, nichtnegative, unendlich oft differenzierbare Funktionen auf
T mit den Eigenschaften 1) 1/27 [k, =1, 2) k,(t) = 0 fiir [t| > 1/n. Zeigen
Sie:

a) {ky} ist ein Summationskern.

b) Falls B ein homogener Banach-Raum auf T ist, dann kann jedes f in der
B-Norm durch C*°~Funktionen approximiert werden, deren Triger dem Triger
von f beliebig nahe kommen.

¢) Finden Sie solche k,,.

(36) (Bernstein’s Ungleichung)
Sei P ein trigonometrisches Polynom vom Grade n. Zeigen Sie

sup |P'(t)| < 2nsup |P(t)|.
t i

Hinweis: Zeigen Sie: P'(t) = —P * 2n K,,_,(t) sinnt und
[12n K,—1(t) sinnt||; < 2n.

(37) Sei 0 < @ < 1 und f € T. Falls f in ¢, € T eine Lipschitz—Bedingung der
Ordnung « erfiillt (d.h sup, |f(to +7) — f(to)| < K|7]%), dann gilt

1

fir a<l:  |on(fite) = flto) < f*am—a.
1

fir a=1: |oa(f.to) = flto)| < 27K Oi”.

Hinweis: Beniitzen Sie die Formel fiir o, (f,t) — f(to) im Beweis des Satzes von
Fejer mit 8 = 1/n.
(38) Wenn f € Lip,(T), 0< «a<1,dann gilt:

fir a<1: llon(f,to) = f(to)l|eo < Const||f||Lip,n *
. logn
fir a=1:  ||loa(f.to) — f(to)]leo < Const||f||Lipa%.

(39) Zeigen Sie: In C* gibt es keine Norm-Konvergenz.
Hinweis: S,, kommutiert mit der Ableitung.
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(40) Zeigen Sie: Wenn die Folge {NN,} schnell genug gegen unendlich geht, dann kon-
vergiert die Fourier—Reihe der Funktion

F) =) 27Ky, (1)

nicht in L'(T).
(41) Sei a, eine gerade Folge positiver reller Zahlen, konvex auf [0,00[ und in oo
verschwindend. Zeigen Sie:
a) Die Partialsummen von Y a,e™ sind beschrinkt in L'(T) genau dann,
wenn a, logn = O(1).
b) 3" a,e™ konvergiert in L'(T) genau dann, wenn a, logn = o(1).
(42) Sei 0 < a < 7 und A,(t) definiert durch

ALH) = { 1ot (t <o)

0 (et <
Zeigen Sie:
A, € A(T) und ||A,]|ar) = 1.
(43) (Rudin, Shapiro) Der Satz von Bernstein ist scharf: Es folgt die Konstruktion
einer Funktion in Lip,,(T), deren Fourier-Reihe nicht absolut konvergiert. De-
finiere trigonometrische Polynome P, und @Q,, induktiv durch Py = @y = 1

und 4
Pm+1(t) = Pn (t) + eZQWtQm(t)

Qmi1(t) = Pu(t) — €' Qum(t).
a) Zeigen Sie

Pt (O + Qs (B = 2(|Pu()* + |Qu (1))
und daher
[P () + |Qu(t)]* = 27+
und
[|Pralloo < 204072,
b) Fiir |n| < 2™ gilt Py, 1(n) = Py(n) und daher existiert eine Folge {e, =

+1}2,, sodal
2m—1

P,(t) = Z ene™,
0

c) Sei f := Py — P 1(= €2"7'Qp 1) und f =3 3°27"f,.. Zeigen Sie:
f € Lip; 5 und f ¢ A(T)
Hinweis: Fiir 27% < h < 2% gei
k [e)
4 8) = 10 = (3042 )2 "t 1) fult)

1 k+1
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Nach Teil a) ist die Summe Y, beschréinkt durch 2% 27™2™/2 < 5p1/2,
Wieder mit Teil a), Aufgabe 35 und der Tatsache, daf8 f,, ein trigonometrisches
Polynom der Ordnung 2™ — 1 ist, erhilt man eine dhnliche Abschitzung fiir Zlf

(44) Zeigen Sie folgende Zusammenhiinge zwischen der konjugierten Funktion und den
Partialsummen der Fourierreihe der Funktion f:

Snf(t) = —sinnt(f cosnt)” + cosnt(fsinnt)” + i/f(t) cos(T — t)dt

?

Spf(t) = E{e_i”t(fei”t)N — emt(fe_mt)w} + % / f(t) cos(T — t)dt.

(45) Zeigen Sie: Es existiert ein A > 0, sodaf} fiir alle f € C(T) mit ||f||ec < 1 und
alle A > 0 und alle n gilt
|E(|Suf| > A)] < Ae™.

(46) Zeigen Sie fiir 1 < p < oo: Es existiert ein A, > 0, soda8 fiir alle f € LP(T) mit

[|f]lp <1 und alle A > 0 und alle n gilt
1

pﬁ'

(47) Sei 1 < p < oo und 1/p + 1/q = 1. Zeigen Sie: Fiir f € LP(T), g € LI(T)
konvergiert die Reihe Y™ f(n)g(n).

(48) Das System der RADEMACHER-Funktionen {®, : [0, 1[— R} wird folgender-
maflen induktiv definiert

Doty =1 0<t<1/2, Qo(t) =—-1 1/2<t<1
Dot +1) = y(2)
®,(t) = ®0(2"), n=1,2,...

B(]5.1] > )| < 4

Damit definiert man das System der WALSH-Funktionen folgendermaflen:
to(t) = 1 und falls n € N die dyadische Darstellung hat n = 2" +2"2 ... 42",
dann sei
Yn(t) = @y (8)Pry (8) - - Py, (1)
a) Zeichnen Sie ®q, &1, Do, Ps5.
b) Zeichnen Sie ¢y, ¢, ..., 7.
¢) Zeigen Sie: {1, } ist ein ON-System iiber [0, 1[, d.h.

[ ntnar = {(f mn

(49) Zeigen Sie: Die Funktionen v, (0 < m < 2" — 1) sind konstant in den sg.
dyadischen Intervallen

IT(LU) = [(V - 1)2711’”27“ [a v=12,.. "2n
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(50) Zeigen Sie: Das System der Walsh-Funktionen ist wvollstindig, d.h. falls fiir f €
L0, 1] gilt
1
/ FOUm)dt =0 (m=0,1,2,...),
0

dann ist f(t) = 0 fast iiberall.
(51) Alle Walsh-Fourierkoeffizienten von e” sind ungleich 0 (B. Roider 1969).
Hinweis: Indirekt. e ist nicht algebraisch.
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