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1 Mengen, Logik, Funktionen — Die Sprache der Mathematik

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit der Sprache der Mathematik vertraut machen. Einiges
davon werden Sie auch in anderen Grundvorlesungen dhnlich héren. Da dies aber die Grundlage
fiir alle Mathematikvorlesungen sein wird, schadet ein wenig Wiederholung nicht.

Zunéchst werden wir uns mit den grundlegenden Objekten der Mathematik beschéftigen - mit
Mengen und ihren Elementen. Anschliefend schauen wir uns ein wenig Logik an - wie schliefst
man logisch korrekt, um mathematische Tatsachen nachzuweisen. Schliefslich geht es um den
allgemeinen Funktionsbegriff, der ebenfalls fiir die ganze Mathematik wichtig ist und funktionale
Zusammenhénge zwischen verschiedenen Groéfsen erfasst.

1.1 Mengen

Naiver Mengenbegriff nach Georg Cantor (1845 — 1918, Begriinder der Mengenlehre)

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohlun-
terschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens, welche die Ele-
mente von M genannt werden, zu einem Ganzen.

Wir benutzen also eine (letztlich undefinierte, aber intuitive) Beziehung zwischen zwei mathe-
matischen Objekten x und M:

x ist Element der Menge M, kurz x € M.

Ist « kein Element der Menge M, schreiben wir = ¢ M.

reM x ¢ M

o8

Mengen von Zahlen - Bezeichnungen:

e N={1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen

No =1{0,1,2,3,...} ist die Menge der natiirlichen Zahlen inklusive 0

7Z=1{0,1,-1,2,-2,3,-3...} ist die Menge der ganzen Zahlen

Q ist die Menge der rationalen Zahlen

e R ist die Menge der reellen Zahlen

Definition von Mengen durch ...

... Aufzihlung aller Elemente:



o M :={0,17,42}
e N := {Informatik, Mathematik, Mechatronik, Medizin}

.. Piinktchen:
e G:=1{2,4,6,...}
.. Eigenschaft:

e P:={n e N : nist Primzahl}
o G:={n e N : nist gerade}
e S:={u € N : uist Studienfach an der JKU}

Eine besondere Menge ist die leere Menge ), die kein Element enthilt. Diese Menge ist eindeutig
bestimmt.

Zwischen Mengen konnen Beziehungen bestehen. Eine Menge M heifst Teilmenge einer Menge N,
wenn jedes Element von M auch Element von N ist. Man schreibt dafir M C N. Zum Beispiel
gilt

NCNyCZCQCR
und in den obigen Beispielen haben wir N C S. Fiir jede Menge M ist auch M C M und
() € M! Eine Teilmenge N von M heiftt echte Teilmenge, falls N # M ist. Man schreibt dann
auch N C M oder N C M.

Zwei Mengen M und N heifsen gleich oder identisch wenn sie dieselben Elemente enthalten, wenn
also M C N und N C M gilt. Zum Beispiel ist

{0,17,42} = {42,0,17} = {0,17,0,42,17}.

Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen von M. Thre Elemente
sind also selbst Mengen. Zum Beispiel ist

P({0,17,42}) = {0, {0}, {17}, {42},{0,17},{0,42},{17,42},{0,17,42} }.

Aus Mengen M, N kann man durch Mengenoperationen neue Mengen bilden. Insbesondere sind
das ...

... die Vereinigung M U N, die alle Elemente aus M und alle Elemente aus N enthélt.
... der Durchschnitt M NN, der alle Elemente enthélt, die sowohl zu M als auch zu N gehoren.

MUN MNN




... die Differenzmenge M \ N, die alle Elemente aus M enthélt, die nicht Elemente von N
sind.

Oft hat man auch eine Grundmenge G, von der alle betrachteten Mengen Teilmengen sind. Ist
diese Grundmenge fixiert und M eine solche Teilmenge, schreibt man auch M fiir G \ M und
nennt M die Komplementirmenge oder das Komplement von M. Hier muss die Grundmenge
aber immer klar sein!

M\ N M

Solche Mengendiagramme nennt man iibrigens Venn-Diagramme nach John Venn (1834-1923).

Die zweielementigen Mengen {z,y} und {y,z} sind nach dem oben gesagten identisch. Oft will
man aber die Reihenfolge der Elemente unterscheiden. Deshalb bildet man das geordnete Paar
(z,y) mit der Vereinbarung, dass (z1,y1) = (22,%2) dann und nur dann gilt, wenn x; = x2 und
y1 = yo2. Dann sind also (x,y) und (y, x) verschiedene geordnete Paare, falls x # y ist.

Sind nun M und N zwei Mengen, so ist die Produktmenge oder das kartesische Produkt M x N
die Menge aller geordneten Paare (x,y) mit x € M und y € N.

Beispiel 1.1. Ist M = {1,2} und N = {1, 2,3}, dann ist
M x N = {(17 1)7 (172)7 (1,3>, (27 1)7 (272)7 (273)}~

Die Menge R? := R x R ist die Menge aller geordneten Paare (%) von reellen Zahlen x und y.

1.2 Logik

Mathematik besteht im wesentlichen aus dem Beweisen von Aussagen aus anderen Aussagen,
die man schon als richtig erkannt hat. Grundlage dafiir ist ein System von Aziomen. Das sind
Grundaussagen, die man nicht weiter hinterfragt und als giiltig voraussetzt. Im néchsten Kapitel
werden wir ein Axiomensystem fiir reelle Zahlen finden, aus dem dann alle Aussagen der Analysis
durch logisches Folgern abgeleitet werden kénnen.

Zur axiomatischen Begriindung der Mathematik geht man eigentlich noch einen Schritt weiter
und benutzt ein Axiomensystem fiir die Mengenlehre, das System von Zermelo-Fraenkel mit dem
Auswahlaxiom. Das ist fiir uns aber viel zu schwerfillig. Deshalb fangen wir ein Stockwerk hoher
an.

Trotzdem wollen wir uns kurz mit dem logischen Folgern beschéftigen. Keine Angst, eigentlich ist
das nur die konsequente Anwendung des gesunden Menschenverstands. In der Mathematik geht
es nur um Aussagen, die entweder wahr oder falsch sein kénnen. Sinnvolle Aussagen sind zum
Beispiel 29 ist eine Primzahl oder jede gerade Zahl grifier als 2 ist Summe zweier Primzahlen
oder \/2 ist eine rationale Zahl. Die erste Aussage ist wahr, die dritte ist falsch (was wir noch



beweisen werden). Die zweite Aussage ist die Goldbachsche Vermutung, ein berithmtes Problem
der Zahlentheorie. Ob diese Aussage wahr oder falsch ist, ist trotz grofser Bemiihungen vieler
Mathematiker seit fast 300 Jahren unbekannt.

Aus sinnvollen Aussagen kann man mittels der Operationen und, oder, nicht und folgt neue
Aussagen bilden.

Sind p und ¢ zwei Aussagen, so ist die Aussage p und q genau dann wahr, wenn sowohl p als auch ¢
wahr sind. Mathematiker schreiben auch pAgq statt p und g. Ein Beispiel aus der Umgangssprache
ist die Aussage Ich studiere Mathematik und Biologie, die genau dann wahr ist, wenn ich sowohl
Mathematik als auch Biologie studiere.

Die Aussage p oder q ist genau dann wahr, wenn p oder ¢ (oder beide) wahr sind. Mathematiker
schreiben auch p V ¢ statt p oder q. Ein Beispiel aus der Umgangssprache ist die Aussage Ich
studiere Mathematik oder Biologie. Mathematiker verwenden also oder nicht in der Bedeutung
des ausschliefsenden entweder oder, die Aussage aus dem letzten Satz ist auch wahr, wenn ich
Mathematik und Biologie studiere.

Die Aussage nicht p ist einfach das logische Gegenteil der Aussage p, ist also genau dann wahr,
wenn p falsch ist. Abgekiirzt schreibt man auch —p.

Die Aussage aus p folgt ¢ kommt in der Mathematik sehr haufig vor. Sie ist immer dann
wahr, wenn mit der Wahrheit von p auch die Wahrheit von ¢ gilt. Achtung: Sie ist insbesondere
auch wahr, wenn p falsch ist, dafiir ist der Wahrheitsgehalt von ¢ unerheblich! Zum Beispiel
ist die Aussage Wenn der Mond ein gelber Kise ist, dann ist 27 eine Primzahl eine wahre
Aussage. Statt aus p folgt g schreibt man auch kurz p = ¢ und sagt auch p impliziert ¢ oder
p ist hinreichend fiir q oder q ist notwendig fir p.

Die Aussagen p und ¢ heiffen dquivalent, kurz p < ¢, falls p genau dann wahr ist, wenn ¢ wahr
ist, also falls sowohl p = ¢ als auch ¢ = p gilt. Um die Aquivalenz zweier Aussagen zu beweisen,
beweist man meist diese beiden Implikationen.

Man kann sich diese Verkniipfungen von Aussagen gut an Wahrheitstabellen klarmachen. In eine
solche Tabelle schreibt man zunéchst alle méglichen Wahrheitswerte fiir die Grundaussagen. Da-
bei steht w fiir die Aussage ist wahrund f fiir Die Aussage ist falsch. Anschlieffend fiillt man nach
und nach die Spalten fiir die logischen Verkniipfungen mit den entsprechenden Wahrheitswerten.

Hier ist die Wahrheitstabelle fiir die Negation:

P|-P
w f
fll w

Hier sind Konjunktion (und) und Disjunktion (oder):

PIQ|IPVQ P Q|PAQ
w | w w w | w w
w | f w w| f f
flw w flw f
flf f fr f

Hier sind Implikation p = ¢ und die Aussage —pV q.



PIQ|IP=Q P Q|-P| -PvQ
w | w w wlwl| f w
w | f f w| f f f
flw w flwl]| w w
Flf w flf] w w

Man sieht, dass die beiden letzten Spalten in diesen Tabellen die gleichen Wahrheitswerte ent-
halten. Deshalb finden wir:

P Q|-P|-PVvQ|P=Q|(-PVQ) < (P=Q)
wlw| f w w w
w| f| f f f w
flwl]| w w w w
flfll w w w w

Diese Aussage ist immer wahr. Man nennt so eine Aussage auch Tautologie.

Mathematik besteht nun (zumindest formal) darin, mathematische Sétze zu beweisen. Ein mathe-
matischer Satz ist gerade eine Implikation p = ¢, wobei man p Voraussetzung und q Behauptung
des Satzes nennt. Ein Beispiel ist

Satz 1.2. Ist n eine natirliche Zahl und ist n® gerade, so ist auch n gerade.

Hier ist die Voraussetzung p gerade die Aussage n ist eine natiirliche Zahl und n? ist gerade, also
eine und-Verkniipfung von zwei Aussagen, die Behauptung ¢ ist n ist gerade. Zu einem mathema-
tischen Satz gehort ein Beweis, der die Wahrheit der Behauptung durch logisches Schliefsen aus
der Wahrheit der Voraussetzung ableitet. Fiir Satz 1.2 kann man einen Beweis folgendermafen
fiihren, indem man aus der Schule bekannte einfache Teilbarkeitseigenschaften der natiirlichen
Zahlen benutzt. Auflerdem zeigt dieser Beweis die Methode des Beweises durch Kontraposition,
den indirekten Beweis: Man nimmt an, dass ¢ falsch ist und zeigt dann, dass auch p falsch ist.
Falls also p richtig ist, ist auch ¢ richtig. Formal ist das die logische Aquivalenz

(r=4q & (~g=—p).

Die Wahrheitstabelle zeigt, dass dies tatséchlich eine Tautologie ist.

P Q|Q|-PP=Q Q=-P|P=Q < (-Q=-P)
wlwl| f f w w w
w| f]lw | f / f w
flwl] f w w w w
flfll w | w w w w

Beweis von Satz 1.2. Sei n ungerade, also in der Form n = 2m — 1 mit einer natiirlichen Zahl m
darstellbar. Dann ist

n?=2m—1)> =4m? —4m +1=22m* —2m) + 1

ebenfalls ungerade. Ist also n? gerade, so ist auch n gerade. O



Es gilt auch die Umkehrung der Implikation in Satz 1.2, ist n gerade, so auch n? (Beweis?!).
Beide Implikationen liefern

Satz 1.3. Ist n eine natirliche Zahl, so ist n? gerade genau dann, wenn n gerade ist.

Neben Sdtzen und Beweisen braucht die mathematische Sprache noch Definitionen. Das sind
sinnvolle Begriffsbildungen, die erst eine kompakte Darstellung von Mathematik ermoglichen.
Wir haben schon eine Reihe von Definitionen kennengelernt, z.B. haben wir eine Abkiirzung fiir
die Menge der natiirlichen Zahlen eingefiihrt durch

N:={1,2,3,...}.

Hier heifit der Doppelpunkt Definitionsdoppelpunkt. Definiert wird das Symbol oder der Begriff,
der am Doppelpunkt steht, durch das, was auf der anderen Seite steht. Weitere Definitionen waren
die Mengenoperationen und die logischen Operationen. Oft werden wir Definitionen abheben, z.B.
s0:

Definition 1.4. Eine natiirliche Zahl heifst gerade, wenn sie ohne Rest durch 2 teilbar ist.

oder

Definition 1.5. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist gegeben durch

Q::{g :pEZunquN}.

Wir wollen zu guter letzt auch noch den Gebrauch der sogenannten Quantoren fir alle V und es
gibt ein 3 erldutern, der insbesondere spéter in der Vorlesung viele Formulierungen von Aussagen
verkiirzt und {tibersichtlicher macht. Sei X eine Menge und A(x) eine Aussage, die fiir jedes
Element z € X sinnvoll ist. Man nennt A(z) auch eine Aussageform mit der Grundmenge oder
Einsetzungsmenge X . Noch genauer spricht man von einer einstelligen Aussageform, da sie von
einer Variablen z € X abhéangt.

Fiir ein festes © € X kann A(x) wahr oder falsch sein. Dann schreibt man

Ve e X : A(x)
fiir die Aussage Fir alle x € X gilt die Aussage A(z) und
dre X : Ax)

fiir die Aussage Es gibt ein x € X, fir das die Aussage A(z) gilt. Zum Beispiel kann man die
Aussage des Satzes 1.2 nun auch wie folgt formalisieren. Dazu sei fiir einen natiirliche Zahl n die
Aussage G(n) einfach n ist gerade:

Vn € N: G(n?) = G(n).
Die (falsche) Negation dieser Aussage ist offenbar
In € N: G(n?) A -G(n).
Man erhélt also die Negation, indem man die Quantoren vertauscht und die Aussage negiert.

Hat man eine zweistellige Aussageform A(z,y) mit Variablen 2 € X und y € Y, so kann man
nun mit den Quantoren z.B. folgende Aussagen bilden:

Vee X3dyeY : Az, y) und dJyeYVee X : A(z,y).

Formulieren Sie diese Aussagen in einem (moglichst einfachen) Satz und machen Sie sich ins-
besondere klar, dass diese Aussagen nicht dquivalent sind. Wie lauten die Negationen dieser
Aussagen?



1.3 Relationen und Funktionen

Relationen beschreiben Beziehungen zwischen zwei Mengen. Die Definition ist einfach:

Definition 1.6. Eine Relation R zwischen den Mengen M und N ist eine Teilmenge des karte-
sischen Produkts, also R C M x N.

Man stellt sich das oft so vor, dass einem Element x € M das Element y € N zugeordnet ist,
falls (z,y) € R ist. Einem Element  konnen dabei auch mehrere y zugeordnet werden oder auch
gar keines.

eine Relation

Beispiele sind die Ordnungsrelationen <, <,>,> der reellen Zahlen, die wir spéter betrachten
werden. So schreibt man z.B. fiir die kleiner als-Relation statt (z,y) € R einfach kurz z < y.
Wichtiger fiir uns an dieser Stelle ist der Begriff der Funktion, die ebenfalls eine spezielle Relation
ist. Dazu definieren wir zunéchst die folgenden Eigenschaften einer Relation. Eine Relation R C
M x N heifst

linkstotal falls jedes x € M mindestens einen Partner y € N hat.
rechtsstotal oder surjektiv falls jedes y € N mindestens einen Partner x € M hat.
linkseindeutig oder injektiv falls kein Element y € N mehr als einen Partner x € M hat.
rechtseindeutig oder funktional falls kein Element © € M mehr als einen Partner y € N hat.
emneindeutig oder bijektiv falls jedes Element y € N genau einen Partner x € M hat.

Hier sagen wir kurz: © € M hat einen Partner y € N, falls (x,y) € R ist.



linkstotal

rechtstotal - surjektiv




linkseindeutig - injektiv

N

rechtseindeutig
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eineindeutig - bijektiv

N

Eine Funktion ist eine linkstotale und rechtseindeutige Relation.

Eine Funktion f ordnet jedem Element x € M genau ein Element y € N zu. Man benutzt dann
die suggestivere Schreibweise f : M — N und schreibt f(z) = y. Die Begriffe Abbildung und
Funktion werden synonym verwendet. Zu einer Funktion gehért also immer auch die Angabe des
Definitionsbereichs M und des Wertebereichs N

eine Funktion

Die Menge
Gy ={(x,f(x)) : v € M} C M x N,

nennt man auch den Graph der Funktion f. Ist M = N = R, so kann man sich den Graph der
Funktion wie iiblich als Teilmenge des R2, also der Ebene, veranschaulichen.
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Eine Funktion ist also per Definition immer (rechts)eindeutig. Sie heilt injektiv, falls aus der
Gleichheit der Funktionswerte f(x1) = y und f(xg) = y schon die Gleichheit der Argumente
x1 = mo folgt. Sie ist surjektiv, falls es zu jedem y € N ein x € M gibt mit f(x) = y. Sie ist
bijektiv, falls sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Ist f: M — N bijektiv, so kann man die inverse Funktion oder Umkehrfunktion f~': N — M
bilden, indem man setzt:

Tl =2 <= fl@)=y
Zum Beispiel ist die Umkehrfunktion der auf den nichtnegativen reellen Zahlen
Rsp:={xr €eR : >0}
definierten Funktion f : Rsg — Rsg, 2 +— 2% die Quadratwurzelfunktion f~1 : R>g — Rso,y

VY-

4 5 f(z) = 2

05 1 15 2 25 3 35 4

Auf jeder Menge M gibt es die identische Funktion Idy; : M — M gegeben durch Idy(x) = x
fir x € M. Jedes Element von M wird also einfach auf sich selbst abgebildet. Diese Funktion ist
bijektiv und ihre Umkehrfunktion ist sie selbst: Idy; = Idys (tatsichlich?!).
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Idys

Sind M und N beliebige nichtleere Mengen und ist yo € N ein festes Element, so heifst die
Funktion f: M — N mit f(z) = yo fir alle x € M konstante Funktion.

konstante Funktion

Sind X,Y,Z drei Mengen und f : X — Y,g:Y — Z zwei Funktionen, so kann man g und f
hintereinander ausfithren und erhélt die Verknipfung oder Komposition go f : X — Z gegeben
durch

(g0 f)(x) = g(f(x)) firz € X.
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Komposition

So ist z.B. die Funktion h(x) = sinz? auf R die Verkniipfung der Funktionen g, f : R — R mit
g(y) = siny und f(x) = 22. Man erhiilt h = g o f durch Einsetzen von y = f(z) = 2? in die
Funtion ¢(y).
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2 Zahlen

In diesem Kapitel werden wir uns mit den fiir die Analysis interessanten Zahlbereichen der reellen
Zahlen R und der komplezen Zahlen C beschéiftigen. Die reellen Zahlen fithren wir axiomatisch
ein, das heifst wir geben ihnen Struktureigenschaften, die den Bereich der reellen Zahlen eindeutig
charakterisieren. Diese Eindeutigkeit werden wir allerdings nicht beweisen.

Aus den Axiomen fiir die reellen Zahlen leiten wir dann alle anderen Sétze der Vorlesung ab.
Insbesondere konnen wir die natirlichen Zahlen innerhalb der reellen Zahlen als kleinste induktive
Menge erhalten. Insofern unterscheidet sich unser Aufbau der Analysis von einem konstruktiven
Aufbau, der von Axiomen der natiirlichen Zahlen ausgehend nacheinander die rationalen Zahlen
und dann die reellen Zahlen durch sukzessive Erweiterung liefert. Der letzte Zugang ist der fiir
die Schulmathematik natiirliche, auch wenn er dort nicht mathematisch stringent durchgefiihrt
werden kann.

Die Einfithrung der natiirlichen Zahlen als induktive Menge gibt uns Gelegenheit, das Beweis-
verfahren der vollstindigen Induktion kennenzulernen und zu iiben.

2.1 Die Axiomatik der reellen Zahlen - Algebra

Mit reellen Zahlen kann man rechnen, das wissen Sie aus der Schule. Dabei gibt es eine Reihe von
Rechenregeln - Kommutativgesetze, Assoziativgesetze und das Distributivgesetz. Diese Rechen-
regeln werden wir natiirlich auch als Axiome fiir unseren axiomatisch begriindeten Bereich der
reellen Zahlen fordern. Wir gelangen so zum Begriff eines Kdrpers, der die algebraische Struktur
der reellen Zahlen fasst.

Dazu betrachten wir zunéchst den Begriff einer (inneren) Verkniipfung bzw. Operation auf einer
Menge X, was nur eine andere Bezeichnung fiir eine Abbildung o : X x X — X ist. Das ist
also eine Zuordnung eines Elementes aus X zu jedem Paar von Elementen aus X, eine Rechen-
operation. Statt o(x,y) schreibt man bei Operationen auch kurz x o y. Das soll natiirlich an die
Addition z 4 y oder die Multiplikation xy = x - y erinnern.

Wir nennen die Operation o kommutativ, falls fiir alle z,y € X die Gleichheit x o y = y o x gilt.
Sowohl von der Addition als auch von der Multiplikation reeller Zahlen kennen wir diese Regel
aus der Schule als Kommutativgesetz der Addition bzw. Multiplikation. Wir werden diese also
als Axiom fordern.

Wir nennen die Operation o assoziativ, falls fiir alle z,y, z € X die Gleichheit (zoy)oz = zo(yoz)
gilt. Sowohl von der Addition als auch von der Multiplikation reeller Zahlen kennen wir diese
Regel aus der Schule als Assoziativgesetz. Wir werden diese also ebenfalls als Axiom fordern. Hat
man Assoziativitat, so kann man Klammern also einfach weglassen und kurz x o ¢ o z schreiben.

Ein Element e € X heifst neutrales Element oder Einselement, falls fiir alle z € X die Gleichung
roe =eox = x gilt. Das neutrale Element ist also universell in dem Sinn, dass diese Gleichung
fiir alle x € X gelten muss! Ein neutrales Element ist eindeutig bestimmt - es kann nur eines
geben. Sind namlich e und €’ beide neutral, so folgt aus der Neutralitit von e die Gleichheit
e/ = eo¢, aus der Neutralitit von €’ folgt e o ¢/ = e und beides zusammen liefert e = ¢’.

Hat o ein neutrales Element e, so heifst ein y € X inverses Elementzu x € X, falls zoy = yox =€
ist. Ist o assoziativ, so sind auch inverse Elemente eindeutig bestimmt. Sind ndmlich y und z
inverse Elemente zu x, so folgt

z=eoz=(yox)oz=yo(roz)=yoe=y.

Hier haben wir nacheinander die Neutralitit von e, die Inversitdt von y, die Assoziativitit, die



15

Inversitdt von z und wieder die Neutralitit von e verwendet. Man schreibt dann im allgemeinen
y =z~ !, bei der Addition auch —z, fiir das zu x inverse Element. Das inverse Element zu z ist
also individuell, fiir  # y ist im allgemeinen z =1 # y~1.

Nun kénnen wir die Axiome eines Korpers zusammenstellen und fordern fiir die reellen Zahlen
R kategorisch:

]R IST EIN KC’)RPER!\

Definition 2.1. Ein Korper (K, +,-) ist eine Menge K mit zwei Operationen + (Addition) und
- (Multiplikation) mit den folgenden Eigenschaften:

A1) Die Addition ist assoziativ, kommutativ und besitzt ein neutrales Element 0.

A2) Zu jedem x € K gibt es ein beziiglich der Addition inverses Element —zx.

(
(
(
(

)
)
M1) Die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ und besitzt ein neutrales Element 1 # 0.
M2) Zu jedem z € K \ {0} gibt es ein beziiglich der Multiplikation inverses Element z~!.

)

(D) Es gilt das Distributivgesetz, d.h. (z+y) -z =z -z+y- z fir alle z,y, z € K. (Punkt- vor
Strichrechnung)

Wir iiberlegen uns zunéchst ein paar Beispiele und Nichtbeispiele.

Beispiel 2.2. Die aus der Schule ,bekannten” reellen Zahlen bilden einen Koérper.
Beispiel 2.3. Die aus der Schule bekannten rationalen Zahlen bilden einen Koérper.
Beispiel 2.4. Die ganzen Zahlen bilden keinen Korper (welche Eigenschaft ist verletzt?).

Beispiel 2.5. Der kleinste Korper ist der Kérper K = {0, 1} mit den iiblichen Rechenoperationen
(also0+0=0,0+1=14+0=1,0:0=0-1=1-0=0und 1-1 = 1) mit Ausnahme der
Addition 14+ 1 =0.

Es gibt also einige verschiedene Korper, in der Ubung werden wir weitere kennenlernen. Die
spater behandelten komplexen Zahlen bilden ebenfalls einen Korper. Die algebraische Struktur
bestimmt die reellen Zahlen also noch lange nicht eindeutig.

Beruhigend ist aber, dass sich alle algebraischen Rechenregeln, die wir kennen, aus obigen Korper-
axiomen ableiten lassen. Damit gelten sie auch in jedem anderen Korper. Dies verdeutlicht die
Stéarke der axiomatischen Methode: man beweist Sétze aus den Axiomen, die man dann in jeder
Struktur automatisch hat, sofern diese nur die Axiome erfiillt. Das kénnen durchaus Strukturen
sein, an die der Erfinder der Sétze keinesfalls gedacht hat!

Es folgt ein Satz, der eine Reihe von Rechenregeln in einem Korper zusammenfasst. Einige davon
werden wir anschlieflend beweisen, andere sollten Sie sich selbst liberlegen.
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Satz 2.6. Sei (K,+,-) ein Korper. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.
(i) Einmal Null, immer Null: Sind x,y € K mit x +y = x, so ist y = 0.
(i) Einmal Eins, immer Eins: Sind z,y € K mit x -y = x und x # 0, so ist y = 1.
(i4i) Von Nichts kommt Nichts: Fiir jedes x € K ist 0-x = 0.
(iv) Fir alle z € K ist (=1) -z = —x.
(v) Fiir alle x € K mit x # 0 ist auch x~! # 0.
(vi) Doppelt bringt gar nichts: Fir z € K ist —(—z) = x.

(vii) Doppelt bringt gar nichts: Fiir x € K mit  # 0 ist (x71)~! = 2.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die Eigenschaften (i) und (iv), die anderen Eigenschaften sollten
Sie zur Ubung selbst beweisen.

Beim Beweis von (i) setzen wir also voraus, dass wir ein z und ein y in K haben mit = +y = x.
Wir miissen aus den Axiomen ableiten, dass y = 0 ist. Die Idee ist klar, wir miissen auf beiden
Seiten = abziehen. Dies miissen wir mit Hilfe der Axiome realisieren. Mit dem Axiom (A2) finden
wir zundchst das zu x inverse Element —x und addieren es auf beiden Seiten der Voraussetzung
x 4+ y = . Dann erhalten wir

(—z) + (z+y) = (—2) + .

Nach Definition des inversen Elements ist nun die rechte Seite tatsachlich 0. Die linke Seite
formen wir noch so um:

(—2)+@+y) =((-2)+z)+y=0+y=y.
Hier haben wir nacheinander angewendet: die Assoziativitdt der Addition, die Definition des

inversen Elements —z, die Neutralitat der O fiir die Addition.

Wir haben diesen Beweis hier in aller Ausfiihrlichkeit aufgeschrieben, um ganz deutlich zu ma-
chen, wie die Korperaxiome in jedem Korper eine Eigenschaft implizieren, die fiir Sie fiir die
reellen Zahlen schon lange ,klar ist. Kurz und ohne weitere Erklarungen kann man den Beweis
auch so aufschreiben:

r+y=r=y=0+y=((-2)+z)+y=(—2)+ (x+y) =(—z)+2=0.

Uberlegen Sie sich nochmals, welche Axiome hier in jedem Schritt benutzt wurden! Wo geht die
Voraussetzung der Implikation ein?

Den Beweis von (iv) schreiben wir nun nur noch in Kurzform auf: Die Gleichungskette (was
benutzen wir hier jeweils?!)

z+(-1)-z=1-24+(-1)-2=(1+(-1) - 2=0-2=0

zeigt, dass (—1) -z additives inverses Element zu x ist. Da —z per Definition das additive Inverse
zu z ist und inverse Elemente eindeutig bestimmt sind, folgt die Behauptung (—1) -z = —z. O

Der obige Satz zeigt also, dass man in jedem Korper so rechnen und Gleichungen umstellen kann,
wie Sie das von reellen Zahlen gewohnt sind.
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2.2 Die Axiomatik der reellen Zahlen - Ordnung

Wir haben schon eingesehen, dass es eine ganze Reihe von verschiedenen Korpern gibt. Die
Korperaxiome reichen also nicht aus, um die reellen Zahlen eindeutig zu charakterisieren. Der
néchste Schritt folgt durch die Forderung, dass man reelle Zahlen miteinander vergleichen kann,
die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Kérper. Die Ordnung auf R fithren wir ein, indem
wir die bekannten Eigenschaften der positiven Zahlen

Reg={zeR: z>0}

beziiglich der Ordnung in Axiome fassen.

Ist x € P, so nennt man x positiv, das ist also dquivalent zu z > 0. Ist —x € P, so nennt man
x negativ, das ist also dquivalent zu x < 0. Ist > 0, so sagt man auch z ist nichtnegativ, ist
x < 0, dann heifit z nichtpositiv.

Wieder fordern wir fiir die reellen Zahlen R kategorisch:

|]R IST EIN ANGEORDNETER KORPER!

Allerdings charakterisiert diese Forderung die reellen Zahlen immer noch nicht eindeutig. Auch
die rationalen Zahlen @ bilden einen angeordneten Korper mit dem Positivbereich

Qso={z€Q: z> 0}

Es folgt ein Satz, der eine Reihe von Regeln in einem angeordneten Korper zusammenfasst. Einige
davon werden wir anschlieffend beweisen, andere sollten Sie sich selbst {iberlegen. Wieder ist es
so, dass Sie alle diese Regeln vom Rechnen mit Ungleichungen von reellen Zahlen aus der Schule
kennen sollten.
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Satz 2.8. Sei (K,+,-, P) ein angeordneter Korper. Dann gelten die folgenden Eigenschaften.
(i) Ungleichungen kann man addieren: x1 < y; und xo < yo impliziert x1 + x2 < y1 + Y.

(i) Ungleichungen kann man mit positiven Zahlen multiplizieren: © < y und z > 0 impliziert
T-z2<yY- 2.

(i4i) Achtung: x <y und z < 0 impliziert x - z > y - z.
(iv) Quadrate sind nichtnegativ: = # 0 impliziert 2> > 0. Insbesondere ist 1 > 0.

(v) Reziproke haben gleiches Vorzeichen: x > 0 impliziert =1 > 0.

Beweis. Wir wollen nur beispielhaft (i) zeigen, die anderen Beweise sollten Sie sich selbst iiberle-
gen. Die Voraussetzung z1 < y1 bedeutet laut Definition y; —x1 € P. Die Voraussetzung xo < 1o
bedeutet laut Definition yo — 29 € P oder y2 = xo. Mit Axiom (O2) und der Assoziativitiat der
Addition folgt dann

(y1 +v2) — (21 + 22) = (y1 — 1) + (y2 — 22) € P.

Daraus folgt nun wieder per Definition y; 4+ yo > x1 + x2. O
Eine wichtige Folgerung ist

Korollar 2.9. Sei (K, +,-) ein Korper. Lasst sich —1 als Summe von Quadraten schreiben, so
existiert in K kein Positivbereich, K kann also nicht angeordnet werden.

Zum Beweis dieses Satzes fithren wir einen Widerspruchsbeweis. Hier geht man zum Beweis einer
Implikation p = ¢ davon aus, dass p A ¢ gilt und zeigt, dass dies nicht sein kann. Dann muss
also =(p A —q) gelten, was logisch dquivalent zu p = ¢ ist.

Beweis. Nehmen wir also im Gegenteil zur Behauptung an, dass der Kérper K angeordnet werden
kann. Da nach (iv) in obigem Satz Quadrate nichtnegativ sind, sind mit () auch Summen von
Quadraten nichtnegativ. Damit ist also —1 nichtnegativ und wegen —1 # 0 folgt —1 > 0. Nun
ist aber nach (iv) auch 1 > 0. Mit (i) erhalten wir dann aus —1 > 0 und 1 > 0 durch Addition

0=(=1)+1>0,

und damit einen Widerspruch. Also ist unsere Annahme, dass K angeordnet werden kann, falsch
und die Behauptung des Korollars bewiesen. O

Beispiel 2.10. Im Koérper mit zwei Elementen aus Beispiel 2.5 gilt —1 = 1 = 12. Dieser Korper
kann also nicht angeordnet werden.

Wir wollen nun mit Hilfe der Ordnung der reellen Zahlen noch die Betrags- und Signumfunktion
und Intervalle einfiihren. Das kann man wieder in einem beliebigen angeordneten Kérper machen,
wir benutzen gleich K = R, den fiir uns relevanten Fall.
Fiir x € R setzen wir
2| ::{ z firz>0
—x firxz <0

und nennen |z| den Betrag von x.

Die Betragsfunktion |- | : R — R ist dann die Funktion x + |z|. Der Graph der Funktion sieht
folgendermafien aus:
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1.5

-3 -2 -1 1 2 3
Die Eigenschaften des Absolutbetrags fasst der néchste Satz zusammen:

Satz 2.11. Seien xz,y € R. Dann gilt
(1) © < |zl
(i) |zyl = |z[|y|-

(i) |z +yl < |z + |y|.

() ||z = lyl| < |z —yl.
Die Eigenschaft (iii) ist die Dreiecksungleichung fiir reelle Zahlen.

Beweis. Die Eigenschaft (i) folgt direkt aus der Definition. Die Eigenschaft (ii) zeigt man mit
Hilfe einer Fallunterscheidung der vier Félle z,y > 0; x > 0,y < 0; x < 0,y > 0 und z,y < 0.
Die Eigenschaft (i) ergibt sich dann aus den beiden Ungleichungen

r+y < |z|+ |yl und —(z+y) = (—2)+ (~y) < |z| + |yl,

die beide aus (i) folgen.

Um (iv) zu zeigen, benutzen wir die Dreiecksungleichung (7i), um die Ungleichung
|z =z —y+yl <lz—yl+ ]yl
zu erhalten, die dann durch Subtraktion von |y| zur Ungleichung
|z — [y < [& —y]
fiihrt. Durch Vertauschen der Rollen von x und y erhilt man auch
(=l =yl) = lyl = |z < |y — 2] = [z —y].

Beide Ungleichungen zusammen liefern die Behauptung (iv). O
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Fir x € R setzen wir

+1 fiirz>0
sgn(z) = 0 firz=0
-1 fiirz<0

und nennen sgn(z) das Vorzeichen oder Signum von x. Dann hat man fir x,y € R
e r =sgn(z)|z| und

e sgn(xy) = sgn(x)sgn(y).

le———————
Y
051
il x {
-3 -2 -1 1 2 3
—0.5 ¢
1o
Schlieflich benotigen wir noch fiir a,b € R mit a < b die Begriffe des
abgeschlossenen Intervalls [a,b] = {z€R:a<z<b}
offenen Intervalls (a,b) = {zeR:a<z<b}
halboffenen Intervalls (a,b) = {zeR:a<z<b}
halboffenen Intervalls [a,b) = {zeR:a<z<b}

Wir werden auch die naheliegenden Bezeichnungen [a, 00), (a,00), (—o0, b] und (—oo, b] fiir un-
endliche Intervalle benutzen.

2.3 Die natiirlichen Zahlen

Sowohl die rationalen Zahlen Q als auch die reellen Zahlen R sind angeordnete Korper. Also
sind die reellen Zahlen noch immer nicht eindeutig charakterisiert. Bevor wir mit der Forderung
der Vollstindigkeit die Axiomatik der reellen Zahlen abschlieffen, wollen wir zunéchst in einem
beliebigen angeordneten Kérper die natiirlichen Zahlen finden.

Sie kennen die natiirlichen Zahlen schon sehr gut aus der Schule. Wir wollen im Folgenden
einsehen, dass man die Menge der natiirlichen Zahlen tatséchlich in unserem axiomatisch cha-
rakterisierten Korper der reellen Zahlen wiederfinden kann - als kleinste induktive Menge. Das
wird uns Gelegenheit geben, das Verfahren der vollstdndigen Induktion kennenzulernen.
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Man konnte einfach versuchen, die natiirlichen Zahlen gerade als die Menge der Zahlen 1,2 :=
1+1,3:=2+1,... zu definieren. Was den Mathematiker hieran stort sind die Piinktchen, die
nicht klar ausdriicken, was gemeint ist. Dieses Problem wollen wir jetzt beheben und eine auch
mathematisch befriedigende Definition der natiirlichen Zahlen geben.

Dazu benoétigen wir den Begriff des Durchschnitts von Mengensystemen. Ist eine Grundmenge
M gegeben und ist M eine Teilmenge der Potenzmenge P(M) von M, dann nennen wir M
ein System von Teilmengen von M. Der Durchschnitt dieses Mengensystems M ist dann die
Teilmenge von Elementen von M, die zu jeder der Mengen im Mengensystem M gehdoren:

ﬂM:{xEM : x € N fur jedes N € M}.
Analog bildet man die Vereinigung

UMZ{J;EM : x € N fiir ein N € M}.
Beispiel 2.12. Sei M = {0, 17,42} und sei

M = {{0},{0,17},{0, 42} }.

Dann ist
(YM = {0} n{0,17} N {0,42} = {0}
und

M = {0} U{0,17} U{0,42} = {0,17,42}.

Beispiel 2.13. Sei M das System aller Teilmengen der reellen Zahlen, die die Zahlen 0,17, 42
als Elemente enthalten. Dann ist

(M =[N CR:0,17,42 € N} = {0,17,42}.

Vielleicht halten Sie sich an dieses letzte Beispiel fiir die ndchsten zwei Definitionen. Dazu sei K
ein beliebiger angeordneter Korper.

Definition 2.14. Eine Teilmenge M C K heiflt induktiv, falls gilt:
M) 1eM

(I2) Ist x € M, so ist auch z + 1 € M.
Ein triviales Beispiel ist: M = K ist induktiv.

Definition 2.15. Den Durchschnitt des Mengensystems M aller induktiven Mengen bezeichnen
wir mit N und nennen ihn die Menge der natirlichen Zahlen (in K).

Offensichtlich ist die Menge N der natiirlichen Zahlen selbst induktiv. Die Menge N ist die kleinste
induktive Menge. Dies zeigt der folgende Satz, der uns auch das Beweisprinzip der vollstindigen
Induktion liefert.

Satz 2.16. Ist A eine induktive Teilmenge von N, so gilt A = N.

Beweis. Der Beweis ist fast trivial. Da nach Voraussetzung A induktiv ist, gilt nach Definition
von N die Inklusion N C A. Nun ist aber nach Voraussetzung auch A C N. Damit muss A = N
sein. ]
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Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion kann man sauber definieren, ohne Fortsetzungs-
piinktchen zu verwenden.

Beispiel 2.17 (Fakultit). Wir setzen 1! := 1 und (n 4 1)! := (n+ 1) - nl. Damit ist n! (sprich
n-Fakultdt) fir jede natiirliche Zahl n € N per Induktion definiert. Die Piinktchenschreibweise
ware

nl=1-2---(n—1)-n.

Man setzt auch noch 0! := 1.

Beispiel 2.18 (Summen- und Produktzeichen). Fiir jedes n € N sei x,, € K. Dann definieren

WIr
1

E T = I1

k=1

n+1 n
Zwk = Zl‘k + Tn41-
k=1 k=1

und

Die Piinktchenschreibweise wére
n
Zxk:$1+"'+1}n.
k=1

Analog definiert man Produkte durch

n

Ein Spezialfall sind die Potenzen

Man setzt 2 = 1 fiir 2 # 0.

Mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion kann man Eigenschaften F(n) fiir alle natiirlichen
Zahlen n beweisen, indem man

e E(1) fiir n =1 beweist (Induktionsanfang) und

e aus der Induktionsvoraussetzung E(n) die Induktionsbehauptung E(n + 1) zeigt, also die
Implikation E(n) = E(n+1) beweist. Diesen Schritt nennt man auch den Induktionsschritt.

Das klassische erste Beispiel fiir einen Induktionsbeweis ist die Summenformel fiir die ersten n
natiirlichen Zahlen:

Satz 2.19. Fir jede natirliche Zahl n gilt

n
1
Zk:1+2+---—|—n:(n+2)n,
k=1
Beweis. o [nduktionsanfang: Wir miissen die Behauptung fiir n = 1 nachpriifen. Diese ist

offensichtlich richtig: 2,1{:1 k=1 und % =1 sind gleich.
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e Induktionschritt: Wir schreiben zunéchst die Induktionsvoraussetzung auf:

- _(n+1)n
Skt
k=1

Der Induktionsschritt besteht dann darin, mit Hilfe dieser Voraussetzung die Induktions-

behauptung
"ik_ (n+2)(n+1)
k=1 2

zu beweisen. Das macht man sich klar durch die Rechnung

n+1 n
Zk: ( k‘) +(n+1>:w+(n+l): (n+1n+2(n+1) _ (n+2)(n+1).
k=1 k=1

2 2 2
Wo haben wir die Induktionsvoraussetzung benutzt?

O]

Als zweites Beispiel wollen wir die Bernoulli- Ungleichung beweisen. Sie gilt in jedem angeordneten
Korper K, insbesondere in den reellen Zahlen.

Satz 2.20. Seix > —1 und n € N. Dann gilt

(I+2)" > 1+ nz.

Beweis. Fiir n = 1 gilt offensichtlich (1+z)! =1+2=1+1-2>1+1-2, womit der Induk-
tionsanfang erledigt ist. Der Induktionsschritt besteht nun im Beweis der Induktionsbehauptung

A+z)" >14n+1)- 1,
wobei wir die Giiltigkeit der Induktionsvoraussetzung
1+2z)">1+nz
annehmen diirfen. Dieser Beweis geht dann so:
A+ =0+2)"0U+2)>A+n)1+2) =1+ 0+ Dz +nz?>14+ (n+ 1)z

Hier haben wir neben der Induktionsvoraussetzung noch 22 > 0 benutzt. Auch > —1 haben
wir benutzt, wo eigentlich? O

Wir geben schlieflich noch einen Satz an, der die Eigenschaften der natiirlichen Zahlen zusam-
menfasst. Diese Eigenschaften sind Thnen aus der Schule wohlbekannt, bewiesen werden sie jetzt
mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion.

Satz 2.21. Sei (K,+,-, P) ein angeordneter Korper und N die Menge der natiirlichen Zahlen
(in K). Dann gelten die folgenden FEigenschaften.

(i) Summen und Produkte natirlicher Zahlen sind natirliche Zahlen.

(ii) Jede natiirliche Zahl n € N mit n # 1 hat einen Vorganger m € N mit m+1=mn
(i1i) Sind n € N und x € K mit x > 0 derart, dass n+ x € N ist, so ist x € N.
(iv) Sind m,n € N mit m > n, so ist m —n € N und damit m > n + 1.

(v) Jede nichtleere Menge A C N enthdlt ein Minimum ng € A, d.h. n > ng fir alle n € A.
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Beweis. Wir beweisen wieder nur beispielhaft die Eigenschaft (74) und (7). Fiir die anderen
Eigenschaften verweisen wir auf Ubung und Literatur.

Also zeigen wir zunéchst (i) durch Induktion. Der Induktionsanfang ist die Behauptung: Ist
x4+ 1€ Nund z > 0, so ist € N. Dies folgt aus (4i), was man also vorher zeigen sollte.

Fiir den Induktionsschluss miissen wir aus (n + 1) + 2 € N die Folgerung = € N ableiten. Dazu
konnen wir die Induktionsvoraussetzung verwenden, die liefert ndmlich aus n+(1+xz) € N wegen
142 > 0 zunéchst 1 + x € N. Wenden wir darauf wieder den Induktionsanfang an, erhalten wir
z eN.

Die Eigenschaft (iv) erhdlt man nun direkt aus der Eigenschaft (ii7) durch setzen von x = m —n.
Dannist n € N, 2 > 0 und n+ 2z = m € N und (i) liefert die Folgerung x = m —n € N. Damit
ist £ =m —n > 1 und folglich m > n + 1. O

Wir wollen nun noch einen kleinen Ausflug in die Kombinatorik unternehmen und Binomialko-
effizienten, ihre kombinatorische Bedeutung und den binomischen Satz kennenlernen. Zunéchst
interpretieren wir die Zahl n! kombinatorisch als die Anzahl der moéglichen Anordnungen einer
Menge aus n Elementen. Dazu iiberlegt man sich, dass man als erstes Element ein beliebiges der
n Elemente wihlen kann, man hat also n Mdglichkeiten fiir die Auswahl des ersten Elementes.
Fiir das zweite Element hat man nur noch n — 1 Elemente zur Auswahl usw.

Eine kombinatorische Grundaufgabe ist auch die Bestimmung der Anzahl von k-elementigen
Teilmengen einer n-elementigen Menge. Hier geht ganz man analog vor und erhilt zunachst
n(n—1)---(n—k+1) Moglichkeiten fiir die Auswahl unter Beachtung der Reihenfolge. Nun gibt
es aber fiir jede Auswahl von k£ Elementen k! Reihenfolgen, fiir die gesuchte Anzahl erhélt man

also <n> nin—1)(n—k+1) n!

k) k! T K-k

Diese Zahlen, die wir also fiir k,n € Ny mit 0 < k < n gefunden haben, nennt man Binomialko-
effizienten. An der rechten Darstellung erkennt man sofort die Symmetrie

(6)= () =+

Der binomische Satz ist dann fiir Elemente x,y in einem Koérper K und n € Ny die Formel

(x+y)" = Zn: (Z) aFyn =k,

k=0

Auflerdem hat man die Randterme

Diese ergibt sich durch Ausmultiplizieren der rechten Seite und Zusammenfassen gleicher Terme.
Beim Ausmultiplizieren erhélt man namlich eine Summe aus allen Produkten 2125 - - - z,,, wobei
jedes z; entweder x oder y ist. Zusammenfassen aller Summanden, in denen genau k& mal z (und
damit n — k mal y) auftritt, ergibt (Z) gleiche Summanden der Form x*y"* und beweist die
Formel. Fiir n = 0, 1 erhalten wir Trivialitaten, fiir n = 2 haben wir die aus der Schule bekannte
erste binomische Formel

(z +y)? = 2% + 22y + 2.
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Durch Einsetzen von z = y = 1 erhélt man die Summenformel

£()-r

k=0
Durch Einsetzen von x = —1,y = 1 erhélt man die alternierende Summe
- n
—1)" =0.
> -0 (7)
k=0

Die folgende Anordnung der Binomialkoeffizienten nennt man Pascalsches Dreieck:

(o) (1) () (3)

Auf der rechten Seite entdeckt man die Rekursionsformel

Zum Beweis dieser Formel berechnet man

<n>+< n ) nn—1)-(n—k+1) nn-1)--(n—k)

k) T ka1 il TR

_ n(n — 1)(k+(11)'— k+1) ((k+1) + (n— k)
nn—1)---(n—k+1
- e

(n+nn—-1)---(n—k+1)

(k+1)!
- (1)

Wir schlieften diesen Abschnitt mit der Anmerkung, dass wir nun, nachdem wir in jedem ange-
ordneten Korper K die natiirlichen Zahlen N C K identifiziert haben, auch die ganzen Zahlen
Z :={m—n : m,n € N} C K und die rationalen Zahlen Q := {™ : m € Z,n € N} C K haben.

2.4 Die Axiomatik der reellen Zahlen - Vollstindigkeit
Zur eindeutigen Beschreibung der reellen Zahlen R fehlt uns noch die Volistindigkeit. Dass die

rationalen Zahlen noch nicht ,vollstandig genug” sind, um z. B. Wurzeln aus beliebigen positiven
Zahlen ziehen zu konnen, zeigt der folgende Satz.

Satz 2.22. FEs gibt keine rationale Zahl x mit x> = 2.
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Beweis. Wir nehmen das Gegenteil der Behauptung an, d.h. es gibt ein 2 € Q mit 22 = 2. Wegen
(—x)? = 22 kénnen wir zusitzlich noch x > 0 annehmen und erhalten natiirliche Zahlen m,n
mit x = . AuRerdem konnen wir fordern, dass m und n nicht beide gerade sind, sonst kiirzen
wir durch den gemeinsamen Faktor 2. Dann liefert 22 = 2 die Gleichung m? = 2n?2, also ist m?
gerade. Aus dem Satz 1.3 folgt dann, dass auch m gerade ist, sich also in der Form m = 2k
mit k& € N schreiben ldft. Dann erhalten wir 2n? = m? = 4k?, also n? = 2k?. Wieder folgern
wir, dass n? und damit n gerade ist. Also sind sowohl m als auch n gerade im Widerspruch zur

Annahme. O

Eine reelle Zahl z mit 22> = 2 soll es aber geben, und dazu benétigen wir den Begriff der
Vollstandigkeit, den wir mit Hilfe des Begriffs Supremum oder kleinste obere Schranke definieren
wollen.

Wir gehen wieder von einem angeordneten Koérper K aus und schreiben fiir nichtleeres A C K
und z € K kurz A < z, falls fiir alle a € A die Ungleichung a < z gilt. Dann nennen wir z
eine obere Schranke der Menge A. Falls es eine obere Schranke der Menge A gibt, nennen wir A
nach oben beschrinkt. Entsprechend schreiben wir z < A, falls fiir alle a € A die Ungleichung
x < a gilt. Dann nennen wir x eine untere Schranke der Menge A. Falls es eine untere Schranke
der Menge A gibt, nennen wir A nach unten beschrdnkt. Die Menge A heilst beschrankt, falls sie
sowohl nach unten als auch nach oben beschrankt ist.

Ist A <z und x € A, so heiltt x Maximum der Menge A und wird mit max A bezeichnet. Ist
x < Aund z € A, so heifst x Minimum der Menge A und wird mit min A bezeichnet. Falls das
Maximum (Minimum) einer Menge A existiert, ist es eindeutig bestimmt.

Beispiel 2.23. Die Menge N der natiirlichen Zahlen in K ist nach unten beschrénkt. Aufserdem
ist minN = 1.

Beispiel 2.24. Seinen a,b € R mit a < b. Die Intervalle [a, b], [a,b), (a, ], (a,b) sind beschrankt.
Welche der Intervalle haben ein Maximum, welche der Intervalle ein Minimum?

Obwohl das Intervall (0,1) beschridnkt ist, hat es weder Maximum noch Minimum. Es gibt
aber eine kleinste obere Schranke, ndmlich 1. Das motiviert die wichtigste Definition in diesem
Abschnitt:

Definition 2.25. Sei A C K nichtleer und x € K. Dann heil$t z kleinste obere Schranke oder
Supremum von A (bezeichnet mit z = sup A), falls gilt:

e A <z, also x ist obere Schranke von A und
e Aus A <y folgt z <.

Entsprechend heiflt = grofite untere Schranke oder Infimum von A (bezeichnet mit z = inf A),
falls gilt:

e 1 < A, also x ist untere Schranke von A und

e Aus y < A folgt y < .

Infimum und Supremum sind eindeutig bestimmt. Sind z. B. x1, 22 Suprema von A, so folgt aus
der zweiten definierenden Eigenschaft fiir x1 die Ungleichung z; < xo. Analog gilt aber auch
r9 < 21, also x1 = xo.
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Beispiel 2.26. Seien a,b € R mit a < b. Dann ist
supla, b] = sup[a, b) = sup(a, b] = sup(a,b) =b

und
inf[a, b] = inf[a, b) = inf(a, b] = inf(a, b) = a.

Beispiel 2.27. Sei A C K nichtleer und sei —A := {—z : = € A}. Dann ist A nach oben
beschrankt genau dann, wenn —A nach unten beschréankt ist. Also hat A ein Supremum genau
dann, wenn —A ein Infimum hat und in diesem Fall gilt inf(—A) = — sup A.

Supremum und Infimum kann man auch folgendermafien charakterisieren, was fiir die Berechnung
in gewissen Fillen vorteilhaft ist. Sei wieder A nach oben beschrankt. Dann ist x = sup A genau
dann, wenn gilt

e A <z, also x ist obere Schranke von A und

e Fiir jedes e > 0 gibt eseina € A mit a > x — .
Analog ist fiir A nach unten beschrankt = = inf A genau dann, wenn gilt
e 1 < A, also x ist untere Schranke von A und

e Fiir jedes € > 0 gibt eseina € A mit a < x + €.

Definition 2.28. Ein angeordneter Kérper K heifst vollstindig, falls jede nichtleere nach oben
beschrankte Teilmenge von K ein Supremum in K hat.

Ist K vollstdndig, dann hat auch jede nichtleere nach unten beschrinkte Teilmenge von K ein
Infimum in K. Man hitte alternativ also auch die Existenz von Infima fordern konnen.

Wieder fordern wir fiir die reellen Zahlen R kategorisch:

R IST EIN VOLLSTANDIGER ANGEORDNETER KORPER! |

Damit ist der Zahlenbereich R (bis auf Isomorphie = Strukturgleichheit) eindeutig bestimmt, d.h.
hat man zwei Strukturen R und R mit obigen Eigenschaften, so gibt es eine bijektive Abbildung
f R — R mit den folgenden Eigenschaften:

sup A) = sup f(A)

Den Beweis dieser Eindeutigkeitsaussage konnen wir hier nicht fihren. Wir begniigen uns damit,
ab jetzt das Axiomensystem fiir R als Grundlage fiir unsere weitere Arbeit zu nutzen.

Wir wollen nun die Vollstandigkeit der reellen Zahlen ausnutzen, um uns zwei Tatsachen klarzu-
machen. Das ist erstens die Unbeschranktheit der natiirlichen Zahlen, die man auch archimedische
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Eigenschaft von R nennt, und zweitens die Existenz von Wurzeln positiver Zahlen, die man in Q
im allgemeinen nicht hat.

Die archimedische Eigenschaft in verschiedenen Varianten enthélt der folgende Satz. Die archi-
medische Eigenschaft im engeren Sinne ist die Eigenschaft (i). Die Eigenschaft (iv) besagt, dass
die rationalen Zahlen tiberall in den reellen Zahlen dicht liegen.

Satz 2.29.

(i) N ist eine unbeschrinkte Teilmenge von R, d.h. zu jedem x € R gibt es ein n € N mit
x <n.

(ii) Zu jedem € > 0 gibt es einn € N mit - <.
(i) Zu e >0 und M € R gibt es ein n € N mit ne > M.

(vi) Zu x,y € R mit x <y gibt es eine rationale Zahl > € Q mit x < ™ <y,

Beweis. Wir starten mit dem Beweis von (7). Nehmen wir im Gegenteil zur Behauptung an, dass
N beschrankt ist, also die kleinste obere Schranke z = sup N existiert. Hier nutzen wir also schon
die Vollstandigkeit von R aus. Da z die kleinste obere Schranke von N ist, ist x — 1 keine obere
Schranke von N, es gibt also n € N mit x — 1 < n. Dies impliziert aber durch Addition von 1
auch £ < n + 1. Nun ist aber n + 1 € N wegen n € N, also ist  doch keine obere Schranke von
N im Widerspruch zur Annahme.

Nun ist (iii) leicht einzusehen, wir wihlen ein n € N mit n > % Die Eigenschaft (i) ist der
Spezialfall von (7) mit M = 1.

Fiir den Beweis von (iv) geniigt es, den Fall z,y > 0 zu betrachten (warum?). Dann suchen wir
also m,n € N mit nz < m < ny. Dazu wihlen wir zunéchst mit der Eigenschaft (i) ein n € N mit
n(y —x) > 1. Nun gibt es wieder nach (i) natiirliche Zahlen m mit m > nz. Nach Eigenschaft (v)
in Satz 2.21 gibt es eine kleinste Zahl m dieser Art. Dann ist also m > nx und m — 1 < nzx. Die
letzte Bedingung impliziert nun m < nxz+1 < ny, also haben wir nx < m < ny wie gesucht. [

Und nun kommen wir zur Existenz von Wurzeln.

Satz 2.30. Seix € R mit x > 0 und sei n € N. Dann ezistiert genau eine reelle Zahl y > 0
mit y"™ = x. Diese Zahl y heifit n-te Wurzel von x und wird mit {/x oder /™ bezeichnet.

Beweis. Fir x = 0 ist y = 0 die eindeutig bestimmte n-te Wurzel. Sei also ab jetzt > 0. Die
Eindeutigkeit ist auch klar, da aus 0 < y; < y2 die Ungleichung y7 < y3 folgt.

Wir definieren nun die Menge
A:={z€R: z>0und 2" <z}

Die Menge A ist nichtleer, fiir x < 1ist x € A und fiir x > 1 ist 1 € A. Die Menge A ist nach
oben beschrankt durch 1+ x, da fiir z > 1 4+ x die Ungleichung 2™ > (1 4+ x)" > 2" gilt. Die
Vollstandigkeit von R liefert uns nun die Existenz von y = sup A.

Wir zeigen nun y" = z, indem wir die Ungleichungen 4" < x und y” > x beide zum Widerspruch
fithren. In beiden Fallen benutzen wir die oft niitzliche Identitat

an_bn: (a_b)<an—1+an—2b+an—3b2+”'+bn—l>‘
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Nehmen wir also zunédchst an, dass y" < x ist. Wir werden jetzt ein z € A konstruieren mit
z >y im Widerspruch dazu, dass y obere Schranke von A ist. Dazu setzen wir z = y + ¢ fiir ein
0 < & < 1 und folgern aus der obigen Identitdt

L yn — g(znfl 4 zn72y+ an?;y N _’_yn71> < En(y+ 1)n71‘

Wahlen wir nun € > 0 so klein, dass die rechte Seite kleiner als x — y™ > 0 ist, so erhalten wir
wie gewiinscht 2™ < x. Die Existenz so eines € > 0 sichert uns die archimedische Eigenschaft von
R!

Der Fall y* > x wird analog behandelt. Wir werden jetzt ein ¢ < y konstruieren mit ¢" > .
Dann folgt fiir alle z € A die Ungleichung z < ¢ im Widerspruch dazu, dass y die kleinste
obere Schranke von A sein sollte. Jetzt benutzen wir die obige Identitét, um fir ¢ = y — ¢ die
Abschétzung

yn _th = E(yn—l + yn—Zt + yn—3t2 et tn—l) < snyn_l

einzusehen. Nun wihlen wir wieder € > 0 klein genug, so dass die rechte Seite kleiner als y"™"—z > 0
ist, und erhalten wie gewiinscht ¢" > . O

Es gibt verschiedene dquivalente Moglichkeiten, die Vollstandigkeit der reellen Zahlen axioma-
tisch zu fassen. Eine dieser Moglichkeiten sind Intervallschachtelungen. Eine Folge (I,,) von ab-
geschlossenen Intervallen heifst Intervallschachtelung, falls Iy D Is D ... gilt. Wir wollen diese
niitzliche dquivalente Formulierung der Vollstdndigkeit aus unserem Axiom der Existenz von
kleinsten oberen Schranken ableiten.

Satz 2.31. Ist (I,) eine Intervallschachtelung, so ist der Durchschnitt (2, I, nichtleer.

Beweis. Sei I, = [an, by]. Die Intervallschachtelungsbedingung Iy D Iy D ... bedeutet
ap <az <agz <o < by < bo < by
Die Vollstandigkeit von R impliziert dann die Existenz von
a = sup{ai,az,as,...} und b = inf{b1,bo, b3, ...},

da die Menge {a1, ag, as, ...} (z.B. durch b;) nach oben beschriankt und die Menge {b1, b2, b3, ... }
(z.B. durch a;) nach unten beschrinkt ist. Es folgt

ap<az<az<---<as<b< - <bg < b < by

Damit liegen a und b in jedem der Intervalle I, also auch in ihrem Durchschnitt. O

2.5 Die komplexen Zahlen

Im Bereich der reellen Zahlen kann man, wie wir gesehen haben, keine Lésung der Gleichung
22 +1 = 0 finden. Es ist aber wiinschenswert, auch Nullstellen beliebiger Polynome

p(2) = 2"+ an 12" 14 a2 +ag

mit reellen Koeffizienten ag,a1,...,a,—1 zu haben. Die Existenz solcher Nullstellen liefert der
Fundamentalsatz der Algebra, aber nur nach der Erweiterung des Zahlkorpers R der reellen Zahlen
zum Korper C der komplexen Zahlen. Diese Erweiterung wollen wir jetzt durchfithren.



30

Dazu schreiben wir i fiir eine Losung der Gleichung 2% 4+ 1 = 0, also ist
-2
i =—1.

Die Zahl i nennt man die imagindre Einheit. Wir wollen nun den kleinsten Koérper C konstruieren,
der sowohl die reellen Zahlen als auch die Zahl i ¢ R enthélt. Da Addition und Multiplikation
nicht aus dem Koérper C hinausfiihren diirfen, sind dann auch alle Zahlen der Form

z=x+1y mit z,y € R

in unserem Korper C. Da wir den kleinstmoglichen Zahlbereich suchen, der sowohl R als auch i
enthélt, wollen wir einsehen, dass diese Konstruktion (mit geeigneten Operationen) tatséchlich
ein Korper ist. Wir fithren gleich noch die Bezeichnungen Realteil Re z := x und Imagindrteil
Im 2z := y der komplexen Zahl z = = + iy ein. Die Darstellung z = = + iy nennt man kanonische
Darstellung oder algebraische Darstellung.

Seien nun z = r+1iy und w = u+iv zwei komplexe Zahlen in der kanonischen Darstellung. Dann
erhélt man die Summe
z4+w=(r+u)+i(y +v),

also addiert man komplexe Zahlen, indem man die Realteile und die Imaginérteile addiert. Wie
erhilt man nun das Produkt? Dazu bemiihen wir die Gleichung i = —1 und erhalten

w = (x +iy)(u+ iv) = zu + izv + iyu + 2yv = (zu — yv) + i(zv + yu),

kurz
2w = (zu — yv) + i(zv + yu).

Formal kann man also die komplexen Zahlen identifizieren mit den Paaren (z,y) reeller Zahlen,
also mit dem R?, wobei die Operationen dann gegeben sind durch

(@, y) + (u,0) = (2 +u,y +v)

und
(z,y) - (u,v) = (zu — yv, 20 + Yu).

Damit kann man sich die komplexen Zahlen graphisch als Gaufische Zahlenebene vorstellen. Die
Addition entspricht dann der Addition von Vektoren.

Gaulssche Zahlenebene

1 Im z

1y z=x+1y
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Satz 2.32. Die komplexen Zahlen mit den definierten Operationen bilden einen Korper.

Beweis. Kommutativitiat, Assoziativitidt und Distributivitit rechnet man einfach nach. Die 0 in
C ist natiirlich die Zahl 0 =0+1i-0 = (0,0) und die 1 in Cist die 1 =1+1i-0 = (1,0). Weiter
ist —z2=—(rx+1iy) = —z —iy = (—z, —y) und

_ 1 x .y
27l = - = —i .
T +iy 22 +y? o 4y?

Priifen Sie das nach! O

= (z+iy)!

Die reellen Zahlen R findet man als Teilkdrper der komplexen Zahlen, fiir die der Imaginérteil
verschwindet. In der Darstellung als Zahlenpaare sind das die Paare (z,0), in der Gaufschen
Zahlenebene ist das die z-Achse, die man deshalb auch reelle Achse nennt. Die komplexen Zahlen
auf der y-Achse der Gaufischen Zahlenebene - der imagindren Achse, also die Zahlen iy mit y € R,
nennt man rein imaginar.

Die zu z = = + iy konjugiert komplexe Zahl ist die Zahl Z = x — iy. Die komplexe Konjugation

spiegelt also die Gaufssche Zahlenebene an der reellen Achse. Es gelten die folgenden Rechenre-
geln:

e 2tw=Z4+wundZw=%2-w
e 2+z=2Rezund z —7zZ=2ilm=z

e z=ZzZ<=2€R

o 2Z = a2 4 y?, also ist 2Z € Ry fiir z # 0.

Die nichtnegative reelle Zahl
|2| = V2z = Va2 + ¢
nennt man den Betrag der komplexen Zahl z = x + iy. Fiir z € R stimmt der Betrag mit dem

vorher definierten Betrag fiir reelle Zahlen iiberein. In der Gaufschen Zahlenebene ist |z| der
Abstand von z zum Ursprung 0. Man erhalt fir z,w € C die Regeln:

e |2/ >0

2| =0<=2=0

|Re z| < |z| und [Im z| < |z|

|zw] = |z[[w]

|z + w| < |z| 4+ |w| (Dreiecksungleichung)

|l2] = Jwl| < |2 = wl

Die ersten drei Eigenschaften sind hierbei offensichtlich. Die vierte erhélt man aus
lzw|? = (zw) - ZW0 = 2Z - ww = |z|*|w]?.

Die Dreiecksungleichung folgt aus

lz+wf* = (z4+w)(z+w) =22+ (2@ +zZw) + ww = |z|* + 2Re (20) + |w|?
2
|22 + 2lzljw] + [w]* = (J2] + |w])".

IN
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Die letzte Ungleichung folgt wie im reellen Fall aus der Dreiecksungleichung (tatséchlich?!).

Die Dreiecksungleichung kann man dquivalent formulieren als
|21 — 23| < |21 — 22| + |22 — 23] flir 21, 29,23 € C

indem man z = z; — 2o und w = 29 — 23 setzt. In der Gaulschen Zahlenebene ist |z — w| der
Abstand von z und w. Dies motiviert den Namen Dreiecksungleichung.

Dreiecksungleichung

Im =z

Da wir in C die Zahl —1 als Quadrat darstellen kénnen, kann man den Korper C nicht anord-
nen. Es gibt also keine Moglichkeit, die Ordnung der reellen Zahlen auf die komplexen Zahlen
auszuweiten. Deshalb vereinbaren wir, dass Schreibweisen wie a > b, a > b, a < b oder a < b
immer implizit die Forderung a,b € R enthalten!

Wir stellen noch eine Tabelle zusammen {iber die anschauliche Deutung des Rechnens mit kom-
plexen Zahlen in der Gaufsschen Zahlenebene.

’ C ‘ Gaufssche Zahlenebene ‘
z=ux+1iy Punkt mit den Koordinaten (z,y)
Rez z-Koordinate
Im z y-Koordinate
reelle Zahlen Punkte auf der z-Achse
rein imaginére Zahlen Punkte auf der y-Achse
—z z am Ursprung gespiegelt
z z an der x-Achse gespiegelt
|z Abstand von z zum Ursprung
|21 — 29| Abstand von z; und 29
21+ 29 ,Vektoraddition®
Dreiecksungleichung Dreiecksungleichung

Um das Rechnen mit komplexen Zahlen hier bereits vollstdndig abzuhandeln, setzen wir ab
jetzt die Kenntnis der trigonometrischen Funktionen sin und cos aus der Schule voraus. In der
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Vorlesung werden wir diese erst spiter behandeln. Sei nun z eine komplexe Zahl mit r = |z|.
Dann erhélt man aus der Darstellug von z in der Gauftschen Zahlenebene die Darstellung von z
in Polarkoordinaten

z =r(cos p + isin ).

Hierbei ist p = arg z € R das Argument von z. Die 2w-Periodizitit der trigonometrischen Funk-
tionen bewirkt, dass (fiir z # 0) ¢ nur bis auf additive Vielfache von 27 eindeutig bestimmt ist.
Die Polarkoordinatendarstellung nennt man auch trigonometrische Darstellung.

Diese trigonometrische Darstellung ist gut geeignet, um komplexe Zahlen multiplikativ zu ver-
kniipfen. Dazu bendtigen wir die Additionstheoreme

cos(p + 1) = cospcosty — sinpsiny
sin(p + 1) = singcosy + cos@siny

fiir die wir an dieser Stelle auf Ihre Kenntnisse aus der Schule oder das Tafelwerk verweisen. Auch
diese werden wir in der Vorlesung erst spéter beweisen. Hat man nun zwei komplexe Zahlen

z =r(cosp +isingp) und w = s(cost +isin)
in trigonometrischer Darstellung, so ergibt sich fiir das Produkt
zw = rs(cosp+isiny)(cosy +isin)
= rs((cospcostp — sinpsini) + i(sin ¢ cos ¢ + cos psin)).
Die Additionstheoreme liefern dann die Multiplikationsformel
zw = rs(cos(p + ) +isin(p +v)).

Beim Multiplizieren zweier komplexer Zahlen multiplizieren sich die Betrige (das wussten wir
schon) und addieren sich die Argumente. In der Gaufschen Zahlenebene entspricht die Multipli-
kation also einer Drehstreckung.

Eine bequeme Darstellung fiir eine komplexe Zahl ist die Eulersche Darstellung
2z =r(cosp +ising) =: re'?.

An dieser Stelle soll das fiir uns nichts anderes als eine sinnvolle Kurzschreibweise fiir die trigono-
metrische Darstellung sein. Die Exponentialfunktion fiir komplexe Argumente werden wir dann
spater in der Vorlesung ausfiihrlich behandeln. Mit den Werten der trigonometrischen Funktionen

an den Stellen 7, , 37“, 27 erhalt man
e =i e™ = —1 T = ™ =1
Die Multiplikationsformel kann man dann mit
z = rel¥ und w = sel?

schreiben als
2w = re'? sl = rsel @),
Die bekannte Regel fiir das Multiplizieren von Potenzen wird also respektiert.

Aus der Multiplikationsformel erhédlt man per Induktion die Formel von Moivre fiir Potenzen 2™
von z = r(cos p + ising) = rel¥:

2" =r"(cosny +isinng) = r'e?.
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Als Beispiel berechnen wir (1 + i)*2. Dazu bringen wir zunichst 1 + i in die trigonometrische
Form
1+i= \/§(COS% +isin §)

und erhalten anschliefend mit der Formel von Moivre
(1+1)12 = (\@)42 (cos £27 + igin 22T) = 221 (cos T +isin}) = 224,

Vergleichen Sie dies mit einer Berechnung iiber die binomische Formel! Mit der Eulerschen Dar-
stellung kann man dies noch kompakter schreiben als

(1 + 1)42 _ (\/ie%i)42 _ 22184247ri _ 2218107ri6%i _ 2211

Uberlegen Sie sich an dieser Stelle als Ubung, wie man aus der Standardform z = z + iy der
komplexen Zahl die trigonometrische Form berechnen kann!

2.6 Endlichkeit, Abzihlbarkeit und Uberabzihlbarkeit

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wollen wir uns damit beschéftigen, wie man die Grofe von
(insbesondere unendlichen) Mengen miteinander vergleichen kann. Dabei werden wir einsehen,
dass es (in gewissem Sinne) genauso viele rationale Zahlen wie natiirliche Zahlen, aber mehr
reelle Zahlen als rationale Zahlen gibt.

Definition 2.33. Zwei Mengen A und B heifsen gleichmdchtig, falls es eine Bijektion von A auf
B gibt. In diesem Fall schreiben wir A ~ B.

Eine Menge A mit n € N Elementen ist gleichméchtig zur Menge {1,2,...,n}. Solche Mengen
nennen wir natiirlich endliche Mengen und die Zahl n ist die Kardinalitdt der Menge A, die
man oft mit #A oder |A| bezeichnet. Auch die leere Menge ist eine endliche Menge mit der
Kardinalitat 0.

Die Gleichméchtigkeit ist eine Relation zwischen Mengen. Sie ist reflexiv, d.h. fiir jede Menge A
gilt A ~ A. Sie ist symmetrisch, d.h. fir je zwei Mengen A und B folgt aus A ~ B auch B ~ A.
Sie ist transitiv, d.h. fiir drei Mengen A, B, C folgt aus A ~ B und B ~ C auch A ~ C.

Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heift Aquivalenzrelation. Die Gleichméch-
tigkeit ist also eine Aquivalenzrelation.

Definition 2.34. Eine Menge heifst abzdihlbar, falls sie gleichméchtig zur Menge N der natiirli-
chen Zahlen ist. Eine Menge, die weder endlich noch abzahlbar ist, heifst dberabzdhlbar.

Abzahlbare Mengen sind also (im Sinne gleicher Méachtigkeit) genauso grof wie die Menge der
natiirlichen Zahlen, iiberabzéhlbare Mengen sind gréfer. Eine Menge A ist also abzéhlbar, wenn
es eine Bijektion f : N — A gibt, also jedem Element aus A genau eine Nummer n € N zugeordnet
wird. Man kann A also schreiben als

A= {al,ag,a;;, ce }
Beispiele fiir abzdhlbare Mengen sind

e die geraden Zahlen {2,4,6,8,...}
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e die ganzen Zahlen Z = {0,+1,-1,+2,-2,+43,-3,...}

e die rationalen Zahlen Q (Bild!!!)

Uberlegen Sie sich (zumindest fiir die beiden ersten Beispiele) eine explizite Bijektion f! Auch
Vereinigungen endlich oder abzéhlbar vieler abzdhlbarer Mengen sich wieder abzéhlbar. Eine
schone Veranschaulichung dazu ist Hilberts Hotel.

Kommen wir nun zur Méchtigkeit der reellen Zahlen.

Satz 2.35. Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabzdahlbar.

Beweis. Wir wollen fiir diesen Satz zwei Beweise geben. Beide sind Widerspruchsbeweise, wir
nehmen also an, dass die reellen Zahlen abzahlbar sind, wir also alle reellen Zahlen in eine Liste
{z1,29,x3,...} schreiben kénnen. Wir konstruieren dann im Widerspruch zur Annahme eine
reelle Zahl x, die nicht in dieser Liste auftaucht.

Das erste (und vielleicht anschaulichere) Argument benutzt die Dezimaldarstellung der reellen
Zahlen. Das Argument heifst Cantorsches Diagonalargument. Die Zahl x hat die Dezimaldarstel-
lung

0.(11&2&3 ey

wobei wir die Ziffer a,, = 0 wéhlen, falls die n-te Ziffer von x, verschieden von 0 ist. Ist die
n-te Ziffer von x,, gleich 0, so wihlen wir a,, = 1. Dann ist x eine reelle Zahl, die sich von x, in
der n-ten Dezimalstelle unterscheidet. Folglich ist = # x,, fir alle n € N, die Zahl z taucht also
tatsachlich nicht in der Liste auf und der Beweis ist erbracht.

Da wir die Dezimaldarstellung bei unserem axiomatischen Zugang zu den reellen Zahlen noch
nicht zur Verfiigung haben (das werden wir im Kapitel {iber Reihen nachholen), geben wir noch
eine zweite Konstruktion fiir x an, die den Satz 2.31 benutzt. Die Intervallschachtelung konstru-
ieren wir induktiv. Wir beginnen mit dem Intervall Iy = [z1 + 1,21 4+ 2. Dann ist sicher x; ¢ I.
Haben wir das Intervall I,,_1 schon konstruiert, dann zerlegen wir es in drei abgeschlossene Teilin-
tervalle und wéhlen als I,, eines der Teilintervalle, das x,, nicht enthélt. Ein solches Teilintervall
gibt es sicher, da x, hochstens in zwei der Teilintervalle liegen kann. Also ist x,, ¢ I,,. Nach
Konstruktion ist I; D Is D ... eine Intervallschachtelung. Nach Satz 2.31 gibt es ein z € R mit
x € I, fir alle n € N. Damit muss aber x verschieden von allen x,, sein, es taucht also nicht in
der Liste auf und der Beweis ist wieder beendet. O
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3 Folgen

In diesem Kapitel beginnen wir die Untersuchung von Grenzprozessen. Sie gehoren zu den wich-
tigsten Prinzipien der Mathematik und bilden das Fundament der Analysis. Wir untersuchen hier
zunéchst den Begriff der Konvergenz einer Zahlenfolge. Als motivierendes Beispiel betrachten wir
die Flachenberechnung des Kreises, wie sie Archimedes mit Hilfe der Exhaustionsmethode (d.h.
Ausschopfungsmethode) durchgefiihrt hat.

Dazu beschrieb er in einen Kreis vom Radius 1 regelméfige n-Ecke ein. Fiir den Flacheninhalt
A, dieser n-Ecke kann man elementargeometrisch eine Rekursionsformel herleiten, mit der man
einfach As, aus A, berechnen kann. Archimedes startete mit dem regelméfigen Sechseck: Die
Zahlenfolge

Ag = 2.5981, A2 = 3.0000, Agq = 3.1058, Ayg = 3.1326, Agg = 3.1394, A192 = 3.1410. ..
konvergiert recht schnell gegen den Flicheninhalt m des Kreises.
Auf diese Weise fand Archimedes die guten Schranken

10 1
34+ — 34+ =
+71<7T< +7

3.1 Der Folgenbegriff und Konvergenz

Definition 3.1. Sei X eine Menge. Eine Folge in X ist eine Funktion o : N — X. Mit der
Bezeichnung a,, := a(n) schreibt man die Folge dann als (ay)22, oder (a,)nen oder (a,) oder
((11, ag, ... )

Wir werden in diesem Kapitel Zahlenfolgen betrachten, also Folgen in X = R und in X = C.
Diese nennt man reelle Folgen bzw. komplexe Folgen. Jede reelle Folge ist natiirlich auch eine
komplexe Folge.

Beispiel 3.2. Die Folge (1,4,9,16,...) = (n?),en ist die Folge der Quadratzahlen.

Beispiel 3.3. Fiir jedes z € C ist (z,22,23,. . ..) = (2")nen die Folge der Potenzen von z.
Veranschaulichen Sie sich diese Folge fiir z = % 2,1,2i in der Gauftschen Zahlenebene!

Beispiel 3.4. Sei f, fiir n € N die Funktion f, : R — R,z — 2™ Dann ist (f,)nen eine Folge
von Funktionen. Auch solche Folgen werden wir spater betrachten.

Komplexe Folgen kann man sich als das Durchlaufen der Punkte a1, a9,... in der Gaufischen
Zahlenebene vorstellen. Reelle Folgen kann man sich auch durch ihren (diskreten) Graph veran-
schaulichen.
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Die Folge (a,) = (1+ 1)

1.75 ¢
1.5t °

1.25 ¢ °

Die Folge (an) = (1+ (_1)n)

1.5+

0.5 1 °

n
123456 7 8 910111213 14

Der Konvergenzbegriff fasst die Eigenschaft gewisser Zahlenfolgen (a,,), fiir wachsendes n beliebig
nahe an einen Grenzwerta € C zu streben. Die Nahe fassen wir dabei durch den Abstand |a,, —al,
beliebig nahe heifst kleiner als jedes vorgegebene ¢ > 0 und fiir wachsendes n meint fiir gentgend
grofies n. Damit kommen wir zur wichtigen Definition der Konvergenz.

Definition 3.5. Eine komplexe Folge (a,,) heifft konvergent, falls es ein a € C gibt mit folgender
Eigenschaft:

Zu jedem e > 0 existiert ein ng € N, so dass |a, — a| < € ist fiir alle n € N mit n > ny.

In diesem Fall heikt a Grenzwert oder Limes der Folge (a,) und man schreibt a = lim,,_,~ an,
oder a,, — a fir n — oo oder auch kurz a = lima,. Ist lima, = 0, so heift die Folge (a;)
Nullfolge. Eine Folge, die nicht konvergent ist, heifst divergent.
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Formalisiert lautet die Konvergenzeigenschaft a,, — a also:
Ve>03dng e NVneN: n>ny=la, —a| <e.

Hierbei hdngt das ng von ¢ ab, weshalb man manchmal der Deutlichkeit halber ng(e) schreibt.

Wir wollen diesen wichtigen Begriff noch weiter erlautern. Dazu geben wir zunéchst eine geome-
trische Deutung der Konvergenz einer Folge (a,) gegen a € C in der Gaufsschen Zahlenebene.
Wir betrachten fiir gegebenes € > 0 die offene Kreisscheibe

Ucsla) ={2€C: |z—a|] <e}

mit Mittelpunkt a und Radius €. Diese Kreisscheibe heifst €-Umgebung von a. Die Konvergenzei-
genschaft bedeutet dann, dass in jeder solchen Kreisscheibe bis auf endlich viele Ausnahmen alle
Folgenglieder a,, liegen. Fiir bis auf endlich viele Ausnahmen alle n sagt man auch fast allen € N
oder fiir geniigend grofies n € N. Man kann die Konvergenzbedingung also auch so formulieren:

In jeder e-Umgebung von a liegen fast alle Folgenglieder a,.

Ubrigens nennt man jede Obermenge U D U.(a) eine Umgebung von a. Dann kann man auch
formulieren:

a = lima, —= Jede Umgebung von a enthélt fast alle ay,.

Offensichtlich gilt
an — a = (an, — a) ist Nullfolge.

Beispiel 3.6. Die Folge (1), .

schen Eigenschaft: Zu jedem € > 0 gibt es ein ng € N mit 7%0 < e. Damit gilt auch fiir alle n > ng
die Ungleichung 0 < % <e.

ist eine Nullfolge. Dies ist eine Umformulierung der archimedi-

Wir wollen uns zunéchst iiberlegen, dass der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig be-
stimmt ist. Dies ist eine Konsequenz der Dreiecksungleichung. Wir fithren einen Widerspruchsbe-
weis, nehmen also a,, — a und a,, — b mit @ # b an. Dann definieren wir ¢ > 0 durch 2¢ = |a — b|
und wahlen n{,ne € N mit

lanp, —a| <e fir n>m

lap, — bl <e fir n>ns.

Wiéhlen wir nun ein beliebiges n > max{ni, na}, so erhalten wir den Widerspruch

2¢e =la—bl=|(a—an) + (ap, = b)| < l|a—an|+ |an, —b] <e+e = 2e.

Am folgenden Beispiel wollen wir uns iiberlegen, wie man einen Konvergenzbeweis findet und
wie man ihn anschliefend kurz aufschreibt.

Beispiel 3.7. Die Folge (ﬁ)nEN ist eine Nullfolge.

Wir miissen zu vorgegebenem € > 0 ein ng finden, so dass die Ungleichung

<efiirn > ng

7
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gilt. Diese Ungleichung ist aber dquivalent zu

< g2 fir n > ng.

SRS

Ein ng, dass diese Ungleichung erfiillt, konnen wir wieder mit der archimedischen Eigenschaft
finden. Damit gilt die Ungleichung dann auch fiir alle n > ny.

Nun dazu, wie man diesen Beweis kurz und elegant aufschreibt.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Die archimedische Figenschaft liefert ein ng € N mit 7710 < €2. Dann

folgt‘ﬁ‘g\/%<sfﬁrn2no. ]

Wir schliefien einige Bemerkungen dazu an, die das Beweisen von Konvergenzaussagen fiir Folgen
vereinfachen konnen.

Bemerkung. Sei (ay) eine komplexe Folge und a € C.
(i) Falls man zeigen kann: Es gibt ein K > 0 mit der Eigenschaft:
Ve >03ng e NVn e N: n>ny = |a, —a| < Ke,
dann gilt a, — a.
(ii) Ist (by,) eine Folge mit b, = a,, fiir geniigend grofes n, so gilt
ap — a <— b, — a.

Das Konvergenzverhalten einer Folge hdngt also nicht ab von endlich vielen Anfangsgliedern
der Folge.

(iii) Ist (ay) eine Nullfolge und (by,) eine Folge mit |b,| < K|a,| fiir ein K > 0 und fast alle n,
so ist auch (b,,) eine Nullfolge.

Definition 3.8. Eine Teilmenge A C C heiflt beschrinkt, wenn es ein R > 0 gibt, so dass
la| < R fiir alle a € A gilt. Eine Folge (a,) heift beschriankt, wenn die Menge A = {a1,a9,...}
der Folgenglieder beschrankt ist.

Satz 3.9. Konvergente Folgen sind beschrinkt.

Beweis. Sei (ay,) eine konvergente Folge mit Grenzwert a. Wenden wir die Konvergenzdefinition
flir e = 1 an, so finden wir ein ng mit

n>ng=la, —al <1=lay| <la|+1
wobei die letzte Implikation aus der Dreiecksungleichung folgt. Setzen wir
M = max{|ai],|az],...,|any—1],|a] + 1}
so erhalten wir |a,| < M fiir alle n € N, die Folge (a,) ist also beschrénkt. O

Kommen wir zur Berechnung einiger wichtiger Grenzwerte.
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Beispiel 3.10.
lim {/n=1.

n—oo
Wir setzen z, = {/n — 1 und miissen dann xz,, — 0 zeigen. Aus dem binomischen Satz folgt

n nn—1
n:(1+xn)n21+<2>xi:1+(2)xi.

Umstellen nach x,, liefert fiir n > 2 die Abschétzung

2
n

Da ﬁ eine Nullfolge ist, ist nach Bemerkung (%ii) auch z,, eine Nullfolge.

Beispiel 3.11. Sei a > 0. Dann gilt

lim ¥a =1.

n—o0

Sei zunéchst ¢ > 1. Dann ist n > a fiir geniigend grofses n und somit
Va—1|=%a—-1<Yn—1=|¢n—-1]

fiir geniigend grofses n. Damit ist ({/a—1) nach Bemerkung (77) und (%ii) ebenfalls eine Nullfolge.
Den Fall a < 1 kann man analog behandeln oder auf den Fall ¢ > 1 mit den unten aufgefiihrten
Rechenregeln fiir Grenzwerte zuriickfiihren.

Beispiel 3.12. Sei z € C mit |z| < 1. Dann gilt

lim 2" = 0.
n—oo

Fiir z = 0 ist die Behauptung klar. Zum Beweis fiir z # 0 setzen wir z > 0 so, dass |z| = p%x ist.

Dann erhalten wir aus der Bernoulli-Ungleichung oder der binomischen Formel (1+x)" > 14 nx

und damit
1 1 11

< .
(I4x)" “14nx ~xn

n’_

|z

Da (1) eine Nullfolge ist, ist nach Bemerkung (iii) auch 2" eine Nullfolge.

Beispiel 3.13. Sei z € C mit |z| > 1 und k£ € N. Dann gilt

Wir setzen |z| =1+ x mit > 0. Ist n > 2k, so ergibt sich aus der binomischen Formel

n nn—1)...(n—k) nkt1
n_ (1 n k+1 _ k+1 k—&—l'
2" = @+ 2)" > <k+1>$ kDl 0 T (k1
Es folgt
k k k+1 |
LA U <72 (k+1)'l::Kl.
on ’Z‘n rk+1 n n

Da (%) eine Nullfolge ist, ist also auch ("—k) eine Nullfolge.

Zn

Der folgende Satz beinhaltet wichtige Rechenregeln fiir konvergente komplexe Folgen.
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Satz 3.14. Seien (ay), (bn) komplexze Folgen mit a,, — a und b, — b. Dann gilt:
(i) @y —a
(i3) lan] = la
(iii) Rea, — Rea und Ima, — Ima
(iv) an+b, > a+b
(v) anby, — ab

(vi) Falls b # 0 ist, ist b, # 0 fiir fast alle n € N und g

Die Regeln kann man auch einprégsamer schreiben. Zum Beispiel bedeutet (i)
lima, = lima,.

Das muss man aber korrekt lesen als: Falls lim a,, existiert, dann existiert auch lim a,, und es gilt
lima,, = lima,,.

Analog bedeutet (7i7)
lim(a, + b,) = lima,, + lim b,,.
Wias ist hier die Voraussetzung? Schreiben Sie auch die anderen Eigenschaften in dieser einprég-

samen Schreibweise!

Beweis. (i) Sei e > 0 und sei ng so gewahlt, dass |a, — a| < € fiir n > ng gilt. Dann folgt fur
n > ng auch
|a, —a| = |ap, —a| =lan, —a| <€

und damit die behauptete Konvergenz a@,, — a.

(ii) Sei € > 0 und sei ng so gewéhlt, dass |a, — a| < € fiir n > ng gilt. Dann folgt fiir n > ng
mit der Dreiecksungleichung auch

llan| = lal| < |an —a| <&
und damit die behauptete Konvergenz |a,| — |al.

(iii) Sei € > 0 und sei ng so gewéhlt, dass |a, — a| < ¢ fiir n > ng gilt. Dann folgt fiir n > ng
auch
|Rean, — Rea| = [Re (ay —a)| < |an —a| <e

und damit die behauptete Konvergenz Rea, — Rea. Die Konvergenz der Imaginarteile
beweist man analog.

(iv) Sei e > 0 und seien n; und ng so gewéhlt, dass |a, —a| < € fiir n > n; und |b, — b| < € fiir
n > ng gilt. Dann folgt fiir n > ny := max{ny,ny} mit der Dreiecksungleichung auch

[(an 4+ bn) = (a4 b)| = |[(an — a) + (by — b)| < |an — a| + |by — b] < 2¢

und damit die behauptete Konvergenz a, + b, — a + b.
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(v) Wir benutzen die Abschitzung
|anby, — ab| = |anby, — aby, + ab, — ab| < |apb, — aby| + |ab, — ab| = |by||an, — a| + |al|by, — b].

Nun ist (b,) als konvergente Folge beschriankt, sagen wir |b,| < M fiir alle n € N. Dann
erhalten wir

|anby, — ab| < Mla, — a| + |a||b, — b|.
Da (a, — a) und (b, — b) Nullfolgen sind, ist auch (M|a,, — a| + |a||b, — b|) eine Nullfolge,
also auch (a,b, — ab). Es folgt die behauptete Konvergenz a,,b,, — ab.

(vi) Nach (ii) gilt |b,| — |b] > 0, also gibt es zu e = % ein ng € N mit |b,| > |b] — e = % fiir
n > ng. Damit ist b, # 0 fiir n > ng. Weiter folgt fiir n > ng

2
< =

1 1‘_’19_;)”

by b | bub

Wegen b, — b folgt also i — %. Mit (v) folgt dann auch i+
O

Mittels dieser Regeln und den schon bekannten Grenzwerten lassen sich schon sehr viele Grenz-
werte berechnen. Zum Beispiel ist

42 4+ 2/ + 23 1 1
lim 422V ”:4211m—+211m7+hm23:0+0+23:23.

n—oo n n—oo N n—oo +/MN n—oo
Ein weiteres Beispiel folgt:

Beispiel 3.15. Sei k € N. Dann gilt lim,, .o, Vn¥ = 1. Fiir k = 1 haben wir das schon gezeigt.
Der Rest folgt per vollstdndiger Induktion aus

lim Vnktl = lim Vnkn = lim VnF lim {/n=1-1=1.

n—0o0 n—o0 n—oo n—oo

Weiter zeigt Satz 3.14 auch:

e Grenzwerte reeller Folgen sind reell.

e Eine komplexe Folge konvergiert genau dann, wenn die Folgen der Realteile und der Ima-
ginarteile konvergieren. In diesem Fall ist

lima, =limRea, +ilimIma,.

Fiir reelle Folgen liefert die Ordnung der reellen Zahlen einige weitere niitzliche Regeln fiir Grenz-
werte, die wir im folgenden Satz zusammenfassen.

Satz 3.16. Seien (ay,), (by), (¢,) reelle Folgen. Dann gilt:
(i) Aus an — a, b, — b und a,, < by, fir fast alle n folgt a < b.
(ii) Ist an — a und an, € [b, c] fur fast alle n, so ist auch a € [b, ).

(iii) Ist ap, — a und ¢, — a und a, < b, < ¢, fir fast alle n, dann ist die Folge by, konvergent
mit b, — a. Diese Regel wollen wir in Zukunft Sandwichregel nennen.
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Beweis. (i) Wegen a,, — a und b, — b und a,, < b, fiir fast alle n gibt es zu jedem £ > 0 ein
ng € Nmita—e <a, <b, <b-+e firn > ng. Es folgt also a — b < 2¢, und zwar fiir jedes
e > 0. Also ist a — b < 0 und folglich a < b.

(ii) Hier betrachten wir neben der Folge (a,) noch die konstanten Folgen (b,,) mit b, = b und
(cn) mit ¢, = c. Nach Voraussetzung ist b, < a, < ¢, fiir fast alle n. Ebenfalls nach
Voraussetzung ist a,, — a. Auferdem ist offensichtlich b, — b und ¢, — ¢. Mit (i) folgt
b<a<ec

(iii) Sei ¢ > 0. Wegen a,, — a und a,, < b, gilt a — b, < a — a, < ¢ fur fast alle n. Wegen
¢n — aund by, < ¢, gilt b, —a < ¢, — a < ¢ fur fast alle n. Zusammen folgt b, —a| < ¢
fiir fast alle n und damit die behauptete Konvergenz b,, — a.

O]

Beispiel 3.17. Fiir a,b > 0 gilt lim V/a” 4+ b® = max{a,b}. Sei ohne Beschrankung der Allge-
meinheit b > a. Dann folgt mit der Sandwichregel (iii) aus den Ungleichungen

b= Vb < Var + b0 < V20n = 20
und /2 — 1 sofort {/a™ + b7 = b = max{a, b}.

3.2 Monotone Folgen

In diesem Abschnitt wollen wir uns weiter mit reellen Folgen beschéftigen und die Ordnungs-
struktur ausnutzen. Wir wollen einsehen, dass man fiir monotone Folgen zeigen kann, dass sie
konvergieren (unter der zusétzlichen Voraussetzung der Beschranktheit), ohne explizit den Grenz-
wert bestimmen zu konnen. Als Anwendung werden wir die Fulersche Zahl e als Grenzwert einer
monotonen Folge finden.

Definition 3.18. Eine reelle Folge (a,) heiflt monoton wachsend, falls a1 < as < az < ... gilt.
Sie heifst monoton fallend, falls a1 > as > ag > ... gilt. Sie heifst monoton, falls sie monoton
wachsend oder monoton fallend ist. Falls sogar a1 < as < ag < ... (bzw. a; > ag > ag > ...)
gilt, nennen wir die Folge (ay,) strikt monoton wachsend (bzw. strikt monoton fallend).

Im folgenden bezeichnen wir kurz mit sup a,, (inf a,) das Supremum (Infimum) der Menge der
Folgenglieder einer beschrénkten reellen Folge (ay,).

Beispiel 3.19. Die Folge (%) ist (strikt) monoton fallend. Sie konvergiert gegen 0 = inf % Die
Folge (—2) ist (strikt) monoton wachsend. Sie konvergiert gegen 0 = sup (—2). Ist (ay) (strikt)
monoton wachsend, so ist (—a,,) (strikt) monoton fallend.

Satz 3.20 (Monotonieprinzip). Fine monotone Folge konvergiert genau dann, wenn sie be-
schrankt ist. Auflerdem ist a, — supa, (a, — infa,), falls (a,) monoton wachsend (fallend)
und beschrankt ist.

Beweis. Da konvergente Folgen beschriankt sind, geniigt es zu zeigen, dass a,, — a := sup a,, fiir
eine monoton wachsende und beschrénkte Folge (a,) gilt. Sei dazu € > 0 beliebig. Die Definition
des Supremums liefert dann ein ng € N mit a,, > a — . Aus der Monotonie der Folge ergibt
sich damit a,, > a — ¢ fiir n > ng. Nun ist aber stets a,, < a, da a eine obere Schranke fiir die
Folgenglieder a,, ist. Zusammen haben wir also a — e < a, < a < a+¢, also |a,, — a| < ¢ fiir alle
n > ng. Da € > 0 beliebig war, ist a,, — a gezeigt. O
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Beispiel 3.21 (Eulersche Zahl). Wir betrachte die beiden Folgen (a,,), (b,) gegeben durch

1 n 1 n 1 n+1 1 n+1
an=<1+) :(”+ ) und bn:<1+> :(”+ ) .
n n n n

Wir zeigen die Monotonie beider Folgen.

Zunéchst zeigen wir, dass (a,) monoton wachsend ist. Dazu betrachten wir

2 n+1
A1 ( +1) (n+2)n\""n+1 1 41
_ —(1-
1 (n+1)2 n (n+1)2 n

1

und benutzen die Bernoulli-Ungleichung (1 + x)"*t > 1+ (n + 1)z fiir z = — 2

> —1, um
an n+1 n

Analog zeigen wir, dass (b,) monoton fallend ist. Dazu betrachten wir

- B (52 e G s e

b1 <L+2>”+2 n(n + 2) ntl n(n+2 n+1 n+1
n+1

zu erhalten.

wobei wir in der Abschéitzung wieder die Bernoulli-Ungleichung benutzt haben.

Wir erhalten also
2=a1 << <ap, < <by, << by < by =4

Also sind (a,,) und (b,) monotone und beschrankte Folgen und damit konvergent mit
an — @ = sup an, und b, — b:=1inf b,.

Wir zeigen nun noch, dass die Grenzwerte iibereinstimmen, also a = b ist. Dazu betrachten wir

1\" 1 4
bn—an:<1—|—> <1+—1>:a"§.
n n n n

Folglich ist a, < b, < a, + % und die Sandwichregel liefert a = lim a,, = limb,, = b.

Der gemeinsame Grenzwert der Folgen (a,) und (b,) wird Fulersche Zahl genannt und mit e
bezeichnet:

1 n 1 n 1 n+1 1 n+1
e:lim(l—l—) zsup<1+> zlim<1—i—) :inf<1—|—> .
n n n n

Wir bemerken noch, dass die Monotonie beider Folgen sogar strikt ist, da die Bernoulli-Ungleichung
in unserer Anwendung eine strikte Ungleichung ist.
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3.3 Teilfolgen, Satz von Bolzano-Weierstrafs
Ist (n1,ng,...) eine strikt monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, so heifst die Folge

(any) oy = (@nys Gnys- - )

Teilfolge der Folge (ay,). Aus lim,,_,o ay, = a folgt offensichtlich limy_,+ ap, = a fiir jede Teilfolge
(ank)zozl. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge konvergiert also ebenfalls, und zwar gegen den
gleichen Grenzwert.

Mit Hilfe des Teilfolgenbegriffs und des Monotonieprinzips kann man den wichtigen Auswahlsatz

von Bolzano-Weierstrafl einsehen.

Satz 3.22. Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir zeigen den Satz zunéchst fiir eine beschrénkte reelle Folge (ay). Dazu nennen wir
m € N einen Peak der Folge (a,), falls fir n > m immer a, < a,, gilt. Hat die Folge (ay)
unendlich viele Peaks n1 < ngo < ..., so ist die Teilfolge (ank) strikt monoton fallend und somit
nach dem Monotonieprinzip konvergent. Hat die Folge (a,) nur endlich viele Peaks, so wihlen
wir nq grofer als den grofiten Peak. Falls es iiberhaupt keinen Peak gibt, wiahlen wir ny beliebig,
z.B. n; = 1. Damit ist n; kein Peak und wir finden ny > n; mit an, < an,. Auch ng ist kein
Peak, also finden wir n3 > ng mit ay,, < an,. Setzen wir dies induktiv fort, erhalten wir eine
monoton wachsende und damit konvergente Teilfolge. Damit ist der Satz fiir reelle Folgen richtig.

Ist nun (ay,) eine beschrinkte komplexe Folge, so stellen wir a, = x, + iy, mit Realteil und
Imaginérteil dar. Dann sind die Folgen (x,) und (y,) reell und beschrankt. Nach dem gerade ge-
zeigten finden wir eine konvergente Teilfolge von (z,) und anschlieftend eine konvergente Teilfolge
der entsprechenden Teilfolge von (y,). Seien (n1,ng,...) die Indizes dieser nach zwei Schritten
entstandenen Teilfolgen, fiir die also (ajnk) und (ynk) konvergieren. Dann konvergiert auch die
Folge (ank). O

Der Satz von Bolzano-Weierstraft wird oft in einer Version mit dem Begriff Haufungspunkt for-
muliert.

Definition 3.23. Sei (a,) eine komplexe Folge und a € C. Dann heifit a Haufungspunkt oder
Hdiufungswert der Folge (a,), wenn jede e-Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder (a,)
enthélt, wenn es also unendlich viele n € N gibt mit |a,, — a| < e.

Vergleichen Sie das mit der Konvergenz a, — a: hier miissen fast alle Folgenglieder in jeder
e-Umgebung liegen. Insbesondere ist also der Grenzwert einer konvergenten Folge ein Haufungs-
punkt. Offenbar ist a genau dann Haufungspunkt von (a,), wenn es eine Teilfolge von (a,) gibt,
die gegen a konvergiert. Die Menge der Haufungspunkte einer Folge ist gerade die Menge der
Grenzwerte konvergenter Teilfolgen. Dies fithrt zu einer alternativen Formulierung des Satzes von
Bolzano-Weierstrafs:

Satz 3.24. Jede beschrinkte komplexe Folge besitzt einen Hdaufungspunkt.

Eine komplexe Folge ist genau dann konvergent, wenn sie beschrankt ist und genau einen Hau-
fungpunkt hat.

Die Menge der Haufungspunkte einer beschriankten reellen Folge (a,,) ist eine beschrankte Menge
in R. Das Supremum dieser Menge heift Limes Superior der Folge (a,,) und wird mit limsup a,,
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bezeichnet. Das Infimum heifst Limes Inferior und wird mit lim inf a,, bezeichnet. Offensichtlich
gelten die Ungleichungen

inf a,, < liminf a,, <limsupa, < supa,.

Limes Superior und Limes Inferior sind selbst Haufungspunkte von (ay). Wir iiberlegen uns
das hier fiir ¢ = limsup a,. Nehmen wir an, das a kein Haufungspunkt ist, dann existiert eine
e-Umgebung (a — €,a + ¢€), die nur endlich viele a,, enthilt. Es kénnen aber auch nur endlich
viele a,, die Ungleichung a,, > a + ¢ erfiillen, ansonsten wiirde es wegend es Satzes von Bolzano-
Weierstrass einen Haufungspunkt grofter als a geben. Also gibt es keinen Haufungspunkt h > a—e
und es folgt der Widerspruch a < a —e.

Also ist limsup a,, der grdfite Haufungspunkt von (a,) und liminf a,, der kleinste.

Wir zeigen noch die niitzlichen Formeln

liminf a, = lim inf a, und limsup a, = lim sup a,.
k—oon>k k—o0 >k
Da (a,) beschrénkt ist, existieren by = inf,>ya, und ¢ = sup,>;a, und es gilt by < ¢.
AuRerdem ist die Folge (bj,) monoton wachsend und die Folge (¢;) monoton fallend, es existieren
nach Satz 3.20 b = limj_, inf,,> a, und ¢ = limy_, sup,,~, ¢,. Wir setzen noch a = liminf a,
und zeigen a = b. Die Gleichung fiir lim sup a,, folgt analog.

Da a Haufungspunkt von (a,) ist, gibt es zu jedem ¢ > 0 und jedem k£ € N ein n > k mit
an < a+e. Also ist by, = inf,,>; a, < a+e¢ fiir alle k. Es folgt b = limb;, < a+ ¢, und da dies fiir
jedes € > 0 gilt auch b < a. Weiter gibt es zu jedem ¢ > 0 nur endlich viele a,, < a — &, woraus
by, = inf,>1 a, > a — ¢ fiir geniigend grofies k und schlieflich b = lim b, > a — ¢ folgt. Wieder ist
€ > 0 beliebig und damit b > a. Zusammen erhalten wir wie behauptet b = a.

Beispiel 3.25. Die Folge (a,) sei gegeben durch a, = (—1)" + % Fiir die Teilfolge (agp)
finden wir agy, = 1+ % — 1. Also ist 1 ein Haufungspunkt. Fiir die Teilfolge (agn+1) ist
aont+1 = —1+ #_H — —1. Also ist -1 ein Haufungspunkt. Weitere Haufungspunkte gibt es nicht.
Wir haben also

liminfa, = —1 und limsupa, = 1.

Beispiel 3.26. Sei (a,) eine Aufzidhlung aller rationalen Zahlen im Intervall [0, 1]. Da die ratio-
nalen Zahlen in [0, 1] dicht in [0, 1] liegen, finden wir zu jedem x € [0, 1] eine Teilfolge von (a,),
die gegen z konvergiert. Also ist die Menge der Haufungspunkte von (a,) das ganze Intervall
[0,1] und damit iiberabzéhlbar. Insbesondere haben wir fiir jede solche Folge

liminfa, =0 und limsup a, = 1.

Wir werden diesen Begriffen beim Studium der Konvergenz von Potenzreihen wiederbegegnen.

3.4 Cauchyfolgen

In diesem Abschnitt wollen wir ein weiteres Kriterium kennenlernen, mit dem man ohne die
Kenntnis des Grenzwertes auf die Konvergenz einer Folge schlieffen kann. Dieses Kriterium héngt
eng mit der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen zusammen. Zentral ist der Begriff der Cauchyfolge.

Definition 3.27. Eine komplexe Folge (a,,) heift Cauchyfolge, falls sie die folgende Eigenschaft
hat:
Zu jedem e > 0 existiert ein ng € N, so dass |a, —a,| < € ist fir alle n,m € N mit n, m > ny.
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Vergleichen Sie diese Definition mit der Konvergenzdefinition! Formal liest sich die Cauchyfol-
genbedingung so:

Ve >03ng e NVn,m e N: nym > ng = |a, — am| < €.
Fiir eine komplexe Folge (a,) mit a, = x,, + iy, und z,,y, € R gilt:
(ap) ist Cauchyfolge <= (x,,) und (y,) sind Cauchyfolgen.

Dies folgt aus

|0 — Tnls [Yn — Ym| < |an — am| = \/(fvn — Tm)? 4+ (Yn — Ym)%

Das zentrale Ergebnis dieses Abschnitts ist

Satz 3.28. Sei (ay,) eine komplexe Folge. Dann ist (a,) genau dann konvergent, wenn (a,) eine
Cauchyfolge ist.

Beweis. Wir iiberlegen uns zunéchst die einfache Implikation: Ist (a,) konvergent, dann ist (a,)
eine Cauchyfolge. Dazu sei a,, — @ und € > 0. Dann finden wir ein ng so dass |a, —a| < § fiir
alle n > ng gilt. Aus der Dreiecksungleichung folgt dann fiir n,m > ng

e €
\an—am\g]an—a\+\a—am|<§+§=.€

und die Cauchyfolgeneigenschaft ist erwiesen.

Fiir die andere Implikation ist zu zeigen: Ist (a,) eine Cauchyfolge, dann ist (a,) konvergent.
Nach obiger Bemerkung geniigt es, dies fiir reelle Folgen zu zeigen. Zunéchst zeigen wir dazu,
dass eine Cauchyfolge beschriankt ist. Dazu wihlen wir zu € = 1 ein ng mit |a, — a,,| < 1 fir
n,m > ng. Mit der Dreiecksungleichung folgt dann

|an| < lan — ang| + |any| < 1+ |an,|

fir n > ng. Damit ist max{|ai|,...,|an,—1],1 + |an,|} eine Schranke fiir |a,| fir alle n € N,
vergleiche den entsprechenden Beweis fiir Beschranktheit konvergenter Folgen.

Aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf folgt nun die Existenz einer konvergenten Teilfolge von
(an), deren Grenzwert wir a nennen. Wir zeigen schlieflich, dass a sogar Grenzwert der gesamten
Folge (ay,) ist. Dazu fixieren wir € > 0 und wahlen ng so, dass |a, — ay,| < € fir n,m > nyg ist.
Dies ist die Cauchy-Folgen-Eigenschaft. Aus der gegen a konvergenten Teilfolge wihlen wir nun
ein a,, mit m > ng und |a,, — a| < €. Die Dreiecksungleichung liefert dann fiir jedes n > ng

lan, — a| < |ay, — am| + |am — a| < 2e,
was die Konvergenz a,, — a zeigt. O

Wir diskutieren jetzt noch einmal die Vollstandigkeit der reellen Zahlen. Fiir diese Eigenschaft
gibt es eine Reihe von dquivalenten Formulierungen, die im Zusammenhang mit zentralen Resul-
taten aus der Vorlesung stehen. Dazu sei K ein angeordneter Korper. Dann sind die folgenden
Aussagen iiber K &quivalent:

1. K ist ordnungsvollstdandig, d.h. jede nichtleere nach oben beschrinkte Teilmenge von K
hat ein Supremum. (das war unser Axiom der Vollstandigkeit!)
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2. K ist archimedisch (d.h. die natiirlichen Zahlen in K sind unbeschrinkt) und jede Inter-
vallschachtelung aus abgeschlossenen Intervallen hat einen nichtleeren Durchschnitt.

3. Jede monotone und beschriankte Folge in K besitzt einen Grenzwert.
4. Jede beschriankte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge (Bolzano-Weierstraf).

5. K ist archimedisch und jede Cauchyfolge in K konvergiert.

Dass die Eigenschaft 1. die Eigenschaften 2.-5. impliziert, haben wir in der Vorlesung gezeigt. Es
ist eine gute Ubungsaufgabe, auch die umgekehrten Implikationen zu zeigen.

Wir schlieffen dieses Kapitel mit der Einfithrung des Begriffs der bestimmten Divergenz (in
manchen Biichern uneigentliche Konvergenz) einer reellen Folge. Dazu benutzen wir die Symbole
00 = +00 und —oo. Sei also (ay) eine reelle Folge. Dann heifst (a,) bestimmt divergent gegen
+00, falls gilt

VR>03dnge NVne N: n>ng=a, > R.

Dafiir schreiben wir a,, — +o00 oder lima,, = +00. Weiter heift (a,) bestimmt divergent gegen
—o0, falls gilt
VR>0dny e NVvn e N: n>ny=a, < —R.

Dalfiir schreiben wir a,, — —oo oder lim a,, = —o0.

Zum Beispiel gilt
lim v/n = +oo, lim (f V/n) = —oo.
n—o0

n—oo

Hingegen ist die Folge (ay,) mit a,, = (—1)™/n nicht bestimmt divergent. Viele der Rechenregeln
fiir Grenzwerte reeller Folgen lassen sich auf uneigentliche Grenzwerte verallgemeinern. Ist zum
Beispiel a,, — a € R und b,, = +o0, so gilt a,, + b, — +00 und a, — b, — —oo. Allerdings muss
man vorsichtig sein, aus a, — 400 und b, — —oo kann man nichts iiber die Konvergenz von
an, + by, schlussfolgern! Uberlegen Sie sich an dieser Stelle, welche Rechenregeln gelten und finden
Sie Gegenbeispiele fiir Regeln, die nicht gelten!
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4 Reihen

Reihen sind spezielle Folgen (s,,), die mit Hilfe der Zuwéchse a,, = sy, —s,—1 beschrieben werden,
also

S1 = ai

S = a1+a

s3 = ai;+az+as

84 = a1+tazx+taz+ay

Sie werden sich als wichtiges Hilfsmittel zur Konstruktion und Behandlung von Funktionen her-
ausstellen.

4.1 Der Reihenbegriff, Konvergenz und Eigenschaften

Sei also (ay) eine komplexe Folge und

fiir n € N. Dann heifit die Folge (s,,) eine unendliche Reihe oder kurz Reihe, fiir die man auch
[e.9]
Z ag oder a1 +as+asz+... oder kurz Z ak
k=1

schreibt. Die Zuwéchse a heiken Glieder der Reihe und die Summen s, heiflen Partialsummen
der Reihe. Ist die Folge der Partialsummen (s,) konvergent mit s,, — s, so heift die Reihe ) ay,
konvergent und wir schreiben auch fiir den Grenzwert s

o0 n

E ag :=s= lim s, = lim E k.
n—oo n—oo

k=1 k=1

Reihen, die nicht konvergent sind, heifen divergent.

Sind die Reihenglieder ay reell und gilt s,, — oo oder s,, — —o0, so schreibt man auch

[o¢] o0
Zak:oo bzw. Zak:—oo
k=1 k=1

und nennt die Reihe bestimmt divergent oder uneigentlich konvergent.

Natitirlich kann man auch Reihen der Form
o0 o0
Z ag oder Z ag
k=0 k=42

betrachten, die Definition sollte nun klar sein.

Ein nicht sonderlich interessantes Beispiel ist
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Beispiel 4.1 (Endliche Reihen). Ist (ay) eine abbrechende Folge, also ay = 0 fiir k£ > ko, so sind
die Partialsummen s,, der Reihe 220:1 ap, fir n > ko konstant und die Reihe somit konvergent
mit

o) ko
D ak =) o
k=1 k=1

Ein wesentlich spannenderes Beispiel ist das folgende

Beispiel 4.2 (Geometrische Reihen). Ist (ay) eine geometrische Folge, d.-h. ay = ¢* fiir eine
komplexe Zahl ¢, so nennt man die resultierende Reihe

00
> d
k=0

eine geometrische Reihe. Fiir ¢ # 1 kennen Sie aus den Ubungen bereits die Formel fiir die

Partialsummen
n+1

k=0

)

L—gq
die man leicht einsieht, indem man

n n+1

Q=q)sn=) ¢"=> ¢F=1-¢*"
k=0 k=1

beobachtet. Da fiir |q| < 1 die Folge (¢"*!) eine Nullfolge ist, gilt lim s, = l%q. Fiir g < 1 ist
die geometrische Reihe 3 ¢* also konvergent mit

[e.@]
|
Zq T 1= q
k=0
Fiir ¢ = 0 muss man fiir die Giiltigkeit dieser Formel 0° := 1 setzen. Fiir |q| > 1 ist die
geometrische Reihe divergent.

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist

Beispiel 4.3 (Harmonische Reihe). Die harmonische Reihe ist die Reihe > 3%, 1. Diese Reihe
ist bestimmt divergent

oo

k=1

Dies sieht man ein, indem man beobachtet, dass die Partialsummen monoton wachsend sind und
die Abschéitzung

1 /1 1 11 1 1 1 1 1
s;m o= 14+ (z+-)+(c+z+-+5)++ + bt

= OQ.

=

2 3 4 5 6 7 8 =l 1 2n=l 42 2n

1 1 1 1
> 14+ -4+92. 2444 .c.qpon-l, —
> +2+ 4+ 8+ + 5
= 1+1+1+1+ +1
a 2 2 2 2
n
= 14—
+2
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Aus der Definition der Reihenkonvergenz und den entsprechenden Regeln fiir konvergente Folgen
leitet man leicht die beiden folgenden Rechenregeln ab (tatséachlich?!):

e Sind ) aj und ) by konvergent, so ist auch > (ay + by) konvergent mit

D ar+b) =D ar+ Y by
- ps =1

k=1

e Ist > aj konvergent und ¢ € C, so ist auch ) cay konvergent mit
o0 o0
S e = an
k=1 k=1

Wir iibersetzen jetzt das Cauchykriterium fiir die Konvergenz der Partialsummenfolge (s,,) in das
Cauchykriterium fir die Konvergenz der Reihe ) | ax. Dabei ist nichts zu beweisen, wir beobachten
nur, dass fir die Differenz

m n m
Sm_sn:§ ak_zak: Zak

gilt, falls m > n ist.

Satz 4.4 (Cauchykriterium). Die Reihe > ay ist genau dann konvergent, wenn gilt

m

> @

k=n+1

Ve >0dng e NVn,m eN: m>n > ng = < e.

Indem man nur den Fall m = n + 1 betrachtet, erhélt man fiir eine konvergente Reihe )" aj aus
dem Cauchykriterium die Aussage

Ve>03ng e NVm e N: m > ng = |an| <e.

Das ist aber nichts anderes als die Aussage, dass (a,) eine Nullfolge ist. Es gilt also das wichtige

Korollar 4.5. Ist Y ay konvergent, so ist die Folge der Reihenglieder (ax) eine Nullfolge. Ist
(ar) keine Nullfolge, so ist Y ay nicht konvergent.

Auch das Monotoniekriterium liefert ein niitzliches Konvergenzkriterium fiir Reihen mit nicht-
negativen reellen Gliedern:

e Eine Reihe ) ap mit a; > 0 fiir alle £ € N konvergiert genau dann, wenn ihre Partialsum-
men beschrankt sind.

Dies liegt einfach daran, dass die Partialsummen einer solchen Reihe monoton wachsend sind.

Beispiel 4.6. Mit Hilfe des Monotoniekriteriums erhélt man zum Beispiel die Konvergenz der

Reihe
=1
Do
k=0
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Tatséchlich sieht man durch die Abschétzung

11 1 11 1
sn=lt gt Sleldotogt..

TRbT 5 T3 i1 <3

die Beschranktheit der Partialsummen und damit die Konvergenz der Reihe. Es gilt

Dies sieht man durch die folgenden Betrachtungen ein.

Zunéchst folgt aus dem binomischen Satz
D) oM (M) (M)
n 1/n 2)n? n) n"
I I I N P N C DR St
2! n n! n n n

Daraus ergibt sich einerseits

und damit
1\" 1
= 1 —_ < —
e nlggo <1+n> < E !

Andererseits folgt fiir festes £ € N auch

. 1\" . 1 1 1 1 2 /-1
Iim (14 — > lm (1+1+=(1——)+---4+=(1—— 1——)...(1— ——
n—00 n n—o0 2! n 1l n n n
1
k!
k=0

und damit
=1
e > Z T
k=0

Beispiel 4.7. Das Monotoniekriterium benutzen wir jetzt, um die Dezimalbruchentwicklung
und allgemeiner b-adische Entwicklungen von reellen Zahlen iiber den Reihenbegriff einzufiihren.
Sei dazu b € N, b > 2. Fiir die Dezimalbruchentwicklung ist & = 10. Auch der Fall b = 2
spielt eine gewisse Rolle, die entsprechende b-adische Entwicklung heifft Bindrdarstellung oder

Dualdarstellung. Die Zahlen 0,1,...,b — 1 nennen wir jetzt Ziffern und schreiben fiir eine Folge
Z1, 29, 23, ... von Ziffern
oo
2k
0.212223 e = Z b—k
k=1

Die Glieder dieser Reihe sind nichtnegativ und die Partialsummen sind beschrinkt durch

—~b—1 — 1 1
Zbk:(b—l)kzbk:(b—l)(l —1>:1,

1
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die Reihensumme ist also eine reelle Zahl in [0, 1].

Um sich zu iiberlegen, dass auch jede reelle Zahl im Intervall [0,1) in der Form 0.z12223. ..
geschrieben werden kann, brauchen wir die Definition

[z] ;==max{n €Z : n <z}

des grofsten Ganzen einer reellen Zahl z. Setzt man dann némlich z; := [bz] und induktiv
n—1 2
k=1

so erhilt man
n—1

z i, 1

k k

E ST
k=1

und damit induktiv 0 < z, <bund . = > ;7 Z—’,g. Will man die b-adische Darstellung eindeutig
machen, so muss man wie iiblich verbieten, dass die Folge (zx) ab einer gewissen Stelle konstant
gleich b — 1 ist.

k=1

4.2 Absolute Konvergenz und Konvergenzkriterien

Eine wichtige Klasse konvergenter Reihen sind die absolut konvergenten Reihen.

Definition 4.8. Die Reihe ) ay, heiflt absolut konvergent, falls die Reihe > |ag| ihrer Absolut-
betrége konvergent ist.

Beispiel 4.9 (Geometrische Reihen). Die geometrische Reihe
oo
> 7
k=0

mit |g| < 1 ist absolut konvergent, da die Reihe ihrer Absolutbetrige die (konvergente) geome-

trische Reihe
o
> gl
k=0

ist.

Beispiel 4.10 (Alternierende harmonische Reihe). Die alternierende harmonische Reihe ist die
Reihe

oo

1 1 1 1
D L [
Z; R 2371

Diese Reihe ist nicht absolut konvergent, da die Reihe ihrer Absolutbetrige die (divergente)
harmonische Reihe ist. Wir werden bald einsehen, dass die alternierende harmonische Reihe
trotzdem konvergent ist.

Wir haben schon angekiindigt:

Satz 4.11. Absolut konvergente Reihen sind konvergent.
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Beweis. Dies folgt aus der zweifachen Anwendung des Cauchykriteriums zusammen mit der
Dreiecksungleichung. Sei dazu ) aj absolut konvergent und e > 0. Dann existiert wegen der
Konvergenz der Reihe ) |ag| ein ng, so dass fir m > n > ng

m

Z lag| < €

k=n-+1
ist (Cauchykriterium). Die Dreiecksungleichung liefert

m

> w

k=n+1

m

< Z lag| < e

k=n-+1

fiir m > n > nog, also ist Y aj konvergent (Cauchykriterium). O

Das liefert die folgenden niitzlichen Vergleichskriterien:

e Majorantenkriterium: Ist ) by absolut konvergent und |ax| < |bg| fiir (fast) alle k, so ist
auch Y ay absolut konvergent.

o Minorantenkriterium: Ist 0 < by < ay, fiir (fast) alle & und ist ) by divergent, so ist auch

> ay, divergent.

So ist z.B. jede Reihe Y a; konvergent, fiir die es ein ¢ € (0,1) gibt mit |ag| < ¢* fiir fast alle
k € N. Hieraus ergeben sich zwei der wichtigsten Konvergenzkriterien fiir Reihen:

o Wurzelkriterium: Gibt es ein kg und ein ¢ € R mit 0 < g < 1, so dass
Vag| <q  fiir k> ko
gilt, so ist > aj absolut konvergent (und damit konvergent).
e Quotientenkriterium: Gibt es ein kg und ein ¢ € R mit 0 < ¢ < 1, so dass

ag+1
ag

ap #0 und <gq fir k > ko

gilt, so ist > ay absolut konvergent (und damit konvergent).

Die Bedingung beim Wurzelkriterium ist ndmlich dquivalent zu |ay| < ¢* fiir & > ko. Beim
Quotientenkriterium nehmen wir 0.B.d.A. an, dass die Bedingung fiir alle k gilt und erhalten
induktiv

lak| < glar—1] < Plag—o| < -+ < ¢ Hanl.

Es ist wichtig, dass in den Bedingungen tatséchlich ¢ < 1 ist. Eine Abschwéchung der Bedingun-

gen zu

k1
ag

Vlag] <1 oder

fiir alle £ € N reicht nicht aus, wie das Beispiel der harmonischen Reihe ) % zeigt.

<1

Oft kann man die folgenden Limes-Versionen der Kriterien anwenden:
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o Wurzelkriterium: Falls der Grenzwert
lim /|ag| <1
k—ro00
existiert, so ist > aj absolut konvergent (und damit konvergent).

o Quotientenkriterium: Falls der Grenzwert

Ak+1
Gk

lim

k—o00

<1

existiert, so ist »  ax absolut konvergent (und damit konvergent).

Beispiel 4.12. Fiir jedes z € C konvergiert die Reihe

k!’
k=0
denn es gilt
Zk+1
ak1| _ | GaDt| _ |7
= —| = ,
ak % k+1

was mit £ — oo gegen 0 konvergiert und damit sicher die Bedingung im Quotientenkriterium
erfiillt.

Beispiel 4.13. Die Reihe
oo
>
%
k=1 k
konvergiert nach dem Wurzelkriterium, da &/ay| = + < % fiir k > 2 gilt.
Beispiel 4.14. Fiir jedes z € C mit |z] < 1 und jedes m € N konvergiert die Reihe

oo

k
S ke
k=1

denn es gilt
lim 4/|ag] = lim V& |2 = |2| < 1,

womit die Bedingung im Wurzelkriterium erfiillt ist.

Absolute Konvergenz ist sehr wichtig, wenn man Reihenglieder umordnen mdéchte, also in gewis-
sem Sinne Kommutativitat und Assoziativitit der Addition bei Reihen anwenden mdchte. Damit
muss man im Allgemeinen sehr vorsichtig sein, wie der folgende ,Beweis“ der Gleichung 0 = 1
zeigt:

0=1-)+1-H)+Q-1)+--=14+(-1+1)+(-1+1)+---=1.

Offensichtlich ist das Gleichheitszeichen in der Mitte nicht giiltig. Hat man hingegen eine absolut
konvergente Reihe, so kann man die Reihenglieder beliebig umordnen und zusammenfassen und
die entstehende Reihe ist wieder konvergent mit der gleichen Summe. Formal: Ist > 72 | aj absolut
konvergent und 7 : N — N eine Bijektion (also eine Permutation der natiirlichen Zahlen), so ist
auch > 72, ar (k) konvergent und es gilt

D any = Y k.
k=1 k=1

Reihen mit dieser Eigenschaft fiir beliebige Permutationen 7 nennt man iibrigens unbedingt
konvergent. Mit dieser Terminologie gilt dann
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e Eine Reihe ist unbedingt konvergent genau dann, wenn sie absolut konvergent ist.

Fiir einen Beweis dieses Satzes verweisen wir hier auf die Literatur. Ubrigens kann man eine
konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe mit reellen Gliedern so umordnen, dass jede
beliebige vorgegebene reelle Zahl als Reihensumme herauskommt. Dieses Resultat ist als Rie-
mannscher Umordnungssatz bekannt.

4.3 Alternierende Reihen und Leibniz-Kriterium

Reihen mit reellen Gliedern, deren Vorzeichen alternieren, heiffen alternierende Reihen. Ein Bei-
spiel ist die bereits erwdhnte alternierende harmonische Reihe

o0
1 1 1 1
Lt S P E
N MR

Fiir alternierende Reihen gilt das folgende wichtige Konvergenzkriterium:

Satz 4.15 (Leibniz-Kriterium). Ist (ai) eine monoton fallende Nullfolge reeller Zahlen (also
insbesondere ay, > 0 fiir alle k € N), so ist die alternierende Reihe a1 — as + az — aq = ...
konvergent.

Beweis. Aus der Monotonie der Folge (ay) folgt, dass a; — ag,as — a4, ... nichtnegativ sind.
Damit bilden die Partialsummen der alternierenden Reihe

ar—as+az—agx...
mit geradem Index n eine monoton wachsende Folge:

Sont2 = S2n + (Q2n4+1 — A2n42) > Sop.

Analog sieht man ein, dass die Partialsummen mit ungeradem Index eine monoton fallende Folge
bilden. Auflerdem ist sop41 — S2, = aopg1 > 0 flir jedes n € N, also so,11 > s9,. Wir erhalten
dann

82 <54 < - XSy <o S Sopgg oo - <83 < s

Als monotone und beschriankte Folgen konvergieren die beiden Folgen (s2,,) und (s2,+41), und
Zwar wegen Sopt1 — Son = @opy1 — 0 gegen den gleichen Grenzwert s. Damit konvergiert aber
die gesamte Partialsummenfolge (s, ) gegen s, die alternierende Reihe ist konvergent. O

Insbesondere konvergiert also die alternierende harmonische Reihe, obwohl sie nicht absolut kon-

vergent ist. Ubrigens ist
1 1 1
l—=-4-—-=-+---=1n2
57371 ne

was wir aber an dieser Stelle noch nicht zeigen kénnen.
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4.4 Reihen mit beliebigen Indexmengen, Umordnungssatz und Cauchy-Produkt

Oftmals ist die Indexierung der Reihenglieder mit den natiirlichen Zahlen nicht die am besten
angepalte Variante. Aus diesem Grund betrachten wir jetzt Reihen, wo die Indizes in beliebi-
gen (abzdhlbaren) Indexmengen laufen. Dazu sei M eine abziéhlbare Menge, ¢ : N — M eine
Bijektion und fiir jedes oo € M sei a,, € C. Ist dann die Reihe

[ee]
pLE
k=1

absolut konvergent, so sagen wir, dass die Reihe
D aa
aeM

absolut konvergent ist und setzen

Z [ Zav(k).
k=1

aceM

Da man absoult konvergente Reihen beliebig umordnen kann, ohne die Reihensumme zu veran-
dern, ist diese Definition unabhéngig von der konkreten Wahl der Bijektion . Ist zum Beispiel
G die Menge aller geraden natiirlichen Zahlen, so ist

Zi_l+i+i+
n2 4 16 36
neG

Dann gilt

Satz 4.16 (Grofser Umordnungssatz). Sei M eine abzahlbare Menge und seien Iy, I3, . .. paar-
weise disjunkte Teilmengen von M, deren Vereinigung ganz M ist - also eine Zerlegung von M.
Ist 3 car Ga absolut konvergent, so sind auch alle Zaelk aq absolut konvergent und es gilt

> a=) Y

aceM k=1 acly

Beweis. Da ) s o absolut konvergent ist, ist wegen
D laal < ) lal
acl aceM

fiir jedes I C M auch ) ;aq absolut konvergent.

Wir zeigen die Summenformel nur fiir Zerlegungen von M in zwei Mengen M = I U J. Fiir
Zerlegungen in endlich viele Mengen folgt sie dann per Induktion, fiir Zerlegungen in abzéahlbar
viele Mengen ist noch ein bifschen mehr Arbeit notwendig.

Seien dazu 1 : N — I und ¢9 : N — J zwei Bijektionen. Dann ist durch ¢(2n — 1) = ¢p1(n)
und ¢(2n) = p2(n) fir n € N eine Bijektion ¢ : N — M definiert. Dann erhalten wir mittels der
absoluten Konvergenz von )/ Ga

D A= D A = D Ay T Y Gpyn) = D da T Y da-
n=1 n=1 =1

aeM ael acJ
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Das wohl wichtigste Beispiel sind Doppelreihen, fiir die M = N x N ist, also Reihen der Form
o
> g
ij=1

Ist diese Reihe absolut konvergent, so erlaubt uns der Umordnungssatz verschiedene Berech-
nungsmethoden:

0o [e) [e) o) 00 0o 00 k—1
ij=1 i=1 \ j=1 j=1 \i=1 k=2 \i+j=k k=2 \i=1
Stellt man sich die Glieder der Doppelreihe angeordnet als unendliche Matrix

a1l aiz2 ais
a21 a2 a23
a31 asz ass

vor, so werden mittels

zunéchst alle Zeilensummen in der Matrix berechnet und anschliefend addiert. Die Summation
oo o0
> (o)
j=1 \i=1

entspricht der Berechnung der Spaltensummen und anschliefsender Summation dieser. Die letzten
zwei Berechnungsmethoden summieren erst iiber die Nebendiagonalen. Ist die Doppelreihe

o0
2 aig
ij=1
absolut konvergent, erhélt man ihre Summe durch jede dieser Methoden.

Zum Beispiel kann man damit fiir |z|, |w| < 1 die doppelte geometrische Reihe

Zzw:;’ jz::ow] :§Z11_w:<l—z><l—w>

2,j=1

erhalten. Man multipliziert also die beiden geometrischen Reihen einfach aus und erhéalt die
doppelte geometrische Reihe:

e Sind ) ax und > by absolut konvergent, so ist

o0 o) o)
(Z ai> Z bj = Z aibj
i=1 j=1 3,j=1

und die entstehende Doppelreihe ist absolut konvergent.
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Fiir die spiatere Anwendung auf Potenzreihen ist der folgende Spezialfall relevant, den man auch
als Cauchy-Produkt bezeichnet:

e Sind > ax und > by absolut konvergent, so ist
[e9) 0o 00 k
(Z CLi) Z bj = Z ( aibk_i> .
i=0 j=0 k=0 \i=0
Anders geschrieben:

(ap+ar+ag+...)(bo+b1+ba+...) =apby + (agb1 + a1bo) + (apbe + a1by + azbp) + . ..
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5 Stetige Funktionen

In diesem Kapitel geht es um einen weiteren wichtigen Begriff der Analysis - die Stetigkeit. Auch
dieser beruht auf der Betrachtung von Grenziibergéngen. Eine Funktion soll stetig sein, wenn
kleine Anderungen im Argument nur kleine Anderungen im Funktionswert zur Folge haben. Eng
verbunden mit dem Begriff der stetigen Funktion ist der Begriff des Grenzwertes einer Funktion.
Diesen werden wir im Anschluss an das Studium der Grundlagen der Stetigkeit untersuchen. Wei-
ter behandelt das Kapitel zwei wichtige Satzen iiber stetige Funktionen - den Zwischenwertsatz
und den Satz vom Maximum und Minimum. Wir schliefen mit einer Ubersicht iiber elementare
Funktionen.

5.1 Reelle Funktionen, algebraische Operationen, Ordnung

Wiederholen Sie an dieser Stelle den allgemeinen Begriff der Funktion sowie die damit zusam-
menhédngenden Begriffe Bild, Urbild, Graph, Injektivitdt, Surjektivitat, Bijektivitat, Umkehr-
oder inverse Funktion, Komposition oder Hintereinanderausfiihrung.

Wir wollen nun noch kurz auf reellwertige Funktionen auf einer allgemeinen Menge D eingehen,
also Funktionen f : D — R. Da man im Bildbereich algebraische Operationen hat, kann man
diese punktweise auch fiir solche Funktionen definieren. Seinen dazu f,g : D — R zwei derartige
Funktionen. Dann definieren wir die Summe f + g : D — R durch (f + g)(z) = f(z) + g(=) fir
x € D. Das Produkt fg: D — R ist gegeben durch (fg)(z) = f(z)g(z) fir x € D. Ist a € R, so
definiert man die Funktion af : D — R ebenfalls punktweise durch (af)(z) = af(z) fir z € D.
Ist zB. D =Rund f(z) =z, soist g = f2 = f- f die Funktion g(z) = 2% und h = 429 +5f + 1
ist die Funktion h(z) = 4222 + 52 + 1. Ebenso definiert man punktweise die Funktionen f — g,
L (falls g(x) # 0 fiir alle z € D ist).

Funktionen f,g: D — R kann man punktweise miteinander vergleichen. So schreibt man f < g,
falls f(z) < g(z) fir alle x € D ist. Analog sind f < g, f > g und f > g definiert.

Ist D C Rund f: D — R, so heifst f monoton wachsend, falls aus x1,20 € X und 1 <
x9 die Ungleichung f(x1) < f(x2) folgt. Gilt sogar f(x1) < f(xz2) fiir 21 < x2, so heifit f
strikt monoton wachsend. Definieren Sie selbst monoton fallende und strikt monoton fallende
Funktionen. Machen Sie sich klar, dass eine monoton wachsende Funktion a : N — R gerade eine
monoton wachsende Folge reeller Zahlen ist.

5.2 Stetigkeit - Definition, Charakterisierung, grundlegende Sitze

Die ,,Schuldefinition‘ fiir Stetigkeit, die man manchmal lernt, ist: eine Funktion heifst stetig, wenn
man sie ohne Absetzen durchzeichnen kann. Anschaulich soll diese Definition besagen, dass eine
stetige Funktion ,keine Spriinge macht“. Diese ,,Definition* hat einige Nachteile.

e Was soll das eigentlich genau heifsen?

e Sinn macht das nur fiir Funktionen f : [a,b] — R auf Intervallen [a,b]. Was ist mit Funk-
tionen mit anderem Definitionsbereich? Was mit komplexen Funktionen?

e Sind die Funktionen in den folgenden Beispielen nun stetig oder nicht?
— f:]0,1] — R gegeben durch

_J 0 firzeQ
ﬂm_{lfﬁx&@
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— f:R— R mit
sind fiir z #£0
f(:):)—{ 0 flirz=0

— f:R — R mit
:z:sin% fir x #0
f(x)_{ 0 firz=0

Fiir die intuitive Vorstellung, was Stetigkeit bedeutet, ist die Schuldefinition natiirlich trotzdem
gut geeignet.

Um zu einer mathematisch sauberen und brauchbaren Definition zu kommen, orientieren wir
uns an der Grenzwertdefinition fiir Folgen. Wir wollen sagen: falls die Argumente z und x( dicht
beieinander liegen (also mit einem ¢ > 0 die Ungleichung |z — x| < ¢ gilt), sollen sich auch die
Funktionswerte nur wenig unterscheiden (also soll |f(z) — f(zo)| < € gelten). Wir brauchen also
die Folgerung

[z — x| <6 = |f(2) — f(zo)| <e,

und zwar fiir alle € > 0, wobei wir das § passend zu ¢ wéahlen miissen. Diese Wahl von § in
Abhéngigkeit von € > 0 entsprach bei der Definition der Folgenkonvergenz der Wahl des ny.
Damit gelangen wir zu folgender Definition, die sogenannte e-d-Definition der Stetigkeit.

Definition 5.1. Sei D C R und sei f : D — R eine Funktion. Weiterhin sei zo € D. Dann heifst
f stetig im Punkt x, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle € D die Implikation

|z — 20| <6 =|f(z) — f(zo0)| <€
gilt. Mit Quantoren: f ist stetig im Punkt xg, wenn gilt

Ve>036>0Vz e D: |z —xo| <= |f(x) — f(zo)| <e.

Die Stetigkeit nach dieser Definition ist also eine lokale Eigenschaft in einem Punkt zg des
Definitionsbereich der Funktion. In jedem Punkt xg € D kdnnen wir entscheiden, ob die Funktion
stetig ist oder nicht. Zur Deutlichkeit schreiben wir die Eigenschaft von f, in einem Punkt xg € D
nicht stetig zu sein, auf:

Jeog>0V0 >03x €D : |z —xo| <9 und |f(z) — f(zo)] > 0.

Um zu zeigen, dass eine Funktion in einem Punkt xg micht stetig ist, muss man also nur ein
go finden, so dass es in jeder -Umgebung des Punktes xy einen Punkt x gibt, so dass sich die
Funktionswerte f(x) und f(zp) um wenigstens ¢y unterscheiden.

Verlangt man nun, dass f in jedem Punkt des Definitionsbereichs stetig ist, gelangt man zur
globalen Definition einer stetigen Funktion.

Definition 5.2. Sei D C R und sei f: D — R eine Funktion. Dann heift f stetig (oder global
stetig), wenn f in jedem Punkt xg € D stetig ist.

Beispiel 5.3. Konstante Funktionen sind stetig.

Beispiel 5.4. Die identische Funktion f : R — R ist stetig (auf ganz R), denn fiir diese Funktion
gilt
|f(@) = f(zo)| = |z — 20
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und man kann zu gegebenem e > 0 das d > 0 einfach als § = & wéhlen:
|z — 20| < 0= |f(z) — fzo)| = [z —wo| < I =
Analog folgt mit der Dreiecksungleichung
||| = |aol| < |z — o]
die Stetigkeit der Betragsfunktion g(z) = |z| auf R.

Beispiel 5.5. Die Funktion f : R — R gegeben durch f(z) = z? ist stetig (auf ganz R). Wir
werden bald einen einfacheren Weg sehen, um dies zu zeigen. An dieser Stelle beweisen wir die
Stetigkeit von f(z) = 22 direkt mit der e-6-Definition. Sei also 29 € R beliebig. Um die Stetigkeit
von f im Punkt xy zu zeigen, miissen wir zu gegebenem & > 0 ein > 0 finden, so dass

2*33(2)’<6 fiir |z —xo| <6

E
gilt. Dazu schétzen wir mit der Dreiecksungleichung folgendermaifsen ab:
‘mQ — :c%‘ = ‘(x —x0)(z + :Eo)} = |z — x| |z + 0| < |x — 20| (|x —xo| + 2]x0|)

Ist nun
|z — z0] < 1, (1)

so konnen wir den zweiten Faktor durch
| — o] + 2|xo] < 1+ 2|z

abschéatzen. Ist aulerdem

€
T —x9 < ———7, 2
[ = ol 1+ 2|20 2)
so erhalten wir insgesamt
2 2 €
t—xf| < ———— (1 + 2|zg|) = €.
‘ 0‘ 1+2‘J}0’ ( ’ OD

Wahlen wir also

€
6 =min< 1, —— » >0,
{ 14'2|300|}

so sind fiir alle x mit |z — xo| < ¢ beide Ungleichungen (1),(2) erfiillt und es folgt wie gewiinscht

2

|2? — 2f| <e.

Im letzten Beispiel hingt das gewéhlte § nicht nur von ¢, sondern auch vom Punkt xg € D ab.
Das ist in der Definition der Stetigkeit natiirlich zuléssig. Der Punkt xg wird ja festgehalten. Die
stetigen Funktionen, fiir die man das d unabhdngig von xy wihlen kann, spielen aber ebenfalls
eine wichtige Rolle. Dies fithrt uns zur néchsten Definition, bei der wir aus Symmetriegriinden
x,xg durch x1, 9 ersetzen.

Definition 5.6. Sei D C R und sei f: D — R eine Funktion. Dann heifft f gleichmdfSig stetig,
falls es zu jedem &€ > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle 21,22 € D die Implikation

|21 — 22| <6 = |f(z1) — flz2)| <&
gilt. Mit Quantoren: f ist gleichméfig stetig, wenn gilt

Ve >0d6 > OVxi,20 € D : |x1 —562| <) — |f(ac1) —f(.’IJz)l < €.
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Gleichméfige Stetigkeit ist also eine Verschiarfung der Stetigkeit, es gilt:

f gleichmafig stetig = f stetig.

Die Funktionen aus den Beispielen 5.3 und 5.4 sind gleichméfig stetig, die Funktion aus 5.5 nicht
(tatsdchlich?). Betrachtet man aber die Funktion aus Beispiel 5.5 eingeschrankt auf ein Intervall
[a,b], also f : [a,b] — R mit f(x) = 22, so zeigt der Beweis oben, dass man dann § unabhiingig
von xg € [a,b] wihlen kann, also f gleichméRig stetig ist.

Die Funktionen aus den Beispielen 5.3 und 5.4 haben sogar noch eine stirkere Stetigkeitseigen-
schaft, die wir jetzt einfithren - sie sind Lipschitz-stetig.

Definition 5.7. Sei D C R und sei f : D — R eine Funktion. Dann heifst f Lipschitz-stetig,
falls es eine Konstante L > 0 gibt, so dass fiir alle z1, x5 € D die Ungleichung

|f(z1) — f(x2)] < L|xy — zo
gilt.

Offenbar sind Lipschitz-stetige Funktionen gleichméfig stetig, denn hier kann man 6 =  wéh-

len. Lipschitz-stetige Funktionen sind also gerade die stetigen Funktionen, fiir die man in der
urspriinglichen Stetigkeitsdefinition ¢ linear in & wéhlen kann (und unabhéngig von zp). Wir
haben dann die Implikationen

f Lipschitz-stetig = f gleichméfig stetig = f stetig.

Beispiel 5.8. Lineare Funktionen sind Lipschitz-stetig. Eine lineare Funktion f : R — R ist eine
Funktion der Form f(x) = ax + b mit Konstanten a,b € R. Die Lipschitz-Stetigkeit folgt aus

[F(@1) — F(w2)| = |(az1 +b) — (azz + b)| = |al |21 — 2]
Hier kann man also L = |a| wéhlen.

Beispiel 5.9. Die Funktionen f : R — R gegeben durch f(x) = |z|, f(z) = Rexz, f(z) = Imx,
f(z) = T sind Lipschitz-stetig. Hier kann man L = 1 wéhlen.

Wir kommen nun zum niitzlichen Folgenkriterium fiir Stetigkeit, das in manchen Lehrbiichern
auch als Ausgangsdefinition benutzt wird.

Satz 5.10 (Folgenkriterium). Sei D C R, sei f : D — R eine Funktion und sei xg € D. Dann
ist f im Punkt xo stetig genau dann, wenn fir jede Folge (z,,) C D aus der Konvergenz x,, — xo
die Konvergenz f(x,) — f(xo) folgt.

Dieses Kriterium zeigt also, dass Stetigkeit eine Aussage iiber die Vertauschbarkeit von Folgen-
grenzwerten und Funktionswerten ist:

lim f(z,) = f(nh—?;oxn)

n—o0

Beweis. Sei zunéchst f stetig in z¢ und sei (z,) € D eine Folge mit x,, — z¢. Wir haben die
Konvergenz f(x,) — f(xg) zu zeigen. Dazu wéhlen wir zunédchst zu gegebenem e > 0 mit Hilfe
der Stetigkeitsdefinition ein § > 0, so dass

|z — 0| <6 = [f(x) — f(wo)| <e
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fiir alle x € D gilt. Anschlieffend wéhlen wir mit Hilfe der Definition der Konvergenz x,, — xg
ein ng € N mit
n>ny = |z, — xo| <.

Beide Implikationen zusammen liefern
n>ng = |f(s) — f(z0)| <e.

Da e > 0 beliebig war, folgt die Konvergenz f(x,) — f(xo).

Fiir die andere Richtung setzen wir voraus, dass f in x( nicht stetig ist und konstruieren eine
Folge (x,,) € D mit x, — x¢, aber f(x,) 4 f(zo). Die Unstetigkeit von f in z( liefert uns ein
go > 0, so dass fiir alle § > 0 ein x € D existiert mit den beiden Eigenschaften

|z —zo[ <d  und  [f(z) — f(zo)| = 0

existiert. Fiir n € N benutzen wir jetzt diese Aussage mit § = %, um ein x, € D mit den beiden
Eigenschaften

on—wol <= wmd (o) — flao)] >

zu finden. Wir erhalten also eine Folge (z,,) C D. Die Eigenschaft
L.
|zy, —xo| < — fiirn e N
n
liefert @, — xg, die zweite Eigenschaft
|f(zn) — f(xo)| > eo fir n e N

liefert f(zy) 4 f(x0).

Damit ist der Beweis vollstandig. O

Aus dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit ergeben sich nun sofort folgende wichtige Rechenge-
setze fiir stetige Funktionen.

Algebraische Operationen

Seien f,g: D — R stetig im Punkt xg € D. Dann sind auch die Funktionen

f+9.f—-9fg:D—R

stetig in xg. Ist g(z) # 0 fiir € D, so ist auch die Funktion

i:D—)]R
g

stetig in xg. Wir beweisen nur die Stetigkeit von f + g, die anderen Funktionen behandelt man
komplett analog.

Beweis. Sei (z,) C D eine Folge mit x,, — . Aus der Stetigkeit von f und g im Punkt x( folgt
mit dem Folgenkriterium f(z,) — f(zo) und g(z,,) — g(zo). Damit gilt auch

(f +9)(@n) = f(xn) + g(zn) — f(20) + g(70) = (f + 9)(20)-

Anwendung des Folgenkriteriums liefert die Stetigkeit von f + ¢ in xg. O
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Insbesondere sind also Summen, Differenzen und Produkte stetiger Funktionen wieder stetig.
Ebenso sind Quotienten stetiger Funktionen stetig, wenn man den Definitionsbereich einschrankt
auf die Punkte x € D, in denen der Nenner nicht verschwindet.

Beispiel 5.11. Polynome sind auf ganz R stetig. Ein Polynom ist eine Funktion p : R — R der
Form

p(z) = apz" + ap_ 12" 4+ -+ a1z + ag.
Damit ergibt sich die Stetigkeit aus der Stetigkeit der konstanten Funktionen, der identischen
Funktion f(z) = x und der Stetigkeit von Summen und Produkten stetiger Funktionen.

Beispiel 5.12. Rationale Funktionen sind stetig auf ihrem natiirlichen Definitionsbereich. Eine
rationale Funktion r ist ein Quotient » = 2 zweier Polynome p und ¢. Ihr natiirlicher Definitions-
bereich ist D = {x € R : ¢g(z) # 0}. Die Stetigkeit von r : D — R ergibt sich aus der Stetigkeit
von p, ¢ und der Stetigkeit von p/q in allen Punkten, in denen der Nenner ¢ nicht verschwindet.

Kompositionen

Auch die Komposition stetiger Funktionen ist wieder stetig. Seien D, F C Rund seien f : D — F
und g : £ — R. Dann ist die Komposition go f : D — R definiert. Ist f stetig in ¢ € D und ist
g stetig in yo = f(z0), so ist g o f stetig in xy. Insbesondere folgt also aus der Stetigkeit von f
und g die Stetigkeit von g o f.

Beweis. Fiir den Beweis nutzen wir wieder das Folgenkriterium. Sei also (x,,) C D eine Folge mit
Zn — xo. Aus der Stetigkeit von f im Punkt z( folgt mit dem Folgenkriterium y,, := f(x,) —
f(xg) = yo. Aus der Stetigkeit von g im Punkt yg folgt nun mit dem Folgenkriterium

(90 f)(xn) = g(f(zn)) = 9(yn) = 9(y0) = 9(f(z0)) = (g0 f) (o).
Anwendung des Folgenkriteriums liefert die Stetigkeit von g o f in z. 0

Beispiel 5.13. Ist f : D — R stetig, so ist auch die Funktionen |f| stetig auf D. Diese ist
namlich Kompositionen von f mit den auf ganz R stetigen Funktion g(x) = |z|.

Beispiel 5.14. Sind f,g: D — R stetig, so sind auch die Funktionen max{f, g} und min{f, g}
stetig. Dies folgt aus den Gleichungen

(f+g—1f—4l)

| =

1 .
max{f,¢} = 5(f+9+I|f—gl) und  min{f g} =
und den obigen Beispielen und Rechengesetzen.

Umkehrfunktionen

Sei f :[a,b] = D C R eine stetige bijektive Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b].
Dann ist die Umkehrfunktion f=1: D — [a, b] stetig.

Bewets. Hier miissen wir das Folgenkriterium gemeinsam mit dem Satz von Bolzano-Weierstrafs
verwenden. Sei also (y,,) € D eine Folge mit 3, — yo. Unser Ziel ist es, die Konvergenz f~1(y,) —
f~Y(yo) zu zeigen. Dazu setzen wir z, = f~!(y,) und 29 = f~(y0). Es folgt f(x,) = ¥, und
f(@o) = yo.

Die Folge (x,,) ist im Intervall [a, b] enthalten, besitzt also nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafs
eine konvergente Teilfolge (x,, ), sagen wir limg_, 2, = & € [a, b]. Die Stetigkeit der Funktion
f liefert nun mit dem Folgenkriterium die Konvergenz
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Aus der Voraussetzung y, — yo folgt jetzt f(xo) = yo = f(§). Die Bijektivitdt von f liefert
f = .

Dieses Argument liefert auch, dass jeder Haufungspunkt der Folge (x,) gleich z ist, die Folge
hat also nur einen Haufungspunkt xy und ist damit konvergent:

f_l(yn) =Tpn — T = f—l(yl))'
]

Beispiel 5.15. Da die Wurzelfunktion = — /z die Umkehrfunktion der bijektiven stetigen
Funktion f : R>g — Rxo, f(z) = 2* ist, folgt die Stetigkeit der Wurzelfunktionen.

Ebenfalls aus dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit und dem Satz von Bolzano-Weierstraf erhélt
man den folgenden Satz.

Satz 5.16. FEine stetige Funktion f : [a,b] — R auf einem abgeschlossenen Intervall ist gleich-
mafig stetig.

Beweis. Nehmen wir an, dass f stetig aber nicht gleichméfig stetig ist. Dann existieren g9 > 0
und Folgen (z,,), («},) in [a, b] mit

an =2 0 wd [f(ea) — F(eh] > =0,

Der Satz von Bolzano-Weierstraf liefert dann eine konvergente Teilfolge (z, ) von (x,), sagen
wir x,, — xo. Wegen
|25, = @0l < |25, = @ny| + |20, — 20| = 0

gilt auch x’nk — xg. Da f stetig ist, impliziert dads Folgenkriterium nun
|f@n,) = flap,)| = 1f(z0) = flz0)] =0,

im Widerspruch zu |f(zn,) — f(27,, | > 0. Also ist f gleichméfig stetig, wenn f stetig ist. [

5.3 Grenzwerte von Funktionen

Der Begriff des Grenzwerts einer Funktion hangt sehr eng mit dem Stetigkeitsbegriff zusammen.
Allerdings braucht der Punkt z, in dem man den Grenzwert lim,_,,, f(x) bestimmen will, nicht
zum Definitionsbereich der Funktion f gehoren. Er sollte aber an D angrenzen. Dies fassen wir
mit folgender Definition.

Definition 5.17. Sei D C R und xp € R. Dann heifst zg Hdufungspunkt von D, falls es eine
Folge (z,) C D gibt mit z,, # z fiir alle n € N und z,, — zo.

Beispiel 5.18. Haufungspunkte der Menge D = (0,1) sind alle Punkte z¢ € [0, 1].

Beispiel 5.19. Die Menge Z der ganzen Zahlen hat keine Haufungspunkte.

Beispiel 5.20. Die Menge {% : n € N} hat genau einen Haufungspunkt zg = 0.

In manchen Biichern findet man die folgende dquivalente Definition: xg ist Haufungspunkt von
D C R genau dann, wenn es zu jedem € > 0 ein x € D gibt mit 0 < |x — xy| < €, wenn es also
in jeder Umgebung von xg einen von xg verschiedenen Punkt aus D gibt.
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Definition 5.21. Sei D C R und zy € R ein Haufungspunkt von D. Weiter sei f : D — R und
a € R. Dann ist a der Grenzwert von f fir x — xo, wenn fur alle Folgen (x,,) C D mit x,, # o
fir alle n € N und z,, — g

flzn) —a
gilt. Dann schreibt man

zli)rgo f(z) =a.

Man beachte, dass im Fall 2y € D der Funktionswert f(z) fir die Existenz des Grenzwerts keine
Rolle spielt! Mit dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit ergibt sich, dass lim,_,,, f(z) = a genau
dann gilt, wenn die Funktion g : D U {zp} — R definiert durch

o(z) = { f(z) fir x # xo

a firz=ux9
im Punkt zg stetig ist. Insbesondere gilt fiir eine im Punkt xy € D stetige Funktion f: D — R

lim f(x) = /(o).

T—TQ
Beispiel 5.22. Sei D =R\ {1}, 2o =1 und

_x2—1

flz) =

x—1"
Dann ist f im Punkt zg = 1 nicht definiert, aber es gilt

2 _
Tl g ERDEZD ey =2

z—1 x — 1 z—1 r—1 z—1

Dies ist dquivalent dazu, dass die fortgesetzte Funktion g : R — R gegeben durch

2_1 .
z fiir x # 1
— rz—1
9(z) { 2 firx=1

im Punkt zp = 1 stetig ist. Dies ist offensichtlich, wenn man g(z) = = + 1 fiir alle z € R
beobachtet.

Aus den Rechenregeln fiir stetige Funktionen ergeben sich sofort die folgenden Eigenschaften.

o lim f(z)=oa, lim g(x) =b= lim f(z)+tg(x)=axb

T—T0 T—T0 T—T0

o lim f(z)=a, lim g(x) =b= lim f(z)g(x) =ab

T—x0 T—x0 T—T0
e Tim f(z) = a, lim g(z) = b—> Tim L) = @ falls b £ 0 ist.
T—T0 T—T0 T—T0 g(x) b

o Ist f: D — E C R und existiert limy_,, f(z) =a € E, und ist g : E — R stetigin a € E,
so existiert lim,_,, g o f(z) = g(a).

lim f(x)

T—T0 ‘

o lim |f(z)| =

T—T0
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Beispiel 5.23.

2_1 2_1

lim /2 :i’/limﬂj = 3/lim(zx+1) = V2.
z—1 r—1 z—=1 x—1 z—1

Zum Abschluft dieses Abschnitts fithren wir noch zwei Modifikationen von Grenzwerten von

Funktionen ein. Zunéchst kann man wie bei reellen Folgen uneigentliche Grenzwerte betrachten.

Dazusei D CR und f: D — R.

e Ist 9 Haufungspunkt von D und gilt lim,,_,~ f(z,) = +o0 fiir jede Folge (z,) C D mit
xn # xo fir alle n € N und z,, = ¢, so schreiben wir li)m f(z) = +o0.
T—x0

e Ist 9 Haufungspunkt von D und gilt lim,,_,~ f(z,) = —oc fiir jede Folge (z,) C D mit
Ty # xo fir alle n € N und z,, — xo, so schreiben wir lim f(z) = —o0.
T—T0
e Ist D nach oben unbeschrankt und gilt lim, o f(x,) = a fiir jede Folge (z,) C D mit
xp — +00, so schreiben wir lir_ir_l f(z) = a. Hierbei kann a € R oder a = 00 sein.
T—r+00
e Ist D nach unten unbeschrankt und gilt lim,,_, f(z,) = a fiir jede Folge (z,,) € D mit
Xp — —00, so schreiben wir lim f(z) = a. Hierbei kann a € R oder a = +00 sein.
r—r—00

Beispiel 5.24. Sei f: R\ {0} — R gegeben durch f(z) = m% Dann gilt

1
li = lim — = .
) = [y g = o

Beispiel 5.25. Sei p: R — R ein Polynom n-ten Grades gegeben durch
p(z) = apz" + ap_12" ' + - a1z + ag

mit a, # 0. Dann gilt lim,_, . p(x) = 400, falls a, > 0 ist, und lim,_, 1~ p(z) = —oo, falls
an < 0 ist (tatsichlich?). Uberlegen Sie sich die verschiedenen Moglichkeiten fiir lim,_, o p(x)
(das héngt auch davon ab, ob n gerade oder ungerade ist!).

Aufserdem kann man bei reellem Definitionsbereich auch einseitige Grenzwerte betrachten. Dazu
sei D C Rund f: D — R. Weiter sei 2 ein Haufungspunkt der Menge Dy = {x € D : = > x¢}.
Dann heilt a rechtsseitiger Grenzwert von f fiir x — xy (oder Grenzwert von oben/rechts), wenn
fiir alle Folgen (x,) C D4 mit x,, — xo die Konvergenz f(z,) — a gilt. Dann schreibt man

lim f(x)= lim ) =a.

Jim f(z) ,Jm f(x)
Ist z¢ ein Haufungspunkt der Menge D_ = {x € D : x < x}, so heilt a linksseitiger Grenzwert
von f fir x — xo (oder Grenzwert von unten/links), wenn fiir alle Folgen (x,,) C D_ mit z, — xg
die Konvergenz f(z,) — a gilt. Dann schreibt man

lim f(z)= lim f(z)=a.

z /'xo x—(z0)—

Ist x9 Haufungspunkt von D und von D_, so existiert lim, ., f(z) genau dann, wenn limg~ 4, f(x)
und lim, ., f(x) existieren und {ibereinstimmen. In diesem Fall ist

lim f(z)= lim f(x)= lim f(z).

T—xTo \(To z,/xo
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Beispiel 5.26. Die Heavyside-Funktion ist eine stiickweise definierte Funktion f : R — R gege-
ben durch
0 firz<O
f(‘”)_{ 1 fiir x>0
Sie ist zwar im Punkt x¢ = 0 unstetig und macht dort einen Sprung, aber rechts- und linksseitige
Grenzwerte existieren

lm f(@)= lm f(r)=1 wd lm f(@)= lm f(z)=0.

Der Grenzwert lim,_,q f(z) existiert nicht.

1.2 5
)
1
0.8
0.6+
04|
0.2 1
L x |
-3 -2 -1 1 2 3
—0.2
Beispiel 5.27. Wir betrachten die Funktion
1
fe) =12
auf ihrem natiirlichen Definitionsbereich D = R\ {£1}. Dann gilt
li L _ li = li = i =0
xl\mll—x2_ o aclfmll—xQ_oq $—1>I—II—1001—352_$—1>I—HO<>1—932_ '

Die Funktion f hat bei zg = —1 und bei xg = 1 Polstellen.
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f(T) = 1_1:,62
l‘ {
-3 — —1 1 3
— L
4
Beispiel 5.28. Wir betrachten die Funktion
22 fiir  # 42
— x2—4
f(@) { 0 flirx==2
auf dem Definitionsbereich D = R. Wegen
T —2 z—2 1
J(@) = 2—4 (z-2)(z+2) z+2
fiir & #£ +2 erhalten wir
. . 1 1
fm )= Iy g =
Durch umdefinieren der Funktion an der Stelle 29 = 2 zu f(2) = 1 statt f(2) = 0 kdnnen wir

die Funktion dort stetig machen, die Funktion hat dort eine hebbare Unstetigkeit. Bei xqg = —2
liegt wieder eine Polstelle vor.
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5.4 Zwischenwertsatz und Satz vom Maximum und Minimum

In diesem Abschnitt wollen wir zwei wichtige Sétze iiber stetige Funktionen kennenlernen, den
Zwischenwertsatz und den Satz vom Maximum und Minimum.

Der Zwischenwertsatz ist die intuitiv einleuchtende Tatsache, dass eine stetige reelle Funktion auf
einem abgeschlossenen Intervall jeden Wert zwischen den Funktionswerten an den Intervallenden
annimmt.

Satz 5.29. Sei f : [a,b] — R stetig und sei y € R ein Wert zwischen f(a) und f(b) (d.h.
fla) <y < f(b) oder f(b) <y < f(a)). Dann gibt es ein x € [a,b] mit f(z) =y.

y
20 |
15 | /\\ /
10 |
5 1
‘ o
3 4 5 6 7 8

Beweis. Wir betrachten nur den Fall f(a) < f(b). Der Fall f(b) < f(a) kann analog behandelt
werden oder durch den Ubergang von f zu —f.

Sei also f(a) <y < f(b). Wir konstruieren eine Intervallschachtelung, die schlielich das gesuchte
x im Durchschnitt liefert. Dazu setzen wir

a1 =a und by =b.
Ist nun

ar + b1
5

b
f <al—2i_1> >y, setzen wir as = a und by =

Ist hingegen

b b
f <a1_2‘_1> <y, setzen wir ag = ! ;_ ! und by = b1.

In jedem Fall ist [ag, bo] eine Hélfte des Intervalls [aq,b;1] und es gilt f(az) <y < f(b2).

Dieses Verfahren setzen wir induktiv fort. Sind ay,, b, mit f(a,) <y < f(b,) bereits konstruiert

und ist ; )
f (aﬂb;n> >y, setzen wir an1 = ayp und bnt1 = an—2|— .
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Ist hingegen

an + by,
2

b
f <an+n> <y, setzen wir a,11 = und bp+1 = bn.

2
Wir erhalten zwei Folgen (a,) und (by,) mit
a=a1<a< - <ap < <hp, << <by=b

und |a, — b,| — 0. Also sind (a,,) und (b,) monotone und beschrinkte Folgen und damit kon-
vergent mit dem gleichen Grenzwert

r = lima, = limb,.
Die Stetigkeit von f und das Folgenkriterium liefern nun
F(@) = lim f(an) = lim f(by).
Auferdem gilt fiir jedes n € N nach Konstruktion f(a,) <y < f(b,), was nun
lim f(a,) <y <lim f(by,)
impliziert. Es folgt

f(z) =1lim f(a,) = lim f(b,) = y.
d

Wir betrachten drei Anwendungen des Zwischenwertsatzes, um seine Bedeutung zu demonstrie-
ren.

Beispiel 5.30. Der Zwischenwertsatz liefert sehr einfach die Existenz von Wurzeln, fiir die wir
mit Hilfe der Vollstdndigkeit der reellen Zahlen frither ein komplizierteres Argument brauchten.
Dazu sei a > 0, n € Nund f: R>9 — R gegeben durch f(z) = 2™ — a. Als Polynom ist f stetig.
Auferdem ist f(0) = —a <0 und f(1+a) = (1+a)” —a > 0. Der Zwischenwertsatz liefert ein
x € [0,1+ a] mit f(z) =0, also 2" = a bzw. x = {/a.

Beispiel 5.31. Der Zwischenwertsatz liefert ebenfalls die Existenz von reellen Nullstellen von
Polynomen mit ungeradem Grad. Sei dazu n € N ungerade und p : R — R ein Polynom n-ten
Grades gegeben durch

p(z) = apz" + ap_ 12" + - a1z + ag

mit a, # 0. Wir nehmen 0.B.d.A. a, > 0 an. Die Betrachtungen in Beispiel 5.25 haben
limg 100 p(2) = 400 und lim, o p(z) = —oo gezeigt. Es gibt also a,b € R mit a < b und
p(a) < 0,p(b) > 0. Der Zwischenwertsatz liefert ein = € [a, b] mit p(z) = 0.

Beispiel 5.32. Die ndchste Anwendung ist ein einfacher Fixpunktsatz. Sei f : [0,1] — [0,1]
stetig. Dann existiert ein = € [0, 1] mit f(x) = .

Zum Beweis betrachten wir die stetige Funktion g(x) = f(z) — z. Dann ist g(0) = f(0) —0>0
und ¢g(1) = f(1) — 1 < 0. Der Zwischenwertsatz liefert ein « € [0, 1] mit g(x) = 0, also f(z) =

x.
Wir kommen nun zum Satz vom Maximum und Minimum.

Satz 5.33. Sei f:[a,b] — R stetig. Dann gibt es x,, und xp in [a,b] mit

flzm) < f(x) < f(zm) fir alle x € [a,b].
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Eine stetige Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall ist also beschrédnkt und nimmt ihr
Maximum M = f(zps) und ihr Minimum m = f(x,,) auf diesem Intervall an. Zusammen mit
dem Zwischenwertsatz liefert dies, dass das Bild einer stetigen Funktion f : [a,b] — R ein
abgeschlossenes Intervall ist, f([a,b]) = [m, M].

Die Abgeschlossenheit des Intervalls [a, b] in der Voraussetzung des Satzes ist wichtig. So ist die
Funktion f(z) = 1 auf (0,1] stetig, aber unbeschréinkt.

Beweis. Die wichtigsten Zutaten des Beweises sind der Satz von Bolzano-Weierstrafs und das
Folgenkriterium fiir Stetigkeit.

Sei A= f ([a, b]) und sei S = sup A. Beachten Sie, dass im Moment der Fall S = 400 noch nicht
ausgeschlossen ist. In jedem Fall gibt es eine Folge (y,) € A mit y, — S. Wir wihlen zu jedem
yn ein Urbild x,, € [a,b] mit f(z,) = y,. Der Satz von Bolzano-Weierstrafs liefert uns nun eine
konvergente Teilfolge (z, ) von (x,) mit Grenzwert xs € [a, b],

lim z,, = zMm.
k—o00
Das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit gibt dann
S = klglolo Yny = klggo f(mnk) = f(zm).
Es folgt die Endlichkeit von S und dass das Supremum tatséchlich angenommen wird, also ein

Maximum ist.

Die Existenz von z,, erhilt man analog oder durch Ubergang von f zu —f. O

5.5 Elementare Funktionen

In diesem Abschnitt wollen wir kurz wichtige elementaren Funktionen einfithren. Polynome und
rationale Funktionen kennen wir bereits. Es folgen Exponentialfunktion, Potenzfunktion, Lo-
garithmusfunktion, trigonometrische Funktionen und deren Umkehrfunktionen sowie Hyperbel-
funktionen und deren Umkehrfunktionen.

5.5.1 Exponentialfunktion

Sei a € R mit a > 0 fixiert. Fir rationales z = % mit m € Z und n € N definieren wir dann
a® = a™" = Yam.

Die Funktion x — a® definiert auf QQ ist dann streng monoton wachsend fiir ¢ > 1 und streng
monoton fallend fiir a < 1. Fiir a > 1 ergibt sich das aus der Monotonie der Wurzelfunktion
durch Ziehen der (ning)-ten Wurzel aus

min man
a12<a21’

was fiir
my ma
— < — <= ming < moni
ni ng

aus a > 1 folgt. Den Beweis fiir 0 < a < 1 fithrt man analog.

Fiir beliebiges z € R kann man nun a® durch Grenziibergang gewinnen. Grundlage ist der
folgende Satz.
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Satz 5.34. Sei (x,) C Q monoton wachsend und konvergent mit lim x,, = x. Dann konvergiert
die Folge (a®). Der Grenzwert hangt nur von x ab, nicht von der konkreten Auswahl der Folge

Beweis. Wir nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit a > 1 an. Dann ist die Folge (a®")
nach den vorhergehenden Bemerkungen monoton wachsend und aufterdem nach oben beschrankt,
z. B. durch a¥ fiir ein y € Q mit y > x. Nach dem Monotoniekriterium konvergiert (a®").

Um die Unabhéngigkeit des Grenzwerts von der Auswahl der Folge (z,,) einzusehen, sei (z],) eine
beliebige Folge rationaler Zahlen mit x], — 2. Dann ist fiir fixiertes k € N

1

fiir gentigend grofes n. Wegen /a — 1 folgt a®n =% — 1 und damit

!
a® — a®n = g™ (1 —a"n x”) — 0.

Also existiert auch
. / .
lim a® = lim a™".

O

Im Beweis haben wir sogar gezeigt, dass fiir jede (auch nicht monotone) Folgen (z,

Zahlen der Grenzwert existiert und nur von z abhéangt. Wir kénnen also definieren:

) rationaler

Definition 5.35. Sei a > 0 und z € R. Dann setzen wir

a® := lim a™,
n—00

wobei (z,,) eine beliebige Folge rationaler Zahlen mit z,, — x ist.

Insbesondere ist hiermit die Exponentialfunktion

T

exp(z) =e

definiert. Wie fiir z = 1 kann man zeigen, dass

O AL S
o= Jim (D) =X

gilt. Die letzte Darstellung heifst Fxponentialreihe und kann zur Definition der Exponentialfunk-
tion fiir komplexe = genutzt werden. Die Reihe ist ndmlich fiir alle x € C absolut konvergent.

Wir fassen nun noch einige Eigenschaften der Exponentialfunktionen zusammen.

o f(x) =da" x €R ist stetig.

o f(x) =da" x € Rist fiir a > 1 streng monoton wachsend und fiir 0 < a < 1 streng monoton
fallend.

e Das Bild der Exponentialfunktion f(x) = a® fiir a # 1 ist (0, co.

e Es gilt a®Y = a% aY.
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a<l1

Die folgenden Abschétzungen fiir die Exponentialfunktion sind oft niitzlich:

1

e >14+2 firz> -1 und ewgl
-

fir x < 1.

Hier folgt die Abschétzung nach unten aus der Bernoulli-Ungleichung (1 + %)n > 14z firneN
und z > —1, die Abschitzung nach oben aus der Bernoulli-Ungleichung (1 — %)n >1—x flir
n € Nund x < 1 und der Ungleichung (1 + %)n < (1 — %)_n . Die Abschétzung nach unten gilt
natiirlich auch fiir x < —1, ist dort aber wegen e* > ( trivial.

5.5.2 Potenzfunktion

Unter Verwendung der Exponentialfunktion aus dem vorhergehenden Abschnitt definiert man
sofort die Potenzfunktion

y=[flz)=a"
fiir ¢ € R. Im allgemeinen ist der Definitionsbereich von f dabei Rsq, natiirlich kann man wie

iiblich fiir a € N als Definitionsbereich ganz R verwenden, und fiir ganzzahliges a mit a < 0 kann
man R\ {0} benutzen. Die Potenzfunktion ist stetig.
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4 a>1

’//O<a<1
1,,

X
02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

5.5.3 Logarithmusfunktion

Fiir a > 0,a # 1 ist die Exponentialfunktion f : R — Ry definiert durch f(x) = a® streng
monoton, stetig und bijektiv. Also existiert die Umkehrfunktion f~' : Ryg — R. Dies ist die
Logarithmusfunktion mit Basis a. Man bezeichnet sie mit f~!(x) = log, . Sie ist fiir den ange-
gebenen Definitions- und Wertebereich bijektiv und stetig, fiir ¢ > 1 streng monoton wachsend
und fiir ¢ < 1 streng monoton fallend. Die Logarithmusfunktion zur Basis e wird natirlicher
Logarithmus genannt und durch logz := Inz := log,  bezeichnet.

Es ist also

y=log,z <= x=a
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Damit ergeben sich aus den Rechengesetzen fiir die Exponentialfunktion die folgenden Regeln
fiir die Logarithmusfunktion fiir jede Basis a und =,y > O:

log,zy = log,z +log,y
x

loga - = 1Oga T — loga Yy
Yy

log,z¥ = ylog,x.

Auferdem kann man mit der Formel

Logarithmen zu verschiedenen Basen ineinander umrechnen.

5.5.4 Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen wiederholen wir mit ihren Definitionen am Einheitskreis, die
aus der Schule bekannt sind. Dazu brauchen wir die Bogenlinge eines Kreisbogens am Einheits-
kreis, die dem Winkels des entsprechenden Kreissektors im Bogenmaf entspricht. Da die Bogen-
lange einer Kurve an dieser Stelle der Vorlesung mathematisch eigentlich noch nicht klar ist, ist
dieser Zugang nicht ganz befriedigend. Man kann die trigonometrischen Funktionen auch alter-
nativ und dann gleich fiir komplexe Argumente durch Potenzreihen einfithren. Die Potenzreihen
der trigonometrischen Funktionen behandeln wir hier aber erst spéter.

B

¢ sin x
N any =
SInL.x CcosS T
-1 1 CcosS T 1
2
\ _1 /
2
\ 1

Man findet also cosz (Kosinus) und sinz (Sinus) als Koordinaten des Endpunktes des Kreisbo-
gens mit der Bogenldnge x, der im Punkt (1,0) beginnt und im mathematisch positiven Sinn
verlduft. Ist cosx # 0, also & # § + k fiir alle k € Z, dann definiert man noch tanz = ig;fc Ist
sinx # 0, also x # kr fiir alle k € Z, dann definiert man entsprechend und cot x =

cos T
sinx *
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0.5 1

\

SIE]

6 « tanx

2

bR
ol

—6 cotx

Es folgen einige Eigenschaften dieser Funktionen, viele weitere finden Sie in Nachschlagewerken.

e sin, cos, tan, cot sind auf ihren Definitionsbereichen stetig.
e cos und sin sind periodisch mit Periode 27: cos(x + 27) = cos z, sin(z + 27) = sinx
e tan und cot sind periodisch mit Periode 7: tan(x 4+ 7) = tanx, cot(z + 7) = cotx
e cos ist eine gerade Funktion: cos(—x) = cosx
e sin ist eine ungerade Funktion: sin(—z) = —sinxz
e tan und cot sind ungerade Funktionen
e Es gelten die Additionstheoreme
sin(x + y) = sinx cosy + coszsiny

cos(z +y) = cosz cosy — sinzsiny
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e Es gilt
sin

lim =1.

z—0 T

Wir iiberlegen uns nur die letzte Eigenschaft, die vorhergehenden setzen wir als bekannt voraus.
Da *2% eine gerade Funktion ist, geniigt es

sin x

lim =1

\0 T

zu zeigen. Um diesen Grenzwert zu berechnen, beobachten wir, dass der Kreissektor mit Bo-
genlinge z fiir 0 < x < 7 das rechtwinklige Dreieck mit den Kathetenlédngen sinz und cosz
enthélt und andererseits im rechtwinkligen Dreieck mit den Kathetenldngen tan x = 22£ und 1

Cos T
enthalten ist. Vergleich der Flachen des Kreissektors mit diesen Dreiecken liefert

. sin x
sinz cosx < x <

cosz’

also

sinx 1
<

x T cosx

coszr <
Da cos stetig ist, ist lim,_,g cosx = 1. Damit folgt aus dem Sandwichlemma

. sinx
lim =1.
2\0 T

5.5.5 Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Fiir die Definition der Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen, den Arcus-Funktionen,
bendétigen wir Intervalle, auf denen die trigonometrischen Funktionen streng monoton sind. Dazu
benutzt man fiir

e cos das Intervall [0, 7], wo cos streng monoton fallend ist
e sin das Intervall [—m/2,7/2], wo sin streng monoton wachsend ist

e tan das Intervall (—m/2,7/2), wo tan streng monoton wachsend ist
und erhélt die inversen Funktionen

e arccos : [—1,1] — [0, 7], die stetig und monoton fallend ist

e arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2], die stetig und monoton wachsend ist

e arctan : R — (—m/2,7/2), die stetig und monoton wachsend ist.
Man hat also

yarccost <= x =cosy und y € [0, 7]
yarcsinz <= x =siny und y € [-7/2,7/2]
yarctanz <= 1z =tanyundy € (—m/2,7/2)
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5.5.6 Hyperbelfunktionen

Schlieflich betrachten wir noch die beiden Hyperbelfunktionen oder hyperbolischen Funktionen

o hyperbolischer Sinus, sinus hyperbolicus: sinh x = egc_ze_x

o hyperbolischer Kosinus, cosinus hyperbolicus: cosh x = %

Diese Funktionen haben die folgenden Eigenschaften:

e sinh, cosh sind auf ganz R stetig.
e sinh ist ungerade, cosh ist gerade.
e sinh ist streng monoton wachsend.

e cosh ist fiir z > 0 streng monoton wachsend und fiir x < 0 streng monoton fallend.
Damit kann man auch die Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen definieren:

e area sinus hyperbolicus: arsinh : R — R

e area cosinus hyperbolicus: arcosh : [1,00) — [0, 00)

Direkt mittels Definitionen rechnet man folgende Formeln nach:
e cosh(z + y) = coshz coshy + sinh x sinh y
e sinh(z + y) = sinh x cosh y + cosh x sinh y

e cosh?z —sinh?z =1

e arsinhz =1n (az + V2 + 1)
e arcoshz =1In (x + V2 — 1)
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6 Differentialrechnung

In diesem Kapitel studieren wir den Begriff der Ableitung einer Funktion von einer Variablen. Wir
wenden diesen an, um Extremwerte von Funktionen zu bestimmen. Aufierdem beschéiftigen wir
uns mit héheren Ableitungen und der Approximation von Funktionen durch Taylorpolynome, mit
Bedingungen fiir Monotonie, Konvexitit, Extremal- und Wendepunkten. Abschlieftend studieren
wir die 'Hospitalsche Regel zur Berechnung von Grenzwerten.

6.1 Der Ableitungsbegriff

Definition 6.1. Sei I = (a,b) ein Intervall und f : I — R. Dann heifit f in einem Punkt xo € I
differenzierbar, falls der Grenzwert

fien flmo+h) = flzo) _ lim f(z) = f(=o)

h—0 h z—x0 T — xg

existiert. In diesem Fall heifst dieser Grenzwert die Ableitung von f in zg und wird mit f’(zq)
oder %(xo) bezeichnet. Ist f in jedem Punkt von I differenzierbar, so heifst f differenzierbar und
f': T — R heikt Ableitung von f.

Fiir festes h # 0 ist der Differenzenquotient

f(zo +h) = fxo)
h

der Anstieg der Sekante durch die Punkte (:Uo, f (ZL‘o)) und (aco + h, f(zo + h)) des Graphen von
f. Die Ableitung f’(x¢), auch Differentialquotient genannt, ist also der Grenzwert der Anstiege
dieser Sekanten fiir h — 0, geometrisch also der Anstieg der Tangente an den Graph von f im
Punkt (wo, f (ato)). Damit erhdlt man auch die Geradengleichung der Tangente in diesem Punkt
als

y = f(zo) + f'(x0)(x — x0).

Physikalisch kann man die Ableitung auch als Momentangeschwindigkeit deuten. Dazu sei s(t)
der Ort eines sich auf einer Geraden bewegenden Massepunktes zur Zeit ¢. Dann ist der Diffe-
renzenquotient
s(t+h) — s(t)
h
die Durchschnittsgeschwindigkeit des Punktes im Zeitintervall [¢,¢ 4+ h] und die Ableitung

ist die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt .

Beispiel 6.2. Sei f(x) = 2™ mit n € N. Dann ist f auf ganz R differenzierbar und es gilt
f'(z) = nz"~!. Dies folgt nach Anwendung der binomischen Formel aus

fleth) = f@) _(@rh)" =" _ w1 <n>f””‘2h + +<n>fﬂ”‘3h2 bt +<n> ot
n

h h 2 3

und Grenzwertbildung A — 0.
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Beispiel 6.3. Sei f(z) = sinz. Dann ist f auf ganz R differenzierbar und es gilt f’(z) = cosz.
Dies folgt nach Anwendung des Additionstheorems
a—>b

2

. . a .
sina — sinb = 2 cos sin

aus

h B h N h

f(z+h)— f(z) sin(z+h)—sinz 2cwcp+@smgzcw(x+h>gzg
2

und Grenzwertbildung h — 0.

Beispiel 6.4. Sei f(x) = e”. Dann ist f auf ganz R differenzierbar und es gilt f'(z) = f(z) = e”.
Zum Beweis beobachten wir zunéchst

fx+h)— f(x) _ eTth 7 :exeh— 1

h h h
Es genitigt also limy,_,q ehTfl = 1 zu zeigen. Dies folgt sofort aus den Ungleichungen
1 el —1
— < <1 fir —1<h<l1
1—h= h = o |

die wiederum direkt aus den schon bewiesenen Abschitzungen ﬁ < el <1+ h folgen.

Der folgende Satz zeigt, dass Differenzierbarkeit eine stiarkere Forderung als Stetigkeit ist.

Satz 6.5. Ist f in xg differenzierbar, so ist f in xy stetig.

Beweis. Wir fithren den Beweis mit dem Folgenkriterium fiir die Stetigkeit. Sei also (z,) C I
eine Folge mit x,, # x¢ fir alle n € N und z,, — 9. Die Differenzierbarkeit in x( liefert die
Existenz des Grenzwerts

) — fao)

n—o0 In — 0

= f'(zo).

Folglich existiert auch

lim (f(zn) — f(z0)) = lim (2, —20) f'(x0) =

n—o0 n—oo

und damit ist

lim f(z,) = f(zo).

n—oo

O]

Die Umkehrung in diesem Satz gilt nicht, wie die stetige Betragsfunktion f(x) = |z| zeigt, die
im Punkt x = 0 nicht differenzierbar ist.
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6.2 Differentiationsregeln

Aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergeben sich wichtige Rechenregeln fiir Ableitungen. Dazu
seien f,g: I — R im Punkt x € I differenzierbare Funktionen. Dann gelten:

e [+ g ist in x differenzierbar und (f + g)'(x) = f'(x) + ¢'(x).
e Fiir jedes ¢ € R ist ¢f in x differenzierbar und (cf)'(x) = cf’(x).

Diese beiden Eigenschaften nennt man Linearitdt der Ableitung. Auch fg ist in z differenzierbar
und es gilt die Produktregel

e (f9)'(z) = f'(z)g(x) + f(x)g (x).

Ist g # 0 zumindest in einer Umgebung von z, so gilt die Quotientenregel

FY (o Fl@)g(@)—f(x)g (x)
¢ (1) (@) = Lo fmd),

Die Linearitdt der Ableitung folgt direkt aus der Definition. Wir zeigen die Produktregel:

(fg)(z) = ;llli% flz+h)g(x +hh) — f(z)g(x)
)9($ +h) —g(x)
h

= lim f(a+h
= f(@)g'(z) + f'(z)g(x).

/ /
Die Quotientenregel folgt aus der Produktregel, sobald die einfachere Variante (%) () =— g(g%

benutzt werden kann. Diese werden wir unten als einfache Anwendung der Kettenregel zeigen.
Beispiel 6.6. Die Tangensfunktion ist auf ihrem gesamten Definitionsbereich differenzierbar mit

Ableitung

2
—tanzr = — = = = =1+ tan“z.
dx dx cos2 x cos2 x cos2 x

d d (sinz sin zcosz —sinzcos’ z  cosx + sin®z 1
Cos T

Auch Umkehrfunktionen kann man bequem durch Zuriickfiihrung auf die Ausgangsfunktion dif-
ferenzieren, wie der néchste Satz zeigt.

Satz 6.7. Sei f: I — R auf dem Intervall I = (a,b) streng monoton und stetig. Ist f im Punkt
x € I differenzierbar und ist f'(x) # 0, dann ist die Umkehrfunktion f=' im Punkt y = f(z)

differenzierbar und es gilt . .
—1\/ _ _ .
U)W =70 = 7 w)

Sehr einpriagsam ist diese Regel in der mathematisch nicht ganz exakten Formulierung

dzx 1

iy @
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Beweis. Sei (y,) eine Folge im Intervall f(I) mit y, — y. Wir setzen z,, = f~!(y,), also ist
Yn = f(x). Aus der im vorhergehenden Kapitel gezeigten Stetigkeit der Umkehrfunktion f~!
folgt

zn=["Hyn) = [Hy) = .
Dann folgt weiter

R B e D e S U
n—00 Un — Y n—0o f({]jn) — f(x) n—00 f(xn):f(cv) f’(x)

O

Beispiel 6.8. Wir betrachten die Exponentialfunktion y = f(z) = e” mit der Ableitung y' =
f'(z) = e®. Dann ergibt sich die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion z = f~!(y) = Iny mit

der Ableitung
d 1 1 1

dy TP T ey
Beispiel 6.9. Sei jetzt y = f(z) = tanx mit = < 2 < §. Dann ergibt sich die Differenzierbar-
keit der Umkehrfunktion x = f~!(y) = arctan y mit der Ableitung
1 1 1

f'(z) T 1ttanls 1+y2

d t
— arctany =
dy Y

Schlieflich zeigt der folgende Satz, wie man Kompositionen von Funktionen mittels der soge-
nannten Kettenregel differenziert.

Satz 6.10. Seien f : I — J und g : J — R zwei Funktionen. Ist f im Punkt x € I differenzierbar
und g im Punkty = f(x) differenzierbar, dann ist die Komposition go f in x differenzierbar und

es gilt
(90 §)'(@) = g(7@) = ¢ (f(2) F'(z).

Beweis. Wir zeigen Differenzierbarkeit im Punkt z¢ und setzen yo = f(z¢). Dazu betrachten wir

die Hilfsfunktion
9(3;)_—;70(90 fiir y 7& Yo
g (o)  fiiry=wo
Nach Definition ist h stetig in yo und es gilt g(y) — g(yo) = h(y)(y — yo). Wir erhalten
_ h _
() — o) _ () (@)~ ()

T—T0 T — X T—=T0 T — X

— lim h(f(x)) lim L8 =S @0)

Tr—xTQ T—TQ T — X

= h(yo) f'(z0) = ¢'(y0) [’ (z0).

h(y) =

O

Beispiel 6.11. Wir wollen die allgemeine Potenzfunktion y = ¢ differenzieren und benutzen

y = e — exp(alnz).

Damit ergibt sich

d
—y:exp’(alnx)g:exp(alnx)g:x = ax
T T

dx
fiir beliebiges reelles a.

a ﬁ a—1
x
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/ /
Beispiel 6.12. Wir tragen den Beweis der Kehrwertregel (%) (x) = —g(g% nach, die wir beim
Beweis der Quotientenregel benutzt haben. Die Funktion 1/g ist Verkettung der Funktionen g(x)

und der Potenzfunktion h(y) = 1/y = y~'. Aus der Kettenregel und h'(y) = —- ergibt sich

y2
dann sofort die Kehrwertregel.

Beispiel 6.13. Die logarithmische Ableitung ist ein bequemes Mittel, um sehr multiplikativ
aufgebaute Funktionen zu differenzieren. Diese ergibt sich mittels Anwendung der Kettenregel
auf die Funktion ¢ = In f. Aus ¢’ = fT erhélt man

fr=fnf).

Ist zum Beispiel f(z) = 2%, so ist In f(z) = x Inx mittels Produktregel einfach zu differenzieren
und man erhilt

f'(z) = f(x)(Inz + 1) = 2"(Inx + 1).

6.3 Lokale Extrema und Mittelwertsatz

In diesem Abschnitt wollen eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen einer lokalen Extremal-
stelle einer Funktion kennenlernen und daraus die Mittelwertsétze ableiten.

Definition 6.14. Sei [ = (a,b) und f : I — R. Ein Punkt xy € I heilt lokale Minimalstelle
von f, falls es ein € > 0 gibt mit

f(z) > f(xo) firzo—e <z <z +¢.
Ein Punkt x¢ € [ heifit lokale Mazimalstelle von f, falls es ein € > 0 gibt mit
f(z) < f(=xo) firzo—e <z <z +e.

Der entsprechende Funktionswert f(xg) heifst lokales Minimum bzw. lokales Maximum. Eine
lokale Extremalstelle ist eine lokale Minimalstelle oder Maximalstelle, ein lokales Extremum ist
ein lokales Minimum oder ein lokales Maximum.

Die folgende Bedingung fiir das Vorliegen einer lokalen Extremalstelle besagt anschaulich, dass
in einem solchen Punkt die Tangente an den Graph der Funktion horizontal verlaufen muss.

Satz 6.15 (notwendiges Kriterium fiir lokales Extremum). Ist z eine lokale Extremalstelle von
f und ist f in xy differenzierbar, dann gilt f'(x¢) = 0.

Beweis. Sei xg eine lokale Minimalstelle und sei € > 0 so gewéhlt wie in der Definition. Dann
gilt fiir den Differenzenquotienten und fiir xo < x < g+ ¢

f(@) = f(20)

r — X0

>0,

woraus durch Grenziibergang x \ z¢ sofort f’(x¢) > 0 folgt. Fiir g — e < x < x¢ folgt

f(x) = f(=0)

T — X0

<0

— )

woraus durch Grenziibergang =  xg sofort f/(zg) < 0 folgt. Zusammen ergibt sich die behaup-
tete Bedingung f’(zq) = 0. O
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Der folgende Satz ist ein erster Mittelwertsatz, aus dem wir dann allgemeinere Mittelwertséitze
ableiten wollen. Er folgt direkt aus der gerade gezeigten notwendigen Bedingung fiir eine lokale
Extremalstelle zusammen mit dem Satz vom Maximum und Minimum. Anschaulich besagt er,
dass der Graph einer Funktion auf einem Intervall mit gleichen Randwerten eine horizontale
Tangente besitzen muss.

Satz 6.16 (Satz von Rolle). Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Weiter sei
f(a) = f(b). Dann gibt es eine Stelle & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Ist f konstant, dann ist nichts zu zeigen. Ist f nicht konstant, dann sind die nach dem
Satz 5.33 existenten Extremalstellen von f verschieden voneinander und wegen f(a) = f(b) gibt
es eine Extremalstelle £ € (a,b). Dann liefert Satz 6.15 die Behauptung. O

Es folgt der klassische Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Er besagt anschaulich, dass der
Graph einer Funktion auf einem Intervall eine Tangente besitzen muss, deren Anstieg gleich dem
Anstieg der Sekante durch die Endpunkt ist.

Satz 6.17 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b)
differenzierbar. Dann gibt es eine Stelle £ € (a,b) mit

ey 1(0) — f(a)
7o ==
Beweis. Betrachte die Funktion
f(®) — f(a)

und wende auf diese den Satz von Rolle an. OJ

Der letzte Satz in diesem Abschnitt ist eine weitere Verallgemeinerung. Den Mittelwertsatz erhélt
man als Spezialfall mit g(z) = =.

Satz 6.18 (verallgemeinerter Mittelwertsatz). Sei f,g: [a,b] — R stetig und in (a,b) differen-
zierbar und sei ¢’ # 0. Dann gibt es eine Stelle £ € (a,b) mit

f'©) _ f®) - f(a)
g€ gb)—ga)

Bewets. Betrachte die Funktion

und wende auf diese den Satz von Rolle an. O
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6.4 Hohere Ableitungen, Taylorsche Formel und Taylorreihen

Ist f: D — R differenzierbar und ist die Ableitung f’ in z¢g € D differenzierbar, so heifst f in zg
zweimal differenzierbar. Die Ableitung von f’ in x¢ wird dann mit

d? d?
1" (o) oder d—x];(:tg) oder (]113250)
bezeichnet und heift zweite Ableitung von f in xg. Ist f’ (in ganz D) differenzierbar, so heift f
zweimal differenzierbar. Induktiv definiert man dann analog die n-te Ableitung

d"f _d"f(wo)
don 70 = T

£ (o) =

sowie n-fache Differenzierbarkeit von f.

Mittels der ersten Ableitung findet man die Tangente an den Graph der Funktion f, also eine
gute lokale Approximation von f mittels einer linearen Funktion. Mit hoheren Ableitungen wollen
wir nun f durch Polynome noch besser lokal approximieren. Dies fiihrt zu den Taylorpolynomen.
Dazu schauen wir uns zunéchst an, wie man ein Polynom mittels Ableitungen an einer Stelle zq
beschreiben kann.

Satz 6.19. Sein € N und sei p ein Polynom vom Grad héchstens n. Weiter sei xg € R beliebig.
Dann gilt

" p) (x g
p(@) = 3 T o)t = plao) + 0 (g ) 1.2
k=0

fiir alle x € R.

Beweis. Mittels der binomischen Formel
Yk
a* = (z — xo 4 20)* = Z (ﬁ) (x — :Eo)[xlg_é
=0
kann man das Polynom p aus der Standarddarstellung
p(r) = ap + a1z + - - - + apx”

in die Darstellung
p(x) = by + by(x — 20) + - - + bp(x — 20)"

bringen. Sukzessives Differenzieren liefert

p(x) = bo+bi(x—xzo)+ -+ bp(z — x0)"
p(x) = by +2bo(x — x0) + nbp(z — 20)" "
p'(x) = 2by+3-2b3(x — x0) + n(n — 1)by(z — 20)" 2
p™M(x) = nlb,.

Einsetzen von x = x( in diese Gleichungen liefert schliefslich die behaupteten Gleichungen

p¥) (z0) = k! by
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Dieser Satz motiviert die folgende Definition.

Definition 6.20. Ist f: D — R in einer Umgebung von xy € D mindestens n-mal differenzier-
bar, so heifst das Polynom

norR) (g (1 " (n) (g
T (z) = Z ! k(' 0)(ﬂc—m0)k = f(xo)—i-f (1!0)(ac—xo)+f ;! 0)(x—x0)2+. . ._|_f n(' 0) (x—x0)"
k=0

das Taylorpolynom n-ten Grades (oder der Ordnung n) der Funktion f an der (Entwicklungs-
)Stelle zg.

Um die Giite der Approximation von f durch das Taylorpolynom abzuschitzen benutzt man den
folgenden Satz.

Satz 6.21 (Taylorsche Formel, Restglied nach Lagrange). Ist f : D — R in einer Umgebung
von g € D mindestens (n + 1)-mal differenzierbar, dann gilt fir alle x in dieser Umgebung

f(z) = Tn(z) + Ru(z)

mat dem Restglied
Fe(e)
(n+1)!

wobei € eine (von x abhdngige) Zahl zwischen xg und x ist.

Rn(x) —_ )n—i—l

(x — xo

)

Fiir n = 0 ist diese Aussage nichts anderes als der Mittelwertsatz.

Beweis. Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall x > x¢ und setzen

n (k)
o) = f@) -3 0w o -
k=0

(n :_nl)! (l‘ _ t)n—i—l’

wobei wir m so wéhlen, dass g(z¢) = 0 ist. Offensichtlich ist auch g(z) = 0. Also erfiillt g die
Voraussetzungen des Satzes von Rolle und wir finden ein £ mit zp < £ < z und ¢'(¢) = 0.
Differentiation von g ergibt

/ " p(k+1) (4 n (k) (¢ . (n+1) (¢ _ 4y
g(t) =~ ;0 fk:!()@—t)kJr; (J; _(1;! (z—t)* 1+%(m—t)n = _fn!()(x—t)”er(xn!),
Es folgt
/ f(n—H)(f) n (:13 — f)”
Ozg(f):_T(x—f) -l-mT
und damit m = f(n+1)(§)_ Umstellen von 0 = g(xg) = f(z) — T (z) — ﬁ(x — 20)" ! liefert
die Behauptung. -

Beispiel 6.22. Sei f(z) = e und xyp = 0. Dann sind alle Ableitungen von f an der Stelle g = 0
gleich 1 und wir erhalten

X . $k
e? = ka!Jar(:p)
=0
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mit
f(n+1) (g) $n+1 — ef xn—l—l
(n+1)! (n+1)!

Es folgt R, (x) — 0 fiir jedes « € R und somit die Konvergenz der Ezponentialreihe
o=y
R
k=0

Beispiel 6.23. Sei f(z) = cosz und xp = 0. Dann sind die Ableitungen von f an der Stelle
xg = 0 periodisch 1,0,-1,0 und wir erhalten

R, (x) =

2 1.4

Coswzl—x——i————l—---—l—Rn(x).

Wieder folgt R, (xz) — 0 fiir jedes € R und somit die Konvergenz der Kosinusreihe

z? 2t

cosa:—l———l—E—+

Haben wir wie in den beiden Beispielen die Situation, dass f beliebig oft differenzierbar ist und
dass in einer Umgebung von xg fiir jedes x die Konvergenz R, (x) — 0 gilt, dann besitzt f in
dieser Umgebung die Reihendarstellung

oo (k)x " "y
=S et = fao)+ Hie )+ L -+

Diese Reihe heifst dann Taylorreihe oder Taylorentwicklung von f an der Stelle xg.

Wichtige Taylorreihen, die fiir alle z € R konvergieren, sind

r .%'2
€ = +ﬁ+§+
I2 334
cosx = 1-— §+E_+"'
ZL’3 .ZL’5
simmxr = y-'-a--{-
2 4
X X
coshx = 1—1—5—%?4—
173 1'5
sinhx = ‘l‘g‘ka‘f‘

Diese Reihen konvergieren sogar (absolut) fiir alle komplexen Zahlen z € C und erméglichen so
die Definition dieser Funktionen fiir komplexe Argumente. Dann liest man aus den Taylorreihen
die Fulersche Formel

e =cosz +isinx

ab.
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6.5 Monotonie und Konvexitat

In diesem Abschnitt wollen wir weitere Eigenschaften von Funktionen, ndmlich Monotonie und
Konvexitat /Konkavitat mittels Ableitungen charakterisieren. Dazu sei in diesem Abschnitt I =
(a,b) ein offenes Intervall und f : I — R eine Funktion.

Satz 6.24 (Charakterisierung der Monotonie). Sei f differenzierbar. Dann ist f in I genau
dann monoton wachsend (fallend), wenn f'(x) >0 (f'(x) <0) fir alle x € I gilt.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz im Fall einer monoton wachsenden Funktion.

Sei dazu zunéchst f monoton wachsend und zy € I. Dann gilt f(x) < f(xo) fir x < xg und
f(x) > f(zo) fur > xp. In jedem Fall ist der Differenzenquotient

f(@) = f(o)

T — X

>0

und folglich auch f’(x¢) > 0.
Gilt umgekehrt f/(z) > 0 fiir alle = € I, so liefert der Mittelwertsatz fiir 21,22 € I ein £ € I mit
f(x2) — f(z1)

T2 — I

= f'(€) >0,
woraus f(z1) < f(xe) fir z; < x9 folgt. O

Eine konvexe Funktion ist eine Funktion, bei der die Sekanten des Graphen oberhalb des Graphen
liegen. Eine konkave Funktion ist eine Funktion, bei der die Sekanten des Graphen unterhalb des
Graphen liegen. Die formale Definition ist

Definition 6.25. f heift im Intervall I konvez, falls fir alle zg,z; € I und alle A € (0,1) die
Ungleichung
F((1=Nzo +Az1) < (1= N)f(zo) + Af(21)

gilt. f heifst im Intervall I konkav, falls fiir alle zg, z; € I und alle A € (0,1) die Ungleichung
S =Nzo + Az1) > (1= A) f(xo) + Af(21)

gilt.

Also ist f konkav genau dann, wenn — f konvex ist.

Satz 6.26 (Charakterisierung der Konvexitat). Sei f zweimal differenzierbar. Dann ist f in I
genau dann konvez (konkav), wenn f"(xz) >0 (f"(x) <0) fir alle x € I gilt.

Beweis. Wir zeigen die Aquivalenz im Fall einer konvexen Funktion.

Gilt f"(z) > 0 fir alle z € I = (a,b) und sind xg,z; derart, dass a < xg < z1 < b ist, so
definieren wir fiir A € (0,1)
x=(1—=Xzo+ Az1.

Dann ist 29 < z < 1 und = — 29 = A(z1 — x9), 1 — x = (1 — A\)(z1 — x¢). Der Mittelwertsatz

liefert & € (zg,z) und & € (z, 1) mit
f(a1) — f(=)

f@) = flwo) _ (&) und = = ().

T — X0 xr1 — T
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Der vorhergehende Satz impliziert, dass f monoton wachsend ist, also ist f'(§) < f/(&1) und es

folgt
fx) = fl@o) _ f(@) = flwo) _ flz1) — f(z) _  f(z1) - f(=z)

A1 — x0) r—x9 X1 —X (I —=X)(z1 — o)

Umstellen der Ungleichung zwischen den &ufseren Termen fiihrt dann zur Konvexitatsungleichung
F(L=Nao +Az1) = f(z) < (1= X)f(wo) + Af(21).

Ist andererseits f konvex, so rechnet man mit den vorhergehenden Bezeichnungen die Ungleichung

F@) = fo) _ fan) = o) _ flan) = (@)

xr — xo - xr1 — Xo - T — X

fiir jeden Wert z mit g < x < x1 nach. Durch die Grenziibergdnge r — x¢ und z — x; erhéalt

man daraus
fz1) = f(zo)
Tr1 — X0

f/(l’o) < < f/(xl)v

also ist f’ monoton wachsend und damit f”(x) > 0 fiir z € I. O

6.6 Extrema und Wendepunkte

In diesem Abschnitt wollen wir auch hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen einer lokalen
Extremalstelle behandeln. Anschaulich passiert an lokalen Minimalstellen ein Ubergang von Fal-
len zu Wachstum, die Ableitung sollte also ihr Vorzeichen von negativ zu positiv wechseln, die
zweite Ableitung also positiv sein.

Wir sagen, dass eine Funktion f : I — R n-mal stetig differenzierbar ist, wenn sie n-mal diffe-
renzierbar ist und f(™) stetig ist.

Satz 6.27. Sei I = (a,b) und f : I — R sei zweimal stetig differenzierbar. Weiter sei xg € I
mit f'(xzg) = 0. Ist dann f"(x¢) > 0, so ist zo eine lokale Minimalstelle von f, ist f"(xg) < 0,
so ist xg eine lokale Mazimalstelle von f.

Beweis. Wir benutzen die Taylorsche Formel fiir n = 2 und erhalten

f/(lx!O) (z — o) + f’;(!f) (z— ﬂU0)2 = f(zo) + f,;(f) (x — x0)2

f(z) = f(xo0) +

mit einem £ zwischen zg und z. Ist f”(z¢) > 0, so folgt aus der Stetigkeit von f” auch f”(£) > 0
fiir alle z (und damit &) in einer Umgebung von zg. Also ist f(z) > f(x¢) in dieser Umgebung,
o ist eine lokale Minimalstelle. O

Im Fall f”(z¢) = 0 kann keine Aussage getroffen werden, es kann eine Extremalstelle vorlie-
gen oder auch nicht. Allerdings kann man ebenfalls mit der Taylorschen Formel und hoheren
Ableitungen die folgende Verallgemeinerung zeigen:

Ist n € N und ist f (n + 1)-mal stetig differenzierbar und gilt

fl@o) = f'(wo) = = f™(zo) =0 und  fO"(zq) £0,

o ist xg flir ungerades n eine lokale Extremalstelle, deren Art wieder durch das Vorzeichen von
f (”+1)(:U0) bestimmt ist. Dagegen liegt fiir gerades n keine lokale Extremalstelle, sondern ein
Wendepunkt vor.
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Definition 6.28. Sei I = (a,b) und f : I — R stetig und 29 € I. Dann heift o ein Wendepunkt
von f, falls es ein € > 0 gibt, so dass f in (zg — €, zg) konvex und in (zo, zo + ¢) konkav ist oder
umgekehrt. f wechselt also in zg das Kriimmungsverhalten.

Ist f zweimal stetig differenzierbar, dann sind also die folgenden Figenschaften dquivalent:

e 1 ist Wendepunkt von f.
e Fiir f/ findet in 2y ein Wechsel fallend-wachsend oder umgekehrt statt.
e f”(x) wechselt in zy das Vorzeichen.

Insbesondere ist ein Wendepunkt von f immer eine lokale Extremalstelle von f’. Falls f dreimal
stetig differenzierbar ist und f”(z¢) = 0 und f"”'(z¢) # 0 ist, dann ist z¢ ein Wendepunkt von f.

6.7 Die Regel von ’Hospital

Wir schlieffen dieses Kapitel mit der Behandlung der Regel von ’Hospital, mit der Grenzwerte

berechnet werden konnen, die auf unbestimmte Ausdriicke der Form % oder 22 fiihren.

Satz 6.29 ('Hospitalsche Regel). Seien f,g reelle Funktionen, die in einer Umgebung von xg

(aufer evtl. in xqg) definiert sind, dort zumindest differenzierbar sind und in der g’ # 0 ist. Weiter

gelte limg_yq f(z) = limg_yz, g(z) = 0 oder limy_z, f(2) = £o0,limg_yz, g(x) = £oo0. Dann gilt
i@ _ . f@)

350 g(a) 3% ¢(a)

)

falls der rechte Grenzwert existiert.

Beweis. Wir betrachten nur den Fall limg_,,, f(z) = limg_,z, g(x) = 0 und setzen f,g in zo
durch f(xg) = g(zo) = 0 stetig fort. Der verallgemeinerte Mittelwertsatz liefert dann zu jedem
z in der Umgebung von zq ein £ zwischen zo und x mit

') _ fla) = flxo) _ f(2)
g€ glx)—glxo) glz)

Betrachtet man nun den Grenziibergang r — zq, so ist auch & — x¢ und die Existenz des
Grenzwerts limg_, J;T(g liefert die Behauptung. O

Die I’'Hospitalsche Regel gilt sinngeméf fiir einseitige Grenzwerte. Durch Umformungen kann
man auch unbestimmte Ausdriicke wie oo — 00,0 - 00,0°, 00?, 1 behandeln.

sin x cos T

Beispiel 6.30. lim — lim —1
z—0 X z—0 1

1— ' 1

Beispiel 6.31. lim —— 9% iy 3BT gy S5 2

x—0 x2 10 2 a0 9 5

z\0 z—1

1 -1
Beispiel 6.32. }jl{l% ¥ = exp (ii{%xln x> = exp (lim nw> = exp (il{‘% * 2) =el=1
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7 Integralrechnung

In diesem Kapitel studieren wir zunédchst die unbestimmte Integration als Umkehroperation des
Differenzierens. Im Gegensatz zum Differenzieren, das mittels der Differentiationsregeln einen
Algorithmus zum Berechnen der Ableitung einer explizit gegebenen Funktion liefert, ist das
Integrieren, das Auffinden einer Stammfunktion, nicht generell méglich und benétigt oft gewisse
Kunstgriffe. Wir werden einige Integrationsmethoden kennenlernen.

Anschlieftend behandeln wir das bestimmte oder Riemannsche Integral, das anschaulich durch
die Berechnung der Flache unter einer Kurve motiviert wird.

Den Zusammenhang zwischen unbestimmter und bestimmter Integration stellt dann der Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung her. Mit seiner Hilfe konnen dann die Integrationsme-
thoden fiir die Bestimmung einer Stammfunktion zur Berechnung bestimmter Integrale nutzbar
gemacht werden.

7.1 Stammfunktionen und unbestimmte Integrale

Definition 7.1. Sei f: I — R eine auf einem Intervall I definierte Funktion. Eine differenzier-
bare Funktion F : I — R mit F’ = f heilst Stammfunktion von f.

Ist F' eine Stammfunktion von f, so offenbar auch F + ¢ fiir jede Konstante ¢ € R. Sind anderer-
seits F1, Iy zwei Stammfunktionen von f, so unterscheiden sich F; und F5 nur um eine additive
Konstante, also ' — Fy = c. Tatséchlich ist dann namlich g = F; — Fy differenzierbar auf I und
¢ = 0, womit aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir z1, 22 € I mit x1 # o die
Existenz eines £ € I mit

g(z1) — g(x2)

=T =g/(€) =0

T — T2

und damit folgt, dass g eine Konstante ist.

Eine beliebige Stammfunktion von f bezeichnet man mit [ f = [ f(z)dz und nennt sie unbe-
stimmtes Integral von f. Den Vorgang des Auffindens einer Stammfunktion nennt man unbe-
stimmtes Integrieren. In Tafelwerken findet man mehr oder weniger umfangreiche Tabellen mit
unbestimmten Integralen vieler Funktionen. Ein paar wichtige Integrale, die aus den bekannten
Ableitungen elementarer Funktionen abgeleitet werden, folgen.
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1
/x“da: = 2 a4 #£ -1
a+1
d
R In |z|
x

/coswdx = sinz

/sinxdm = —cosx
dx
5 = tanzx
Ccos® T
dx
5 = —cotx
sin“ x
/ dx ;
= arctanzx
1+ 22
dx .
———— = arcsinz
V1—22
dx L
———— = arcoshz
vr?—1
dzx .
= arsinhz

VarZ+1
/axdx = a—, a>0,a#1

Ina

Mit diesen Grundintegralen und Integrationsregeln, die wir jetzt kennenlernen wollen, lassen sich
viele weitere Integrale berechnen.

Die Linearitit des Integrals

/ (af(x)+bg(x)) dz = a/f(a:) dz + b/g(x) dz
folgt direkt aus der Linearitdt der Ableitung.
Beispiel 7.2.
2 2.175/2 5(33

/(\/5;+a:)2dx=/(:U+2a:3/2+a:2)dx:/xdx+2/:c3/2dx+/x2dx:902—|— —

Die Regel fiir die partielle Integration

/ f(@)g(2) de = f(x)g(x) — / f(@)g(x) da

folgt direkt aus der Produktregel.

Beispiel 7.3. Wir wollen mit partieller Integration eine Stammfunktion von Inxz berechnen.
Dazu setzen wir f(z) = Inz und ¢'(z) = 1. Das liefert f'(z) = 1 und g(z) = z. Partielle
Integration ergibt

1
/lnxd:)::/lnx -ld:):::clnzv—/ cxzder=zlnzr —x=z(lnz —1)
x
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Beispiel 7.4.

/xsinmdx =z(—cosz) — /(— cosx)dr = —xcosx + /cosxdm =sinz — xcosw
Beispiel 7.5. Wir wollen mit partieller Integration eine Rekursionsformel fiir Integrale der Form
Sy = /:E" sinz dx und C, = /3:" cosx dx
herleiten. Dazu setzen wir f(z) = 2™ und ¢'(x) = sinx bzw. ¢'(z) = cosz und erhalten

Sn = /x" sinzdzr = —z"cosz +n / 2" Leoszdr = —z" cosz + nCh_1

C, = /ac"cos:cdx:a:"sinx—n/mn_lsinxdx:x”sinx—nSn_l

Auf diese Weise fiihrt man die Berechnung der Integrale S,, und C), rekursiv auf die Grundinte-
grale [sinzdz und [ cosz dx zuriick.

Ist x = g(t) eine stetig differenzierbare und bijektive Funktion, so liefert die Anwendung der

Kettenregel
d

T Fla®) = fle(®)-g'(1)

fiir eine Stammfunktion F' = [ f die Substitutionsregel

[ t@as= [ 1law)- o0

wobei man t = g~ !(x) setzen muss.
Beispiel 7.6. So erhélt man mittels der Substitution t = g(z) = az + b

/f(a:v—l—b)d:x:F(ax—i_b)

a

mit einer Stammfunktion F = [ f(z)dz. Damit berechnet man zum Beispiel leicht

/ dx 1 / dx 1 ; ( 3)
—————=—- [ ————— = —arctan (z — = ).

422 — 122 +13 4 (aj_%)2+1 4 2

Beispiel 7.7. Ebenfalls sehr niitzlich ist die allgemeine Substitution ¢ = f(z), die z.B. fiir

Integrale der Form
fix) o
[ 5 a = nis)

liefert. Damit berechnet man zum Beispiel leicht

x 1 2z
/1+m2 ! 2/1—|—x2dm n(l+ )
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Wir wollen jetzt beschreiben, wie man mittels der bisher gefundenen Grundintegrale und In-
tegrationsregeln und dem Verfahren der Partialbruchzerlegung Integrale rationaler Funktionen

mit Polynomen p,q berechnen kann. Zunéchst spaltet man durch Polynomdivision den poly-
nomialen Anteil von r(x) ab, so dass wir nur noch den Fall einer echt gebrochenen rationalen

Funktion haben, bei der der Grad von p kleiner als der Grad von ¢ ist.
Auferdem benotigen wir den Fundamentalsatz der Algebra, der uns eine eindeutige Darstellung
)k )

q(x) =ap(x — )" ... (x — 2y

liefert, wobei x1, ..., x, die verschiedenen kompleren Nullstellen und ki, ..., k&, die entsprechen-
den Vielfachheiten sind. Da wir voraussetzen, dass die Koeffizienten a;, b; alle reell sind, konnen
wir nun die Tatsache benutzen, dass komplexe nicht reelle Nullstellen als Paare auftreten: Ist z
eine Nullstele der Vielfachheit k, so ist auch Z eine Nullstelle der Vielfachheit k. Wir kénnen
also die Faktoren

(z—2)f@-2)%=((z-a)” + bZ)k

zusammenfassen zu einer k-ten Potenz eines quadratischen Polynoms. Hierbei ist a der Realteil
und b der Imaginarteil von z. Insgesamt erhalten wir die Faktorzerlegung eines reellen Polynoms
in der Form

q(z) = an(x — xl)kl co(x = :c,n)k’“ (:132 + pix + ql)el .. (932 + psx + qs)eS.

Dabei sind z1,...,z, die reellen Nullstellen und die Nullstellen der quadratischen Terme z? +
Pz 4 q1, ..., 2% + pst + ¢ sind die Paare konjugiert komplexer Nullstellen.

Beispiel 7.8. Das Polynom ¢(z) = x* + 1 vierten Grades besitzt die vier komplexen Nullstellen

+1+i
75

Das liefert die komplexe Zerlegung in Linearfaktoren

=rte1= (-4 -3 -4 -

Fasst man hier konjugiert komplexe Nullstellen zusammen, so erhélt man die reelle Zerlegung

(-5 (@) ((+ )+ (&)

= (:c2—\/§a:+1> (a:2+\/§a:+1>.

q(z) = 2" +1

Mittels quadratischer Ergdnzung kann man diese Zerlegung in diesem Fall auch einfacher so
bestimmen:

2
:U4+1:a:4+2332+1—2m2:(m2+1)2—<\@x) :(x2—|—1+\/§a:) (x2—|-1—\/§33).
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Mit Hilfe der reellen Faktorisierung kann man nun die echt gebrochene rationale Funktion r(z) =

% eindeutig darstellen als

r S
a; Qji ke bi1x + c; bw.l‘—l—Cw.
r@) =3 (= ) S (PO IR D) (3)
= T — T, ($—l’]) J = T4+ pjx + q; ($ +pjx+qj)f

Diese Darstellung heifst Partialbruchzerlegung von r, die einzelnen Summanden sind die Partial-
briiche.

Beispiel 7.9. Fiir die rationale Funktion

r+1
w3 —a? 4+ —1

r(x) =
besitzt der Nenner die Zerlegung
Bt -1=2 -1+ (x-1)=@*+1)(z-1),
also lasst sich r(x) darstellen als

z+1 _a bx + ¢
w24+ rx—1 -1 2241

r(x) =

Beispiel 7.10. Die rationale Funktion

22 —r+1
(=D (z+1)322+2+1)2

r(z) =

besitzt die Partialbruchdarstellung

a1 b1 b2 b3 car + dl 1T + dl

r(x):$_1+$+1+($+1)2+(x+1)3 224+x+1  (22+x+1)2%

Die Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung bestimmt man durch Multiplikation des Ansatzes
(3) mit dem Nenner ¢g(z), was auf eine Gleichung zwischen einem bekannten Polynom auf der
linken und einem Polynom mit den gesuchten Koeffizienten auf der rechten Seite fithrt. Dann
wahlt man eine von zwei Methoden:

e Koeffizientenvergleich

e Einsetzen n verschiedener Werte fiir x

Beides fiihrt zu einem linearen Gleichungssystem von n Gleichungen fiir n zu bestimmende
Koeffizienten.

Beispiel 7.11. Fiir die rationale Funktion

besitzt der Nenner die Zerlegung

- tr—1=2 -1+ (x—1) = (2 +1)(z - 1),
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also léasst sich r(x) darstellen als

r(x) =

Multiplikation mit 2% — 22 + x — 1 = (2% + 1)(z — 1) liefert

z+1 _a +bm—i—c
B —a2+rx—1 z—1 2241

r+1=a(z®+1)+ (bx +c)(z —1).

Durch Einsetzen von x = 1 erhélt man 2 = 2a, also a = 1. Durch Einsetzen von & = 0 erhalt
man dann 1 =1 — ¢, also ¢ = 0. Durch Einsetzen von x = —1 erhélt man dann 0 = 2 + 2b, also
b = —1. Insgesamt ergibt sich
z+1 1z
2 —a24+r—1 -1 a2+1

Alternativ kann man ausmultiplizieren und erhalt

4+ 1= (a+b)z*+ (c—bx+ (a—c)
und anschliefend durch Koeffizientenvergleich die drei Gleichungen a+b=0,c—b=1,a—c=1

und daraus die gleichen Werte fiir a, b, c.

Nach der Zerlegung in Partialbriiche muss man also nur noch Terme der Form

1 wnd Bx+C

(x —a)k (22 + px + q)F

2
mit ¢ > & integrieren. Dies geschieht mit den Formeln

dx
/ = Inl|z —aq|
r—a

dz 1
—_— = firk=2,3,...
/ (@=aff — A=—R@-aFt T

Bz +C B 9 C — Bp/2 x+p/2

———dz = —In(x"+pr+q) + ——— arctan ————

22 +pr+q y Il ) Va—p?/4 Vaq—p*/4

Bx+C B 1 dx
_BrrC g - L (C-B 2/

/(:UQ—l—m:—i—q)’€ v 2(k — 1) (2 4 px + q)*F—1 ( r/2) (22 +px + q)*

/ dx B 1 2z +p n 4k — 6 / dz

(2 +pr+qF — (k—1)(4q—p?) (@2 +pr+gFt  (k-1)4g—p?) /) (22 +pz+ gt

Die letzte Formel wird als Rekursionsformel benutzt.
Beispiel 7.12. Wir wollen die rationale Funktion

20t + 2 —1
—x2+ax—1

integrieren. Da der Zahlergrad grofer als der Nennergrad ist, miissen wir zunéchst eine Poly-
nomdivision und anschlieffend die Partialbruchzerlegung durchfiihren, was zu

22 + 2 — 1 z+1 1 z
— 2 42 —orq24— - T
-2 4x—1 v +x371:2+x71 v +£L'*1 x2+1

fithrt. Integration der einzelnen Summanden liefert dann

/x3—x2+a:—1dx:x +2x—|—ln]:):—1]—§ln(x +1).
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7.2 Das Riemann-Integral

Das Riemann-Integral einer Funktion f iiber einem Intervall [a, b] berechnet die Fldche unter dem
Graphen von f zwischen a und b. Wir mochten das Integral fiir eine moglichst grofe Klasse von
Funktionen berechnen. Das erreichen wir, indem wir zunéchst das Integral fiir Treppenfunktionen
definieren und anschliefsend andere Funktionen von oben und unten durch Treppenfunktionen
approximieren.

Definition 7.13. Eine Zerlegung Z eines Intervalls [a, b] ist gegeben durch Unterteilungspunkte
a=x90 <21 << Xp_1<xp=">
Die Feinheit dieser Zerlegung Z ist die maximale Lénge eines Teilintervalls:

2| =  — zi1).

’ | 112% (xz Zq 1)

Eine Treppenfunktion ist eine Funktion f : [a,b] — R, die auf den offenen Teilintervallen (z;_1, x;)
einer Zerlegung konstant ist.

Zu zwei Treppenfunktionen f, g auf [a,b] kann man immer eine Zerlegung finden, so dass beide
Funktionen f, g auf den Teilintervallen dieser Zerlegung konstant sind. Dies erreicht man, indem
man alle Unterteilungspunkte der zu f und g gehorenden Zerlegungen als eine neue Zerlegung
auffasst. Das ist eine gemeinsame Verfeinerung beider Zerlegungen.

Die Treppenfunktionen auf einem Intervall [a, b] bilden einen linearen Raum, sind also f, g Trep-
penfunktionen und ¢,d € R, so ist c¢f + dg ebenfalls eine Treppenfunktion.

Definition 7.14. Sei f : [a,b] — R eine Treppenfunktion mit f(z) = ¢; auf dem Zerlegungsin-

tervall (x;_1,2;), ¢ = 1,...,n. Dann ist das Integral von f tiber [a,b] gegeben durch
b
/ f(z)dx = ch(l‘z —Ti_1).
a i=1

Das Integral einer Treppenfunktion ist unabhéngig von der konkreten Wahl der Zerlegung Z.
Daraus ergibt sich sofort die Linearitdt des Integrals fiir Treppenfunktionen. Sind f, g Treppen-
funktionen auf [a,b] und ¢,d € R, dann gilt

b b b
/ (cf(z) +dg(x)) dz = c/ f(z)dz + d/ g(x)dz.
Ebenfalls sofort aus der Definition folgt die Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen
b b
f(z) < g(x) fir x € [a,b] = / flx)dzx < / g(z)dz.

Ist nun f eine beschriankte Funktion, so kann man Treppenfunktionen (sogar konstante Funktio-
nen) g, h finden mit g < f < h Das rechtfertigt die Existenz von Supremum und Infimum in der
folgenden
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Sind g, h Treppenfunktionen mit ¢ < f < h, so folgt aus der Monotonie des Integrals fiir
Treppenfunktionen f: g(z)dx < f: h(x)dz. Also ist immer

Zf(:v) dr < 7*f(w) da.

Allerdings konnen sich Ober- und Unterintegral unterscheiden. Ein Beispiel dafiir ist die Di-
richletfunktion f : [0,1] — R, die 1 ist fiir rationales z und 0 fiir irrationales z. Da in jedem
Teilintervall einer Zerlegung von [0, 1] sowohl rationale als auch irrationale Zahlen liegen, gilt
fiir Treppenfunktionen g, h mit g < f < h auf jedem Teilintervall (z;_1,x;), dass g(z) < 0 und
h(z) > 1 ist. Es folgt fol g(z)dz < 0 und fol h(z)dz > 1. Auferdem hat man fiir ¢ = 0 und

h=1auch g < f <hund fol g(z)dz =0 und fol h(z)dz = 1. Damit ist

1 1
éf(x)dm=sup/olg(:v)dm=0 und { f(a:)d:c=inf/01 h(z)dx = 1.

Die Bestimmung des Riemann-Integrals nennt man auch bestimmte Integration, um sie von der
Bestimmung der Stammfunktion, also der unbestimmten Integration, zu unterscheiden.

Unmittelbar aus den Definitionen der Integrierbarkeit und von Supremum und Infimum folgt die
Charakterisierung in
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Satz 7.17. Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann ist f Riemann-integrierbar genau dann, wenn
es zu jedem € > 0 Treppenfunktionen g, h : [a,b] — R gibt mit g < f < h und

/abh(a:)dx—/abg(x)dxga

Mittels dieser Charakterisierung kann man fiir zwei grofse Klassen beschrankter Funktionen In-
tegrierbarkeit zeigen.

Satz 7.18. Sei f : [a,b] — R stetig oder monoton. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei zunéchst f monoton wachsend. Wir betrachten eine dquidistante Zerlegung in Inter-

valle der Lange bfT“, also r; = a+ b;—ai fir i = 0,1,...,n. Dann erfiillen die Treppenfunktionen

g, h definiert durch
g(x) = f(xi—1) und h(z) = f(z;) fir z € [zi—1,x;)

offenbar g < f < h. Auferdem ist

n

’ ’ —a — f(a —a
/h(x)dx_/ g(x)dﬂfzz:(f(xi)—f(xi_l)b = (/) = fa) b ).

3 n n
=1

Da wir n beliebig groff machen kénnen, liefert Satz 7.17, dass f Riemann-integrierbar ist.

Fiir stetiges f bendtigen wir die in Satz 5.16 gezeigte Tatsache, dass jede stetige Funktion auf
einem abgeschlossenen Intervall sogar gleichméafig stetig ist, d.h. dass es zu jedem e > O ein § > 0
gibt mit

lz—2'| <6 = |f(z)— f(a))] <e.

Wir wihlen nun wieder eine dquidistante Zerlegung wie oben und definieren die Treppenfunktio-
nen

g(z) = min f(§) und h(z) = max f(&) fir z € [z;_1,2;).

E€lri—1,x4) E€[zi1,24]

Nach dem Satz von Maximum und Minimum existieren diese max und min. Dann ist wieder

g < f < h klar. Ist n geniigend grofs, so ist auferdem die Lénge der Teilintervalle bT“ < 0 und

damit h(z) — g(z) < ¢ fir alle z € [a, b]. Es folgt sofort

b b b
/ h(zx)dx — / g(z)dzr = / (h(z) — g(z)) dz < e(b— a)
a a a
und damit wieder mittels Satz 7.17 die Behauptung, dass f Riemann-integrierbar ist. O
Die grundlegenden Eigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen iibertragen sich auf das
Riemann-Integral. Die Riemann-integrierbaren Funktionen auf [a,b] bilden also einen linearen

Raum, sind f, g Riemann-integrierbar und ¢, d € R, dann ist auch c¢f + dg Riemann-integrierbar.
Wir haben wieder die Linearitdt des Integrals

/ab (cf(x) +dg(x)) dz = c/abf(a:) dl“l‘d/abg(];) dz.

Ebenfalls gilt die Monotonie des Riemann-Integrals:

b b
f(x) < g(z) fir z € [a, b = / flx)dz < / g(z)dz.
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Weiter kann man direkt die Riemann-Integrierbarkeit von f - ¢ und von |f|P fir 0 < p < oo
folgern.

Wir kommentieren noch kurz den klassischen Zugang von Riemann zum Riemann-Integral iiber
Zwischensummen. Wieder liegt eine Zerlegung Z des Intervalls [a, b] zugrunde, also

a=xp <21 < < Tp_1<xTp =0>.

In jedem Teilintervall sei zusétzlich ein Punkt & € [x;_1, z;] gewéhlt. Dann heift die Summe
n
D FE) (i — i)
i=1

Zwischensumme. Man kann nun zeigen, dass eine beschrinkte Funktion auf dem Intervall [a, b]
genau dann Riemann-integrierbar ist, wenn fiir jede Folge von Zerlegungen mit gegen 0 konver-
gierender Feinheit und fiir jede Wahl von Zwischenpunkten die Folge der zugehérigen Zwischen-
summen gegen eine Zahl I konvergiert. Dann ist auferdem I = ff f(z) d.

Will man direkt mit der Definition oder mittels Zwischensummen das Integral berechnen, ist das

sehr umstandlich.

Beispiel 7.19. Wir wollen mit der Definition das Integral

/ 22 dx
0

berechnen, das wegen der Stetigkeit oder auch der Monotonie des Integranden existiert. Dazu
betrachten wir eine dquidistante Zerlegung x; = %i fiir i = 0,1,...,n. Da f(z) = x? monoton
wachsend ist, erhalten wir mit den Treppenfunktionen

R 2 92
DO wnd b= f) = o e e o, n)

9(x) = f(zi1) =

n2

die Ungleichungen g < f < h. Nun ist nach Definition des Integrals fiir Treppenfunktionen

@ B (73—1)2a2g aj = . s @ (n—1)n2n-1) a®(n—1)n2n-1)
| aterae =30 =g G- 1)

— n? n3 pt n3 6 3 2n3
und
/ah(x)dm _ i ?a®a _ £i22 _ @ n(n+1)2n+1) _ a®n(n+1)(2n +1)
0 —~ n? nd n3 6 3 2n3 '

Hier haben wir die Formel fiir Summen von Quadraten benutzt. Fiir n — oo konvergieren beide
3
Integrale gegen %, also ist
a a3
/ 22de = —.
0 3

7.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Wir wollen nun bestimmte und unbestimmte Integration miteinander verkniipfen. Das leistet der
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, mit dem die Berechnung des Riemann-Integrals
auf die Bestimmung einer Stammfunktion zuriickgefiihrt wird.

Dazu benétigen wir den ebenfalls wichtigen
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Satz 7.20 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Seien f,g : [a,b] — R stetige Funktionen mit
g > 0. Dann existiert ein & € [a,b] derart, dass

b b
| t@g@dz = 1) [ g(a)da
ist. Insbesondere (g = 1) gibt es ein & € [a,b] derart, dass

b
i [t =1

1st.
Beweis. Der Beweis beruht auf dem Zwischenwertsatz. Ist namlich

m = min_f(z) und M = max f(z),

z€|a,b z€[a,b]
so folgt
mg(x) < f(@)glx) < Mg(z)  fiir 3 € [a,1]
und damit
b b b
m/ g(z)dx S/ f(z)g(x)dx < M/ g(z)dx.
Also ist

/ ' Fa)g(a)de = / (@) da

mit einem g € [m, M]. Nun liefert aber der Zwischenwertsatz ein £ € [a,b] mit f(§) = p und die
Behauptung ist bewiesen. O

Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f : I — R auf einem Intervall I und a € I betrachten
wir nun das Integral

Flz) = /xf(t) dt

mit variabler oberer Grenze x. Fir x < a setzen wir dabei
Flz) = / F(t)dt = —/ (1) dt.

Die Funktion F'(x) beschreibt also die Anderungsrate der Fliche unter dem Graphen von f an
der Stelle x. Fiir stetige Funktionen ist anschaulich klar, dass diese Rate gerade f(x) ist. Das ist
die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 7.21. Sei f: I — R auf einem Intervall I stetig und sei a € I. Dann ist die Funktion

Flz) = /wm) at

eine Stammfunktion von f.
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Beweis. Der Beweis beruht auf dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. Dazu betrachten wir
den Differenzenquotienten

N B . 2+h [z z+h
Pla+h) = F ) _ ) ild J: f“)d’“‘:;/m f(t)at.

Der Mittelwertsatz 7.20 liefert dann ein £ zwischen x und x + h mit

F(x+h)— F(x)
h

= f(8).

Fiir h — 0 haben wir £ — z, womit die Stetigkeit von f die Behauptung

iy . Flx+h)—F(x) L _
F'(x) = lim h —}llgrg)f(ﬁ)—ggr;cf(é)—f(w)

liefert. O

Nun ist es nur noch ein kleiner Schritt zum Beweis des

Satz 7.22 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Ist f : I — R auf einem Intervall
I stetig und ist F' eine Stammfunktion von f, dann gilt fir a,b € T

b
/ f(z) de = F(@)|’, := F(b) - F(a).

Beweis. Da sich Stammfunktionen nur um eine Konstante unterscheiden, ist die Differenz F'(b) —
F(a) unabhéingig von der konkreten Auswahl von F'. Mit Satz 7.21 konnen wir also

Flz) = /xm) dt

wahlen. Dann ist F'(a) = 0 und somit

b
/ f(t)dt = F(b) = F(b) — F(a).
O

Nun ergeben sich aus den Differentiationsregeln fiir das unbestimmte Integral direkt entspre-
chende Rechenregeln und -methoden fiir das bestimmte Integral. Zundchst kdnnen wir nochmals
die Linearitdt des Riemann-Integrals

/ab (cf(z) + dg(z)) dz :c/abf(:c)da:er/abg(x)dx

flir Riemann-integrierbare Funktionen f, g ableiten.
Weiter erhélt man die Regel fiir die partielle Integration

b

b b
/ f@)g (@) dz = f(2)g(x)], — / fl(@)g(z)dz = f(b)g(b) — fla)g(a) = [ f(x)g(x)da.

a
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Die Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale kann man folgendermafsen formulieren. Sei f : I —
R auf einem Intervall I stetig und sei g : [a,b] — I stetig differenzierbar und streng monoton
und damit bijektiv als Abbildung von [a, b] auf [g(a), g(b)] (bzw. [g(b), g(a)]). Dann gilt

b g(b)
/ flg®)g'(t)dt = / f(z) da.
@ g(a)

Zum Beweis beobachten wir, dass aus der Kettenregel folgt, dass fiir eine Stammfunktion F' von
f die Komposition F(g(t)) eine Stammfunktion von f(g(t))g'(t) ist. Mit Satz 7.21 erhalten wir
also einerseits

b
/ F(9(0)g/ () dt = F(g(b)) — F(g(a)).

Andererseits folgt aus Satz 7.21 ebenfalls
g(b)

f(z)dz = F(g(b)) — F(g(a)).

g(a)
Beispiel 7.23. Mit der Substitution x = g(t) = t? ergibt sich dz = 2¢dt und damit

3 9 -
/ te_t2dt=1/ e dy = —Leef’ 1=
0 2 Jo 2 '

0 2
7.4 Uneigentliche Integrale

Das Riemann-Integral ist definiert fiir beschrdinkte Funktionen auf einem endlichen Integrationsin-
tervall [a, b]. Wir wollen diese beiden Einschrankungen jetzt fallen lassen und auch unbeschréankte
Integranden und unendliche Integrationsintervalle zulassen. Dies gelingt durch Betrachtung ge-
eigneter Grenzwerte.

Betrachten wir zunéchst unbeschréankte Integrationsintervalle. Dann definieren wir die uneigent-
lichen Integrale

b—oo

/aoo flx)de = lim /ab flx)dz
b b
/_OO f(z)dz = lim f(z)dx

a—r—0o0 a

/_Zf(a:)dx - /_(;f(:c)dx—k/ooof(x)da:

flir beschrénktes f, falls die Integrale und Grenzwerte auf der rechten Seite existieren. Man sagt
dann, dass die Integrale auf der linken Seite konvergieren, existieren die Grenzwerte nicht, spricht
man von divergenten Integralen. Ist F' eine Stammfunktion von f und existieren die Grenzwerte

F(o0) = xlgrolo F(x) und/oder F(—) = 2ii)r_]rlooF(zr:),
so kann man diese berechnen als
|t = F@IF =Feo) - F@
[ @ = F@P =0 - e

| t@a = F@[*, = Flo) - F-o)
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Beispiel 7.24.
*©  dz o s T
. 1122 = arctana:‘_oo = 3~ <—§) =.

Beispiel 7.25. Eine Stammfunktion der Funktion f(x) = 2% ist die Funktion F(z) = — 22!~
fir  # 1 und F(z) = Inz fir « = 1. Damit ergibt sich

> dz L fira>1
— = _ — a—1
/1 F(oo) = F(1) { fir a < 1.

x® o0

Aus dem letzten Beispiel und der Monotonie des Integrals ergibt sich das folgende niitzliche
Konvergenzkriterium fiir uneigentliche Integrale.

e Gibt es ein @ > 1 und ¢ > 0, so dass fiir x > a > 0 die Ungleichung 0 < f(x) < -% gilt,
dann konvergiert das uneigentliche Integral fa f(z)dz.

e Gibt es ein a < 1 und ¢ > 0, so dass fiir x > a > 0 die Ungleichung f(z) > -5 gilt, dann
divergiert das uneigentliche Integral faoo f(z)dx

Fiir einen unbeschrdankten Integranden f betrachten wir die Falle, dass f eine Polstelle an einer
der Intervallgrenzen oder im Inneren des Integrationsintervalls hat.

Hat f eine Polstelle in a, also ist lim,\ , = %00, so setzen wir

/f do = lim ’ fla)de,

o aa

falls dieser Grenzwert existiert. Wieder nennt man in diesem Fall das uneigentliche Integral auf
der linken Seite konvergent. Existiert der Grenzwert nicht spricht man von einem divergenten
Integral.

Hat f eine Polstelle in b, also ist lim, ~, = +00, so setzen wir entsprechend
b B
f(x da::lim/ f(x)dx
[ raae = [ s

Wieder erhélt man mit den entsprechenden Grenzwerten F'(a) = limg~, F(x), F(b) = limg ~, F'(b)
einer Stammfunktion F' von f

falls dieser Grenzwert existiert.

b
/f@Mx—F@—Fm)
Hat f eine Polstelle in ¢ im Inneren des Intervalls [a, b], also ist lim,\ . = £00 und lim, ». = +o0,

SO setzen wir ) . b
/ﬂ@m:/ﬂ@m+/ﬂmm

falls die beiden uneigentlichen Integrale auf der rechten Seite existieren. Dies ist dquivalent zur
Existenz von lim,_,. F'(x) fiir eine geeignete Stammfunktion ' von f und man hat dann wieder
die Formel

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).
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Beispiel 7.26. Eine Stammfunktion der Funktion f(z) = Inz auf (0, o) ist die Funktion F'(x) =
z(lnz — 1). Dann ist

und es ergibt sich

1
/ Inzdz = F(1) — F(0) = —1.
0
Beispiel 7.27. Was ist an der Rechnung
/ fdz_ 1
-1 5132 - xT

(positiver Integrand, negatives Integral) falsch? Man integriert tiber die Polstelle z = 0 des Inte-
granden hinweg, ohne die Nichtexistenz von lim,_,o F'(x) zu beachten. Richtig ist die Rechnung

/1dw_/°dw+ tde (1P (1
a2 ) a2 0 a2 r|_, x
Beispiel 7.28. In diesem Beispiel wollen wir die wichtige Fulersche Gammafunktion
o0
I'(t) :/ e Tzt dx
0

kennenlernen. Dieses Integral konvergiert fiir alle ¢ > 0. Dies sieht man ein, indem man einerseits
die Konvergenz von floo e *z!~1 dz aus der Ungleichung

1
)z(oo—l)—l—(—l—i—oo):oo.
0

t—1 t—1 |

r 41T x n!

0<e g™l = < ==
e a?/nl  gplottn

flir n > t schlussfolgern kann. Andererseits konvergiert auch fol e a1 dr wegen 0 < e %t~ <

2t~1 und .
t
/ 27 hdt = z
0 t

ra) = / e “dr = —e‘”ﬁ}go =1
0

1

0

Fiir ¢ = 1 erhalt man sofort

Auferdem ergibt sich durch partielle Integration die Funktionalgleichung

o0 o
Lit+1) = / e “xldr = —e_xxt‘go + t/ e Tt dx = tI'(¢t).
0 0

Aus der Rekursionsformel erhalt man induktiv
I'(n+1) =nl,

die Gammafunktion I'(t+ 1) ist also eine Fortsetzung der Fakultétsfunktion von den natiirlichen
Zahlen auf die nichtnegativen reellen Zahlen unter Erhaltung der Rekursionsformel (n + 1)! =
(n+1)n!.
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7.5 Anwendungen der Integralrechnung

In diesem Abschnitt wollen wir zwei Anwendungen der Integralrechnung fiir Funktionen einer
Variablen betrachten: Das Integralkriterium fiir die Konvergenz von Reihen und die Berechnung
von Volumina von Rotationskorpern.

Mittels des Integralkriteriums ldsst sich oft bequem entscheiden, ob eine Reihe konvergent oder
divergent ist. Auerdem ergeben sich Abschétzungen fiir die Reihensumme. Sei dazu m € N und
sei f:[m,00) — R eine monoton fallende Funktion. Aus der Monotonie von f folgt dann

n+1 n n
> i< [ @< Y 5w
k=m+1 m k=m

fiir jedes n > m und damit

m

Z f(k) ist konvergent <= /OO f(z)dz < oco.
k

Beispiel 7.29. Wegen floo dz _ —%‘TO =1list > 72, k% konvergent.

2

Beispiel 7.30. Wegen [, 42— Ing|(® = oo ist 372, # divergent.

x

Ein Rotationskorper entsteht durch die Rotation der Fliache zwischen dem Graph einer stetigen
Funktion f : [a,b] — [0, 00) und der z-Achse um die z-Achse. Einfache Beispiele sind Kugel, Zy-
linder und Kegel. Zerlegt man den Rotationskorper mittels einer Zerlegung Z = {zg, z1,..., 2}
des Intervalls [a,b] in Scheiben und approximiert die Funktionswerte von f im Intervall (z;_1, ;)
durch eine Konstante ¢;, so erhélt man einen aus zylindrischen Schichten mit Radius ¢; und Hohe
x; — x;—1 aufgebauten Korper. Dieser hat dann Volumen

n
Z ﬂc?(xi —xi_1).
i=1
Durch Grenziibergang erhalten wir das Volumen des Rotationskorpers

V= w/abf(:v)2dx.

Beispiel 7.31. Die Kugel mit Radius » und Mittelpunkt 0 erhélt man als Rotationskorper fiir
die Funktion f : [—r,r] — [0,00) gegeben durch f(z) = vr? — 22. Das Volumen der Kugel ist

also g 5
T
4
V:w/ (r2—x2)dx:w[r2x—x] -
-r

3 3

T



