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1 Hausdorff-Metrik und iterierte Funktionensysteme

1.1 Ein erstes Beispiel — Die Cantormenge

Jedes x € [0,1] hat eine 3-adische Entwicklung, es gibt also fiir alle € [0, 1] eine Folge
a € {0,1,2}N mit

r = Z(lj3_j = O,alag. ..3.
j=1
Diese Entwicklung ist eindeutig, falls  nicht von der Form x = p3~" fiir p, k € N ist. Falls
x = p3~% mit 3 1 p, so gibt es zwei Entwicklungen von z. Fiir eine ist a, = 1 und fiir die
andere ist ay = 0 oder a;, = 2. Wir verstehen im folgenden unter einer Entwicklung von x
immer die letztere mit a; # 1. Beispielsweise gilt

1 2
=1 <= -—<z<-=,

3 3
1 2 7 8
ay # las =1 <= §<x<§oder§<x<§.

Definition 1.1. Die Cantormenge C' ist die Menge aller x € [0, 1] mit Basis-3 Entwicklung

x =32, a;377, sodass fir alle j € N gilt a; # 1.

Die obige, etwas kiinstliche Wahl der jeweiligen Entwicklung von z dient dazu, dass C'
abgeschlossen ist. C' erhélt man also, indem man beginnend mit [0, 1] rekursiv die offenen
mittleren Drittel der jeweils verbliebenen Intervalle entfernt. Wir beweisen einige Eigen-
schaften von C.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Abbildung 1: Die ersten 5 Iterationen der Konstruktion der Cantormenge

Proposition 1.2. Sei C' die Cantormenge. Dann gilt
(1) C ist kompakt,
(i1) M(C) =0 (dabei ist X das Lebesguemays),
(111) card C' = c.

Unter der letzten Aussage verstehen wir, dass C' die Kardinalitét des Kontinuums besitzt,
dass also eine Bijektion von C' nach [0, 1] existiert. C' ist also eine Menge, die im men-
gentheoretischen Sinne nicht von [0, 1] unterscheidbar ist, aber im mafitheoretischen Sinne
eine Menge mit Maf 0.
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Beweis. (i) Die Eigenschaft der Kompaktheit von C'ist in R dquivalent zur Abgeschlos-
senheit und Beschrianktheit von C. Da C' C [0, 1], ist C' beschréankt. Weiters ist C' der
Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen und somit selbst abgeschlossen, also als
Teilmenge von [0, 1] kompakt.

(i) MC)=1-3-3— - = 1= 2 = 1-1bn =0,

(i) Sei x € C' mit x = 7, a;37/, wobei a; = 0 oder a; = 2 fiir alle j. Wir definieren
f:C —10,1] durch

i . a;
f(x) = Zbﬂ 7 mit b; = 53
J

Diese Reihe ist die Basis-2 Entwicklung einer Zahl in [0, 1]. Klarerweise erhélt man auf
diese Weise jede Zahl in [0, 1]. f ist also eine Surjektion. Da die identische Abbildung
id : ¢ — [0,1], x + x eine injektive Abbildung von C' nach [0, 1], sind C' und [0, 1]
insgesamt gleichméchtig. (vgl. Satz von Cantor-Schroder-Bernstein) O

Weiters ist leicht zu sehen, dass C' keine isolierten Punkte besitzt, nirgends dicht (das
Innere von C' ist leer) und total unzusammenhéngend (C' besitzt aufler den einpunktigen
Teilmengen keine zusammenhéngenden Mengen) ist. Dabei ist ein Punkt a € C ein isolier-
ter Punkt, falls eine Umgebung U C R von a existiert, sodass U keine weiteren (aufler a)
Elemente aus C' enthélt.

Bemerkung 1.3. Die Abbildung f des vorigen Beweises ist monoton, genauer gilt

r<y= f(r) < f(y),

falls x und y nicht die beiden Endpunkte eines in der Konstruktion von C' entfernten
Intervalls sind. Wir kénnen also f zu einer monotonen Abbildung

f:0,1] — [0,1]

erweitern, indem wir sie konstant fortsetzen auf jedem Intervall das in C' fehlt. Da f
zusétzlich surjektiv ist, ist f auch stetig. Diese Funktion nennt man die Cantor-Funktion
oder auch ,devils staircase®. Aus Proposition [[.2]2. folgt, dass f fast iiberall bzgl. des
Lebesguemafles konstant ist, also f' = 0 fast {iberall und wir erhalten

1= (1)~ f(0) # / f(t)dt = 0.

Vergleiche hierzu folgende Definition und den anschliefenden Satz:

Definition 1.4. Fine Funktion f : R — C ist absolut stetig, falls fir allee > 0 ein § > 0
existiert, sodass fir alle endlichen Mengen von disjunkten Intervallen (ay,b1),. .., (ay,by,)
qilt

n

S = a) < 6= D 1S0) — flag)l <=

j=1

Weiters ist f absolut stetig auf [a,b] falls diese Bedingung fiir alle disjunkten Intervalle in
la, b] erfillt ist.
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Satz 1.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir Lebesgue-Integrale). Fir
a,be R mit a <b sind dquivalent

(i) f ist absolut stetig auf [a,b],
(ii) f(z = [7g(t)dt fiir ein g € L'[a,b] :={f : [a,0] = R mb., f; |f(x)|dx < oo},

(iii) f ist fast diberall differenzierbar auf [a,b], f' € L'[a,b] und f(x = [T f(¢)

Vergleiche hierzu den Satz von Radon-Nikodym (Satz , der die Aquivalenz der ersten
zwei Punkte dieses Satzes auf allgemeinere Mafiriume ausdehnt.

Es fallt auf, dass die Cantormenge mit einem rekursiven Prozess konstruiert wurde. Weiters
ist C' kompakt. Wir werden sehen, dass allgemeinere fraktale Mengen diese Eigenschaften
auch besitzen. Dabei verstehen wir unter einem Fraktal eine Teilmenge eines euklidischen
Raumes die keine ganzzahlige Dimension hat. Wir werden den Begriff der Dimension spéter
noch prézisieren.

1.2 Hausdorff-Metrik

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Das heifit, X ist eine Menge und d ist eine Abbildung von
X x X in die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen mit den drei Eigenschaften

(i) d(z,y) =0 fiir x,y € X genau dann wenn x = v,
(i) d(z,y) = d(y,z), v,y € X,
(iif) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y), ,y,2 € X.

Sei A C X eine Teilmenge von X. Dann ist fiir x € X der Abstand d(x, A) von z zu A
definiert durch
d(z,A) .= inf{d(z,y) : y € A}

Analog ist fiir eine weitere Menge B C X
d(B,A) :=inf{d(z,A) : © € B}

der Abstand von B zu A. Eine Teilmenge A eines metrischen Raumes X ist kompakt, falls
jede Folge in A eine in A konvergente Teilfolge besitzt.

Definition 1.6. Wir bezeichnen mit
K(X):={K C X :0# K kompakt}
die Menge der nichtleeren, kompakten Teilmengen des metrischen Raums X .

Sei ab jetzt (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Das heifit, dass jede Cauchyfolge
in X einen Grenzwert in X besitzt. Wir werden dann fiir (X) eine Metrik einfithren
(die sogenannte Hausdorff-Metrik) und zeigen, dass K(X) mit dieser Metrik ebenfalls ein
vollstdndiger Raum ist.
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Definition 1.7 (Hausdorff-Metrik). Seien A € K(X) und § > 0. Dann definieren wir
As ={r e X :d(z,A) < 4§},
die )-Parallelmenge von A. Die Hausdorft-Metrik h ist dann definiert durch
h(A,B) :=inf{6 >0: AC Bs,BC As}  fir A,B e K(X).
Einfach zu zeigen ist folgendes
Lemma 1.8. h ist eine Metrik auf K(X).
Beweis. Ubung. O]

Satz 1.9. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Dann ist (KK(X), h) ebenfalls ein
vollstandiger metrischer Raum und es gilt fir eine Cauchyfolge A,, in (K(X),h), dass

lim A, = {a € X : es existiert eine Folge (a,) mit a,, € A, und lima, =a} =: A
n—oo

und es gilt A € K(X).
Fiir den Beweis dieses Satzes benotigen wir das folgende

Lemma 1.10 (Erweiterung von Cauchy-Folgen). Sei (A,) eine Cauchyfolge in (K(X),h)
und sei (n;)52, eine streng wachsende Folge natiirlicher Zahlen. Sei weiters (a,;)32, eine
Cauchyfolge von Punkten a,, € A,,. Dann existiert eine Cauchyfolge (a,) mit a, € A,
und Qpn; = ay; fir alle j € N.

Beweis. Wir definieren die Folge a,, induktiv. Fiir j = 1 und 1 < n < ny; wihlen wir
a, € A, so, dass d(an,, A,) = d(an,,a,). Klarerweise gilt dann a,, = a,,. Aufgrund der
Kompaktheit von A,, ist diese Wahl méglich. Fiir n; + 1 < n < n;;; wihlen wir a, € A,
so, dass d(an,,,, An) = d(an,,,,a,). Somit gilt fiir alle n, dass a, € A, und fiir alle j,
dass an; = a,,. Der Beweis, dass die so definierte Folge eine Cauchyfolge ist, involviert
ein £/3-Argument und das Ausnutzen, dass sowohl (ay,,); als auch (A,), eine Cauchyfolge
sind. Wir wollen das dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen. O]

Wir benotigen auch noch ein paar klassische Definitionen: Eine Teilmenge S C X eines
metrischen Raums (X, d) heifit beschrinkt, falls es a € X und R > 0 gibt, sodass fiir alle
x e S gilt

d(a,z) < R.

Eine Teilmenge S C X eines metrischen Raums (X, d) heiit prakompakt, falls fiir alle e > 0
eine endliche Menge {y1,...,y,} C S existiert, sodass es fiir alle z € S ein 1 < i < n gibt
mit

d(yi, ) <e.

Anders gesagt ist S prikompakt genau dann wenn es zu jedem e > 0 ein endliches e-Netz
fiir S gibt. Bekanntermaflen gilt dann folgender

Satz 1.11. Sei (X,d) ein vollstindiger, metrischer Raum. Eine Teilmenge S C X ist
genau dann kompakt, wenn S abgeschlossen und prikompakt ist.
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Wir beweisen nun die Vollstandigkeit von (IC(X), h).

Beweis von Satz[1.9. Sei (A,) eine Cauchyfolge in (K(X), h). Wir zerlegen den Beweis in
mehrere Schritte

Schritt 1; A # (): Wir zeigen die Existenz einer Cauchyfolge (a;) mit a; € A; fiir alle 7.
Da (A,,) eine Cauchyfolge ist, existiert eine Folge positiver Zahlen Ny < Ny < ---
mit

h(An,, A,) <270 fiir alle m,n > Nj.

Wir wihlen nun xy, € Ay, beliebig. Dann gibt es wegen h(Ap,, An,) < 1/2 ein
ry, € Ay, mit d(zn,,7n,) < 1/2. Induktiv erhalten wir eine Folge (zy,); mit
d(zn,,,,xn;) < 277. Dies ist eine Cauchyfolge in X (Beweis!). Nach Lemma m
existiert eine Cauchyfolge (a;) mit ay, = xy, und a; € A; fiir alle 4, j. Diese Folge
hat einen Limes (X ist vollstidndig!), der definitionsgeméf in A liegt, also ist A # 0.

Schritt 2; A ist abgeschlossen und somit vollstindig: Sei a = lim; ., a; mit a; €
A. Wir zeigen a € A. Zu jedem q; existiert nach Definition von A eine Folge (z;,), mit
Tin € A, und a; = lim,,_,o x;,. Weiters existieren eine wachsende Folge natiirlicher
Zahlen (N;); mit d(an,,a) < 1/i und zu jedem N; ein m; mit d(xn,m,;,an,) < 1/i.
Setzen Wir ¥, = Tn,m,, SO 1St Ym, € Ay, und d(Ym,,a) < 2/i. Somit gilt also
a = lim;_o0 Y, Nach Lemma[1.10[kann (y,,,); zu einer Cauchyfolge (z;); mit z; € A;
und a = lim;_,, 2; erweitert werden. Es gilt also a € A.

Schritt 3; Fiir € > 0 existiert ein NV, sodass fiir n > N gilt A C (A,,).: Fixiere ¢ >
0. Dann existiert ein N, sodass fir m,n > N gilt h(A4,,, A,) < . Wiahlen wir nun
n > N. dann gilt fiir alle m > n, dass A, C (A,).. Fiir a € A existiert eine Folge
(ap,) mit a, € A, und a = lim,, ,s ap,. Nun ist a,, € A, C (A,).. Da (A4,):
abgeschlossen ist (warum?) gilt auch lima,, = a € (A,)..

Schritt 4; A ist kompakt: Wir zeigen, dass A priakompakt ist. Nehmen wir an, es wére
nicht so, dann gibt es ein € > 0, sodass kein endliches e-Netz existiert. Dann existiert
eine Folge (z;);, sodass fiir alle ¢ # j gilt: d(z;, ;) > €. Nach Schritt 3 gilt aber fir
hinreichend grofie n, dass A C (A,)./3. Zu jedem z; existiert also ein y; € A, mit
d(z;,y;) < €/3. Da A, kompakt ist, konvergiert eine Teilfolge (y,,) von (y;). Es ist
also

d(zn,, xn]’) < d(Tn;, Yn,) + d(Yn,, ynj> + d(ynj’xnj) <é

fiir ¢, 7 hinreichend grof§ im Widerspruch zur Annahme, somit ist A prikompakt. Da
A aber nach Schritt 2 auch vollsténdig ist, folgt aus Satz die Kompaktheit von
A.

Schritt 5; lim,,, A, = A: Nach Schritt 1 und Schritt 4 gilt A € K(X). Wegen Schritt 3
reicht es zu zeigen

Ve > 0dNVn > N : A, C A..

Sei € > 0 beliebig. Da (A,,) eine Cauchyfolge ist, erhalten wir eine streng monotone
Folge (N;)52, natiirlicher Zahlen mit

An C (Any)epe fiirallen > Ny und Ay, C (An,,,)o-G+v. fiiralle j > 1
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Wir zeigen nun, dass fiir n > Ny gilt: A, C A.. Sei also y € A,. Dann existiert
ein vy, € An, mit d(y,zn,) < /2 und induktiv existieren zy,,, € Ay,,, sodass
d(zn,,,,zN,) < 27UTe. Aus der Dreiecksungleichung folgt nun d(y, zy,) < ¢ fiir alle
j- (zn,); ist eine Cauchyfolge, die nach Lemma einen Grenzwert x € A besitzt,
es gilt somit auch d(y,x) < e, also y € A.. ]

1.3 Iterierte Funktionensysteme

Sei (X, d) ein vollsténdiger metrischer Raum.

Definition 1.12. Sei f : X — X eine Abbildung. Die Lipschitzkonstante von f ist defi-

niert als
e @) £)
Lipf = vy dwy)

Wir nennen f eine Kontraktion, falls Lip f < 1. Falls f eine Kontraktion ist, nennen wir
Lip f auch Kontraktionsfaktor. Weiters sei fO := Idx und f* := fo f*° ! firn > 1 die
n-fache Hintereinanderausfithrung von f.

Ist f: X — X eine Abbildung, so induziert f auch eine Abbildung auf der Potenzmenge
P(X), die wir auch mit f bezeichnen und definiert ist als

f(A) ={f(a):a € A}, AcCX.

Ist weiters f eine stetige Abbildung, so gilt fir A € K(X), dass f(A) € K(X) (Ubung).
Zusétzlich iibertragt sich der Kontraktionsfaktor von f auf die Mengenabbildung f:

Lemma 1.13. Sei w : X — X eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor s. Dann ist
w: K(X) = K(X) eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor s.

Beweis. Seien A, B € K(X) und A C Bs. Dann gilt fiir alle a € A, dass d(a,B) <
. Fiir fixes a € A existiert also ein b € B mit d(a,b) < § (warum?). Da w : X —
X eine Kontraktion mit Faktor s ist, folgt fiir alle a € A die Existenz von b € B mit
d(w(a),w(b)) < sd. Das bedeutet aber w(A) C w(B)ss. Analog folgt aus B C Ay, dass
w(B) C w(A)ss. Nach Ubergang zum Infimum folgt somit

hw(A), w(B)) < sh(A, B),
also die Behauptung. O
Lemma 1.14. Seien A, B,C, D € K(X). Dann gilt
h(AUB,CUD) < h(A,C)V h(B,D).
Dabei ist fiir zwei reelle Zahlen s,t der Ausdruck sV t definiert als max{s,t}.
Beweis. Es folgt aus B C Ds, A C Cs5, D C Bs,C C As, dass
AUBCCsUDs und CUD C AsU Bg.

Da (AU B); = As U Bs (Beweis?), folgt nach Ubergang zum Infimum die Behauptung. [
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Lemma 1.15. Sei {w,, : 1 < n < N} eine endliche Menge von Kontraktionen mit Kon-
traktionsfaktoren {s, : 1 <n < N}. Fir B € K(X) definieren wir

W(B) = | J wa(B).

Dann ist W : K(X) — K(X) eine Kontraktion mit Kontraktionsfaktor maxi<,<n Sp.

Beweis. Induktion nach N. Der Fall N =1 folgt aus Lemma [1.13] Zusétzlich erhalten wir
aus Lemma und der Induktionsvoraussetzung

W (8. W) = 1 U wa(B). Jwn©)
< h(len(B),len(C’)> V h(wy(B), wy(C))
< (1;%&13(—1 Sy V 3N>h(B, C) = 12%}3\/ sn - h(B,C). O

Wir sind nun in der Lage die Definition von iterierten Funktionensystemem zu geben.

Definition 1.16. Ein iteriertes Funktionensystem (IFS) besteht aus einem vollstandigen
metrischen Raum (X, d) zusammen mit einer endlichen Menge von Abbildungen w, : X —
X, 1 <n < N. Sind die w, Kontraktionen, so spricht man von einem hyperbolischen IF'S.
Sein Kontraktionsfaktor ist maxi<j<y s;, wobet s; der Kontraktionsfaktor von w; ist. Fir
ein IFS schreiben wir auch kurz {X;w,}.

Zur Erinnerung geben wir noch eine Formulierung des Fixpunktsatzes von Banach:

Satz 1.17 (Fixpunktsatz von Banach). Sei f : X — X eine Kontraktion auf dem
vollstindigen metrischen Raum (X,d). Dann hat f einen eindeutig bestimmten Fixpunkt
xyf, das heifft f(xy) = xy und es gilt fir alle x € X

L ) =

Sektion [1.2] und obige Lemmata lassen sich nun wie folgt zusammenfassen:

Satz 1.18. Sei {X;w,} ein IFS mit Kontraktionsfaktor s. Dann ist W : K(X) — K(X),
definiert durch

W(B) = | wa(B),
n=1
eine Kontraktion auf (KK(X),

). Weiters existiert ein eindeutiger Fizpunkt A € IC(X) von
W und es gilt fiir alle B € K(X)

A= lim W"(B).

n—oo

Beweis. Dies folgt sofort aus obigen Resultaten und dem Fixpunktsatz von Banach (Satz
T.17). O

Definition 1.19. Der eindeutige Fizpunkt A in obigem Satz heifit der Attraktor des IFS
{X;w,}.
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1.4 Beispiele
Beispiel 1.20 (Cantormenge). Seien X = [0, 1] und

wi(e) =5, wyle) =

Dann ist der eindeutige Attrator des IFS {X;w,}

Wl N

_|_

wl s

C = lim W"(X)

n—o0

die Cantormenge (vgl. Abbildung [l abgebildet sind die Mengen X, W'(X),..., W4(X)).
Allgemeiner erhélt man eine vergleichbare Menge mit 5 € [0, 1/2] und

w(z) = Bz, wal(x) = fr+1— B

als Attraktor.

Beispiel 1.21 (Sierpinski-Dreieck). Das Sierpiriski-Dreieck erhdlt man, indem man ein
Dreieck mittels Halbierung der Seiten in vier gleiche Teildreiecke aufteilt, das mittlere
Dreieck entfernt und iteriert (vgl Abbildung . Dabei ist X das Dreieck mit den Eckpunk-
ten (0,0), (1,0),(1/2,1) und

x x
wi(x) = = wg(x):§+(1/2,0), UJ3($):§+(1/4,1/2).
Der eindeutige Attraktor von {X;w,}

S := lim W"(X)

n—oo

ist dann das Sierpinski-Dreieck.

A o\ o

A Aadd
b AA
& 33 Aéz A‘“ 23

AAAA MAA éﬂ&m& m:zs:am:mm;z

Abbildung 2: Sierpinski-Dreieck: Abgebildet sind X, W!(X),..., W?(X) mit X und W aus
Beispiel [1.21}

Beispiel 1.22 (Sierpinski-Teppich). Analog zum Sierpinski-Dreieck wird beim Sierpinski-
Teppich ein Quadrat in 9 gleich grofle Unterquadrate aufgeteilt, das mittlere entfernt und
wieder iteriert (vgl. Abbildung [3). Dabei ist X = [0,1] x [0, 1] und

wj=§+bj, 1<j<8,

wobei der Vektor b eine Aufzihlung der Menge {0,1/3,2/3}*\{(1/3,1/3)} ist. Der Sier-
pinski-Teppich ist der eindeutig bestimmte Attraktor dieses IF'S.
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Abbildung 3: Sierpiniski-Teppich: Abgebildet sind X, W!(X),..., W4(X) mit X und W
aus Beispiel [1.22]

Beispiel 1.23 (Koch-Schneeflocke). Die Kochsche Schneeflocke erhélt man dadurch, dass
man sich eine Einheitsstrecke vorgibt, das mittlere Drittel M dieser Strecke durch die
anderen zwei Seiten eines gleichseitigen Dreieckes mit Basis M ersetzt und iteriert. Dabei
gibt es zwei solche Dreiecke; man muss eines auswihlen. Seien X = R? und L die Strecke
von (0,0) nach (1,0). Wir setzen zusétzlich

T
wl(m) = g,
R
wp(e) = —2=+(1/3,0),

ws(zr) = @ +(1/2,V/3/6),

wi(z) = §+(2/3,0)

mit der Rotation Ry (gegen den Uhrzeigersinn) um den Winkel 6. Die Koch-Schneeflocke
ist der eindeutig bestimmte Attraktor dieses IFS. Damit wir wirklich eine ,,Schneeflocke*
erhalten, miissen wir diesen Prozess auf jede Seite eines gleichseitigen Dreiecks anwenden

(Abbildung [5).

Beispiel 1.24 (Pythagoras-Baum). Bei der Konstruktion des Pythagoras-Baums gibt man
sich ein Einheitsquadrat D = [0, 1]? vor und teilt die obere Kante [0,1] x {1} in einem
Verhéltnis ¢ : (1 — t) fiir beliebiges 0 < ¢ < 1. Man zeichne dann das eindeutige recht-
winkelige Dreieck mit den Eckpunkten (0,1),(1,1) und dem Punkt mit z-Koordinate ¢
und y-Koordinate > 1 und nehme die Seiten dieses Dreiecks als Basis fiir Quadrate. Dann
entstehen, wie in Abbildung [0] gesehen werden kann, zwei zusitzliche Quadrate. Dieser
Prozess wird nun mit den jeweils neu entstandenen Quadraten iteriert. Formal sei X = R?
und D = [0,1]? das Einheitsquadrat. Dann definieren wir die Abbildungen

wo(A) = D fiir alle A € K(R?),
w1 (Jj) = \/ERarctan \/ESL’ + (0, 1),
wa(z) = V1 —tRfarCtan\/gx—i—(t,l—i— Vil —1)),

wobei wieder Ry die Drehung um den Winkel 6 gegen den Uhrzeigersinn bezeichnet. Der
Pythagoras Baum ist dann der Attraktor dieses IF'S.
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Abbildung 4: Koch-Schneeflocke: Abgebildet sind L, W(L),..., W?(L) mit L und W aus
Beispiel [1.23]

1.5 Iterierte Funktionensysteme mit Kondensation

Manche Fraktale, wie zB der Pythagoras-Baum, besitzen ein dominantes Strukturelement,
das in immer kleineren Versionen vorkommt. Deshalb kann es hilfreich sein, sich jede Ite-
ration zu ,,merken“, bevor man sie mit den Abbildungen wy, ..., wy ,kopiert“. Wie schon
beim Pythagoras-Baum wy(A) = D gesetzt wurde fiir alle A, kann dieses Vorgehen verall-
gemeinert werden.

Definition 1.25. Sei (X, d) ein metrischer Raum und sei C € K(X). Definiere die Trans-
formation wy : K(X) — K(X) durch

fir alle B € K(X). Dann heifit wy Kondensationsabbildung und C' ist die dazugehirige
Kondensationsmenge. Ist {X;ws,...,wy} ein IFS und ist wy eine Kondensationsabbil-

dung, so heifst {X;wo,wq,...,wy} ein IFS mit Kondensation.

Sei nun {X;w, ..., wy} ein IFS mit Kondensation und Kondensationsmenge C'. Da die
Abbildung wq die Lipschitzkonstante 0 besitzt, ist klar, dass ein IFS mit Kondensation
die gleiche Lipschitzkonstante wie das gleiche IFS ohne die Abbildung wy. Analog zu Satz
besitzt ein IFS mit Kondensation dann einen eindeutigen Fixpunkt, den man sogar
noch genauer angeben kann: Fir B € K(X) seien Wy(B) = U;.V:O w;j(B) und W(B) =
U;.Vzl w;(B). Definiere die Folge C,, := W{'(C). Dann ist C), eine Cauchyfolge in K(X), die
gegen den Attraktor Ag von {X;wy, ..., wy} konvergiert. Beachte weiters, dass (warum?)
C,=CUuw(C)u---uwn()

und es folgt (Ubung!), dass

Ay = G Wi(0).
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Abbildung 5: Koch-Schneeflocke: W?(L) angewandt auf die drei Seiten eines gleichseitigen
Dreiecks.

BN Sy s X o

Abbildung 6: Die ersten 5 Iterationen der Konstruktion des Pythagoras-Baums mit Para-
meter t = 1/3

Beispiel 1.26 (Ein fraktaler Baum). Seien 0 < §# < 7, 0 < r < 1 und L die Strecke von
(0,0) nach (0,1). Dann definieren wir

wo(B) =L, wi(z)=rRex+(0,1), we(z)=rR_gx+ (0,1).
Siehe Abbildung [7l Der eindeutig bestimmte Attraktor dieses IFS mit Kondensation ist
dann (J72, W(L), wobei wie oben W(L) = U, w;(L).

J

2 Hausdorfimafl und -dimension

In diesem Abschnitt wollen wir prézisieren, was wir mit dem Begriff der Dimension einer
Teilmenge eines euklidischen Raums meinen und fithren die sogenannte Hausdorffdimension
von Mengen ein. Ein dazu verwandter Begriff ist das Hausdorffmafl einer Menge. Bevor wir
damit beginnen, diese beiden Konzepte einzufiithren, benotigen wir noch ein paar Resultate
aus der Mafitheorie.

2.1 Erinnerung an die Maf3theorie

AuBere Mafe
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Abbildung 7: Die ersten 5 Iterationen der Konstruktion des fraktalen Baumes von Beispiel
mit Parametern r = 2/3 und a) § = 7/4; b)0 = 7/3; ¢) 0 = w/10.

Definition 2.1. Sei X eine Menge und p* : P(X) — [0, 00| eine Mengenfunktion mit
(i) u*(@) =0,

(i1) u*(A) < p*(B) fir AC B (Monotonie),

(i) p*(Uj2, Aj) <2255, 15 (4;), A;CX (Subadditivitdt).

Dann heifit p* ein auBeres MaB. Ist X zusdtzlich ein metrischer Raum mit Metrik d, so
heifst p* ein metrisches duleres MafB3, falls pu* ein dufseres Majf ist und die Bedingung

p(AUB) =pu(A)+p*(B) fird(A B)>0
erfiillt.

Definition 2.2. Sei X eine Menge und p* ein dufleres MafS auf X. Fine Teilmenge A C X
heifst p*-messbar, falls

W (E)=p (ENA) +u (ENAS)  firalle ECX
qgilt.
Bemerkung 2.3. Natiirlich folgt aus der Subadditivitat von p* die Ungleichung p*(E) <
W (ENA) + p(EnNA°. Un zu zeigen, dass eine Menge A messbar ist, reicht es also

die umgekehrte Ungleichung zu zeigen. Fiir p*(E) = oo ist diese trivial, es gilt also, dass
A C X p*-messbar ist, genau dann wenn

pr(E) = p (ENA)+ p(EN A9
fir alle £ C X mit p*(E) < oo.
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Definition 2.4. Sei (X, A, u) ein Mafsraum. Ist fir alle A € A mit p(A) = 0 auch jede
Teilmenge von A in A, so nennt man das Maf$ pu vollstéandig.

Definition 2.5. Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist die Borelsche o-Algebra Bx defi-
niert als die von den offenen Mengen in (X,d) erzeugte o-Algebra. Eine Menge A € By
heifst Borelmenge.

Die Borelsche o-Algebra wird natiirlich auch von den abgeschlossenen Teilmengen von X
erzeugt.

Satz 2.6 (Carathéodory). Sei p* ein dufleres MafS auf einer Menge X. Dann ist die
Familie A der p*-messbaren Mengen eine o-Algebra und die Restriktion von p* auf A ist
ein vollstandiges Map.

Proposition 2.7. Ist u* ein metrisches dufleres Maf auf einem metrischen Raum (X, d),
dann ist jede Borelmenge p*-messbar.

Beweis. Da die abgeschlossenen Mengen die Borelsche o-Algebra erzeugen, reicht es zu zei-
gen, dass jede abgeschlossene Menge F' C X p*-messbar ist. Wir miissen also fiir gegebenes
A C X mit pu*(A) < oo zeigen, dass

p(A) 2 p (AN F) + p*(A\F).

Sei B, = {z € A\F : d(z,F) > 1/n}. Dann ist B, eine steigende Folge von Mengen mit
Vereinigung A\ F' (da F' abgeschlossen ist). Zusétzlich gilt d(B,, F') > 1/n. Also folgt aus
der Monotonie von p* und der Definition eines metrischen dufleren Mafles

p(A) = p (ANF)UB,) = p' (AN F) + 1" (By).

Es bleibt also zu zeigen, dass p*(A\F) = lim, o p*(B,). Sei nun C,, = B, 41\B,. Fir
x € Cyyq und y € B, folgt aus der Dreiecksungleichung
1 1
—<d(y,F)<d dlz,F) <d o
o Sy, F) <d@y) +d(@, F) <d@,y) + ——,

also erhalten wir nach Bilden des Infimums iiber alle z,y, dass d(C,,11, B,) > n; Mit

(n+1)"
Induktion schlieen wir weiter

W (Bogy1) > p(Cop U Bog—y) = p*(Cox) + p* (Bog—1)

k
> ' (Co) + 1" (Cok—o U Boj_3) > -+ > Z w(Cay),
=1

und analog p*(Bay) > Z?Zl p*(Coj-1). Da p*(B,) < p*(A) < oo, folgt, dass die beiden
Reihen 3 7% | p*(Cyy) und 377 | p(Ca;j-y) konvergieren. Aus der Subadditivitit von z* folgt

J
nun
]

wANF) < p*(Ba) + ) i (C),

j=n+1
Fiir n — oo verschwindet die letzte Summe und wir erhalten

i (AVF) < liminf (B, < limsup " (By) < p*(A\F),
also p*(A\F) = lim p*(B,,) wie gewiinscht. O
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Bildmafle und der Transformationssatz Seien (2, F), (¥, F’) zwei MaBréume, T :
(Q,F) — (¥, F') eine messbare Abbildung und p ein Maf auf (€2, F). Dann definiert die
Abbildung

Al p(T7HAY)

ein Maf} auf (€', F'). Das so entstandene Maf heifit das Bildmajf§ oder push-forward von p
unter der Abbildung 7" und wird mit pup bezeichnet.

Beispiel 2.8. Ist X : (Q, F,P) — (R, Bg) eine reelle Zufallsvariable auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, F,P), so ist Px(A") = P([X € A']) fir A € Bg die Wahrscheinlichkeit,
dass die Zufallsvariable X in der Menge A’ liegt. Py heifit die Verteilung der Zufallsvariable
X. Dabei ist [X € A = X~1(4).

Fiir Bildmafe gilt der Transformationssatz:

Satz 2.9. Sei f : (', F) — (R,Bg) eine messbare Abbildung (Bg ist die Borelsche o-
Algebra auf den reellen Zahlen), T : (2, F) — (¥, F') eine messbare Abbildung und u ein
Maf$ auf (2, F). Dann ist f genau dann beziglich pp integrierbar, falls f o T beziiglich u

integrierbar ist und es gilt
/fd,uT:/fonu.

Bemerkung 2.10. R ist definiert als R :=RU{—00,+oc} und eine Teilmenge B C R ist
in eine Borelmenge in R (also in Bg), falls BN R eine Borelmenge in R ist.

Rieszscher Darstellungssatz

Definition 2.11. FEin lineares Funktional A : C(X) — R heifit positiv, falls fir alle
feC(X) mit f >0 gilt, dass auch A(f) > 0.

Satz 2.12 (Rieszscher Darstellungssatz). Sei X ein kompakter metrischer Raum und A
ein positives lineares Funktional auf C(X) mit A(1) = 1. Dann existiert ein eindeutiges
Wahrscheinlichkeitsmafl p auf den Borelmengen Bx von X, sodass

A(f):/de,u fiir alle f € C(X).

Der Satz von Radon-Nikodym

Definition 2.13. Seien u, v zwei Mafle auf einem Mafraum (2, F). Dann heifit 1 absolut
stetig bzgl. v (i.7. p < v), falls fir alle A € F gilt

v(A)=0= p(A) =0.

Definition 2.14. Fin Maf u auf einem Mafraum (2, F) heifst o-endlich, falls es Mengen
A, € F gibt mit p1(A,) < oo und Q =J7, A,.

Satz 2.15 (Radon-Nikodym). Seien p,v zwei Mafle auf einem Mafraum (2, F). Ist v
o-endlich, so sind dquivalent:



2.1 ERINNERUNG AN DIE MASSTHEORIE 17

o 1 besitzt eine Dichte f beziglich v (das heif$t, es gibt f > 0 messbar auf Q mit
w(A) = [, fdv fir alle A e F).

o L.
Weiters ist f v-fast tiberall eindeutig bestimmt.

Man vergleiche den Satz von Radon-Nikodym mit Satz [1.5]

Der Erweiterungssatz von Kolmogorov

Definition 2.16. Sei (X,,, F,) eine Familie von Mengen X, ausgestattet mit einer o-
Algebra F,. Fir jede Indezxmenge I C N schreiben wir (X', F') := T, c;(Xn, Fn). Fiir alle
x € X" und alle I, C I, C N schreiben wir 711, (x) fir die Restriktion von x auf Iy. Fine
Familie {ug : E C N endlich} von Mafen heifit konsistent, falls

(i) pp auf FE definiert ist fiir alle endlichen E C N und
(i) e, (A) = pp, (755, (A)) fir ale A € F? und alle endlichen Ey C Ey C N gilt.

Satz 2.17. Sei (X,,,F,) eine Familie von separablen, vollstindigen metrischen Rdumen
X, ausgestattet mit einer o-Algebra F,,. Ist {ug : E C N endlich} eine konsistente Familie
von Maflen, dann existiert ein Maf i auf F~, sodass up(A) = u(ryp(A)) fir alle A € FE
fiir alle endlichen Mengen E C N.

Approximation von Mengen in einer o-Algebra mit Mengen in einer erzeugen-
den Algebra Im néchsten Lemma behandeln wir die mafitheoretische Approximation
von Mengen einer o-Algebra durch Mengen der erzeugenden Algebra. Im Unterschied zu
einer o-Algebra muss in einer Algebra Fy nur die endliche Vereinigung von Mengen in Fy

wieder in Fy enthalten sein. Dazu benotigen wir die symmetrische Differenz AAB zweier
Mengen A, B C €, die definiert ist durch AAB := (A\ B)U (B \ A).

Lemma 2.18. Sei Fy eine Algebra, die die o-Algebra F erzeugt, also fir die gilt F =
o(Fo). Sei weiters p ein WahrscheinlichkeitsmafS auf F. Dann gibt es fir alle Mengen
A€ F und alle e > 0 eine Menge A, € Fy mit

p(AAA,) < e.
Beweis. Wir definieren
G:={Aec F:Ve>03A. € Fy: u(AAA,) < ¢}

und zeigen, dass G eine o-Algebra ist. Es gilt klarerweise 2 € G, da Q € F; ist und aus
A € G folgt A¢ € G, da
AANA, = A°AAL.

Sei nun eine Folge von Mengen A, in G gegeben. Dann ist auch A = (J;~; Ay in G. Um
das zu zeigen, geben wir uns € > 0 vor und wihlen n, € N so, dass

u(AA | A) = p(A\ | A) < e/2

k=1 k=1
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Danach wéhlen wir fiir 1 < k < n, Mengen A; . € Fy mit

£
oM,

H(AchAk,€> <
Dies ist moglich, da A; € G ist. Da
( U Ak)A< U A,m) c |JAad.,
k=1 k=1 k=1
erhalten wir
* Mo Mo 6
A | A A, < ALAALL) < =.

Deshalb folgt aus der Relation CAE C (CAD)U(DAE) fiir beliebige Mengen C, D, E die
Abschéatzung

M (AA( U Ak,g>> <pu (AA< U Ak)> + 1 (( U Ak)A( U Ak,g)> <e,
k=1 k=1 k=1 k=1
und somit nach Definition A € G. Zusammenfassend ist G also eine o-Algebra, die (trivia-
lerweise) Fy enthélt, daher gilt G = F. 0

Beispiel 2.19. Sei Q@ = [0,1] und A das Lebesgue-Mafl auf der Borelschen o-Algebra
F = Bg. Dann wird F von der Algebra der endlichen Vereinigungen von dyadischen
Intervallen (m27%, (m +1)27%) mit k € N,0 < m < 2 — 1 erzeugt.

2.2 Hausdorffimafl

Sei U eine offene Teilmenge von R™. Der Durchmesser |U| von U ist definiert als
|U| := diam U :=sup{|z — y| : z,y € U}.

Falls {U;} eine abzéhlbare (oder endliche) Familie von Mengen mit Durchmesser < ¢ ist
mit ' C |J;2, U;, dann heifit {U;} eine §-Uberdeckung von F'.

Definition 2.20. Seien F C R" und s > 0. Fiir 0 > 0 definieren wir

Hi(F) := inf { Z \Ui|* - {U;} ist eine §-Uberdeckung von F}
i=1

Falls § abnimmt, wird die Klasse der Uberdeckungen von F' kleiner, also steigt H§(F) fiir
o\ 0.

Definition 2.21. Seien ' C R™ und s > 0. Das s-dimensionale Hausdorffmafl H*® von F
st definiert als
H(F) :=sup H5(F) = %i\rg?—[;?(F).

>0

Dieser Limes existiert fiir alle Teilmengen F' von R”, kann jedoch auch den Wert oo an-
nehmen.
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Bemerkung 2.22. Die Intuition hinter dieser Definition von H* ist folgende: Fiir s €
N und eine ,s-dimensionale“ Teilmenge von R" (wie etwa eine relativ offene Teilmenge
eines s-dimensionalen Unterraums von R") ist der Anteil von A, der in einer Region mit
Durchmesser r enthalten ist, proportional zu r°.

Wir werden nun sehen, dass das oben definierte s-dimensionale Hausdorffmafl seinem Na-
men gerecht wird, das heifit es gilt

Proposition 2.23. H? ist ein metrisches dufleres Mafs.

Beweis. Es ist eine gute Ubungsaufgabe, zu zeigen, dass H3 ein duBeres Maf ist fiir alle
0 > 0. Daraus folgt dann, dass auch H?® ein &uleres Maf ist. Wir wollen nun zeigen, dass
fir d(A, B) > 0 gilt

H (AU B) = H*(A) + H*(B).

Sei dazu {C;} eine Uberdeckung von A U B mit |C}| < & < d(A, B) fiir alle j, dann
schneidet kein C; A und B, es folgt also

D 1G> H(A) + Hy(B),
j=1

nach Ubergang zum Infimum iiber alle Uberdeckungen von A U B somit
H;(AU B) > H3(A) + Hi(B).
Fiir § — 0 erhalten wir die gewiinschte Ungleichung
H (AU B) > H*(A) + H*(B),
da die umgekehrte Ungleichung aus der Subadditivitéit von H? folgt. O
Es folgt also aus dieser Proposition, Satz und Proposition der fiir uns wichtige

Satz 2.24. H?®, eingeschrinkt auf die Borelmengen Bgn wvon R™ ist ein Maf (das s-
dimensionale Hausdorffmaf).

Bemerkung 2.25. Das Volumen der Einheitskugel im R” ist

,n_n/2
Wp =

- T(n/2+1)

wobei I'(z) := [~ e~t"~'dt die Gammafunktion bezeichnet. Man kann zeigen, dass auf R"
das Mafl w,27"H" gleich dem n-dimensionalen Lebesguemafl \" ist. Beachte, dass w, 27"
das Volumen der Kugel im R"™ mit Durchmesser 1 ist.

Das Lebesguemafl A\ auf R” ist homogen vom Grad n, das heif3t fiir A messbar und ¢t > 0
gilt
A" (tA) = t"A"(A).

Man wird ein dhnliches Verhalten auch von H*® erwarten, tatséchlich gilt
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Proposition 2.26. Seien FF C R"™ und f,g : FF — R"™ zweir Abbildungen mit

|f(z) = f(y)] < clg(x) —g(y)|* fir alle z,y € F.

Dann gilt
W (f(F)) < M1 (g(F)). (2.1)

Beweis. Sei {B;} eine -Uberdeckung von g(F). Dann ist {U;} = {f(g7(B;)} eine c5*-
Uberdeckung von f(F), denn fiir 2,y € g~ !(B;) gilt

|f(x) = f(w)] < clg(z) — g(y)|* < o™

Es folgt also

HAS(FF)) < DU < (el By = ¢/ |ByJ.
J J J

Nach Ubergang zum Infimum iiber alle Uberdeckungen von g(F') folgt somit He/ S(f(F)) <

o«

c*/“H3(g(F)). Lassen wir § gegen 0 gehen, so folgt die gewiinschte Ungleichung
H(f(F)) < e *H (9(F)). O

Bemerkung 2.27. Es ist instruktiv, sich ein paar Spezialfille dieser Formel anzusehen.
Ist f(z) =tz bzw. f(z) = z/t und g(z) = =, so folgt insgesamt aus ([2.1))

H(LF) = *H(F),  t>0,

also ist ‘H*® homogen vom Grad s. Ist f eine Lipschitz-Abbildung mit Lipschitz-Konstante
c und g die Identitét, so wird (2.1]) zu

H(f(F)) < H(F).
Ist f eine Isometrie (d.h. |f(z) — f(y)| = |z — y| fur alle z,y € F), dann gilt sogar
H(f(F)) = H(F).

Insbesondere ist also das Hausdorffmaf3 invariant unter Rotationen und Translationen.

Unser weiteres Ziel in diesem Abschnitt ist der Beweis einer Verallgemeinerung der Trans-
formationsformel fiir Integrale in R™ auf Untermannigfaltigkeiten von R"™. Dazu definieren
wir

Definition 2.28. Sei 1 < k < n. Eine k-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit ist eine
Menge M C R™ mit der FEigenschaft: Fir alle x € M existiert eine Umgebung U wvon
x in R", eine offene Menge V. C RF und eine injektive C'-Abbildung f : V — U mit
f(V)y =M nNU und injektiver Jacobimatriz iberall in V. f heifst dann Parametrisierung
von M.

Dabei bedeutet die letzte Forderung an f, dass fiir alle z € V die lineare Abbildung,
induziert durch die Jacobimatrix D, f, injektiv ist. Jede Untermannigfaltigkeit M von
R"™ kann mit abzdhlbar vielen Parametrisierungen iiberdeckt werden. Wir nehmen bis auf
weiteres an, dass M = M N U eine globale Parametrisierung besitzt.
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Beispiel 2.29. Sei £ = 1 und n = 2 und sei durch die injektive Funktion f eine Kurve
parametrisiert. Die Forderung, dass die Jacobimatrix von f (in diesem Fall ein zweidimen-
sionaler Vektor) injektiv ist bedeutet, dass f’(x) fiir alle z € V' als lineare Abbildung von
R nach R? injektiv ist und das ist genau dann der Fall, wenn | f’(z)| > 0 fiir alle z € V.

Sei nun T eine lineare Abbildung von R* nach R"; T* : R® — R ist ihre Transponierte.
Dann ist klarerweise 7*7T" : R¥ — R¥ positiv semidefinit, man kann also definieren

J(T) := +/det(T*T).
Proposition 2.30. Fiir k <n, A € Bgr und eine lineare Abbildung T : RF — R" gilt
HE(T(A)) = J(T)YH"(A). (2.2)

Beweis. Fur k = n ist J(T) = |det T| und die Aussage reduziert sich auf den bekannten
Fall fiir das Lebesguemaf:
ANYT(A)) = |detT| - A"(A).

Fiir k < n sei R eine Rotation, die das Bild von T" auf den Unterraum R* x {0} in R"
abbildet und sei S := RT. Dann gilt S*S = T*R*RT = T*T und somit J(S) = J(T). Da
H* rotationsinvariant ist (siehe Bemerkung [2.27), gilt H*(S(A)) = H*(T'(A)). Sei weiters
P die Projektion von R* x {0} auf R*. Dann ist P eine Isometrie und H* ist invariant
beziiglich P. Es folgt also, wenn wir (2.2)) wieder fiir quadratische Matrizen anwenden:

HH(T(A)) = HN(S(A)) = H'(PS(A)) = J(PS)H"(A)

= /det(S*S)H"(A) = \/det(T*T)H*(A). 0

Um diese Formel auf allgemeine Funktionen T erweitern zu kénnen, benétigen wir noch
ein Lemma.

Lemma 2.31. Sei M cine k-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™ parametrisiert
mit f:V — R". Fir alle « > 1 existiert eine Folge { B;} von disjunkten Borel-Teilmengen
von V' sodass V = Uj B; und eine Folge von linearen Abbildungen T : R* — R™, sodass

o Ty2| < |(D.f)2l < alTyzl, w e B,z € R (2.3)

und
a Tz — Ty < |f(z) — f(y)| < a|Tjz —Tyyl, =,y € B;. (2.4)

Beweis. Seien € > 0 und > 1 mit
al4+e<pl<l<fB<a—c¢

und sei 7 eine abzihlbare diche Teilmenge der Menge der linearen Abbildungen von RF
nach R" (zB. die Menge der n x k Matrizen mit rationalen Eintrdgen). Fiir 7" € 7 und
m € N sei E(T,m) die Menge aller x € V' sodass

BTz < |(D.f)z| < BITz| fiir alle z € R¥  und (2.5)
o MTx —Tyl <|f(x) — f(y)| < a|Tz —Ty| firaley eV mit |y —z|<m™". (2.6)
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Diese Definition von E(T,m) bleibt unveréndert, falls y, z in abzéhlbaren dichten Teilmen-
gen von V bzw. R* liegen. Da dann E(T, m) definiert ist iiber abzithlbar viele Ungleichungen
mit stetigen Funktionen, ist (T, m) eine Borelmenge. Es reicht also nun zu zeigen, dass
die Mengen E(T,m) V iiberdecken, da jedes E(T,m) eine abzdhlbare Vereinigung von
Mengen E;(T,m) mit Durchmesser < m~! ist und eine Disjunktifizierung der abzihlbaren
Familie

{E;(T,m):T €T,i,m € N}
die gewiinschten Folgen Tj, B; liefert.
Sei also x € V. Wir miissen zeigen, dass es eine lineare Abbildung 7" und eine natiirliche
Zahl m gibt mit x € E(T,m). Dazu definieren wir &y := inf{|(D,f)z| : |z| = 1}. Da D, f
injektiv ist (nach Definition einer Parametrisierung) und S! kompakt, ist d, > 0. Wiihle
§>0mit § < (B8—1)f und 6 < (1 — B71)dy. Wihle weiters T € T mit

IT - D.f| <o
Dann gilt
T2 < |(Def)zl + (Do f)z = Tz < [(Daf)z] + 6|2 < B|(Daf)z].

In analoger Weise erhiilt man |Tz| > 7 '(D,f)z|, also die erste Ungleichung in ({2.5)).
Zusétzlich zeigt diese Ungleichung, dass 7" injektiv ist. Daher gilt

n:=inf{|Tz|: |z] =1} > 0.
Nun nutzen wir die Differenzierbarkeit von f bei x aus und erhalten ein m € N mit

[f(y) = f(@) = (Duf)(y — @) S enly — 2| <eT(y—z)| fir alle | —y| <m~".

Dann gilt aber

[f(y) = f(2)| [F(y) = f(2) = (Daf)(y = 2)| + [ Daf(y — )]

<
< e|Ty—Tx|+ BTy — Tz| < a|Ty — Tx|

fiir alle |z — y| < m™'. In #hnlicher Weise folgt nun auch die Ungleichung in die andere
Richtung |f(y) — f(z)| > a™'|Ty — Tz|. Das bedeutet aber x € E(T,m), der Beweis ist
also abgeschlossen. O]

Satz 2.32. Sei M eine k-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von R™ parametrisiert
durch f -V — R"™. Fiir eine Borelmenge A C V ist f(A) eine Borelmenge in R"™ und

#ﬁmnzﬁﬂ&ﬁwmw. 2.7)

Weiters gilt fiir eine Borel-messbare Funktion ¢ auf M, die entweder nichtnegativ oder in
LY (M, HF) ist:

Aﬁ@ﬂﬂw:LMNMKmﬁﬁN@- (2.8)
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass f(A) messbar ist: Da V offen ist in R¥, ist V eine abzihl-
bare Vereinigung von kompakten Teilmengen. Eine abgeschlossene Teilmenge A von V' ist
somit auch eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten Teilmengen. Da f stetig ist, ist
auch f(A) eine abzdhlbare Vereinigung von kompakten Mengen.

Da f injektiv ist, ist die Familie F der Mengen A C V', sodass f(A) messbar ist, eine o-
Algebra, die die abgeschlossenen Mengen enthilt (wie gerade gezeigt wurde), also besteht
F aus allen Borelteilmengen von V.

Wir zeigen nur (2.7)), da (2.8)) aus (2.7) mit den iiblichen Linearitéts- und Approximation-
sargumenten folgt. Sei nun a > 1, Weiters wéhle Folgen {B;}, {7} wie im letzten Lemma.
Definiere dann A; := AN B;. Dann folgt aus (2.3]) und Proposition m
o "HNTH(E)) < HE((DLf)(E)) < o HY(T3(E)),
fiir alle z € A; und alle Borelmengen E C R*. Daraus erhalten wir mit Proposition m
a FJ(Ty) < J(D,f) < " J(T;) fiir alle z € A;.
Es folgt aber auch aus (2.4) und Proposition

o HNTH(A)) < HE(F(A)) < oMHA(TH(A))).

Nun erhalten wir aber aus diesen Ungleichungen und Proposition [2.30

@ THA) £ @ IR A < [ DL @)

Aj

< P J(T)HF(A)) < oPHP(F(A))).

Nun summieren wir iiber alle 7 und bekommen schliellich

o HHA(F(A)) < /A J(Dof)dH () < o2*HE(f(A))

fiir alle @ > 1. Die Behauptung folgt nun mit o« — 1. O]

Beispiel 2.33 (Hausdorffma8 einer Fliche in R3). Seien k =2, n =3 und f: V — R? die
Parametrisierung einer Fliche. Dann folgt aus Satz [2.32]

W) = o [ 1for X Fuldardes
A
mit einer Konstante ¢,, die nur von n abhingt (vgl. Bemerkung [2.25)), denn

J(Duf)? = det (Do) (D.f)) = det (<f|fj|f> U\x};ﬁ)

= |fx1’2|fx2|2 - <f9617f902>2 = |f061 X f962|2'
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2.3 Hausdorffdimension

Aus Definition folgt, dass fiir eine beliebige Menge A und fiir alle § < 1 die Funktion
s — H3(A) monoton fallend ist, also ist auch s — H*(A) monoton fallend. Es gilt sogar
mehr:

Proposition 2.34. Fir alle s > 0 und q > s gelten

H(A) <o = HI(A)=0,
HI(A) >0 = H(A)=o0.

Beweis. Da die zweite Folgerung die Kontraposition der ersten ist, zeigen wir nur die erste.
Sei also H*(A) < oo und wihle fiir § > 0 eine §-Uberdeckung {B;} von A, sodass

S IBjIP < H(A) + 1.

j=1

Dann gilt fiir ¢ > s

DB =) BB < 6T (H(A) + 1.

P =1
Es gilt also HI(A) < §75(H*(A) + 1) fir alle § > 0. Lassen wir 0 gegen 0 gehen und
beachten die Endlichkeit von #*(A), erhalten wir die Behauptung. O

Definition 2.35 (Hausdorffdimension). Sei A C R™. Die Hausdorffdimension dim A von
A ist definiert als

dim A= inf{s > 0: H*(A) = 0} = sup{s > 0: H*(A) = oo}.
Nach Proposition sind beide Ausdriicke gleich. Es gilt also

oo s<dimA
Hi(A) = ’
) {0 s > dim A.
Fiir s = dim A kann H*(A) = 0 oder H*(A) = oo gelten. Falls aber
0 < H(A) < oo,

so heifit A eine s-Menge.
Bemerkung 2.36. Manchmal ist es wiinschenswert, eine schérfere Unterteilung der Di-
mension oben zu haben als die Hausdorffdimension. Um das zu erreichen, geben wir uns

eine stetige, steigende Funktion & : [0, 00] — [0, 00) vor, die wir Dimensionsfunktion nen-
nen. Analog zu Definition definieren wir

HE(F) := inf { Z h(|Us]) : {U;} ist eine 0-Uberdeckung von F}
i=1

fiir eine Teilmenge F' C R™. Dies fithrt zu einem Mafl H"(F) = lims_oH2(F). Dem
klassischen Hausdorffmafl #° entspricht die Wahl h(t) = ¢°.
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2.4 Einige Hilfsmittel zur Berechnung der Hausdorffdimension

Wir beginnen mit einer einfachen unteren Schranke der Hausdorffdimension einer Menge
F cR™

Proposition 2.37. Sei o ein dufleres Mafs auf F mit p(F) = 1. Weiters seien s, ¢, so,
dass

w(U) < c|U|*  fiir alle U C F mit |[U| <.

Dann gelten
H(F)>c ' und dimF > s.

Beweis. Sei {U;} eine 6-Uberdeckung von F. Dann gilt
0<1=puF) <p(|JU:) <X pU) <Y Ul
Es folgt also nach Ubergang zum Infimum Hy (F) > ¢! fiir n < 6. Somit folgt die Behaup-

tung H*(F) > ¢ L. O

Fiir die néchste Abschitzung der Hausdorffdimension benétigen wir ein Uberdeckungs-
lemma, das unabhéngig von der folgenden Anwendung auch von eigensténdigem Interesse
ist.

Lemma 2.38. Sei U eine Familie von Kugeln B in R"™, die in einer beschrdnkten Teilmen-
ge von R™ enthalten sind. Dann gibt es eine (endliche oder abzdihlbare) disjunkte Teilfamilie

{B;} von U, sodass
U Bc| 5B,
j=1

BeUu

wobei 5B; die Kugel mit gleichem Mittelpunkt und 5fachem Radius wie B; ist.

Beweis. Schritt 1, Wihlen der disjunkten Kugeln: Sei r; der Radius einer Kugel

B1 € U mit 1
ry > —supr(B), r(B):= Radius von B.
2 peu
Nun gehen wir induktiv vor und setzen voraus, dass die Kugeln By, ..., By mit zu-
gehorigen Radien 74, ..., r; bereits gewdhlt sind. Dann wéhlen wir By, mit Radius

Tk41 S0, dass By disjunkt ist zu allen Kugeln B; (1 < j < k) und

1

Tk+1 > —sup{r(B) : B disjunkt zu By, ..., By}.
2 Beu

Diese Folge kann abbrechen. Ist dies der Fall, so hat diese endliche Folge die ge-

wiinschten Eigenschaften (Ubung). Wir betrachten im folgenden nur mehr den abzihl-
bar unendlichen Fall.

Schritt 2, diese Folge besitzt die gewiinschten Eigenschaften: Da alle Kugeln in
U in einer beschrénkten Teilmenge von R™ enthalten sind und die Kugeln B; disjunkt
sind, konvergiert die Folge r; der Radien von B; gegen 0. Wir miissen nun zeigen,
dass fiir alle B € U gilt, dass B C U;il 5B;. Sei also B € U mit Radius r gegeben.
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Sei k die kleinste Zahl mit 71 < r/2. B schneidet nun eine der Kugeln By, ..., By,
da sonst im Iterationsprozess B statt By, genommen hétte werden sollen. Sei also
1 < ko < k so, dass BN By, # (. Nach Konstruktion der B; gilt ry, > r/2. Es ist
nun eine leichte Folgerung der Dreiecksungleichung (Ubung), dass B C 5B, . ]

Satz 2.39. Sei u ein WahrscheinlichkeitsmafS auf R™ und F' € Bgn eine Borelmenge in
R". Sei weiters 0 < ¢ < oo konstant. Dann gelten:

p(B(z,7))

p(B(z, 7))

TS

(1) Falls limsup,_,, < c¢ fir alle x € F, dann folgt H*(F) > u(F)/c.

(11) Falls limsup,_,, > ¢ fiir alle x € F, dann folgt H*(F) < 10°u(R™)/c.

Beweis. (i) Sei 6 > 0 und definiere
Fs={x e F:uB(x,r)) < (c—e)r® fur alle 0 < r < ¢ fiir ein € > 0}.

Sei dann {U;} eine J-Uberdeckung von F' und daher eine von Fj. Fiir alle U, die
einen Punkt x von Fj enthalten, gilt klarerweise, dass die Kugel B(x, |U;|) die Menge
U; enthélt. Aus der Definition von Fj folgt nun fiir solche Uj;

w(Us) < p(B(z, |Ui])) < c|Uyl%,
sodass wir also erhalten

p(E) < YD () < eI

U;NFs#£0

Nach Ubergang zum Infimum iiber alle §-Uberdeckungen wird das zu uu(Fs) < ¢cHi(F)
< cH*(F). Da Fs 1 F fiir 0 | 0, ist das die Behauptung.

(ii) Sei F' beschriankt. Fiir fixes 6 > 0 geben wir uns die Menge von Kugeln
U={B(z,r):x € F,0<r <o, u(B(x,r)) >cr'}

vor. Die Voraussetzung liefert, dass U eine 20-Uberdeckung von F ist. Mit dem
Uberdeckungslemma bekommen wir eine Folge {B;}; von disjunkten Kugeln,

sodass .
U Bcls5B;
j=1

Beu

Das heifit, {5B;}; ist eine 105-Uberdeckung von F. Wir folgern weiter aus der Defi-
nition von Y

e.9] oo o B B .
W(F) < S BBl =53 151 < 1003 B g,
j=1 j=1 j=1

c

da die Kugeln B; disjunkt sind. Da diese Ungleichung fiir alle § > 0 und alle dazu-
gehorigen Uberdeckungen U gilt, erhalten wir die Behauptung des Satzes H*(F) <
10°c™ ' u(R™) fiir beschréinkte F. Ist F' unbeschrinkt, so folgt die Behauptung durch
Grenziibergang. ]
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Bemerkung 2.40. Durch eine bessere Version des Uberdeckungslemmas (den Uberdeck-
ungssatz von Vitali) erhdlt man im zweiten Punkt des vorherigen Satzes den besseren
Vorfaktor 2° anstatt 10°.

Wir schliefen nun diesen Abschnitt mit einer potentialtheoretischen Methode, die Haus-
dorffdimension zu berechnen, ab. Dazu definieren wir fiir s > 0 das s-Potential des endli-
chen Mafles p mit p(R™) > 0 in einem Punkt z € R™ durch

p(dy)

|z —yl*

Fiir n = 3 und s = 1 ist das im wesentlichen das Gravitationspotential der Massenvertei-
lung p. Weiters definieren wir die s-Energie von p durch

:/¢5($ // Iaf—yl

Der folgende Satz verbindet Hausdorffdimension mit potentialtheoretischen Methoden.

¢s(z) =

Satz 2.41. Sei F' eine Teilmenge von R"™. Dann gelten

(1) Wenn es ein endliches (dufSeres) MafS p auf F mit Is(pn) < oo gibt, dann gilt H*(F') =
oo und dim F' > s.

(i1) Ist F eine Borelmenge mit H*(F') > 0, dann gibt es ein endliches Maf auf F' mit
pu(F) >0, sodass I(p) < oo fir alle t < s.

Beweis. Wir benotigen in weiterer Folge nur den ersten Teil und beweisen auch nur diesen.
Sei also I5(p) < oco. Wir definieren

B
F o= {x e F: limsupM > 0}.
r—0 re
Fiir x € F} existiert also eine Folge von Radien (r;) mit r; | 0 und ein € > 0, sodass
u(B(z,r)) = ery.
Weiters folgt aus [,(u) = [ [ “98Md) — o dass u({z}) = 0 fiir alle 2 € R". Es folgt also

=yl
aus der Stetigkeit von u fiir ¢; hinreichend klein, dass

w(A4;) > i&?rf fir A; = B(x,r;)\B(x,q).

Nach eventuellem Ubergang zu einer Teilfolge, kénnen wir weiters annehmen, dass r;41 < g;
fiir alle 7. Daher sind die A; disjunkte Kreisringe mit Mittelpunkt x. Fiir x € F} schlieflen
wir nun aus |z —y|™* > r;° auf A;

Ix—yl Z/ Ix—yl Zérhs_

Aus der Voraussetzung I, (p) = [ ¢s(x)u(dx) < oo folgt aber ¢s(x) < oo fiir p-fast alle .
Das bedeutet p(Fy) = 0. Da nach Deﬁmtlon limsup,_,, “(BT(—;”) = 0 fiir z € F\ [}, erhalten

wir aus dem ersten Teil von Satz [2.39, dass fiir alle ¢ > 0 gilt
H(F) 2 W (F\F1) = p(F\F1)/c = (W(F) — p(F1))/c = p(F)/c.
Daraus folgt aber H*(F') = oo, also die Behauptung. O

¢8($) =




28 2 HAUSDORFFMASS UND -DIMENSION

2.5 Mafle auf Fraktalen

Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum.

Notation 2.42. Sei (wy,...,wy) eine Familie von Abbildungen von X nach X. Fiir
x € X, E € Bx, i ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X und Indizes iq,...,i, € {1,..., N}
schreiben wir

Tjyip, = Wi 00wy (x), K. =w;o0--ow; (F),

pir i () = p((wi, 0~ 0w, )7H(E)).

Satz 2.43. Sei {X;wy,...,wy} ein IFS mit Lipschitzkonstanten 0 < ¢1,...,cxy < 1. Sei
weiters A der Attraktor dieses IFS und 0 < py,...,py < 1 mit Zjvzl p;j = 1. Dann existiert
ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafs i auf X mat supp up = A und

N
K= ijﬂj-
j=1

w heifit dann das invariante Maf3 beziiglich des IFS {X;wy, ..., wyx} mit den Wahrschein-
lichkeiten 0 < p1,...,pny < 1.

Beweis. Schritt 1, Definition einer Folge 1% von Maflen: Wir wihlen z € A belie-
big, sei weiters §, die Punktmasse in z. Fiir £ € N definieren wir

Z 2T pzk x]11-~~ik7

das heiflt, fir f € C(A) gilt

/fd,u Z Piy+ Dip f (g i)

Zkl

Schritt 2, u*(f) ist eine Cauchyfolge: Seien f € C(A) und € > 0 beliebig. Weiters
definiere ¢ := max;<j<x ¢;. Dann existiert ein K > 0, sodass fiir alle z, y mit |z —y| <
cK|A] gilt, dass | f(z) — f(y)| < € (aufgrund der gleichméBigen Stetigkeit von f). Sei
nun [ > k > K. Da @,..;, € A, (A ist ein Fixpunkt von W) und [A;,..;, | <
ciy - - ¢ |Al < cF|A|, erhalten wir

|f(lezk) - f<x311k1k+17'l>| <é&.

Summieren iiber ig,q, ..., liefert

<e,

‘f(xnlk) - Z Pipiy = Dy (Ii1~“ikik+1'“il)

’ik+1 Zl 1

da 1 = (Zévzlpj)m = Zﬁ,...jmzl Dj *** Djn- Aus dem gleichen Grund erhalten wir
nun nach Summation iiber i, ..., i, dass | [ fdu* — [ fdu'| < . Das heifit, die Folge
{[ fdu*} konvergiert fiir alle f € C(A).
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Schritt 3, der Grenzwert ist das gesuchte Maf}: Der Limes

= lim /fdu
k—oo

definiert ein positives lineares Funktional auf C(A) mit A(1) = lim y*(A) = 1. Nach
dem Rieszschen Darstellungssatz [2.12] existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf p
das dieses Funktional darstellt. Da x;,..;, € Ay, |Aiyi | < FJAJund A = J 44,4,
sind die Punkte {x;,..;, : k € N;1 < dy,...9; < N} dicht in A, also supppu = A.
SchlieBlich ergibt sich

/fdﬂ = k:lgg; Z Diy - 'pzk le zk Zp] klgg) Z Diy -+ p’Lk x]iz---’ik)

N N
= ij lim /fowgdu’“ = ij/fow]du— Zpg/fdu]
Jj=1 j=1
und somit die Behauptung.
Schritt 4, Eindeutigkeit von u: Ubung! 0.

2.6 Dimension von selbstihnlichen Mengen

Wir werden in diesem Abschnitt die Hausdorffdimension der in Sektion [I.4] angegebenen
Beispiele berechnen. Wir werden hierzu eine allgemeine Formel fiir die Dimension von (noch
zu definierenden) selbstdhnlichen Mengen angeben.

Definition 2.44. Eine Abbildung S : R* — R" heifit Ahnlichkeit, falls ein 0 < r < oo
existiert, sodass fir alle x,y € R™ gilt

|1S(z) = Sy)| = rlz —yl.
Seien h,,t, : R™ — R"™ definiert durch
he(x) :=rx, ty(z):=x+b.
h, heifst Homothetie und t, ist eine Translation.
Ahnlichkeiten auf R™ lassen sich charakterisieren:

Satz 2.45. S : R" — R" ist eine Ahnlichkeit genau dann, wenn S die Komposition einer
orthogonalen Transformation U, einer Homothetie h, und einer Translation t; ist.

Beweis. Ist S die Zusammensetzung solcher Abbildungen, so ist S klarerweise eine Ahnlich-
keit. Ist andererseits S eine Ahnlichkeit, so definieren wir fiir 7 := Lip S die Funktion
U(z) := (S(z) — 5(0)). Dann ist U eine Isometrie mit Fixpunkt 0. Weiters erhélt U
innere Produkte, was man aus der folgenden Rechnung sieht:

(x,y) = s(zP+ 1yl — |z —y*)

= S(U@P+IUWIF - U() - UyP) = (U).U@y)).
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Sei nun {e; : 1 <1i < n} eine Orthonormalbasis von R™. Dann ist demnach auch {U(e;) :
1 <i < n} eine Orthonormalbasis von R"™ und daher gilt

n n

Ule) = S {U@),Ule)) Ules) = Y (e Ule).

i=1 =1

Daher ist U linear und somit orthogonal. Es gilt also S(z) = rUx+ S(0) = tg@)oh.oU(x),
also die Behauptung, dass S Komposition einer orthogonalen Abbildung, einer Homothetie
und einer Translation ist. O

Definition 2.46. Ein Attraktor A eines IFS {X;w;} heift selbstahnlich, falls alle Abbil-
dungen w; Ahnlichkeiten mit Lipschitzkonstante 0 < ¢; < 1 sind.

Bemerkung 2.47. Ist A eine selbstidhnliche Menge eines IFS {X;w; : 1 < j < N} mit
Lipschitzkonstanten {¢; : 1 < j < N}, so berechnen wir unter der Annahme, dass die
w;j(A) ,anndhernd disjunkt® sind

H(A) = Z He (w;(A)) = Z SH(A).

Ist weiters gesichert, dass A eine s-Menge ist, das heiffit 0 < H*(A) < oo, so erhalten wir,
dass die Hausdorffdimension s der Menge A die folgende Gleichung erfiillen muss:

N

de=1 (2.9)
j=1

Wir prézisieren im folgenden die Voraussetzungen an das IFS, die benétigt werden, dass

die Hausdorffdimension s von A durch diese Gleichung gegeben ist.

Definition 2.48. Ein [FS {R™;w;} mit Ahnlichkeiten w; erfillt die open set condition,
falls eine nichtleere, offene und beschrinkte Menge V existiert, sodass

WWV)ycV, und w;(V)Nw;(V)=0 firi#j.

Beispiel 2.49. Ist ([0

,1]; wy,wy) das TFS der Cantormenge, so erfiillt dieses die open set
condition mit V' = (0, 1)

Wie angekiindigt erhalten wir folgendes Resultat:

Satz 2.50. Sei {R™;wy,...,wy} ein IFS mit Ahnlichkeiten wj, Lipschitzkonstanten 0 <
c; < 1 und Attraktor A. Falls dieses IFS die open set condition erfiillt, so hat A positives,
endliches s-Hausdorffmafl H*(A), wobei s die Gleichung

N
ch-zl

Jj=1

erfillt. Weiters gilt H*(w;(A) Nw;(A)) =0 fir alle i # j.
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Um diesen Satz zu beweisen, benotigen wir das folgende

Lemma 2.51. Seien C,Cy,d positive Zahlen. Weiters sei {U,}aca eine Familie von dis-
gunkten offenen Mengen in R™ sodass es fiir alle « € A Kugeln By, By mit Radius C10 bzw.
Cs0 gibt mit

B, cU, C Bs.

Dann schneidet keine Kugel mit Radius § mehr als (1 + 2C5)"C;™ der Mengen Ul,.

Beweis. Sei B eine Kugel mit Radius 6 und B N U, # (). Dann ist U, enthalten in der
Kugel mit Radius (1 + 2C3)d und konzentrisch mit B. (Ubung!). Also, falls N Mengen der
U,’s B schneiden, dann gibt es N disjunkte Kugeln mit Radius 9, die enthalten sind in
einer Kugel mit Radius (1 4 2C3)d. Wenn man ihr Volumen addiert, erhélt man

N(C1)" < ((142C»)9)",
also N < (14 2Cy)"C ™. O

Beweis von Satz[2.50. Fiir k € N gilt A = Wk(A) = Aiy.ip, |Aiyin| = iy -+ - ci |A]. Sei
weiters ¢ := max;<;<n ¢; die Lipschitzkonstante des IFS. Zusétzlich sei ;1 das invariante
Wahrscheinlichkeitsmafl auf A von Satz mit p; = c;.

Schritt 1, H5(A) < co: Sei 8 := c¥|A|. Dann gilt

N

Hy (A< D0 A "= D (e -+, )’| Al = AP

Da ¢ — 0 mit k& — oo, erhalten wir nach Grenziibergang fiir § — 0, dass H*(A4) <
|Al* < o0.

Schritt 2, Definition von Ng: Sei V' die Menge aus der open set condition und seien
die Konstanten C7,Cs so, dass V' eine Kugel mit Radius C; enthélt und in einer
Kugel mit Radius C5 enthalten ist. Sei dann Ny := %

1 1 Ci

Schritt 3: Fiir alle Kugeln B mit Radius § < 1 gilt u(B) < Ngd°: Fiir eine Folge

oec{l,..., NN o= (iy,iy,...), sei k € N die kleinste natiirliche Zahl, sodass

(miin )0 < ¢y -ecy <6

Sei nun @ die Menge aller (endlichen) Folgen (i1, ...,i), die auf diese Weise ent-
stehen. Da es fiir jede Folge o genau ein k mit dieser Eigenschaft gibt, ist {Viyoiy,
(i1,...,1;) € Q} eine Familie disjunkter Mengen. Da A C V' (Ubung!), folgt weiter

AC U Azlzk C U ‘/lek

(11,0ik)E€Q (1,--ik)€EQ

Nach Schritt 2 enthalt V..,
ist enthalten in einer Kugel vom Radius Cse;, - - - ¢;

eine Kugel vom Radius Ci¢;, - - - ¢;, > Ci(min,; ¢;)0 und
< (%9. Sei nun )7 die Menge

k
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aller Folgen (i1,...,4;) in @, sodass B V;,..;, schneidet. Nach Lemma sind das

maximal Ng = % Folgen. Aus der Identitét

H= Z (Cil T Cik)sl’bil"‘ik

folgt nun

IU“<B> - ILL(A N B) = Z (Cil e Cik)sluil'“ik<Ai1“'ik N B) < 0°Ng.

Schritt 4: Fiir jede Uberdeckung {E;}; von A mit Mengen vom Durchmesser < 1 gilt:
SIEF > Nt
Sei nun {E;}; eine Uberdeckung mit A mit Mengen mit Durchmesser < 1. Da jede
Menge E; in einer abgeschlossenen Kugel mit gleichem Durchmesser enthalten ist,
reicht es, fiir eine Uberdeckung von A mit Kugeln {B;}; mit Durchmesser §; < 1 die

Ungleichung
s -1
E 07 > Npe.

zu zeigen. Diese folgt allerdings aus Schritt 3, denn
L=pu(A) <) n(B;) < Nk o5

Nun folgt aus diesem Schritt die untere Schranke H*(A) > Ni'.

Schritt 5, H*(w;(A) Nw;(A)) = 0: Da die w; Ahnlichkeiten sind, folgt H*(w;(A)) =
c;H(A), also H*(A) = Ejvzl H*(w;(A)) und somit, da A = Ujvzl w;(A)

Korollar 2.52. Wir erhalten folgende Werte fiir die Hausdorffdimension verschiedener
Fraktale:
’ A ‘ dim A ‘ ~ ‘

Cantormenge logs2 | 0.63

Sierpinski-Dreieck log, 3 | 1.58

Sierpinski-Teppich log, 8 | 1.89

Kochsche Schneeflocke | log; 4 | 1.26
Beweis. Ubung! n

3 Markovketten und Ergodensitze

3.1 Bedingte Erwartung

Seien im folgenden (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7' C F eine Unter-o-
Algebra von F. Weiters sei (X, E) eine Menge X ausgestattet mit einer o-Algebra £.
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Definition 3.1. Sei & : Q2 — R eine messbare Abbildung mit E|| < co. Eine F'-messbare
Abbildung n heifit bedingte Erwartung von & unter F' (i.Z. B(E|F")), falls

= ur alle A € 1lt.
/ﬁdIP’ /ndIP’ fi lle A f/gl
A A

Lemma 3.2. Die bedingte Erwartung existiert und ist P-fast sicher eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei & = &, — &_ die kanonische Zerlegung in die Differenz zweier nichtnegativer
Funktionen &, ,& . Definiere dann zwei Mafie py auf (Q, F') durch

pe(A) = / £.dP, fir Ae F.
A

Dann sind p4 absolut stetig beziiglich P, es gibt also nach dem Satz von Radon-Nikodym
Dichten ny fiir u4 beziiglich P. Die F’ messbare Abbildung 7y — 7n_ ist dann die (P-fast
sicher eindeutig bestimmte) bedingte Erwartung E(¢|F"). O

Beispiel 3.3. (i) Ist 7' = {0,Q} die triviale o-Algebra, so gilt E({|F") = E¢ P-fast
sicher.

(i) Ist & F'-messbar, so gilt E({|F") = ¢ P-fast sicher.
(iii) Ist & unabhéngig von F’, das heifit es gilt fiir alle B € Bg und A € F', dass
P([¢ € B|NA) =P(¢ € B)P(A),

dann gilt E({|F’) = E¢ P-fast sicher. Es gilt ndmlich fiir A € F’
/AdeP’ = /1A§dP = E(14¢).
Aufgrund der Unabhéngigkeit von 14 und & erhalten wir weiters
B(Ls¢) = ELiES = PAES = | Bédp

also gilt nach Definition der bedingten Erwartung die Behauptung.

(iv) Sei @ = J;Z, ©; wobei die €; paarweise disjunkt seien. {€2;}; ist dann eine Partition
von 2. Wir nehmen weiters an, dass P(€Q;) > 0 fiir alle j gilt. Sei dann F' :=
(Qq,€s,...) die von dieser Partition erzeugte o-Algebra. Dann gilt

~E(&Q
BEF)w) = 3 e 2o (o). 1)
j=1 7
Es gilt fiir ein Atom €2 aus F’, dass
— : — E(& )
[ ap=mga= [ e

nach Definition der bedingten Erwartung, also gilt
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Definition 3.4. Wir definieren die bedingte Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A € F
unter F' durch
P(A|F') :=E(14|F).

Bemerkung 3.5. Nach Definition ist
/ P(A|F")dP = / E(14|F")dP = / 14dP =P(AN B) fiir alle B € F
B B B
die definierende Eigenschaft der bedingten Wahrscheinlichkeit.

Im Falle der bedingten Wahrscheinlichkeit, bzw. wenn & = 14 eine Indikatorfunktion ist,
wird (3.1)) zu

P(A|F)(w ZIP AlQj) g, (w). (3.2)
Dabei ist die elementare bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|2;) definiert als P(ANS;)/P(€2;).

Beispiel 3.6 (Bayes-Formel). Seien A € F, G € F'. Dann gilt

fG (A|F")dP

O = B

Die Behauptung folgt direkt aus der obigen Bemerkung [3.5 Ist nun F’ die o-Algebra, die
von der Partition (£2;); von € erzeugt wird, so wird diese Formel mittels (3.2) zu

P(A|Q%)P($2)
2= P(AI)P(€;)”

also der klassischen Bayes-Formel. Nun noch ein kurzes Beispiel zur Bayes-Formel: Sei X
gleichméBig verteilt auf {1,...,6} und Y die Anzahl der , Adler“, wenn X Miinzen geworfen
werden. Was ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass X = ¢ war, wenn nur bekannt ist, dass
Y = 0. Wir erhalten aus der Bayes-Formel

P2 A) =

. P(Y =0|X =9)P(X =) 9-ig—1 i
P(X =iy =0) = 6 ) N T w6 a1 6"
S Py =0[X =j)P(X =j) >, 27967 1-2

Definition 3.7. Seien & eine Zufallsvariable auf (2, F,P) und n: Q — X messbar. Dann
definieren wir die bedingte Erwartung von & unter n als

E(¢[n) == E(&lo(n)),

wobei a(n) die kleinste o-Algebra auf Q2 bezeichnet, beziiglich der n messbar ist.

Beispiel 3.8. Seien X, X, unabhéngig und poissonverteilt mit Intensitdt A und weiters
Y = X1 + X,. Es gilt also
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Mit Q== [Y = k] ist (Q)72, eine Partition von €2 und €2 sind Atome von o(Y'). Es folgt

also aus (3.2)), dass

P(X; =ilY)(w) =Y P(X; =i]Y = k)ly_y

k=0

mit

P =Y =k == 5 = P(Y = k) -

P(X,=i,Y =k PX,=iXy=Fk—1) (k)Q_k
) :

Beispiel 3.9. Seien X und Y integrierbare Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fxy
beziiglich des LebesguemaBes (das heifit P(X € A,Y € B) = [, [ fxy (2, y)dydz). Dann
gilt

 erfxy (Y (w))de

BN W) = v (w))dw

Es ist ndmlich fir B = [V € C]

/Xd]P) = /C/xfx’y(x,y)dxdy: fRfX’Y(Z’de /l‘fX,Y(SUay)dde/

¢ Jp Ixy(w,y)dw
_ / fR -foy(ﬂf,y)dﬂi fR a?ny(;E,Y(w))da:
rJo Jo fxy(w,y)dw

B Jo fxy(w,Y(w))dw

fxv(z,y)dydz = dP(w).

Satz 3.10 (Eigenschaften der bedingten Erwartung). 1. (Linearitit) Seien X,Y Zufalls-
variablen und a,b € C. Dann gilt
E(aX + bY|F') = aE(X|F') + bE(Y|F").

2. (Monotonie) Ist X <Y P-fast sicher, so folgt E(X|F') < E(Y|F).
3. (Monotone Konvergenz) Sei X,, > 0, X, T X,EX < oo. Dann folgt E(X,|F") 1
E(X|F).
4. (Jensen Ungleichung) Ist ¢ konvex und gelten E|X|,E|o(X)| < co. Dann gilt

P(E(X|F)) < E(p(X)|F).
5. (Tower property) Seien Fy C Fo C F. Dann gilt

E(E(X[F1)]F2) = E(X|F1) = E(E(X|F)|F1).
6. Ist X F'-messbar und gelten E|Y |, E|XY| < 0o, so folgt
E(XY|F) = XE(Y|F).
7. Sind X und'Y unabhdngig, so gilt
E(Y|X) = EY.

8. Sei EX? < co. L*(Q, F) ist ein Hilbertraum und L*(, F') ist ein abgeschlossener Un-
terraum. Weiters ist E(X|F') die Projektion von X auf L*(F").
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Beweis. 1. Sei A € F' Dann gilt nach der Linearitéit des Integrals und der Definition der
bedingten Erwartung

/ GE(X|F) + bE(Y|F)dP = a / E(X|F')dP + b / E(Y|F)dP
A A A
= a/XdIP’—i—b/YdIP’—/aX—l—bYdIP,
A A A
also die Behauptung.

2. Es gilt aufgrund der Definition der bedingten Erwartung und der Monotonie des Integrals

fir Ae F
/E(X|f’)dP:/XdJP>§/YdP:/E(Y\F’)d]P.
A A A A

Dabher gilt E(X|F') < E(Y|F’) P-fast sicher.
3. Definiere Y;, := X — X,,, dann ist zu zeigen, dass E(Y,|F’) | 0. Da Y, |, folgt aus Punkt
2., dass Z,, := E(Y,|F') | Z fir ein Z. Ist nun A € F'; so gilt nach der Definition des

bedingten Erwartungswerts
/an]P’—/Ynd]P’.
A A

Fiir n — oo und dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt [ 4 ZoodP = 0 fiir alle
A e F', also folgt Z,, = 0 fast sicher.
4. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢ nicht linear. Definieren wir

S :={(a,b) 1 a,b € Q,ax + b < ¢(z) fir alle z}.
Dann ist ¢(z) = sup{az + b : (a,b) € S}. Ist nun p(z) > ax + b, dann folgt aus 1. und 2.
E(p(X)|F') > aE(X|F')+b P — fast sicher.

Nach Ubergang zum Supremum folgt die Jensen-Ungleichung.
5. E(X|F) ist Fo-messbar, daraus folgt die erste Gleichung. Sei nun A € F; C F;. Dann
gilt nach Definition der bedingten Erwartung

/ E(X|F)dP = / XdP = / E(X|F)dP,

A A A

also folgt wieder nach Definition der bedingten Erwartung
E(E(X|F)|F1) = E(E(X]F)[F) = E(X|F),

also die zweite Gleichung.

6. Wir zeigen das zunéchst fiir eine Indikatorfunktion X = 1z mit B € F'. Fiir allgemeine
Funktionen X folgt das durch iibliche Linearitéits- und Approximationsargumente aus den
obigen Eigenschaften. Sei zusétzlich A € F’. Dann gilt nach Definition der bedingten
Erwartung

/1BIE(Y|]-"’)dIP’:/ IE(Y|]-"’)dIP’:/ YdIP’:/lBYd]P’,
A ANB ANB A
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also E(1gY|F') = 15E(Y|F’) und somit die Behauptung fiir Indikatorfunktionen X.
7. siche Beispiel Punkt 3.
8. Sei Z € L*(Q, F'). Dann gilt nach Punkt 6., dass ZE(X|F') = E(ZX|F') und somit

E(ZE(X|F') = EE(ZX|F') = E(ZX)
nach Punkt 5. Also ist E(Z(X — E(X|F"))) = 0 fiir alle Z € L*(Q, F). Sei nun Y €
L*(Q,F)und Z =Y — E(X|F’), dann folgt daraus insgesamt
E(X - YY) =E(X -E(X|F) - 2)? =E(X —E(X|F))? +EZ>
Das heifit also schlieflich, dass E(X — Y)? minimal ist fiir Z = 0 also fiir Y = E(X|F"),
also ist E(X|F’) die Projektion auf L*(Q2, F'). O

Definition 3.11. Seien A € F und v € X. Dann heifit eine Zufallsvariable g : X — R
mat

P(AN[ne B)) = /Bg(:zt)IP’n(dx), fir alle B € £

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter n = x, i.Z. P(Aln = x).

Beweis. Der Beweis der Existenz von g und der P,-fast sicheren Eindeutigkeit erfolgt analog
zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung und wird als Ubung
iiberlassen. O

Bemerkung 3.12. Man kann zeigen, dass fiir eine o(n)-messbare reelle Zufallsvariable
Z : 2 — R eine messbare Funktion g : (X,&) — (R, Br) existiert mit

Z=gon.

Sei nun ¢ : (X,€) — (R, Bg) die nach diesem Schema zu E({|n) zugeordnete Funktion.
Dann gilt

E(n) =gon

und ¢ ist charakterisiert durch

/ EdP = / E(§|n)dIP’ = / gondP = / gdP,,.
[neB] [neB] [neB] B

Man kann also analog zur obigen Definition auch

E(n =) := g(z)

setzen und es folgt dann E(¢|n)(w) = E(¢|n = n(w)) P-fast sicher. Der Spezialfall £ = 14
liefert wieder Definition [3.11]

3.2 Markovketten

Definition 3.13. Sei Fy C F; C --- C F eine Folge von o-Algebren und &, : @ — X
(Fn, E)-messbare Abbildungen. Die Folge (&) heifst Markov-Kette, falls fir alle n > 0 und
alle B € £ gqilt

P(€n+1 € Bl-’rn) = P(Sn-i-l € B|€n)
Die Markovkette heifst homogen, falls © — P(&,41 € B, = x) fir alle n gleich ist.
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Beispiel 3.14. Seien 7;,1s,... : 2 — R unabhéingige Zufallsvariablen und sei A € Bg.
Seien Sy = 0 und S, 41 = S, + Muy1. Dann ist (S,) eine Markovkette. Falls die »; identisch
verteilt sind, so ist diese Markovkette homogen. Wir berechnen zuerst P(S,+1 € A|S,,). Es
gilt fiir eine S,-messbare Menge B = [S,, € C]

/BlA(Sn+1>dP = /BlA(Sn‘i‘TInH)dP
= [ [ a0y )P, (o) = [ P4 - 2)is, (@)
_ /B P, (A — Sy(w))dB(w),

also folgt nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit P(S,;; € A|S,)(w) =P
Sp(w)) P-fast sicher.

Nun berechnen wir ]P’(Snﬂ € A|S,,...,S). Es reicht, Mengen der Art B = [y € By, ...,
Nn € By] in 0(So,...,S,) zu betrachten Mit so einer Menge erhalten wir

/ LA(Sus)dP = / / / La(%o + -+ + Tn + y)dP, ., (y)dB,, () - - - Py (o)
B BO n

_ /B . /B Py (A — g — -+ — 2)dPy, () - - - APy ()
_ /B P, (A — S,(w))dP(w),

also insgesamt die Markoveigenschaft P(S, 1 € A|S,) = P(Sn+1 € A|Sn, ..., S0).

(A—

Mn+1

Wir werden in Zukunft immer die Folge der o-Algebren F, := (o, ...,&,) betrachten.
Definitionsgemé&$ ist also in einer Markovkette der Wert der (n + 1)-ten Zufallsvaria-
ble nur vom Wert der n-ten Zufallsvariable abhéngig (und nicht von der gesamten Ver-
gangenheit). Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(¢,; € B, = =) wird als (n + 1)-te
Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte von « nach B interpretiert. Der folgende Satz garan-
tiert die Existenz einer Markovkette mit bestimmten Ubergangswahrscheinlichkeiten.
Dazu setzen wir ab jetzt voraus, dass X ein polnischer Raum (separabel, vollstindig,
metrisch) und £ die Borelsche o-Algebra By sind.

Satz 3.15. Sei p: X x Bx — [0, 1] eine Abbildung mit den Eigenschaften
(i) Fiir alle A € Bx ist p(-,A) : X — [0, 1] (Bx, Br)-messbar.
(i1) Fir alle x € X ist p(x,-) : Bx — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmap.

Sei weiters v ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Bx. Dann existieren ein Wahrscheinlich-
keitsraum (€2, F,P”) und eine homogene Markovkette (§,) mit der Anfangsverteilung v
(das heifst die Verteilung von & ist v) und den Ubergangswahrscheinlichkeiten

Py(gn—i—l € B|§n = l’) = p(ZE, B)'

Beweis. Sei Q = XN, F = Bq. Dann ist F die kleinste o-Algebra, sodass die Projektionen
&q 0 Q) — X, definiert durch

w = (xg,21,...) = & (w) = zp,
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(F,Bx) messbar sind. Dies folgt aus der Tatsache, dass X separabel ist (Ubung!). Somit
sind auch die Abbildungen

Tt Q= X" (20,21,...) = (20,...,20)

messbar. Sei A € Byn+1. Dann definieren wir

P(r, € A) == P(r, € A) ::/Xv(dxo)/xp(xo,dxl)---/XlA(xo,...,xn)p(xn_l,dxn).

Nach dem Erweiterungssatz von Kolmogorov (Satz[2.17)) existiert somit ein eindeutiges Mafl
P auf F, das diese endlichdimensionalen Verteilungen besitzt. Die gewiinschte Markovkette
sind nun die oben definierten Projektionen &,. Dazu zeigen wir

Schritt 1, die Anfangsverteilung: Es gilt nach Definition von P, dass P(§, € A) =
Jx La(zo)v(dag) = v(A), also Pg, = v.

Schritt 2, Berechnung von P(¢,.; € B|&,...,§,): Seien C' € Bxn+1 und B € By.
Dann gilt

P(gn—i-l € Ba (607 s 7571) S C)
- / Lo((€0r - £2) (@) 1 (Enss () P(de)

:/Xy(dxo)/Xp(:co,datl)-"/X10(1’07---axn)lB(l'nJrl)p(xmdanrl)
:/Xy(dxo)/xp(xo,dxl)---/Xp(xn,B)lc(xo,...,xn)p(xn_l,dxn)
_ /K P, BIE()

also nach Definition P(,11 € B|&p, ..., &) (w) = p(&.(w), B) P-fast sicher.

Schritt 3, Berechnung von P(,41 € B|{,): Seien A, B € Bx. Dann gilt

B¢, € B.E, € A) — / 15(€np1 (@)L (En () P(do)

= /deo

_ / 1a(6n(w))p(En(w), B)P(dw)

= / B)P(dw),
[gneA
also P(&,11 € Bl&,)(w) = p(&,(w), B) P-fast sicher.

3307 dxl) / 1A(xn)1B(xn+l)p(xna d$n+1)
X

p(o, das) - / La(2n)p(n, B)p(nr, day)
X

>

Die Kombination dieser Schritte zeigt also, dass (&,) eine homogene Markovkette mit An-
fangsverteilung v ist. O
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Beispiel 3.16. Unser Interesse an Markovketten liegt primér an folgendem Beispiel: Sei
(X;wi, ..., wy) ein IFS mit Wahrscheinlichkeiten py, ..., py, wobei X ein kompakter, me-
trischer Raum (beachte (Ubung), dass ein kompakter metrischer Raum separabel und
vollsténdig ist) sei. Wir definieren dann die Ubergangswahrscheinlichkeit p(z, B) als

p(w.B) =3 pilo(wi(x) = 3 pidco(B).

also ist p(x, {w;(z)}) = p;. Das bedeutet, wir starten an einem Punkt z € X. Dann wéahlen
wir geméfl den Wahrscheinlichkeiten p; ein w; aus und wenden dieses auf x an. Dieser Pro-
zess wird iteriert. Diese Setzung von p erfiillt die Eigenschaften von Satz[3.15, wir erhalten
also zu beliebig vorgegebener Startverteilung v von x eine Markovkette (&,,) auf dem Wahr-
scheinlichkeitsraum (XY, Byx,P¥) mit den vorgegebenen Ubergangswahrscheinlichkeiten

p(z, B).

Definition 3.17. Sei p(x, B) eine Ubergangswahrscheinlichkeit (die Abbildung p erfiille
also die beiden Voraussetzungen aus Satz . Sei weiters MY (X) der Raum der Wahr-
scheinlichkeitsmafle auf X. Der Markov-Operator M : MY (X) — MY X) ist definiert
als

M(p)(B) := /Xp(x, B)u(dx) fiir p € M*(X), B € By.

€ MYX) heift ein beziiglich p(x, B) invariantes Maf}, falls

M(p) = p.
In Bezug auf eine Markovkette heifst i dann eine invariante Anfangsverteilung.
Beispiel 3.18. Sei p(x, B) die Ubergangswahrscheinlichkeit aus Beispiel [3.16, Dann ist das

Maf} p aus Satz die eindeutige invariante Anfangsverteilung der zu p(x, B) gehorigen
homogenen Markovkette. Es gilt ndmlich

N N N
ME)(E) = [ 3 piduo(Biulde) = 3 pits € B) = 3 pin(B)
Xi=1 i=1 i=1
in der Notation von Satz [2.43]

3.3 Ein Ergodensatz

Definition 3.19. Eine Folge (&,) von Zufallsvariablen &, : Q@ — X heifit stationér, falls
fir alle k (&1, &, .. .) und (&g, Ekt1, - - ) dieselbe Verteilung besitzen, falls also fir alle k € N
und fir alle B € Bxn gilt

P((&1,&2, ) € B) = P((& Ekra, - ) € B).

Beispiel 3.20. Jede unabhingige identisch verteilte Folge von Zufallsvariablen ist stati-
onér. Fiir eine solche Folge gilt das Gesetz der grofien Zahlen: Falls E|£;| < co und E&; = m,
dann gilt
LG
im >———

n— 00 n

=m [P-fast sicher.



3.3 EIN ERCODENSATZ 41

Wir wollen in diesem Abschnitt eine Verallgemeinerung des Gesetzes der grofien Zahlen
auf stationédre Folgen (den Birkhoffschen Ergodensatz) kennenlernen.

Bemerkung 3.21. (Ubung!)

(i) Die Folge (&,) ist genau dann stationdr, falls (£, s, ...) und (&2, &3, .. .) dieselbe Vertei-
lung besitzen.

(ii) Alle Zufallsvariablen &; haben bei einer stationéren Folge dieselbe Verteilung.

Definition 3.22. Sei T': Q — Q eine (F, F)-messbare Abbildung. T heifst mafitreu, falls
P(T ' (A)) =P(A) fiir alle A€ F
gilt.

Proposition 3.23. Sei der Mafiraum (XY, Bxn,P) gegeben mit den Projektionsabbildungen
En((xo, 21, .. .)) = @, und der Shifttransformation T'((zo, x1,...)) = (21, 22,...). Dann ist
die Folge (&,) genau dann stationdr, falls T maftreu ist.

Beweis. Die Aussage ergibt sich aus den Tatsachen, dass fiir A € By~ gilt

A= [(607517"') 6A]7 Tﬁl(A) = [(§17€27"') EA]
Setzen wir namlich die Stationaritéit von (§,,) voraus, so gilt auch
P(T1(A)) = P[(&1,&,...) € Al = P[(&, &1, ...) € Al = P(A),
also, dass T" mafitreu ist. Ist andererseits 17" mafitreu, so erhalten wir

P(&r, ki1, ---) € Al = P(T™H(A)) = P(A) = P[(&0, &1, ---) € 4],
also die Stationaritat von (&,). O

Definition 3.24. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fin Ereignis A € F heifst
invariant (bzgl. T ), falls T~*(A) = A. Eine maftreue Abbildung T : Q@ —  heif$t ergodisch
(bzgl. ), falls fiir jedes invariante Ereignis A gilt, dass P(A) € {0,1}.

Gleichermajflen definieren wir diese Begriffe fir stationdre Folgen. Sei also die Folge von
Zufallsvariablen & : Q — X stationdr. Fine Menge A = [(&1,&,...) € C] fir C € Bxx
heif$t invariant, falls fir alle k > 1 gilt

A= (&, &, ...) € C).

Weiters heifst diese stationdre Folge ergodisch, falls fir jede invariante Menge A gilt, dass
P(A) € {0,1}.

Bemerkung 3.25. (Ubung!) Seien der Wahrscheinlichkeitsraum, die Folge (£,) und die
Shiftabbildung 7" definiert wie in Proposition |3.23] Dann ist 7" genau dann ergodisch, falls
(&n) ergodisch ist.

Satz 3.26. Fine homogene Markovkette (&,) ist genau dann stationdr, falls & und &
dieselbe Verteilung besitzen.
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Beweis. Besitzen &, und &; dieselbe Verteilung, so gilt

Py (1) = P, (dor) = [ plao. o Py o). (3.3)

Um zu zeigen, dass (&, &1,...) und (&, &, .. .) dieselbe Verteilung besitzen, reicht es, dies
auf den Zylindermengen By x By x - -+ X B, x X x X X --- nachzuweisen. Einerseits erhalten
wir aus der Definition

foEBO,...,anB)
/ / / oo (T0s -+ -3 @)D (1, dn) - - - plao, )P, (do),  (34)

andererseits gilt mit (3.3])

P(&1 € By, ..., &nt1 € B)
=P € X,& € By, ...611 € By)

/ / / 1X><B0>< X Bp, an .- $n+1) (xmdl'n—l—l) (:Eg,d$1)P§0(d$0)
= / / s / 1Box---xBn($1, e 71‘n+1)p(fb’m dﬂ?nﬂ) e ‘p(SL’l, d372)P£o(d371)
X JX X

Nach Umbenennung der Variablen ist klar, dass dies identisch ist mit dem Ausdruck in
(3.4]), es folgt also die Behauptung des Satzes. [

Aus (3.3) und der Definition der Invarianz eines MaBles folgt

Korollar 3.27. Eine homogene Markovkette (§,) ist genau dann stationdr, falls die An-
fangsverteilung p ein invariantes Maf beziiglich den zur Markovkette gehorigen Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten p(x, B) ist.

Ohne Beweis erwéhnen wir den spéter benotigten Satz

Satz 3.28. Sei p die einzige invariante Anfangsverteilung einer homogenen Markovkette
(&n). Dann ist dieser Prozess mit p als Anfangsverteilung ergodisch.

Sei nun (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7" : 2 — 2 eine messbare Abbildung.
Sei dann J die Familie der invarianten Mengen. [J ist dann eine o-Algebra

Satz 3.29 (Birkhoffscher Ergodensatz). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
Z : Q= R eine Zufallsvariable mit E|Z| < co. Ist T eine maftreue Abbildung, so existiert
der Limes

k—o00

1 — .
lim % Z_; Z(T’w) P-fast sicher.

Falls zusdtzlich T ergodisch ist, so gilt sogar

.1 ; :
lim z z_: Z(T’w) =EZ P-fast sicher.

k—o00
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Beweis. Schritt 1, Beweisidee: Wir zeigen, dass mit

k— =
= 1 — J g ']
Z(w) : hinjcjjp k E Z(T’w) bzw. Z(w) hm 1n EO (T’ w)

7=0

fiir alle invarianten Mengen A C Q (d.h. T71(A) = A) gilt

/7dP§/Zd]P’§/ZdIP’.
A A A

Denn daraus folgt dann Z = Z fast sicher, der besagte Limes existiert also und
er ist gleichzeitig (nach Definition) eine Version der bedingten Erwartung von Z
unter der o-Algebra J der invarianten Mengen. Da fiir ergodische Abbildungen T
jede invariante Menge entweder Mafl 0 oder 1 hat, ist diese bedingte Erwartung fast
sicher gleich dem Erwartungswert EZ; wir erhalten also in diesem Fall die zweite
Behauptung

k—1
1 .
1 gy . :
kh_}rgo ? g Z(T’w) =EZ P-fast sicher.
]:

Wir zeigen im folgenden nur die erste Ungleichung (fiir invariante Mengen A)

/zdPg/Zd]P’
A A

fiir positive Zufallsvariablen Z > 0. Die zweite Ungleichung mit Z erhilt man mit
einem symmetrischen Argument und dann folgt der allgemeine Fall fiir Z integrierbar
nach einer Aufspaltung von Z = Z, — Z_ in die Differenz zweier nichtnegativer
Zufallsvariablen.

Schritt 2, [, ZdP < [, ZdP: Z ist (fast sicher) invariant (unter T'), da

lim sup — ZZ (T"'w) = limsup — ZZ (T'w) auf [Z < o0 (3.5)

k—o0 j 0 k—o0 ] -0

und P([Z = o0]) = 0 aufgrund der Integrierbarkeit von Z. Fixieren wir nun eine
Konstante M und ein € > 0, so definieren wir

_ e
Zy =2 N M, T(w):zmin{kZl:ZMSEZZ(TJW)+5}‘
=0

Da Z invariant ist, ist es auch Z,;, wir erhalten also aus ‘)

T(w)—1 T(w)—1
Z v (T7w) Z Z(T'w) + 1(w)e  auf [Z < oq). (3.6)
=0 =0

Nach Definition ist 7 iiberall endlich, somit existiert ein N, sodass P([7 > N]) < /M.
Basierend auf Z definieren wir nun
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Analog zu 7 setzen wir

B

-1

T(w) :=min{k > 1: Zy(w) < Z(Tjw) +e}.

| =

I
=)

J
Der Vorteil dieser Hilfsgroflen besteht nun darin, dass 7 beschrankt ist durch N (weil

F=r7auf [r < Nl und 7 = 1 auf [r > N]) und es gilt fiir Z und jede invariante
Menge A die Abschitzung

/AZ(w)IP’(dw) < /AZ(w)IP’(dw) + /AO[TM] MP(dw) < /AZ(w)IP’(dw) +e. (3.7

Analog zu (3.6 gilt nun

(w)—1 Fw)-1
Z m(T7w) Z Z(T'w) + T(w)e fast sicher. (3.8)
=0 =0

Um den Beweis abzuschliefen, teilen wir die Summation in geeignete Blocke: Sei L
so grofl, dass NM/L < e und wir definieren induktiv

To(w) =0, Tp(w) = Tp_1(w) +T(T™! ) w) fir k > 1.

Dann gilt

T
)
X
B
3
B
|
X
T
)

<
Il
o
bl
I
)
<
I
=
|
L
=
€
N
<
I
=
zZ
£
N

wobel k(w) die maximale natiirliche Zahl ist, fiir die 74(w) < L — 1. Aus dieser
Aufspaltung, der Invarianz von Z,, 1) und der Positivitdt von Z erhalten wir die
Abschétzung

w(Tw) <> Z(T9w) + Le + NM.

Dabei ist zu beachten, dass L —7(w) < N. Da A und Z,; invariant sind, folgt daraus
durch Integration und Division durch L

/ZdPg/ZdIP’+5+NM/L§/
A A

ZdP + 2 < / ZdP + 3.
A

A

Da diese Ungleichung fiir alle ¢ > 0 gilt, erhalten wir nun aus dem Satz iiber die
monotone Konvergenz die Behauptung

/ZdIP’ < /Zd]P. [l
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3.4 Anwendungen

Fiir ein IFS {X;w,... ,wN}Vmit Wahrscheinlichkeiten 0 < py,...,py < 1 definieren wir
ein Wahrscheinlichkeitsma$l P auf DY mit D = {1,... N} durch

P({iy} x - x {ig} X DX DX --) =i, i,

Dann gilt fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit von Beispiel und die zugehorige Mar-
kovkette (&,) mit beliebiger Anfangsverteilung v, dass

P*((€0,61....) € B) = /X PO (€0, &1,...) € B)w(dn) (3.9)
und

PP ((&,&1,...) € B) = P((i1, 2, ...) : (z,w;, (), wi, o wy, (z),...) € B) (3.10)

Satz 3.30 (Elton). Seien (X, d) ein kompakter metrischer Raum, {X;ws, ..., wy} ein IFS
mit Wahrscheinlichkeiten 0 < py,...,pny < 1 und p das (einzige) invariante Maf dieses
IFS. Dann gibt es ein S C {1,..., NN mit P(S) = 1, sodass fiir alle Folgen (iy, iz, ...) € S,
alle xg € X und alle f € C(X) gilt

1 W oeow(x)) = | fdpu.
nggoanwmo wi(a0) = [ fi

Beweis. Wir betrachten die Ubergangswahrscheinlichkeiten p(z, B) von Beispiel und
die stationdre (siehe Satz [3.26), homogene Markovkette (£,) mit der (eindeutigen, bzgl.
p(z, B)) invarianten Anfangsverteilung p auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (XN, By, P*).
Die Shiftabbildung 7' : X~ — XN (%, 2y,...) = (%1, 22,...) ist maBtreu (dies folgt aus
Proposition und ergodisch (dies ist eine Konsequenz von Satz und Bemerkung
3.25).

Sei nun f € C(X) beliebig. Wir wenden den Ergodensatz mit der mafitreuen und
ergodischen Abbildung 7" und der Zufallsvariable Z = f o0 {, an. Dann erhalten wir

P“({(xo,xl )eXxN: nhg)lonz:ka /f ):1.

Setzen wir nun G(xzo, f) := {(i1,%2,...) : imyee = > f o flwi,_, o+ ows (x0)) = [y fdu}
auf die von zy und f abhéngige Menge, fiir die die Aussage des Satzes gilt, so erhalten wir

aus . und - dass

P(G(Ioaf)) =1

fir p-fast alle o € X. Nutzt man nun die Tatsachen aus, dass die w; Kontraktionen sind
und dass f stetig ist, so erhdlt man P(G(xg, f)) = 1 fiir alle 2o € X. Die Separabilitét
von C(X) liefert uns schlieflich die Behauptung, dass wir die Menge S C {1,..., N}
unabhéngig von f wéhlen kénnen. O
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Bemerkung 3.31. Dieser Satz lidsst sich folgendermaflen interpretieren: Fiir jeden Start-
punkt zo € X konvergiert fast jede Trajektorie (zg,x1,...) bei der Anwendung des Zu-
fallsiterationsalgorithmus z7 = w;(x¢) mit Wahrscheinlichkeit p;, zo = w;(w;((zo)) mit
Wahrscheinlichkeit p;p;, usw.

1 n—1
E;/de% —>/deu, f e C(X).

Es konvergiert also das Mafl %Zz;é 0z, vag gegen das invariante Mafl ;1. Dabei heifit eine
Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflien p,, auf einem kompakten metrischen Raum X wvag
konvergent gegen p, falls fiir alle f € C(X) gilt: [, fdu, — [y fdp. Man kann zeigen,
dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) ptn — p vag

(ii) limsup p,(C) < u(C) fiir alle abgeschlossenen Teilmengen C' von X
(iii) liminf u, (U) > wu(U) fir alle offenen Teilmengen U von X

(iv) lim p,,(A) = p(A) fiir alle Borelmengen A mit u(0A) = 0.
Diese Bemerkung liefert nun ein Korollar zu Satz [3.30}

Korollar 3.32. Sei B eine Borelmenge in X mit (0B) = 0. Dann gilt fir P-fast alle
Folgen (iy,ia,...) in {1,..., N}, dass die mittlere Verweilzeit der entsprechenden Trajek-
torie xy = w;, o --- o w;, (xo) bei beliebigem Startpunkt xo gegen p(B) konvergiert, es gilt
also

lim H0<i<n-1:xz; € B} _

n—oo n

1(B).

Beispiel 3.33 (Niherung der Koch-Schneeflocke). Betrachten wir das IFS von Beispiel
mit den Wahrscheinlichkeiten p; = 1/4 fiir 1 < i < 4 so erhalten wir mit 1000 bzw.
10000 Iterationspunkten und Entfernen der ersten 100 Iterationen die Abbildungen

{J'J “.7.6§
o "." f; oo\)
w4 i & a8
% o
]
. :-} \"...' o
Sadf ‘.f-- ? W o 2oy . i “
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Beispiel 3.34 (Ndherung des Sierpiriski-Dreiecks). Betrachten wir das IFS von Beispiel
1.21| mit den Wahrscheinlichkeiten p; = 1/3 fiir 1 < i < 3 so erhalten wir mit 1000
bzw. 10000 Iterationspunkten und Entfernen der ersten 100 Iterationen die Abbildungen

Y
.l °, ’(...-‘ ':' ..“;'
e Sk Ll BNl

Das starke Gesetz der groflen Zahlen mittels des Ergodensatzes Um zu zeigen,
dass das starke Gesetz der grofien Zahlen aus dem Ergodensatz folgt, benotigen wir ein
Resultat aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Dazu folgende Definition

Definition 3.35. Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (&,) eine Folge von Zu-
fallsvariablen. Die o-Algebra

[e.o]

Fii= (o bnrrr--)

n=1
heifst die o-Algebra der terminalen Ereignisse.

Satz 3.36 (Null-Eins-Gesetz von Kolmogorov). Sei (&,) eine Folge von unabhdngigen Zu-
fallsvariablen und A ein beziiglich dieser Folge terminales Ereignis (dh. A € F;). Dann gilt

P(A) € {0,1}.
Beweis. Die Idee ist zu zeigen, dass A € F; von sich selbst unabhéngig ist, denn dann folgt
aus P(A)? = P(A), dass P(A) € {0,1}. Sei A € F;. Dann gilt auch

[e. o]

Ay =066, ) =o(|Jo6 &),

n=1

U,—, 0(&1,&, ..., &) ist eine Algebra und somit gilt nach Lemma fiir alle € > 0 und
alle A € ¥ existieren n € Nund A4,, € 0(&,...,&,) mit

P(AAA,) <e
Daher gibt es eine Folge A,, € 0(&1,...,&,) mit P(AAA,) — 0. Daraus erhalten wir
P(A\A,) = P(A)—-P(ANA,) —0,
P(A) —P(A,) = P(A\A,) —P(A,\A) — 0.
Da A und A,, unabhéngig sind folgt also
P(A) = lim P(AN A,) =P(A) lim P(A,) = P(A)?,

n—o0

und somit nach obigen Bemerkungen P(A) € {0, 1}. O
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Sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf R. Setzen wir in der Notation von Satz fiir alle
r € R und B € Bg die Ubergangswahrscheinlichkeit auf p(x, B) := v(B), so erhalten
wir eine unabhingige, identisch verteilte Folge von Zufallsvariablen (&,) auf RY, wobei
&n((z1,9,...)) = x, die Projektion auf die n-te Koordinate ist. Wie schon in Beispiel
bemerkt, ist (§,) eine stationédre Folge. Nach Definition ist eine invariante Menge A
beziiglich der Folge (&,) in der terminalen o-Algebra F; enthalten und hat somit Wahr-
scheinlichkeit 0 oder 1. Daraus folgt aber die Ergodizitat der Folge (&,). Aus Bemerkung
3.25| und dem Ergodensatz erhalten wir nun mit der Shiftabbildung 7" und der Funktion
[ RY =R, f((xy,2,...)) = z; das Korollar

Korollar 3.37 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen). Sei (§,) eine Folge von unabhdngigen
identisch verteilten reellen Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F,IP) mit
E|& | < oco. Dann gilt P-fast sicher

.1l
Jim ~ ; &i(w) = Ei.

Anwendungen in der Zahlentheorie Wir setzen 2 = [0,1), F = Bg und A gleich dem
Lebesguemafl auf 2. Wir definieren die dyadische Transformation 7": {2 —

T(x) := 2z (mod 1).
T ist mafitreu und zusétzlich gilt

Lemma 3.38. Die dyadische Transformation T ist ergodisch.

Beweis. Sei A C Q gegeben mit A = T~!(A). Dann ist zu zeigen, dass A(A) € {0,1}.
Zuniichst folgt aus A = T71(A), dass x € A & Tax € A. Ist 2/ = x + 1/2 (mod 1), so
gilt auch, dass Tex € A & Tx' € A, da nur die erste Stelle der bindren Entwicklung von
T = .r1Tox3 - - - verschieden ist zur bindren Entwicklung von ' = .2jxex3--- und somit
Tx = T2’ = .xqws3---. Daraus folgt nun A\(AN E°) = AM(ANE) fir £ = [0,1/2) und wir
erhalten
MANE)

ANE)

also die Unabhéngigkeit von A und E. Diese Unabéngigkeit gilt nun auch fiir endliche
Vereinigungen E von dyadischen Intervallen (Ubung!). Sei nun € > 0 beliebig und E eine
solche endliche Vereinigung von dyadischen Intervallen mit der Eigenschaft

MA) =2 MANE) =

AMAAE) < e. (Die Existenz eines solchen E folgt aus Lemma [2.18)

Dann gelten insbesondere |A(A)—A(E)| < e und |A(A)=A(A)A(E)| = [AMA)=A(ANE)| < e.
Daraus schlieflen wir

IA(A) = AA)?] < IA(A) = MAME)] + [MAME) — A(A)*] < 2e.

Da diese Ungleichung fiir alle & > 0 gilt, folgt also A(A) = A(A)? und daraus schlieSlich
AA) € {0,1}. O
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Definition 3.39. Fine Zahl x € [0, 1) heifft normal zur Basis b, falls die relative Hdufigkeit
von j, (0 < j <b—1) in den ersten k Stellen der b-adischen Entwicklung von x gegen 1/b
konvergiert fir k — oo. Also formal genau dann, falls

_omy(ly) 1 B
kh_{go P j€{0,....,b—1}
wobei nj(x|) die Anzahl der Vorkommnisse der Ziffer j in der Entwicklung von x zur
Basis b in den ersten k Stellen bezeichnet.

Beispiel 3.40. Ein Beispiel einer normalen Zahl zur Basis 10 ist die Champernowne-Zahl
.123456789101112131415.. . .,

die durch Aneinanderreihung aller natiirlichen Zahlen gebildet wird. Ein weiteres Beispiel
stellt die Copeland-FErdos-Zahl

.235791113171923293137 . ..

dar, die durch Aneinanderreihnung aller Primzahlen entsteht.

Aus dem Ergodensatz folgt nun, dass fast alle Zahlen normal (zu jeder Basis) sind.

Korollar 3.41. Fast alle Zahlen beziiglich des Lebesgue-Mafes in [0,1] sind normal zur
Basis 2.

Beweis. Wir wenden den Ergodensatz mit der dyadischen Transformation 7z = 22 (mod 1)
(diese erfiillt die Voraussetzungen; sieche Lemma |3.38) und f = 1j91/2) an. Dann erhalten
wir mit

no(x|k 1< ! 1
. 0 - _ L ) )
klggo— = kl_{n z 5_0 —/0 fd\ = 5 A-fast sicher
die Behauptung. O]

Dieses Argument lésst sich nun leicht auf alle Basen b > 2 ausdehnen, indem man statt 7'
die Abbildung z — bz (mod 1) betrachtet. Wir erhalten somit fiir alle Basen b eine Menge
Gy C [0,1) mit A(Gy) = 1, sodass alle x € Gj, normal zur Basis b sind. Schneiden wir
nun iiber alle b, so ist G = ﬂb€N7b>2 GGy eine Menge mit Lebesguemafl 1, sodass alle x € G
normal zu jeder Basis sind.

4 Weitere Fraktale

4.1 Spezielle Teilmengen von [0, 1)

Wir diskutierten im vorigen Abschnitt, dass die Menge der normalen Zahlen im Einheits-
intervall [0, 1] Lénge 1 besitzen. Alternativ dazu kann man sich auch fiir eine fixe Basis
b e N,b> 2 die Mengen

F(po,....pp—1) == {x €1[0,1): lim nj(]flk)

k—o00

:pjfﬁralleogjgb—l}

ansehen. Dabei sind 0 < p; < 1 mit Z?;é p; = 1. Die anschlieende Proposition enthélt
eine Formel fiir die Hausdorffdimension dieser Mengen.
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Proposition 4.1. Sei F = F(po,...,pp—1). Dann gilt
dim F Ly 1

mF=——— E logp;.

log b s Pi o8 p;

iy, das Intervall der Linge b~* der Zahlen z € [0,1), deren b-adische Ent-
wicklung mit .4y - --4; beginnt. Dabei gilt natiirlich 0 < ¢; < b — 1. Wir definieren ein
Wahrscheinlichkeitsma$ auf ([0, 1), Bo,1)) durch

Beweis. Sei I;

P(Illlk) ‘= Diy - Dig - (41)

Sei &(x) : [0,1) — {0,...,b— 1} die k-te Ziffer der b-adischen Entwicklung von z. Dann
ist (& )x eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen und fiir fixes j € {0,...,b — 1} sei

Zip(x) := ljg,—j(x). Dann sind die Z; ebenfalls unabhéingig und identisch verteilt und aus
dem starken Gesetz der grofien Zahlen (Korollar 3.37)) folgt

tim ) g Z 7, =EZ =p; P-fast sicher,

k—o00 k k—o00 /{7

also insbesondere P(F) = 1. Sei nun I (z) das Intervall I;,..;, der Linge b=, sodass x €
L., . Fir fixes y € [0,1) folgt aus (4.1)) nach Logarithmieren

log P(Ix(y)) = an(ylk) log p;.

Fir y € F gilt auflerdem nach Definition limy_,o, n;(y|x)/k = p; fiir alle j, es ergibt sich
also fiir y € F

P(L(y) _ 1 !
log b —logP(I(y)) — ~logb™™ — Y p;logp, + slogh
Lyl k 2
falls £ — oo. Somit ist mit 6 = ——— ij log p;

P(lk(y)) _ J0, firs<9,
lim =
k—00 ’[k( )|® oo, fiir s > 6.

Wir sind nun in der Situation von Satz [2.39,. Der Beweis iibertriagt sich wortlich, falls wir

%@”D durch Tg’(“;?)’l)s) ersetzen. Es ergibt sich also H*(F) = oo fiir s < § und H*(F) =0

fiir s > 6 und somit dim F' = 0. O]

Bemerkung 4.2. Wir betrachten den Spezialfall b = 2 und setzen p = pg, 1 — p = p;.
Wenn wir die Hausdorffdimension dim F = —2leert=pllosl=p) von F in Abhiingigkeit von

log 2
p plotten, erhalten wir
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dim F

012 014 04‘6 018 1.0 r
Diese Funktion ist klarerweise symmetrisch um 1/2 und je weiter sich p von 1/2 entfernt,
desto kleiner wird die Hausdorffdimension von F'.

4.2 Brownsche Bewegung

Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Funktion W : Q x [0,00) — R? ist eine
(Re-wertige) Brownsche Bewegung oder Wiener Prozess, falls W die folgenden drei Eigen-
schaften besitzt:

(i) Auf einer Menge mit Wahrscheinlichkeit 1 gelten W(w,0) = 0 und ¢ — W(w,t) ist
eine stetige Funktion.

(ii) Fiir alle t > 0 und alle h > 0 ist der Zuwachs W (-, t 4+ h) — W (-, t) normalverteilt mit
Mittelwert 0 und Varianz h, es gilt also

exp < — @>du

P(W(,t+h) = W(.t)eA)= (WL)_M/ 2h

A

(iii) Fir 0 < t; < tg < -+ < tgy, sind die Zuwichse W (- t1), W (-, ta) — W(-, t1),.. .,
W(-, tQm) - W(a t2m—1) unabhéingig.

Nach Eigenschaft 2. sind die Zuwéchse unabhéngig von t verteilt, sie sind also stationdr.
Es ist eine nichttriviale Tatsache, dass eine Brownsche Bewegung existiert. Der natiirliche
Wahrscheinlichkeitsraum auf dem eine Brownsche Bewegung lebt ist der Raum stetigen
Funktionen von [0, 00) nach R4, © = C([0, ), R?) (der sogenannte Wiener-Raum) und
einem Mafl P (dem Wiener-Maf), sodass obige Eigenschaften erfiillt sind. Dies ist der Fall,
da die Brownsche Bewegung fast sicher stetige Pfade besitzt. In diesem Wahrscheinlichkeits-
raum ist dann fiir eine stetige Funktion w: W (w,t) = w(t). Der Einfachheit halber werden
wir in Zukunft den Parameter w auslassen und von den Zufallsvariablen W (t) sprechen.
Wir bemerken noch, dass Eigenschaft 2. insbesondere nach Ubergang zu Polarkoordinaten
die Gleichung

2

r"Lexp ( L )dr

PO+ 1) = W) < p) = e [ -

r=0
mit einer Konstanten ¢, die nur von n abhéngt, liefert.
Eine grundlegende Eigenschaft der Brownschen Bewegung ist deren lokale Holder-Stetigkeit
fiir alle Exponenten A < 1/2.
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Abbildung 8: Simulation eines Graphs einer Brownschen Bewegung und einer 2-
dimensionalen Brownschen Bewegung.

Proposition 4.3. Sei 0 < A < 1/2. Mit Wahrscheinlichkeit 1 erfillt die Brownsche Be-
wegung die Hélderbedingung

(W (t+ h) —W(t)| <blh|* fir |h] < Hy
fiir ein Hy > 0, wobei b nur von A abhdngt.

Beweis. Ubung in mehreren Schritten:

Schritt 1: Benutze Polarkoordinaten, um fiir alle natiirlichen Zahlen i zu zeigen, dass es
eine Konstante ¢;, die nur von ¢ abhéngt gibt mit

E|W (t 4+ h) — W(t)[* = ¢;h*  fiir alle h > 0.

Schritt 2: Zeige das Borel-Cantelli Lemma: Fiir eine Folge von Ereignissen (A,,) gilt

Z]P’(An) < oo = P(limsup 4,,) = 0,
n=0
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wobei limsup 4, = (.2, Uisn Ar (beachte, dass w € limsup 4,, genau dann wenn
w € A, fiir unendlich viele n).

Schritt 3: Definiere A, = 2 _,[[W((m — 1)27") — W(m2™)| > 2. Benutze die
Chebyshev Ungleichung und Schritt 1, um zu zeigen, dass P(A,) < 277 fiir ein
geeignetes v > 0 und folgere Y~ (P(A,) < oo

Schritt 4: Mit dem Borel Cantelli Lemma folgt nun die Existenz einer Konstante K =
K (w), sodass mit Wahrscheinlichkeit 1 gilt

W ((m—1)27") = W(m2™™)| < K27 fiir alle n > 0.

Schritt 5: Nun muss man noch die Stetigkeit der Brownschen Bewegung und eine Zerle-
gung von [t,t+ h] in geeignete dyadische Intervalle ausnutzen, um diese Ungleichung
fiir alle Parameterwerte beweisen zu kénnen. O]

Wir berechnen nun die Hausdorffdimension einer Brownschen Bewegung und eines Graphen
der Brownschen Bewegung. Es gilt

Satz 4.4. Mit Wahrscheinlichkeit 1 hat ein Pfad der Brownschen Bewegung in R(d > 2)
Hausdorffdimension 2.

Beweis. Fiir alle A < 1/2 erfiillt die Brownsche Bewegung nach der letzten Proposition
eine Holderbedingung mit Wahrscheinlichkeit 1, es folgt also aus Proposition [2.26| die obere
Schranke dim W ([0,1]) < A~'dim[0, 1] = A~!. Also hat die Brownsche Bewegung hichstens
Hausdorffdimension 2.

Fiir die untere Schranke benutzen wir die potentialtheoretische Methode von Satz[2.41] Sei
1 < s < 2. Analog zu Schritt 1 des Beweises der vorigen Proposition gilt

E|W (t 4+ h) — W(t)|~* = c,h /2,

wobei ¢, eine Konstante ist, die nur von s abhéngt. Da s < 2 folgt dann die Endlichkeit
von

E/01/01|W(t)—W(u)|‘sdtdu - /01/01E|W(t)—W(u)|_sdtdu

1 1
_ / / ot — u|~2dtdu. (4.2)
0 0

Wir definieren nun fiir einen fixen Pfad W (w, -) ein Wahrscheinlichkeitsmafl darauf:
po(A) = A{0 <t <1:w(t) € A}) = Au(4),

wobei A das Lebesguemaf bezeichnet. Dann gilt [ g(z)du®(z) = fol g(w(t))dt fiir alle Funk-
tionen g. Somit wird die Endlichkeit von (4.2)) zur Endlichkeit von

/Q/ / o =yl dp (w)dp (y)dP(w).

Also gilt [ [ |z—y| 3dp~ (z)dp“(y) < oo P-fast sicher, wobei p ein Wahrscheinlichkeitsmafl
auf w([0,1]) ist. Es folgt also aus dem ersten Teil von Satz die untere Abschétzung
dim W ([0, 1]) > 2 PP-fast sicher. O
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Bemerkung 4.5. Man kann zeigen, dass die Pfade der Brownschen Bewegung in R? fiir
d > 2 2-dimensionales Hausdorffmafi 0 besitzen. Genauer haben diese Pfade positives
endliches Maf§ beziiglich der Funktion h(t) = t*log(1/t)logloglog(1/t) fiir d = 2 und
beziiglich h(t) = t?loglog(1/t) fiir d > 3 (vergleiche Bemerkung[2.36). In diesem Sinne hat

also die Brownsche Bewegung eine Dimension, die ,,logarithmisch kleiner® ist als 2.

Um die Dimension eines Graphs der Brownschen Bewegung zu bestimmen, benotigen wir
noch ein kleines Lemma. Vorher erinnern wir an die Definition eines Graphen einer Funk-
tion: Ist A eine Menge und f : A — B eine Funktion, so ist die Menge

grf=A{(z, f(z)):x € A} CAXB
der Graph der Funktion f.
Lemma 4.6. Sei f:[0,1] — R eine stetige Funktion. Es gelte die Abschdtzung
50— f@l < ci—ulP, tue),

fir eine Konstante ¢ > 0 und ein 1 < s < 2. Dann ist H*(gr f) < oo und folglich
dimgr f < s.

Beweis. Ubung: Fixiere ¢ > 0 und iiberdecke den Graph mit Wiirfeln der Seitenlinge ¢.
Wieviel werden dafiir benotigt? m

Satz 4.7. Mit Wahrscheinlichkeit 1 hat der Graph einer Brownschen Bewegung W (w,-) :
0,1] = R Hausdorffdimension 13.

Beweis. Nach dem vorigen Lemma und der Holderbedingung der Brownschen Bewegung
hat der Graph hochstens Hausdorffdimension 2 — A fiir alle A < 1/2, also hochstens Di-
mension 1%.

Fiir die untere Abschéitzung fithren wir eine dhnliche Rechnung wie im letzten Satz durch:

2h

1 oo
= —c/ (uh + h?)~*?u"% exp < — g)du
0

B+ 0) -~ WOP 1)) = o [T e (- I ar

2

Wenn wir dieses Integral aufspalten in die Integration von 0 bis A und in die von h bis oo,
so konnen wir das nach oben abschétzen mit

I 1 [
50/ (W)= 2du + 50/ (uh)=*PuY? < ¢ hM/? (4.3)
0 h

mit einer Konstanten ¢; fiir alle h < 1. Wir benutzen nun wieder potentialtheoretische
Methoden fiir die untere Abschétzung der Hausdorffdimension und definieren ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf einem Graphen der Brownschen Bewegung

pe(A) = A{0 <t <1:(tw(t) € A}),
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