95

wobei A das Lebesguemaf bezeichnet und w € C([0,00),R). Der Transformationssatz fiir
Integrale und die Abschétzung (4.3)) liefern nun

/0/OE((|W(t)—W(u)|2+|t—u|2)_s/2)dtdu

1 1
< / / ot — u|1/2’sdtdu < 0
0o Jo

fiir s < 1%. Es folgt also schliellich wieder aus dem ersten Teil von Satz die untere
Abschitzung dim gr W([0,1]) > 15 P-fast sicher. O

E//|x—y|‘5duw(x)du“(y)

5 Julia-Mengen

5.1 Definition und einfache Eigenschaften von ausgefiillten Ju-
liamengen

Wir befassen uns in diesem Abschnitt mit der Iteration komplexwertiger Funktionen, ins-
besondere Polynomen. Basierend auf solchen Funktionen definieren wir in einfacher Weise
Mengen, von denen sich herausstellt, dass sie meist fraktale Struktur besitzen.

Definition 5.1 (Julia-Menge). Sei f ein Polynom vom Grad > 2. Die Menge derjenigen
Anfangswerte z € C, fiir die gilt, dass die Folge (f*(2)), beschrinkt ist, heifit ausgefiillte
Julia-Menge K (f) von f. Der Rand von K(f) wird mit J(f) bezeichnet und heifst Julia-
Menge von f.

Auf den néchsten vier Seiten sehen wir Julia-Mengen J(f,) fiir f.(z) := 22+ ¢ fiir verschie-
dene, unter den Grafiken stehende, Parameter ¢ € C.
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Proposition 5.2. Ist f ein Polynom vom Grad 2, so ist K(f) nichtleer.
Beweis. Ubung; Hinweis: Ein Fixpunkt von f ist in IK(f). O

Bemerkung 5.3. Wir nehmen in der Definition einer Julia-Menge den Polynomgrad 1 von
f aus, da im Falle von deg f = 1 die Julia-Menge einfach anzugeben ist. Ist f(z) = az + b
mit a,b € C, so gilt fiir a = 1, dass fiir b = 0 die ausgefiillte Julia-Menge K(f) = C ist.
Fiir @ = 1 und b # 0 ist K(f) = 0. Im Falle a # 1 hat f einen Fixpunkt £ = & und f
kann geschrieben werden als

f(z) =&+a(z=9).
Aus dieser Darstellung folgt dann (Ubung)

_ C, la] <1
) {{s}, > 1.

Aus diesen Angaben fiir K(f) folgen dann leicht die jeweiligen Formeln fiir J(f) = 0K (f).

Beispiel 5.4. Sei f(z) = 2% Dann gilt K(f) = B1(0) :=={z € C: |z|] < 1}, J(f) = S :=
{zeC:|z| =1}

Wie wir in den Abbildungen auf den Seiten [56}[59sehen, ist das Aussehen der Julia-Mengen
fiir f(z) = 2% + ¢ fiir ¢ # 0 meist erheblich komplizierter als in den bis jetzt betrachteten
Féllen. Zumindest ist aber K (f) fiir Polynome vom Grad > 2 immer beschrénkt. Dies ist
eine Folgerung des anschliefenden

Lemma 5.5 (Fluchtschranke). Sei f ein Polynom vom Grad > 2. Dann gibt es eine Zahl
r >0 mit
[f()] = 20z]  fiir 2] > 7.

Beweis. Sei f(z) = apz® + ap_12*"1 + -+ + ap mit a;, # 0 und k > 2. Sei nun 7y so groB,
dass

k
agl|z
|ak_1‘|z|k_1 + o+ |a0’ S M

— ist das
lag|

1/(k—1)
fiir alle |z| > ro. Dann gilt |f(2)| > M fir |z| > ro. Fir 2| > ry = ( 4 )

wie gewiinscht > 2|z|. Wéhlen wir nun r als das Maximum der beiden Radien, so folgt die
Behauptung des Lemmas. O]

Bemerkung 5.6. Sei ¢ € C beliebig. Ist f(z) = 2% + ¢, so kann in vorigem Lemma
r:= 2+ |c| gewahlt werden. Denn dann gilt fiir |2| > r =2 + ||
[F() = 12"+ el = |2 — le| 2 |2](2 + |e]) — le] = 2|z] + |e]|2| — |e] = 2]2].

Korollar 5.7. Ist f ein Polynom vom Grad > 2, so ist die ausgefiillte Julia-Menge K (f)
von f beschrdinkt.

Aus der Definition von K = K (f) folgt die Invarianz von K unter f und f~!:
FK)C K, fU(K) C K.
Daraus folgt sogar (Ubung) f(K) = K = f~Y(K).



5.2 DIE MANDELBROT-MENGE 61

5.2 Die Mandelbrot-Menge

In den Abbildungen auf den Seiten sehen wir, dass vermutlich manche Julia-Mengen
K(f) zusammenhingend sind und manche nicht. Zunéchst kliren wir den Zusammen-
hangsbegriff.

Abbildung 9: Mandelbrot-Menge

Definition 5.8. Sei X ein topologischer Raum (etwa X C C mit der euklidischen Topo-
logie eingeschrinkt auf X ). X heifst zusammenhingend, falls X nicht in zwei disjunkte
nichtleere offene Teilmengen zerlegt werden kann.

Es gilt, dass ein topologischer Raum X genau dann zusammenhéngend ist, falls er nicht
in zwei disjunkte, nichtleere, abgeschlossene Teilmengen zerlegt werden kann. (Ubung)

Beispiel 5.9. Sei X = [0,1] U [3,4], also disjunkte Vereinigung von zwei Intervallen. Eine
Menge U C X ist (definitionsgemifl) offen, falls es eine in R offene Menge O C R gibt,
sodass U = X N O. Daraus folgt, dass die Mengen [0, 1] und [3,4] offen sind in X, da
etwa (—1,2) offen ist in R und (—1,2) N X = [0, 1]. Das heifit also, dass X nicht zusam-
menhéngend ist.

Als weitere Illustration fiir den Zusammenhangsbegriff beweisen wir

Lemma 5.10. (i) Sei X ein topologischer Raum und A C X zusammenhdngend. Dann
st auch der Abschluss A von A zusammenhdngend.
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(i1) Sei (X,d) ein metrischer Raum. Seien die Mengen K C X,0 < k < oo kompakt,
zusammenhdngend und fallend (d.h. Kxy1 C Ky). Dann ist auch der Durchschnitt
Mieo Ki zusammenhdngend.

Beweis. (i) Ist A nicht zusammenhingend, so gibt es offene Mengen O, 0y C X in X
mit (AN O;) U(ANOy) = A, sodass (AN Ol) und (A N O,) disjunkt sind. Weiters
sind (ANO;),j = 1,2 nichtleer. Die Mengen O = 0;NA,j=1,2sind dann offen in
A, disjunkt und es gilt Ol U 02 A. Weiters gllt O # (): In der Tat wissen wir, dass
AN O, # (. Nach der Definition des Abschlusses ist z € A genau dann wenn fiir alle
Umgebungen U von z gilt, dass UNA # (. Wihle x € ANO; und U = O;, dann folgt,
dass ANO; # 0. O; und O, ist also eine Zerlegung von A in nichtleere, disjunkte,
offene Teilmengen von A, sodass 01U O, = A, also ist A nicht zusammenhéngend.

(ii) Sei K = (,—, Kk nicht zusammenhéngend. Dann gibt es zwei nichtleere, disjunkte,
abgeschlossene Mengen K,, K, mit K = K, U K,. Es folgt aus der Kompaktheit
von K, dass d(K,, K;) > 0. Wir erhalten also die Existenz von offenen Umgebungen
U,,U, von K,, K mit U, N U, = (). Das heifit

K:ﬂKk:KaUKbgUaUUb::U

k=0

Daraus folgt nun, dass ein ky existiert sodass fiir alle & > kg gilt K, C U, UU, =U.
Nun ist Ky, = (Kg, N U,) U (Ky, N Up) eine Zerlegung von Ky, in offene (in Kjy,),
nichtleere und disjunkte Teilmengen, also ist K}, nicht zusammenhéngend. O]

Wir betrachten in Zukunft meist quadratische Funktionen f(z) = 22 + ¢ fiir ¢ € C. Wir
bezeichnen daher diese Funktion speziell als f.(z) := 22 + c.

Definition 5.11 (Mandelbrot-Menge). Die Menge M der Parameterwerte c, fir die die
ausgefillte Julia-Menge K(f.) zusammenhdingend ist, heifit die Mandelbrot-Menge, also

M = {ce C: K(f,) ist zusammenhdingend}.

Die Mandelbrot-Menge M ist in Abbildung [9] dargestellt. Wir werden im folgenden eine
alternative Charakterisierung der Mandelbrot-Menge beweisen. Dazu wiederholen wir:

Definition 5.12. FEine Jordankurve I' in der Ebene ist das Bild einer stetigen Abbildung
¢ :[0,1] = C, sodass p(0) = ¢(1) und die Restriktion i1y injektiv ist. I' heifst zusditzlich
differenzierbar, falls ¢ differenzierbar ist, ©'(0) = ¢'(1) und ¢'(t) # 0 fir alle t.

Anschaulich gesprochen ist eine Jordankurve eine stetige, geschlossene Kurve ohne Selbst-
iiberschneidungen.
Fiir Jordankurven in der Ebene gilt der Jordansche Kurvensatz:

Satz 5.13 (Jordanscher Kurvensatz). Sei I' eine Jordankurve in der Ebene. Dann besteht
das Komplement C\I' aus genau zwei Zusammenhangskomponenten. Fine dieser Kompo-

nenten ist beschrinkt und wird das Innere von I' genannt. Die zweite ist unbeschrinkt und
heifst das Auflere von I.
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Dabei ist eine Zusammenhangskomponente eines topologischen Raums X eine maximale
zusammenhéingende Teilmenge von X.

Beispiel 5.14. Die Zusammenhangskomponenten von [0, 1] U [3, 4] sind die Intervalle [0, 1]

und [3,4].
Ay
f—l
¢ —>

AR(D)
f—l
_>

Ay
f—l
—

Abbildung 10: Situation in den drei Fallen von Lemma [5.15

Lemma 5.15. Sei I’ eine differenzierbare Jordankurve und f.(z) = z? + c. Dann gelten

(i) Ist der Punkt ¢ € C auferhalb von T, so besteht f71(T') aus zwei disjunkten, zu 0
punktsymmetrischen differenzierbaren Jordankurven, wobei das Urbild des Inneren
von I' aus den Innengebieten dieser beiden Jordankurven besteht.

(ii) Liegt c € C auf T, so besteht f~(T') aus zwei Jordankurven. Diese haben genau den
Nullpunkt gemeinsam, liegen zu thm symmetrisch und besitzen in thm einen recht-
winkeligen Knick (sie bilden also eine Acht). Das Urbild des Inneren von I' besteht
aus den Innengebieten dieser beiden Jordankurven.
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(iii) Liegt ¢ € C innerhalb von T, so ist f~1(T') eine zu 0 punktsymmetrische differenzier-
bare Jordankurve, wobei das Urbild des Inneren von T mit dem Inneren von f~'(T')
tibereinstimmd.

Beweis. Zunéchst einige Vorbemerkungen. Es bezeichne S, := {¢+ x : < 0}. Dann wird
C\S. durch die Umkehrfunktionen

2= fit(w) = £Vw —c

analytisch auf die rechte (bzw. linke) Halbebene H, := {z € C: Rez > 0} (bzw. H_ :=
{z € C: Rez > 0}) abgebildet. Dabei bezeichnet /w — ¢ diejenige komplexe Wurzel u
von w — ¢, fir die Reu > 0. Weiters sei w(t) eine differenzierbare Parameterdarstellung
der Kurve I'. In der Funktionentheorie beweist man den Satz von der Gebietstreue: Sei f
eine analytische Funktion und U C C eine offene, zusammenhéngende Menge (ein Gebiet).
Dann ist f(U) wieder offen und zusammenhiingend (ein Gebiet). Ist 2z = re™ mit —7 <
¢ <, so heifit ¢ das Argument arg z von z.

(i) ¢ auBerhalb von I' (Abbildung[10} 1. Bild):
Wir nehmen an, dass die Halbgerade S. die Jordankurve I' nicht schneidet, also ganz
in deren Auiengebiet liegt. Dann gilt I' C C\S, und f;'(I') € H,. Da f;' injektiv
ist, folgt aus fi'(w(ty)) = fi'(w(ta)), dass w(t;) = w(ty) und somit sofort ¢; = ty
oder ¢t; = 0 und ¢, = 1. Mit I ist deshalb auch f;'(T') eine Jordankurve. Da ¢ nicht
auf I' liegt, gilt weiters w(t) # c fiir alle ¢, daher also wegen w'(t) # 0

w(t)

Ftw@) = (£ we' ) = e

# 0

£+ ist also eine differenzierbare Jordankurve. Als analytische Funktion ist nun f (z) =
2% + ¢ gebietstreu; wegen f( f;l(F)) = I" bildet also f das Innere bzw. Auflere von
fiH(T) auf das Innere G; bzw. Aufiere G, von I ab. f7'(G;) stimmt deshalb mit dem
Inneren von f;'(I') iiberein.

Die gleichen Argumente liefern nun die Behauptungen fiir f~!(I'). Wird I von S, ge-

schnitten, so gelten die gleichen Uberlegungen, falls S, durch eine I" nicht schneidende
Halbgerade mit Ausgangspunkt c ersetzt wird.

(ii) ¢ auf I' (Abbildung [10} 2. Bild):
Wir nehmen zunéchst wieder an, dass alle Punkte der Halbgeraden S. = {c¢ + z :
x < 0} mit Ausnahme ihres Anfangspunktes ¢ im Auflengebiet von I' liegen und
es sei w(t) = ¢+ r(t)e™® eine Parameterdarstellung von I' mit ¢ = w(0) = w(1),
also r(0) = r(1) = 0. In der Zerlegung f~Y(T) = f~Y(T'\{c}) U f~1(c) besteht dann
f~YT\{c}) aus den injektiven, differenzierbaren und offenen Kurven

fit(w(t)) = £y/w(t) — c = £/r(t)e?D? 0<t <1
in H.. Diese lassen sich wegen
fil(w(t) = £/rt)e?®? 50 firt - 0undt — 1

int=0und t =1 durch f;'(c) := 0 stetig zu den Jordankurven fi*(T) erginzen,
also f~4(T) = f-'(T) U f=1(T). Wie unter 1. folgt nun, dass das Innere von I' durch
fr! auf das Innere von fi'(I') abgebildet wird.
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Zum Nachweis des rechtwinkeligen Schnitts von f;'(I') und f=*(T') in 0 bezeichne
1o = arg(w’(0)) das Argument des Tangentenvektors w’(0) an I' im Punkt ¢ = w(0)
in Richtung wachsender ¢-Werte. Es gilt

77/10, furt—)O,t>O
Yo+ firt—1,t < 1.

P(t) = arg(w(t) —c) = {

Fiir das Argument von f;'(w(t)) = ++y/w(t) — c = \/r(t)e™ /2 folgt damit

1o/2, firt — 0,t>0
o/2+ /2 firt—1,t<1.

@ = arg(f; ' (w(t))) — {

Die Jordankurve f;l(l“) besitzt also in 0 einen rechtwinkeligen Knick. Wegen der
Punktsymmetrie zu 0 treffen f7(I') und f='(T) in 0 rechtwinkelig aufeinander. Von
der Annahme iiber die Lage von S, kann man sich nun wie unter 1. befreien.

(iii) ¢ innerhalb von I' (Abbildung [10} 3. Bild):
Wir nehmen wieder ohne Einschrinkung der Allgemeinheit an, dass S. = {c¢+ x :
x < 0} und I' genau einen Punkt wy gemeinsam haben. Sei w(t), 0 < t < 1 eine
Parameterdarstellung von I' mit w(0) = w(l) = wp. In der Zerlegung f~1(T') =
S IM\{wo}) U f~*(wg) besteht dann die Menge f~'(I'\{wg}) aus den injektiven,
differenzierbaren und offenen Kurven fi'(w(t)) = £y/w(t) —¢,0 < t < 1 in Hy.
Diese lassen sich durch die beiden Punkte +iy/|wy — ¢| von f~*(wg) zur Jordankurve
f~HT) ergéinzen. Wie unter 1. folgt nun, dass das Urbild des Inneren von I' mit dem
Inneren von f~(T') {ibereinstimmt. O

Dieses Lemma benutzen wir nun, um eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir
herzuleiten, dass K(f.) zusammenhéngend ist:

Satz 5.16. Fir c € C gilt
K(f.) ist zusammenhdngend <= c € K(f,).
Bevor wir diesen Satz beweisen, bemerken wir, dass daraus folgt

ce M & K(f.) ist zusammenhingend
& Die Folge (f*(c))y ist beschrénkt
& Die Folge (£#(0))y ist beschrinkt.

Dies ist die angekiindigte dquivalente Charakterisierung von M.

Bemerkung 5.17 (Riemannsche Zahlenkugel). Wir definieren zunéchst die stereographi-
sche Projektion. Sei S? die Oberfliche der Einheitskugel in R®* und R? x {0} die Einbettung
von C in R3. Der Nordpol N von S? hat die Koordinaten (0,0, 1). Wir definieren nun eine
Abbildung P : S?\{N} — C. Sei z € S%. Dann definieren wir P(z) als den eindeutigen
Punkt 2 € C (wie gesagt entspricht hier C dem Unterraum R? x {0} von R?), der auf der
Geraden durch den Nordpol und x liegt. P heifit dann die stereographische Projektion. Wir
erweitern nun die komplexe Ebene C dadurch, dass wir einen formalen Punkt oo einfithren
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und setzen Co, := CU{o0}. C, heifit dann Riemannsche Zahlenkugel. Dann erweitern wir
die Abbildung P auf ganz S?, indem wir P(N) = oo setzen und P als Abbildung zwischen
S? und C,, auffassen. Weiters definieren wir eine Metrik auf C,, durch

d(z1,2) == |P 7 (z1) — P (22)].

Somit erhalten wir fiir eine Folge (z,) in C, dass z, — oo genau dann wenn es fiir alle
e > 0 ein N gibt, sodass fiir alle n > N gilt: |z,| > 1/e. Dies motiviert die Definition von
Umgebungen des Punktes oo durch Uy (00) := {2 : |2| > r}.

—
Ty
I
I
\ I /
\\ ‘/

Abbildung 11: K(f.) mit Ty = f.%(T) fiir c = 0.2 — 0.3i € K(f.).

Abbildung 12: K (f.) mit Ty = f7*(Ty) fiir ¢ = 0.5+ 0.75i ¢ K(f.).

Beweis von Satz[2.10. Seien r > 2 4+ |¢| (vgl. Bemerkung [5.6) und U = Uy, (00) = {z :
|z] > r}. Dann setzen wir K = C\ £, *(U) und Ty, = {z : |f*(2)| = r}.
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«: Sei c € K(f.), das heifit, dass die Folge (f*(c)), beschriinkt ist. Wir zeigen nun mittels
Induktion: Fiir jedes k € Ny ist T}, eine Jordankurve, wobei ¢ und f,}(T},) = T'y41 im
Innengebiet von I'y, liegen (Abbildung . Fiir £ = 0 ist [y ein Kreis und damit kla-
rerweise eine Jordankurve, wobei wegen r > 2+ |¢| sowohl ¢ als auch f1(Ty) = T'yiq
im Innengebiet von [y liegen. Ist nun I'y eine Jordankurve mit ¢ und I'yy; in Inneren,
so ist wegen Lemma ,3. auch f71(T'y) = T4 Jordankurve mit f; 1 (Tyy1) = Thio
im Inneren. Dabei liegt auch ¢ im Inneren von 'y, denn falls ¢ auf/aulerhalb von
[hi1 liegt, so liegt fF1(c) auf/auBerhalb von I'y und somit ¢ ¢ K(f.) im Wider-
spruch zur Annahme. Die Kurven I'y sind also ineinanderliegende Jordankurven mit
¢ im Inneren. Die Innengebiete I von I'y sind also zusammenhédngend und damit
auch die Mengen K} = 'y U I (nach Lemma ,1.). Deshalb ist K(f.) als Durch-
schnitt der kompakten, zusammenhéingenden und fallenden Mengen K ebenfalls
zusammenhéngend (Lemma [5.10}2.).

=: Sei ¢ ¢ K(f.), das heiBt, dass die Folge (f*(c)), unbeschrinkt ist. Dann gibt es ein ko
mit | f5(c)| > 2+ |c|. Sei [y der Kreis um 0 mit Radius r := |f*(c)|, also r > 2 +|c|
und f*o(c) € Ty. Wie im Fall ,<* liegt ¢ innerhalb von 'y und wie dort erhalten
wir ineinanderliegende Jordankurven T'y, T, ..., Ty,. Wegen fXo(c) € Ty gilt jedoch
c € f7R(Ty) = Tgy. fi (Thy) = Crys1 ist deshalb eine im Inneren von Ty, gelegene
Acht (Lemma [5.15]2.) aus zwei sich in 0 treffenden Jordankurven 7, und 7, (siehe
Abbildung . Die Juliamenge liegt ganz in den Innengebieten von ~; und 7,. Da
K (f,) punktsymmetrisch und nichtleer ist, liegen in jedem dieser Innengebiete Punkte

von K(f.), also ist K(f.) nicht zusammenhéngend. O

Wir beweisen nun einige weitere Eigenschaften der Mandelbrot-Menge M. Dazu bendtigen
wir die Tatsache (Ubung), dass aus |z| > |c| und |z| > 2 folgt, dass limy .o f¥(2) = .

Proposition 5.18. (i) M C By(0) :={z € C: |z| < 2},
(ii) MNR = [-2,1/4],

(i) z€e M < Z € M,

(iv) M ist abgeschlossen,

(v) M ist zusammenhdngend.

Beweis. (i) Sei |¢| > 2 und der Anfangswert z = ¢ gegeben. Dann gelten |z| > |¢| und
|z] > 2, also nach der oben erwihnten Tatsache, dass limy .. f*(c) = co. Damit
erhalten wir also fiir |¢| > 2 nach Definition, dass ¢ ¢ M.

(ii) Sei e > 0 beliebig und ¢ = 1/4 + €. Dann gilt
, 1 1.2
fC(Z>:Z +Z+€: (2—5) +z2z+e>z2+4c¢.
Also folgt f*(0) > ke — oo fiir k — oo und somit ¢ ¢ M. Sei also nun ¢ € [—2,1/4]. f.
besitzt zwei Fixpunkte. Einer davon ist { := +4/1 — ¢. Wir zeigen, dass f.([—¢,&]) C

[—¢,&] ist. Nach einer leichten Rechnung erhalten wir, dass —¢ < ¢ und somit folgt
aus —¢§ < z < ¢, dass

—E<c< P te=fl) <8 +c=¢,
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also die Behauptung, dass die Folge (f*(c)) beschrinkt ist.

(iii) folgt aus f%(0) = f*(0).

(iv) Es ist eine einfache Folgerung von 1., dass
ce M < |fF0)| <2 fir alle k € N.

Wir erhalten also mit M, := {c € C : |f¥(0)| < 2}, dass M = (,~, M. Da M,
abgeschlossen ist fiir alle k, ist auch deren Durchschnitt M abgeschlossen. Mit 1.
erhalten wir also die Kompaktheit von M.

(v) ohne Beweis! (man muss zeigen, dass die gerade definierten M}, zusammenhingend

sind; dann folgt die Behauptung aus Lemma [5.102.) O

5.3 Fixpunkte

Sei f eine analytische Funktion und & ein Fixpunkt von f. Dann erhalten wir die lineare
Approximation

FE+h) = f(&) +hf'(€) +o(|h]) = E+ hf'(€) + o(|h]).

Wir sehen also, dass fiir |f/(§)] < 1 dieser Fixpunkt anziehend ist (es existiert also eine
Umgebung U von £, sodass fiir alle 2 € U gilt: limy_,o f*(2) = &). Motiviert dadurch
definieren wir

Definition 5.19. Ein Fizpunkt & € C einer analytischen Funktion f heifit
e anziehend, falls |f'(§)| < 1,
e abstoBend, falls |f'(£)] > 1,
e indifferent, falls |f'(&)| = 1.

Ist & ein anziehender Fizpunkt von f, so ist der Einzugsbereich A¢(§) definiert als die
Menge der Punkte z mit limy_,o, f*(2) = £.

Bemerkung 5.20. Wir fassen oo als anziehenden Fixpunkt von Polynomfunktionen f auf,
da nach Lemma [5.5 der Einzugsbereich Ay(co) von co nicht leer ist. Ist nun r eine Flucht-
schranke wie in Lemma , so liegt die Umgebung U = U ,,(00) ganz im Einzugsbereich
Ay (o0) von oo. Es folgt dann, dass U C f~1(U) und f~(U) liegt natiirlich auch in A (c0).
Wiederholte Anwendung von f~! liefert dann

U CfNU)CF2U) S C fHU) C o C Ag(o0).

Ist umgekehrt z ein Element von A;(co), so gibt es ein kg mit | f*0(2)| > r, also f*(z) € U
oder z € f~%(U) und damit: A;(c0) C Ure, f7*(U), also folgt insgesamt

Ag(o0) = | J S ).
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Da A¢(oo) = C\K(f), erhalten wir nun als Korollar dieser Bemerkung

Korollar 5.21. Sei f ein Polynom vom Grad > 2. Dann ist die ausgefiillte Julia-Menge
K(f) abgeschlossen.

Beispiel 5.22 (Fixpunkte quadratischer Funktionen). Sei wie oben f.(z) = 2% + ¢. Dann
sind die beiden Fixpunkte von f. gegeben durch . = % + ,/% — ¢, wobei hier wieder mit
/- die Wurzel mit positivem Realteil gemeint ist. Wir beantworten nun die Frage, unter
welchen Bedingungen diese Fixpunkte anziehend bzw. abstoflend sind.

o Ist c=1/4,s0ist £ =& =1/2 und f/(1/2) = 1. £ ist also indifferent.

o Istc# 1/4,ist & fiir €| > 1/2 wegen |f.(¢-)| = 2]¢-| > 1 abstoBend. Ist [{_| < 1/2,
so folgt, dass &, > 1/2 (mache eine Skizze!) und somit &, abstoflend ist.

Weiters betrachten wir noch |c| < 1/4. Als Losung von 2% — ¢ + ¢ = 0 gilt fiir &4, dass
.8 = ¢, also |£4]|¢€-| < 1/4. Daraus folgt wiederum, dass |{_| < 1/2 oder || < 1/2,
also ist einer der Fixpunkte anziehend.
Wir fassen also zusammen: Fiir die beiden Fixpunkte {1 von f, gilt: Im Fall ¢ = 1/4 ist
der Fixpunkt £ indifferent, im Fall ¢ # 1/4 ist mindestens einer der Fixpunkte abstoBend.
Weiters ist fiir |¢| < 1/4 mindestens einer der Fixpunkte von f. anziehend.

Proposition 5.23. Sei & € C ein anziehender Fixpunkt einer analytischen Funktion f, das
heifst, dass |f'(€)] < 1. Dann existiert ein 6 > 0, sodass Us(§) = {z : | — 2| <} C Ap(§)

und f(Us(§)) C Us(§).
Beweis. Ubung. -

Bemerkung 5.24. Sei ¢ € C ein anziehender Fixpunkt von f. Wahle Us(§) geméfl der
letzten Proposition. Dann folgt daraus

Us(§) C f7HUs(€) S+ € FHUs(9) S+ S A& = | FHWs(9)).

Ag(€) ist also als Vereinigung offener Mengen wieder offen. Da klarerweise Af(¢) C K(f),
ist damit auch Af(¢) Teilmenge des Inneren von K(f).

5.4 Periodische Punkte und Zyklen

Beispiel 5.25. Wir betrachten f.(z) = 2% + c¢ fiir reelle Parameter ¢ zwischen 0 und —1.
Wir beschrianken uns dabei auf reelle z (Abbildung und untersuchen den Fixpunkt

§ = 3 — /1 — ¢ in Abhéngigkeit von c. £ bewegt sich von 0 (¢ = 0) bis 3 — \/75 (c=—1).

4
[l =2[¢] =1 = V1 — 4],

Weiters gilt

Es folgt also

0, c=0
~0.732, c=—1/2
/ . )
o=

~1.236, c=—1.
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Abbildung 13: Die Funktionen z + z, f, und f2? fiir ¢ = 0,—0.5,—0.75,—1 in dieser
Reihenfolge.

Fiir die Parameterwerte ¢ = 0 und ¢ = —1/2 ist der Fixpunkt also anziehend, fiir ¢ = —3/4
indifferent und fiir ¢ = —1 abstoflend. Man sieht auch, dass beim Durchgang von ¢ durch
—3/4 der anziehende Fixpunkt £ zu einem abstoenden wird. Gleichzeitig (sieche Abbildung
entstehen aus £ zwei anziehende Fixpunkte von f2. Dieses Verhalten (Aufspaltung eines
anziehenden Fixpunktes in einen abstoflenden und Entstehen eines anziehenden 2-Zyklus)
nennt man Bifurkation (vgl. logistische Abbildung f(z) = rx(1—x); Dynamische Systeme).

Definition 5.26. & heifit periodischer Punkt von f : C — C, falls es einen Index m > 1
gibt mat f(&§) = €. Ist m > 1 minimal mit dieser Eigenschaft, so heifst m die Periode von

EZ={&F&) ..., [ HE} heift der m-Zyklus von f.

Als Ubungsbeispiel kann man beweisen, dass alle Elemente eines Zyklus verschieden sind.

Beispiel 5.27 (Punkte der Periode 2 von f.). Wir suchen die Losungen der Gleichung
f?(2) — 2z = 0. Zu den Losungen dieser Gleichung gehoren die Fixpunkte &1 von f., also
folgt

o) —2=(P+cf +e—z=(r - &)z &) +z+c+ 1)
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Die Losungen der Gleichung 2% + 2z + ¢+ 1 = 0 sind

1 3 1 3
50__5_\/1_6’ 51——§+\/Z—C7

wobei f(&) = & und f(&) = &, {0, &1} ist also ein 2-Zyklus. Im Falle ¢ = —3/4 ist
& =& =& =—1/2und & = 3/2. Der Zyklus {&, &} ,kollabiert“ also beim Durchgang
von ¢ durch —3/4.

Definition 5.28. Ist f : C — C analytisch, so heifit ein Punkt & der Periode m anziehend,
abstoflend, indifferent, falls der Fizpunkt & von f™ anziehend, abstoffend, indifferent ist.

Mit der Kettenregel ergibt sich nun fiir einen Punkt &

(f™)(©) = F(mHE) - fUm2E)) - () - ().

Ist £ ein Punkt der Periode m, so folgt daraus unter Beachtung von f™(§) = ¢, dass

(™) (©) = (fmY(£(€) == (f")(f" (&)

Die Ableitungen von f™ in den Punkten des m-Zyklus Z = {¢&, f(£) ..., f™1(£)} stimmen
also iiberein und sie sind gleich dem Produkt der Ableitungen von f in den m Zyklenele-
menten. Mit £ sind somit alle Zyklenelemente f*(¢),0 < k < m—1 anziehende (abstoende,
indifferente) Fixpunkte von f™. Man sagt dann, dass der m-Zyklus anziehend (abstoend,
indifferent) ist.

Beispiel 5.29. Sei f(z) = z2. Die periodischen Punkte ergeben sich mit f™(z) = 22" als
Losungen von 22" = z, bzw. (227! — 1)z = 0. 0 ist ein anziehender Fixpunkt der Periode

1 und die (2™ — 1)-ten Einheitswurzeln z, = 2™ fiir () < k < 2™ — 2 sind abstoflende
periodische Punkte der Periode m. Die abstoflenden periodischen Punkte liegen also dicht
in S!. Dies ist ein erstes Indiz fiir chaotisches Verhalten von f auf S?.

Definition 5.30. Wir definieren den FEinzugsbereich eines anziehenden Zyklus

Z={& (&), "N}
der Periode m als

A(2) = | Ap(£40))

Es gilt dann auch, dass A(Z) = (J;—, f7"(U) mit einer Umgebung U wie in Proposition
5.23| (angewandt auf ).

5.5 Julia-Mengen J(f)

Wir werden in diesem Abschnitt noch einige Eigenschaften der Julia-Mengen J( f) herleiten
und erinnern zunéchst an deren Definition. J(f) ist der Rand der ausgefiillten Julia-Menge
K(f)und K(f) = {2z € C: (f*(2))x beschrinkt}. Wir beginnen wieder mit einem Beispiel
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Beispiel 5.31. Sei f(z) = 2% Dann ist K(f) = {2z : |2] < 1} und J(f) = S* = {z :
|z| = 1}. Das Innere von K(f) ist der Einzugsbereich A;(0) des Fixpunktes 0. Sei B =
(o, B) = {€ : a < ¢ < B} ein beliebiger offener Bogen in S*. Dann gibt es ein k, sodass
f¥(B) = S'. Die Funktion f : S* — S! hingt also im folgenden Sinn sensitiv von den
Anfangswerten ab.

Definition 5.32. Fine Funktion f : A — A (A C C) heifit sensitiv abhéngig von den
Anfangswerten, wenn es eine Zahl o > 0 gibt, sodass zu jedem zy € A und jeder Umgebung
U-(20) ein z € ANU(20) und ein Index ko existieren mit | f*(z) — f*(2)| > o.

Vergleicht man die Dynamik von f(z) = 2? in den invarianten Bereichen A;(oc) = {z :
2| > 1}, ST und A;(0) = {2 : |z| < 1}, so ist sie auf der Julia-Menge S* am kompliziertes-
ten. Wir werden im Laufe dieses Abschnitts noch sehen, dass dies allgemein der Fall ist.
Neben der Dichtheit der periodischen Punkte (Beispiel ist die sensitive Abhéangigkeit
von den Anfangswerten ein weiteres Indiz fiir das ,,chaotische Verhalten“ der Funktion
f(z) = 2% auf S'. Wir kommen am Schluss dieses Abschnitts noch darauf zuriick.
Beziiglich der Eigenschaften von J(f) fir allgemeine Polynome f, haben wir zunéchst

Satz 5.33. Sei f ein Polynom vom Grad > 2. Dann gelten
(1) J(f) ist kompakt und nichtleer,
(11) J(f) ist invariant bzgl. f, das heifst
FUN) € I(f) und  f7HI(S) S I().

Beweis. (1) J(f) ist beschréankt, da K(f) beschrinkt ist. Sei I das Innere von K(f).
Dann ist J(f) = K(f)NC\I als Durchschnitt zweier abgeschlossener Mengen wieder
abgeschlossen. Wire J(f) leer, so wire K (f) offen und abgeschlossen in C und somit
entweder leer oder ganz C. Da wir aber schon gesehen haben, dass K(f) nichtleer
und beschrénkt ist, kann J(f) nicht leer sein.

(ii) Wir zeigen zunéchst f(J(f)) C J(f). Dazu sei f(z) ¢ J(f). Daraus folgt entweder
f(z) € Ag(o0) oder f(z) ist innerer Punkt von K(f). Im Falle f(z) € Af(oo) folgt
sofort z € Ay(oo) und somit z ¢ J(f). Ist f(z) innerer Punkt von K(f), so gibt es
eine Umgebung Us(z) von z, die in K (f) abgebildet wird (f ist stetig). Es folgt

Us(z) € K(f) = 2 ¢ OK(f) = J(f).

Damit erhalten wir die Behauptung f(J(f)) C J(f).

Nun zeigen wir f~1(J(f)) C J(f). Sei dazu z € J(f) und w € f~1(2). Dann gilt w €
K(f), also entweder w € J(f) oder w ist innerer Punkt von K (f). Angenommen w ist
innerer Punkt von K (f). Ist dann Us(w) eine in K(f) enthaltene Umgebung von w,
so ist f(Us(w)) ebenfalls offen (Satz von der Gebietstreue; siehe die Vorbemerkungen
im Beweis von Lemmal5.15)). f(w) = z ist dann also innerer Punkt von K(f). Dies ist
aber nicht moglich, da z € J(f). Es folgt also die Behauptung f~*(J(f)) C J(f). O

Analog zu den dhnlichen Resultaten fiir K(f) folgt nun auch mit J = J(f)
() =J=fJ).
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Lage der periodischen Punkte Wir haben schon gesehen (Bemerkung , dass
anziehende Fixpunkte £ € C im Inneren von K (f) liegen. Ist £ ein anziehender periodischer
Punkt der Periode m, so ist £ ein anziehender Fixpunkt von f™. Nun gilt aber K(f™) =
K(f), also ist ¢ auch innerer Punkt von K(f). Wir fassen zusammen

Satz 5.34. Sei f ein Polynom vom Grad > 2. Dann liegen anziehende Fizpunkte und
anziehende periodische Punkte aus C im Inneren von K(f).

Wir haben in Beispiel gesehen, dass alle abstoBenden periodischen Punkte von f(z) =
2% in J(f) liegen. Dies gilt allgemein:

Satz 5.35. Sei [ ein Polynom vom Grad > 2. Dann liegen die abstoffenden Fixpunkte und
die abstofenden periodischen Punkte von f in der Julia-Menge J(f).

Beweis. Sei & zunéchst ein abstoflender Fixpunkt von f, also gilt |f'(£)| > 1. Dann liegt £
in K(f). Wir werden nun zeigen, dass & nicht im Inneren von K(f) liegen kann. In diesem
Fall wiirde es namlich eine Kreisscheibe {z : |z — £] < §} geben, die ganz in K(f) liegt.
Fiir jeden Anfangswert 2 mit |z — &| = § gilt dann f*(2) € K(f), bzw. |f*(2)| < r fiir eine
Fluchtschranke r (vgl. Lemma . Es folgt dann mit der Cauchyschen Integralformel
yviey L / [ (2)
MO=5 | e

und somit -
y©l <
mit der Standardabschéitzung fiir Kurvenintegrale. Da fiir einen Fixpunkt £ von f gilt,
dass (f*)/ (&) = f(€)*, erhalten wir
PO < g fiir alle k € N.

Dies steht aber mit |f/(£)| > 1 im Widerspruch. Ein abstofilender Fixpunkt £ von f liegt
deshalb stets auf dem Rand von K(f). Ist £ € C ein abstoflender periodischer Punkt der
Periode m von f, so folgt mit J(f™) = J(f) die Behauptung fiir periodische Punkte. [

Bilder unter f von Umgebungen der Punkte in der Julia-Menge von f

Beispiel 5.36. Sei nun wieder f(z) = z2. Dann gilt fiir einen beliebigen Punkt 2o € J(f) =
ST und eine beliebige Umgebung U von 2 in C mit 0 ¢ U, dass die Bilder der Iterierten
fH(U) die gesamte Ebene C mit Ausnahme des Nullpunktes iiberdecken, es gilt also

U () =c\{o}.

Dieses Verhalten gilt allgemein; ohne Beweis formulieren wir den dazugehorigen

Satz 5.37. Sei f ein Polynom vom Grad > 2. Ist dann zy ein Punkt der Juliamenge J(f)
und U eine beliebige Umgebung von 2y, so diberdecken die Bilder f*(U) (k € N) ganz C
mit Ausnahme héochstens eines Punktes a, das heifst es gilt

U Hw)y=c oder |JHU)=C\{a}
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Bemerkung 5.38. Ist a ein Ausnahmepunkt in vorigen Satz, dann gibt es einen Punkt
zo in J(f) und eine Umgebung U von 2z, sodass J,—, f*(U) = C\{a}. Ein solcher Punkt
a hat kein von a verschiedenes Urbild. Die Gleichung f(z) = a besitzt also hochstens die
Losung z = a. Da das Polynom f(z)—a nach dem Fundamentalsatz der Algebra mindestens
eine Nullstelle besitzt, ist z = a eindeutig bestimmte Losung von f(z) = a. Es gilt somit
f~Ya) = {a}. Daraus folgt weiter f(2) —a = C(z —a)™ mit einer Konstanten C. Dan > 2,
erhalten wir f’(a) = 0. a ist also ein anziehender Fixpunkt von f und damit kein Element

der Julia-Menge J(f) (Satz [5.35)).

Aus dieser Bemerkung und der Tatsache, dass J(f) kompakt ist, erhalten wir

Korollar 5.39. Sei f ein Polynom vom Grad > 2. Ist dann zy ein Punkt der Julia-Menge
J(f) und U eine Umgebung von zy, so existiert ein Index m mit

15 < rw).

Dichtheit der Urbilder

Beispiel 5.40. Sei f(z) = 22, z* = 1 € S'. Dann gilt f%(1) = {z : 22" = 1}. f75(1)
besteht also aus den 2*-ten Einheitswurzeln. Daraus folgt, dass (J;, f7%(1) dicht in S*
liegt. Entsprechendes gilt fiir jeden anderen Punkt 2* = ¢? von J(f) = S'.

Wir verallgemeinern dieses Beispiel wieder mit einem Satz

Satz 5.41. Sei f ein Polynom vom Grad > 2 und z* ein beliebiger Punkt von J(f). Dann
liegt die Menge der Urbilder von z* dicht in J(f), es gilt also

J(f) = F*E).

Beweis. Sei z* ein Punkt der Julia-Menge J(f).

1) J(f) 2 Upe; f7*(z*): Mit z* liegen wegen der Invarianz von J(f) auch die Urbilder
7Yz, f72(2%), ... in J(f). Wegen der Abgeschlossenheit von J(f) folgt damit die

erste Teilmengenrelation.

(i) J(f) € Uz f7*(2*): Sei z € J(f). Wir zeigen, dass in jeder Umgebung U von
z ein Element u* einer gewissen Urbildmenge f~%o(z*) liegt. Nach Satz gibt
es ein ky mit z* € f*(U). Deshalb existiert ein u* € U mit 2* = f*(u*) bzw.
u* € fRo(z%). O

Gelegentliche Surjektivitit Wir haben das Verhalten der Funktion f(z) = 22 auf ihrer
Julia-Menge S* betrachtet und gezeigt, dass fiir einen beliebig kleinen Kreisbogen B der
Bildbogen f*o(B) fiir hinreichend grofie ko die gesamte Julia-Menge iiberdeckt. Dies kann
nun folgendermafien verallgemeinert werden.
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Satz 5.42. Wir betrachten die quadratische Familie f(z) = 2% + c. Ist 2y ein belicbiger
Punkt der Julia-Menge J = J(f) und U eine Umgebung von zy, so gibt es einen Index m
mit

f™MJInu)=J.

Beweis. Wir betrachten f(z) = 2z + ¢ zuniichst fiir Parameterwerte ¢ # 1/4; dann besitzt
f(2) = 22 + ¢ einen abstoBenden Fixpunkt ¢ in J = J(f) (siche Beispiel [5.22)). Sei nun
2o ein beliebiger Punkt der Julia-Menge und U eine Umgebung von zy; wir unterscheiden
zwei Félle.

(i) zo = &. Da € ein abstoflender Fixpunkt ist, gibt es eine Umgebung V' von { mit V- C U
und V C f(V), also

VCfV)CAV)C--CffV)C---.

Wegen Korollar existiert somit ein Index m mit J(f) C U, f*(V) und somit
J C (V) C f™(U). Die Invarianz von J liefert nun die Behauptung J = f™(JNU).

(il) zp # &£. Sei U’ eine in U enthaltene offene Umgebung von zp. Dann gibt es ein k mit
€ € fHU'"), wobei f¥(U’) eine Umgebung von ¢ ist. Withlen wir nun eine in f*(U")
enthaltene Umgebung V' von £ mit V' C f(V), so folgt wie im Fall 1. fiir ein gewisses
m*, dass J C f™ (V) C f+k(U") C f™*+*U) und damit J = f™ k(JNU).

Im Fall ¢ = 1/4 besitzt f(2) = 2% + ¢ zwar keinen abstoBenden Fixpunkt, jedoch den
abstoflenden 2-Zyklus {, = —1/2 —i,& = —1/2 + i. Die Zyklenelemente &y, &; sind somit,
abstofiende Fixpunkte von f2. Ersetzen wir oben & durch & und f durch f2, so folgt
(fA™(J(f?) NU) = J(f?) fiir ein gewisses m, also mit J(f?) = J(f) = J die Behauptung
7(Jnu)=J. O

Bemerkung 5.43. Der Beweis zeigt, dass die Einschriankung auf die quadratische Familie
nur gemacht worden ist, um die Existenz eines periodischen Punktes zu gewéhrleisten.
Es kann aber gezeigt werden, dass ein beliebiges Polynom f vom Grad > 2 stets einen
abstoflenden periodischen Punkt besitzt (sogar, dass die abstoflenden periodischen Punkte
in J(f) dicht liegen). Obiger Satz ist also fiir beliebige Polynome vom Grad > 2 giiltig.

Aus Satz folgt nun, dass ein beliebiges Polynom f vom Grad > 2 auf seiner Julia-
Menge sensitiv von seinen Anfangswerten abhéngt. Satz erlaubt weiter die folgen-
de geometrische Interpretation: Ist J N U ein beliebig kleines , Stiick® der Julia-Menge
J = J(f), so ist die gesamte Julia-Menge das Bild dieses Ausschnitts unter einer ge-
wissen Iterierten f™. In jedem noch so kleinen Teil der Julia-Menge ist also bereits die
Komplexitdt der gesamten Julia-Menge enthalten. Julia-Mengen sind deshalb in einem
verallgemeinerten Sinn selbstdhnlich. Die zugrundeliegende Transformation ist dabei al-
lerdings keine Ahnlichkeitstransformation, sonderne eine analytische Abbildung vom Typ
eines Polynoms.

Chaos Sei f ein Polynom vom Grad > 2 mit der Julia-Menge J. Wie wir oben sahen,
héngt f : J — J sensitiv von den Anfangswerten ab. Weiter folgt unmittelbar aus Satz
5.42, dass f topologisch transitiv ist geméf folgender Definition
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Definition 5.44. Eine Funktion f: A — A (A C C) heifit topologisch transitiv, wenn es
zu je zwei offenen Mengen U,V C C (UNA,VNA # () ein m gibt mit (UNA)Nf™(VNA) #
0.

Eine topologisch transitive Funktion wird auch mischend genannt, da sie ihren Definiti-
onsbereich ,,gut durchmischt“. Wie klein die Teilmengen U N A und V' N A auch sind, nach
einer gewissen Zahl von Iterationen fillt eine Element von V N A in die Menge U N A.
Wie wir in Bemerkung erwahnten, liegen die abstoflenden periodischen Punkte eines
Polynoms dicht in J(f). Damit erhalten wir

Satz 5.45. Sei f ein Polynom vom Grad > 2 mit der Julia-Menge J. Dann ist f auf J
chaotisch, das heifst es gilt

(i) f:J — J ist sensitiv abhdingig von den Anfangswerten,
(i1) f:J — J ist topologisch transitiv,

(111) die abstofenden periodischen Punkte von f liegen dicht in J.

5.6 Weitere Eigenschaften von Julia-Mengen und der Mandel-
brot-Menge

In diesem abschlieBenden Abschnitt sammeln wir ohne Beweise noch weitere Tatsachen
iiber diese beiden Fraktale. Sei f im folgenden immer ein Polynom vom Grad > 2. Da der
Einzugsbereich Af(oco) von oo mit dem Komplement der ausgefiillten Julia-Menge K (f)
tibereinstimmt, ist der Rand von Aj(co) gleich der Julia-Menge J(f). Dies gilt sogar in
folgender Allgemeinheit.

Satz 5.46. Ist £ ein anziehender Fizpunkt von f, so gilt

0As(€) = J(f)-

Eine weitere Eigenschaft der Julia-Menge ist
Satz 5.47. Die Julia-Menge J(f) besitzt keine isolierten Punkte.

Man kann zeigen, dass aus diesem Satz insbesondere folgt, dass die Julia-Menge J(f)
iiberabzahlbar ist.
Uber den Einzugsbereich von Zyklen und kritische Punkte kénnen wir folgendes aussagen:

Satz 5.48. Ist & anziehender Punkt der Periode m von f, so enthdilt der Einzugsbereich
des Zyklus {&, f(&),..., f™H&E)} einen kritischen Punkt zy von f (das heifit einen Punkt

2o mit f'(z0) =0).

Bemerkung 5.49. Die quadratische Familie f.(z) = 2% + ¢ besitzt wegen f/(2) = 2z nur
den kritischen Punkt 0 und damit hochstens einen anziehenden Zyklus in C. Falls f. einen
anziehenden Zyklus besitzt, so liegt der kritische Punkt 0 in dessen Einzugsbereich.
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Betrachten wir nun die Menge M’ aller Punkte ¢, fiir die ein anziehender Zyklus tatséchlich
existiert:

= q1c € C: f. besitzt einen anziehenden us;.
M’{Cfb' i ichend Zykl}

Ist ¢ € M’, so hat f, einen anziehenden Zyklus und aus der obigen Bemerkung folgt, dass
dieser Zyklus den Punkt 0 anzieht. Die Folge (f%(0)); ist also beschrinkt und somit ist
c € M, es gilt also

M' C M.

Der Hauptkorper W, der Mandelbrot-Menge M Wir betrachten nun die Menge
W,y aller Parameter c, fiir die ein anziehender Fixpunkt existiert, das heifit es gibt ein z
mit f.(z) = 22+ c =z und | f.(z)| = 2|]z| < 1. Wir erhalten

Wo:={ce€C:c=z—2"mit |z] <1/2}.

Dies ist eine Kardioide (siehe Abbildung [14)).

Abbildung 14: Haupt- und Nebenkérper Wy und W /o der Mandelbrot-Menge.

Fiir Parameterwerte ¢ € Wy kann man iiber die Gesalt der dazugehorigen Julia-Menge
J(f.) noch folgendes aussagen:

Satz 5.50. Fiir c € Wy ist J(f.) eine Jordankurve.

Es stellt sich aber heraus, dass diese Jordankurve meist unendliche Linge besitzt, man
kann sogar die Hausdorffdimension abschétzen, es gilt fiir ¢ nahe bei 0

dim(J(f)) =1+
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Der Nebenkorper W, der Mandelbrot-Menge M In Beispiel haben wir ge-
sehen, dass die Punkte &, &; der Periode 2 von f. die Gleichung

224 z4ce+1=0

erfiillen. Dieser 2-Zyklus ist anziehend, falls |(f?)'(&)] < 1 fiir k = 0, 1. Es gilt aber

(1) () = fe(fel&)) fo(&r) = f(€o) fol&r) = 46160 = c + 1.

Dies wird betragsméBig durch 1 majorisiert, falls |¢ + 1| < 1/4. Deshalb besitzt f. genau
dann einen anziehenden 2-Zyklus, falls ¢+ 1| < 1/4. Wir definieren also den kreisférmigen
Nebenkorper

Wi == {c: fc besitzt einen anziehenden 2-Zyklus} = {c: |c + 1| < 1/4}.

Siehe dazu Abbildung [14]

Tatséachlich gilt allgemeiner: f. besitzt in jeder Zusammenhangskomponente W von M’
einen anziehenden Zyklus einer festen Lange m. Eine solche Komponente bezeichnen wir
als Komponente der Periode m von M'. Die Abbildung auf der néchsten Seite bildet genau
diese Zusammenhangskomponenten ab, wobei die Zahlen innerhalb dieser Komponenten
deren Perioden m bezeichnen.
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