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4 1 EINFUHRUNG

1 Einfiihrung

n

Funktionenrdume Fiir z,y € R" schreiben wir x -y := > " | x;y; fiir das Standard-

Skalarprodukt und |z| = (- x)"/? fiir die euklidische Norm. Wenn es aus dem Kontext klar
ist, schreiben wir oft statt x - y auch nur xzy. Mit L? bezeichnen wir den Banachraum

LP(R") :={f : R" — C messbar : |f(z)Pde < oo}
R

fiir 1 < p < oo, wobei wir zwei Funktionen f, g € LP als gleich ansehen, falls sie fast iiberall
(bzgl. des LebesguemafBes) iibereinstimmen. Da wir es in weiterer Folge oft mit Integralen
iiber R™ zu tun haben, schreiben wir statt fRn auch oftmals nur [. Die Norm in L? ist

gegeben durch
1/p
If1,= (1)

L? zeichnet sich gegeniiber den anderen LP-Réumen dadurch aus, dass mit

()= [ 19

ein Skalarprodukt definiert ist, mit dem L? zu einem Hilbertraum wird. Dabei bezeichnet
g die konjugiert komplexe Funktion zu g. Zusétzlich zu den LP-R&umen fiir Exponenten
p < oo definieren wir noch

L*®(R") :={f : R" — C messbar : |f| < oo fast iiberall}
mit der essentiellen Supremumsnorm
| fll :=inf{a € R: |f] < « fast iiberall}.

So wird L* zu einem Banachraum, falls wir wieder zwei Funktionen als gleich ansehen,
wenn sie fast {iberall ibereinstimmen. Wir bezeichnen mit C* = C*°(R") die glatten (also
unendlich oft differenzierbaren) komplexwertigen Funktionen auf R™. Weiters sei C° =
C>®(R™) der Raum der glatten Funktionen mit kompaktem Trager. Dabei ist der Trager
von f definiert als

supp f = {x € R : f(z) # 0}.
Ein Beispiel fiir eine Funktion ® € C°(R) mit supp ® = [—1, 1] ist

o(z) = { P (—ﬁ) falls |z| < 1 (1.1)
0 falls |x| > 1

Durch ¢(x) = ®((z — y)/e) wird ein ¢ € C° definiert mit suppy = [y — e,y + €.
Die bekannte Minkowski Ungleichung (Dreiecksungleichung fiir L?) lésst sich folgenderma-
Ben verallgemeinern.

Proposition 1.1 (Minkowski Ungleichung in Integralform). Seien 1 < p < oo, (Q4, p1)
und (Qq, o) zwei o—endliche Mafsriume und f : Q1 x Qy — C eine messbare Funktion.
Dann gilt die Ungleichung

1/p

([ vesian@) aww] < [ [ swora)] e



Beweis. Fiir p = 1 ist die Aussage der Satz von Fubini. Sei also p > 1, p’ der zu p konjugierte
Exponent (1/p+ 1/p' = 1) und g € L(pus). Dann folgt aus dem Satz von Fubini und der
Hoélder Ungleichung

/ [ |f<x,y>|du1<x>] st = [ [ e lls)dt)dn @

< lall, | I 1fte ) drato) " ),

Da die Gleichung ||F||p = sup{| ng| cg € L9, ||9||q = 1} gilt, erhalten wir mit F'(y)
fQI |f(z,y)|dui(z) die Behauptung.

O
Proposition 1.2 (Integration in Polarkoordinaten). Es ezistiert ein eindeutiges Borelmaf
0 = 0,1 auf der Einheitssphire S"~' im R", sodass fiir f > 0 messbar oder f € L'(R™)
qgilt

f(x)dz = /OO fra " tdo(2")dr.
Rn 0 Jgn-

Multiindexschreibweise Sei n € N, € Nj. Man nennt dann « einen Multiinder. Um
Formeln fiir Elemente aus R effizient auf R” verallgemeinern zu kénnen, vereinbaren wir
folgende Schreibweisen fiir £ € R™

n
la] = Zai, £ = Hfza’
i=1 j
Fiir einen Multiindex « definieren wir die Differentialoperatoren

07 - Q « A |l na . a
0 ::gax:, D := (—i)l*9~,  wobei 0,, := .

und fiir Koeffizienten a,(x) € C*°(R") mit |a] < m
P(z,D) = Y ao(x)D".
la]<m

Diesem Differentialoperator wird ein Symbol P(x, &) zugeordnet, indem formal das D durch
ein Element aus R" ersetzt wird

P(z,8) = ) aa(z)™. (1.2)

laj<m

Treten nur konstante Koeffizienten a,, auf, so schreibt man auch P(D) bzw. P(§).
Wir schreiben auflerdem Du(x) fiir die Ableitung (Jacobimatrix) einer Funktion u : R™ —
R! an der Stelle z. Fiir zwei Multiindizes o, # definieren wir auBerdem noch folgendes

e 3 < «a bedeutet, dass 3; < a; fliralle j =1,...,n.

e Wenn < «, dann ist « — § der Multiindex mit den Eintragungen (ay — S5y, . .., a, —

Pn)-
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“ ()= ()

Fiir o € Nj gelten auch noch die Leibnizformel

D(0) =3 (§) @0

BLa

(g:), wenn 5 < a.

und der Binomische Satz

(@+y)* =) (g) 2Py,

BLa

wobei f,g € C* und z,y € R™ beliebig (Ubung!). AuBerdem erhalten wir eine Verallge-
meinerung der Taylorschen Formel mit Integralrestglied.

Proposition 1.3. Sei f € C*. Dann gilt fir alle natirlichen Zahlen N die Formel
_ aaf<x> a ya ! N-1/9«a
fatn =Y Hpan ¥ L [ a-o¥ 10 e v
la|<N |a|]=N
fiir alle z,y € R™.
Beweis. Sei N € N beliebig und definiere

— Hlalya
onle ) = 3 S or )k ay),

e%:
lo] <N
Dann gllt UN(l'a Y, 1) = f(iL‘ + y)a UN(x>y7 O) = Z|a\<N %8af(w) und
8’UN

W(m,y,t) =N Z

|a|=N

11—Vt .
#yaﬁo‘f(x +ty). Ubung!

Sei fiir fixe z,y € R™ ¢g(t) = vy(z,y,t). Dann folgt die Behauptung aus dem Hauptsatz
9(1) = g(0) + fy ¢/ (D). =

1.1 Faltungsintegrale
Satz 1.4 (Schur). Sei K : R" x R™ — C eine messbare Funktion, sodass fiir ein ¢ > 0 gilt

/ |K(z,y)|dy <e¢, wund /|K(:E,y)|d:v <c firallez,y e R".
Firl<p<oound f € LP, ist die Funktion T'f, definiert durch
Tf(x):= /K(x,y)f(y)dy fiir fast alle z € R,

m LP und es gilt
ITfll, < cllfll, -
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Beweis. Fir p = oo ist die Behauptung klar. Sei p < oo und p’ der zu p konjugierte
Exponent, also 1/p + 1/p’ = 1. Dann folgt aus der Holder-Ungleichung

Tiw) < / K (2, )] 7 | K () [P £ () ly

(1) v ([ nliswra) "

) 1/p
([ 1K allwra)
Daraus folgt mit Fubini

/ Ti@)Pde < @ / / K (2, 9)||f ()P dyda
< o [y = |11,

IN

IN

also die Behauptung des Satzes. O]

Definition 1.5. Seien f und g zwei lokal integrierbare Funktionen. Die Faltung von f
und g, bezeichnet mit f x g, ist definiert durch

(F+9)@)i= [ fla =gty = [ fwlgta -~ v)dy = (9% 1))

falls die beiden Integrale existieren.

Als Korollar zu Satz 1.4 erhalten wir nun die sogenannte Young- Ungleichung fiir Faltungen.

Korollar 1.6. Sei f € L' und g € L? fiir 1 < p < oo. Dann ist f x g € LP und

1= gll, < llgll, LF1ly -
Beweis. Aus Satz 1.4 folgt mit K(x,y) = f(x — y) die Behauptung. ]
Lemma 1.7. Sei f € LP fiir 1 <p < oo. Dann gilt

lin 17, — /1, =

wobei T, f die Translation (1,f)(x) = f(x — y) bezeichnet.

Beweis. Sei g eine stetige Funktion mit kompaktem Triger K. Dann ist g gleichméBig
stetig, also konvergiert 7,g — g gleichméBig gegen 0 und somit in L?, da 7,9 — g kompakten
Trager besitzt und das Lebesguemaf einer kompakten Menge endlich ist. Da stetige Funk-
tionen mit kompaktem Tréger dicht in L liegen, kann der Beweis mit einem &/3-Argument
abgeschlossen werden. O]

Bemerkung 1.8. (i) Es gilt supp(f*g) C supp(f)+supp(g), wobei fiir zwei Mengen A, B
die Summe A + B definiert ist durch A+ B:={zx+y: 2 € A,y € B}.

(i) Wenn f € C* und die Vertauschung von Differentiation und Integral gerechtfertigt ist,
so gilt D(f * g) = (D“f) * g fiir |a| < k. (siche Ubung 1 in Kapitel 1.5) 3
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Satz 1.9. Sei g € L' mit [ g = a. Dann gilt mit g-(z) :== e "g(x/e):
1. Wenn f € L? fiir p < oo, dann gilt lim. o || f * g — af||, = 0.

2. Wenn [ beschrdnkt und stetig ist dann konvergiert f x g. gleichmdfig auf kompakten
Mengen gegen af fiir e — 0.

Beweis. Wir beginnen mit 1. Es gilt [ ¢. = a fiir ¢ > 0 nach einer Substitution x — ez.
Es folgt

(F+9)(0) = af@) = [ fo=9)o.0)dy~ [ Fe)g.)dy
_ /[f(x —y) — f(2)g-(y)dy
_ L/ff(m——y)——f(fﬂf_”giy/E)dy
— /[f(q: —ey) — f(2)]g(y)dy
_ / (e /) (@) = F(@)g(y)dy. (13)

Wenn nun f € LP fiir p < oo, dann kénnen wir die Minkowski-Ungleichung fiir Integrale
anwenden und erhalten

W*%—aﬂuﬁ/ﬂ@f—ﬂwdwwy

Die Funktion y — |7, f — f||, ist in & gleichméBig beschréinkt durch 2 || f[|,. Eine Anwen-
dung des Satzes iiber dominierte Konvergenz liefert mit Lemma 1.7 nun den ersten Punkt
des Satzes. Fiir 2. setzen wir f als beschréinkt und stetig voraus. Sei K eine kompakte
Teilmenge von R™. Sei § > 0 beliebig und wahle eine kompakte Menge G C R"™ mit

/ l9(y)|dy < o
R™\G

Dann gilt mit (1.3)

sup (f * g:)(x) — af (2)] < 26|/l +  sup vw—fw—funﬂgw

zeK (z,y)eKxG

Da f gleichméfig stetig ist auf kompakten Mengen, strebt der zweite Term gegen 0 mit
¢ — 0. Die Behauptung des Satzes folgt nun aus der Tatsache, dass 0 > 0 beliebig war. [J

Korollar 1.10. C° ist dicht in L? fiir 1 <p < oo.

Beweis. Sei ® wie in (1.1). Sei a > 0 so, dass [ ® = 1/a. Fiir f € LP mit kompaktem
Tréger gilt nach Bemerkung 1.8 a(f % ®.) € C'° und nach Satz 1.9 konvergiert a(f * ®.)
gegen f in LP mit ¢ — 0. Da LP—Funktionen mit kompaktem Tréger dicht in L” sind, folgt
die Behauptung. O]
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1.2 Fouriertransformation

Definition 1.11. Sei f € L', dann ist die Fouriertransformation gegeben durch

Weiters definieren wir die inverse Fouriertransformation
F @) = flw) = 2m) 2 [ enp e

Bemerkung 1.12. Andere Definitionen der Fouriertransformation unterscheiden sich dar-
in, wo der Faktor 27 platziert wird. Beispielsweise kann man im Integranden e~ durch
e~ ™8 ersetzen. Dies bietet dann den Vorteil, dass vor dem Integral kein Faktor mehr
vorhanden ist. °

A priori hdngen die Fouriertransformation und die inverse Fouriertransformation nicht
zusammen. Der Name suggeriert aber, dass sie zueinander inverse Operationen sind. Wir
werden sehen, dass dies tatséchlich in gewissem Sinn erfiillt ist.

Definition 1.13. Der Raum der C*(R"™)-Funktionen , fir die gilt

Va, 8 € N™: sup [z*DP ()| < oo,
TeR™

heifft Schwartzraum und wir bezeichnen ihn mit S(R™) oder kurz S. Weiters heiffen Ele-
mente aus S schnell fallende Funktionen. Fiir ¢ € S setzen wir noch

|pla,s := sup [2*Dp(z)].
reER™

Bemerkung 1.14. Fiir p € C* gilt, dass ¢ € S genau dann, wenn eine (und somit beide)
der folgenden Bedingungen erfiillt ist

1. sup,epn (1 + |2))™|DPo(z)| < o0 fiir alle m € N, 3 € Np.
2. SUpepn |DP(2%p(2))| < 00 fiir alle a, B € N3.

In der Tat folgt die Aquivalenz mit 2. aus der Leibnizformel mit Induktion. Weiters gilt
klarerweise (wenn man die Ungleichung |2®| < |z[l*l beachtet) |2 < (1 + |z[)®l. Auf der
anderen Seite hat die strikt positive Funktion

n
r > fagl”
j=1

ein Minimum 0 < § < 1 auf der kompakten Einheitssphire S"~! = {z € R" : |z| = 1}. Fiir
allgemeine y € R™ gibt es t > 0 und z € S~ ! mit y = tx, also

n

STyl =3 ft =y | > 476 = md]a|™ = dly|™
j=1

j=1 j=1
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Nun folgt

(T+|z)™ <2™(1+ |2|™) <2™(1+ 6~ Z|xm| y<2mi Tty e, (1.5)

am
also die Aquivalenz der Definition mit 1. °

Weiters benotigen wir einen Konvergenzbegriff in S.

Definition 1.15. Eine Folge {¢;} in S konvergiert gegen 0 in S, wenn fir alle Multiindizes
a, B gilt
lim [g;la,s =0.

Es folgt nun aus Bemerkung 1.14, bzw. aus deren Beweis, dass beispielsweise ¢; — 0in S
genau dann wenn

lim sup (1 + |z|)™|DPp;(z)| =0 fiir alle m € N, 3 € N.

Jj—00 TER™

Beispiel 1.16. Fiir alle 1 < p < oo folgt aus ¢; — 0 in § die Konvergenz ¢; — 0 in
LP. Tatséchlich ist das fiir p = oo klar (setze einfach & = 8 = 0 in der Definition der
Konvergenz in §) und fiir p < oo gilt

Il = / oy ()Pde = / (W W ayrds

L fa|)me
1

< sup (14 |x|)™ -xp/—dx.
Ist m grof genug (mp > n), so existiert das rechte Integral und mit der Anmerkung vor
Beginn des Beispiels gilt H(pjﬂi — 0. o

Bemerkung 1.17. Ist ¢ € S, so sind fiir alle o, 3 € N? auch 2Dy € S und D?(2Py) €
S. Dazu geniigt es, zu bemerken, dass fiir alle 1 < k < n mit ¢ auch 9,, ¢ und z,p aus S
sind. Der Rest folgt mit Induktion.

Es gilt C2° C S mit einer echten Inklusion, da etwa e " € 8, aber nicht kompakt getragen
ist. Weiters ist S C L? fiir alle 1 < p < oo (Ubung!) und es folgt somit aus Korollar 1.10,
dass auch § dicht in LP ist fiir alle 1 < p < oo. °

Definition 1.18. Sei f eine messbare Funktion, die auf R™ definiert ist. Dann definieren
wir fiiry € R™ und t > 0 die Transformationen

T f(@) = f(x —y), (M,f)(x):=e"Vf(x), fi(x):=t"f(x/t)
fiir alle x € R™.

Der Hauptgrund fiir die Wichtigkeit der Fouriertransformation besteht in folgendem Trans-
formationsverhalten beziiglich Ableitungen und der eben definierten Operationen.
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Proposition 1.19. Seien f,g € L' und ¢ € S. Dann ist die Fouriertransformation ¢ eine
stetige Abbildung von S nach S, die Funktionen 7,f, My f und f; sind in L' und es gilt

7, f(€) = (M_,f)(), (1.6)
M,f(&) = (7,00, (L.7)
f:(€) F(t€), (1.8)
Dog(€) = £°¢(€), (1.9)
(D°9)(6) = ((—o)p)(©), (1.10)
Frgl6) = @0)"2f(©)ic), (1.11)

fiir alle £ € R"™ und alle o € Njj.

Beweis. Wir beweisen nur, dass die Fourlertransformation S stetig in S abbildet und
iiberlassen den Rest dem Leser zur Ubung. Es gilt nach (1.9) und (1.10)

D(£%¢)(€) = {(—x)" Do} ().
Weiters erhalten wir nach Definition der Fouriertransformation

sup [{(—2)’ D} (€)] < (2m) 2|’ D],

§eR

< s (14 )" Dp(a)] [

z€eR™

Das rechte Integral ist endlich fiir m hinreichend groff und aus der Konvergenz von ¢;
gegen 0 in S folgt sup,cpa |(1 + |z|)"2? D%;(z)] — 0 nach Definiton bzw. Bemerkung
1.14, also

sup | D7(£°%;)(§) = 0.

§eR

Da «, 8 beliebig waren, erhalten wir wieder mit Bemerkung 1.14 die Konvergenz von ¢;
gegen 0 in S. O

Proposition 1.20 (Riemann-Lebesgue-Lemma). Sei f € L'. Dann gilt
fe CO)
wobei Cy den Raum der stetigen Funktionen g : R™ — C bezeichnet, fir die gilt

lim g(z) = 0.

|x|—o00

Beweis. Sei ¢ € S. Dann ist nach dem vorigen Satz ¢ € S, also in Cy. Da S dicht in L!
liegt, wihlen wir fiir f € L' eine Folge {¢;} in & mit lim; o ||¢; — f|1 = 0. Dann gilt

125 = fllow < (2m)™2llp; = flli = 0

und somit konvergiert ; gleichméBig gegen f . Da Cjy abgeschlossen ist beziiglich gleichméBiger
Konvergenz, folgt die Behauptung. O]
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Beispiel 1.21. Wir zeigen, dass die Fouriertransformation von ¢(x) = e 17*/2 die Funktion
@(€) = e 1€/2 igt. Nach Definition gilt

ple) = (m) P [ ety

Es gilt, dass

n

(2#)_"/2/ e_ig”'g_IlQ/de:H(Zﬂ)_1/2/eixjéjxﬂzdxj,

j=1 R

also geniigt es, die behauptete Formel nur fiir n = 1 zu beweisen. Sei also ab jetzt n = 1.

Es gilt
/ e 2y = )2 / 5 g
R R

Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt weiter

_ _ (e+i)? _ _a?
652/2/6 2 dx:eg/z/e 2 dzx.
R R

Es folgt also mit der Identitét g e~ do = (27)'/2 das Endergebnis

(&) =

[ ]
Proposition 1.22. Seien f und g in L'. Dann gilt
[ f@g@rts = [ wyta)as
Beweis. Ubung. O]
Wir kommen nun zur angekiindigten Inversionsformel
Satz 1.23. Sei f € §. Dann gilt (f)v: f
Beweis. Nach Definition gilt
() = @y [ ey
Fiir € > 0 definieren wir
—n/2 z'x{—M R
I.(x) .= (27m) e 2 f(&)d¢. (1.12)

Nach einer kurzen Rechnung unter Verwendung der Propositionen 1.19, 1.22 und Beispiel
1.21 erhalten wir

Lo(x) = 2m)7"2(f % ) ()
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|2
mit p(z) = e="%. Aus Satz 1.9 folgt, dass I. gegen f in LP konvergiert mit ¢ — 0. Es gibt
also eine Folge {e,} von positiven reellen Zahlen, sodass I, — f fast iberall mit n — oc.
Aus (1.12) und dem Satz iiber dominierte Konvergenz folgt aber

I. — (27r)_"/2/eix'§f(§)df fire =0
und somit die Behauptung des Satzes. [

Bemerkung 1.24. Derselbe Beweis funktioniert unter den Hypothesen f € L!, f e LY

A~

Dann erhélt man f = (f) fast iiberall und somit ist nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma
f fast iiberall stetig. Wir verwenden diese Bemerkung im folgenden Satz. °

Satz 1.25 (Plancherel). Sei X := {f € L' : f € L'}. Fiir alle f,g € X gilt

(£.3), = (£.9),

und somit insbesondere

1Fll2 = 11/1-

Beweis. Seien f,g € X. Fir h = 9 gilt mit der Inversionsformel bzw. Bemerkung 1.24
h =g (Beweis!). Also folgt mit Proposition 1.22

(o= [ 13= [ fi= [ = [ F5=(F3),
und somit die Behauptung. O]

Bemerkung 1.26. Mit dem Satz von Plancherel definieren wir fiir f € L? die Fourier-
transformation folgendermafien. Wahle f; € X mit lim;_ [|f; — f|l, = 0. {f;} ist dann

eine Cauchyfolge in L?. Aufgrund von (1.25) ist auch {}"\]} eine Cauchyfolge, deren Limes

wir als f definieren. Nun muss noch iiberpriift werden, ob fiir f € L' N L? die alte und die
neue Definition iibereinstimmen. Wir benutzen dazu die Funktion

plw) = ce” "2,

wobel wir ¢ so withlen, dass [ ¢ = 1. Dann gilt f*¢. € L' und m € L', da f beschrinkt
ist und

Frp(€) = cf(e)e="lePr2,

Somit erhalten wir f * p. € X. Nach Satz 1.9 konvergiert f * ¢. gegen f in L' und L? fiir
e — 0. Es gilt also f * p. — f in Cy und in L?, was die Gleichheit der beiden Definitionen
zur Folge hat. °

1.3 Temperierte Distributionen

In dieser Sektion erweitern wir die Fouriertransformation auf temperierte Distributionen.
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Definition 1.27. Fin lineares Funktional T auf S heifst eine temperierte Distribution,
wenn fir alle Folgen {y;} in S, die in S gegen 0 konvergieren, gilt

lim (T, ;) =0.

j—00
Dabei ist (T, ;) definiert als T'(p;).

Eine temperierte Distribution ist also ein stetiges lineares Funktional auf S. Wir bezeichnen
daher die Menge aller temperierten Distributionen auf R" mit S’.

Beispiel 1.28. (i) Sei f eine auf R" definierte messbare Funktion, sodass es ein N € N

gibt mit )
flx
/—(1+’$‘)Ndx< 0.

Dann ist das lineare Funktional
Tro) = [ Fapa)in pes

eine temperierte Distribution. Wir identifizieren 7y mit f und schreiben auch (f, ).
(ii) Somit ist also insbesondere T} fiir f € LP eine temperierte Distribution.
(iii) Die Delta-Distribution

0:¢) = ¢(0), »eS§

ist eine temperierte Distribution. °

Erweiterung von Operationen Es gibt nun eine Standardmethode, wie man Ope-
rationen, zuerst definiert auf glatten Funktionen wie Elementen aus S, auf temperierte
Distributionen ausdehnt. Sei S : § — & ein linearer Operator und wir setzen voraus, dass
es einen zweiten Operator S’ : & — S gibt, der stetig ist und fiir den gilt

(S, ) = (@, S"p) fiir alle p, ¢ € S.

Dann lésst sich S als Operator von S’ nach &’ folgendermaflen definieren. Sei T' € &', dann
setzen wir fiir p € S
(ST, ) := (T, 5'¢).

Da S': S — S stetig ist, ist ST eine temperierte Distribution.

Beispiel 1.29. (i) Fouriertransformation. Es gilt nach Proposition 1.22 mit p,9 € S
@)= [ov= [0 =00,

Aus Proposition 1.19 folgt die Stetigkeit der Fouriertransformation von & nach S, also
definieren wir

(T, @)= (T,¢) und (T,p):=(T,p) firpesS
Fir T € 8 nimmt die Inversionsformel folgende Gestalt an

~ ~
~ ~

(1), ¢) = (T, ) = (T,(9) ) = (T, )
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aufgrund der Inversionsformel fiir ¢ € S. Es gilt also (TA)V =Tin S
(ii) Faltung. Seien ¢, v, p € S. Dann gilt

o) = | [ otwets -~ pdyoaiae = [ o) [wle)ote - pdzdy = (.65 5).

Dabei ist ¢(x) := p(—x). Die Abbildung 1) — 1) % @ ist stetig von S nach S, also erweitern
wir die Faltung auf 7' € S’

(Txp, ) o= (T, 9 ).

Wir definieren noch einen Konvergenzbegriff fiir Distributionen.

Definition 1.30. Sei {1} eine Folge in S'. Dann konvergiert T; gegen T in S', wenn

lim (75, ) = (T, ) fir alle p € S.

j—00
Nach Definition ist also die Abbildung F : &’ — S’ folgenstetig.
Beispiel 1.31. Sei g € L' und [ g = a. Dann gilt
limg. =ad inS',
e—0
denn fiir ¢ € § erhalten wir

(9, 0) = /9590 = g. * p(0).
Jetzt wenden wir den zweiten Punkt von Satz 1.9 an und es ergibt sich
ge * 9(0) = ap(0) = ap(0) fir e — 0,

was bedeutet g. — ad in §'. °

1.4 Hauptsitze iiber inverse und implizite Funktionen

Satz 1.32 (Hauptsatz iiber inverse Funktionen). Seien A C R" offen, f € C'(A,R"™) und
xg € A so, dass Df(xg) ein Isomorphismus ist. Dann ezistiert eine offene Menge V- C A
mit xo € V und eine offene Menge W C R"™, sodass

o f:V — W ist bijektiv
e Die Umkehrfunktion g : W — V ist stetig differenzierbar und Dg(y) = (D f(g(y))) ™"
[V — W ist also ein Diffeomorphismus.

Satz 1.33 (Haupsatz iiber implizite Funktionen). Seien p,q € N, G C RP, H C R? offen
und F' : G x H — RY stetig differenzierbar. Weiters seien xo € G, yo € H so, dass
F(xo,y0) = 0 und DyF(x0,y0) sei ein Isomorphismus, wobei DoF der Differentiation nach
den y (den letzten q Variablen) entspricht. Dann existieren € > 0, § > 0 und eine stetig
differenzierbare Funktion f : Us(xg) — U-(yo) mit
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1.5

f(z0) = yo
Vo € Us(xo) = F(z, f(x)) =0
f(z) ist das einzige Element in U.(yo), das diese Gleichung erfillt

f st in xg differenzierbar und es gilt

f(zo) = —(%—5(950, Z/o))_lg_i(%a Yo)-
Ubungen

Erfiille f : R™ x [0,1] — C die Bedingungen

e f(-,t) ist integrierbar fiir alle t € [0, 1].

. %(l‘, t) existiert fiir alle x, ¢

e Es gibt ein g € L}(R™) mit

of

5t (x,t)‘ < g(z) fir alle z,t.

Sei ty € [0, 1] beliebig. Man verwende dann den Satz von der dominierten Konvergenz, angewandt
auf h,(z) = ftn)=f@to) g ¢ —5 #) um zu zeigen, dass die Funktion F(t) = [go fz,t)dx

to—t
differenzierbar bei tg ist und es gilt

0
F/(to) = aﬁ{(l‘,to)dlﬂ
R™

Sei a ein Multiindex. Dann gilt fiir alle x € R™ die Ungleichung

%] < |z,

Es gilt fiir v € S

Day(z) = (=)D (x) fiir alle z € R™.
Seien «, 6 zwei Multiindizes. Dann gilt

aéé_a _ (aaf.!&)!ga—é falls 6 S a,
0 sonst.

Fiir alle Multiindizes o und alle f, g € Cl°l gilt

D*(fg) = > _(DPf)(D*Py).

B<a

Fiir alle Multiindizes o und alle xz,y € R™ gilt

(@+y)* = (g) aPy=b,

Ba
Seien z,y € R" beliebig und A(t) =3, o n “ﬂ#(aaf)(x + ty). Man zeige

N-1

W =N 3 L= e o ay).
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8.

10.

11.
12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.
22.

Eine Funktion f :R™ — R ist gleichméfig stetig genau dann wenn

lig 17/ = /1. = 0.

Es gilt [;, gc = [pn g fiir alle € > 0, wobei g.(z) = e "g(z/¢).
Fiir f € L! gilt die Ungleichung .

sup 7€) <11,
Es gilt fiir alle 1 < p < oo, dass S C LP. (Polarkoordinaten)
Ergénze die noch fehlenden Beweisschritte in Proposition 1.19.
Seien f,g € S. Dann ist f * g ebenfalls in S.

Man fiihre folgende Schritte von Beispiel 1.21 genauer aus

z+ig)? x
6_52/2/6_( = dx:e_£2/2/e_72dx.
R R

®) Jq e~ /24y = (2m)'/2. (GauB Integral)
(c) Aus Punkt (b) folgt [, e dy = (m/a)*/? fiir alle a > 0.

(a) Fiir alle £ € R gilt

Alternativ zur Argumentation in Beispiel 1.21 kann die Fouriertransformation von t(z) = e~ /2
(z € R) auch noch folgendermafien berechnet werden. Man zeige, dass ¥ und ¢ beide die Differen-
tialgleichung erster Ordnung (mit der gleichen Anfangsbedingung)

y'(€)+&y(€) =0 firaleéeR

erfiillen und folgere daraus, dass 1/3 = 1.

Beweise Proposition 1.22.

Sei I.(z) = fem~5—62\2£|2 f(f)dg. Damn gilt
L(z) = f* () mit p(z) =e 1#1°/2,

Sei g € L' und sei § € L'. Dann gilt

w)l)
|
Q|

Zeige die Aussagen von Beispiel 1.28.

Erweiterung von Operationen auf Distributionen. Man erweitere die folgenden Operato-
ren, die urspriinglich nur auf Funktionenriumen (wie S oder L!) definiert sind, auf temperierte
Distributionen

a) 1, fir y € R”,

(
(b

) M, fir y € R™,
(¢) o @ furt >0,
(d) ¢ 0% fiir a € Nj.

Berechne 4.
Die Fouriertransformation von sgn. Sei Fj := pv %, also

(Fo, ) := lim @dx.

e—0 |I‘>€ X

Weiters seien F(x) = und S.(z) = e~I*lsgn x. Es gelten

_Z _
r2+4e2
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(a) Fp ist eine temperierte Distribution,
(b) lims_m FE = FO in S/,

(c) S. = _\/;-FE,
(d) sgn = —\/giFo und somit

— Lt
F0:1/§gsgn.

23. Die Fouriertransformation der Heaviside-Funktion. Die Heaviside-Funktion ist definiert als

1, fiir x>0,
H@){ 0, fiir z < 0.

Dann gilt
(a) H= H‘%.
(b) H = V36— (2m) "/ 2%ipv L.
24. Bessel Potentiale. Wir betrachten die Differentialgleichung
—Au+u=f inR"
fir f € L*(R").

(a) Benutze Fouriertransformation, um zu zeigen, dass fiir eine Losung dieser Gleichung gilt

(')
TR

w=(2r)""%(f*B) mit B

(b) Es folgt also
1

AR
(c) Es gilt
B:(Zw)_”/Q/ e_t/ e tER geat.
0 n

(Hinweis: ﬁ =/ e~ taFIE) g
(d) Weiters haben wir
. 2 ’I’L/2 z|2
[ ot (7

(e) Kombiniere nun die vorherigen Schritte, um auf das Endergebnis

=2
4t

_ o—n/2 Te
B(z) =2 /0 TR dt

zu kommen.
25. Grundlosung der Wiarmeleitungsgleichung. Wir betrachten das Anfangswertproblem
us—Au = 0 inR" x (0,00)
u = g aufR" x {0}

(a) Benutze Fouriertransformation (nur in den Raumvariablen), um zu zeigen, dass fiir die Losung

u des Anfangswertproblems gilt

~ — 2/\
u=etEg.

(b) Es gilt u = (27)""/2(g * F) mit F = e~tI",

|z

~ 2
(c) Es gilt (e—tlilz) = (2t)~"/2e~ Y
(d) Wir erhalten also

T—y 2
u(z,t) = (47rt)_"/2/ et g(y)dy, x€R" t>0.

n
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2 Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizien-
ten

Formulierung des Problems. Gegeben ist eine Funktion f € C*°(R") und ein Diffe-

rentialoperator

P(D):= Y a,D* a,€C.

a<m

Wir suchen eine Funktion (oder Distribution) u, sodass
P(D)u=f
gilt. Die Zahl m heifit die Ordnung des Differentialoperators P(D).

Definition 2.1. Der Differentialoperator P(D) heif$t lokal 16sbar bei zo € R", falls eine
Umgebung U von xq existiert, sodass P(D)u = f fir alle f € C* mit supp f C U eine
Lésung u besitzt.

Definition 2.2. Der Differentialoperator P(D) heifst elliptisch, falls sein Hauptsymbol
Pm(é) = Z aa”
|a|=m
fiir alle & # 0 nicht verschwindet.

Proposition 2.3. Sei P(D) ein Differentialoperator der Ordnung m. Dann ist P(D) genau
dann elliptisch, wenn es Konstanten A,C' > 0 gibt, sodass fir alle |{| > C' die Ungleichung

P& = Al¢I™
erfillt ist.

Beweis. Sei P(D) elliptisch. Da P,,(§) # 0 fir £ # 0 nimmt die stetige Funktion P,
auf der kompakten Menge S"! (Einheitssphiire in R") ihr positives Minimum C} an. Die
Funktion P,, ist auBlerdem homogen vom Grad m, das heifit fiir alle ¢ € R™, ¢t > 0 gilt
P (t&) = t™P,,(£), es gilt also fiir alle £ € R”

P(€) = ¢ P (é—|) > Culelm.

Auflerdem ist P(D) — P,,(D) vom Grad m — 1 und erfiillt daher die Abschétzung
|P(€) = Pu(€)] < Cal™
fiir ein Cy > 0. Es folgt also
0O om -
[PE)] = [Pn()] = |Pu(€) — P()] = Culé|™ — Calg|™ " > f\fl fiir |¢] > 2C>C1

Ist P(D) nicht elliptisch, so gibt es ein & # 0 mit P,,(&) = 0. Aufgrund der Homogenitét
also P,,(t&) = 0 fiir alle ¢ > 0. Daraus folgt aber fiir alle Vielfachen £ von &

[P(O)] < |[Pn()] + [P(€) = Pul&)] = [P(€) — Pu(§)] < Cofé™ ™,

also gibt es keine Konstanten A, C' sodass die Ungleichung |P(&)| > A|¢|™ fiir alle [¢| > C
erfiillt ist. n
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Bemerkung 2.4. Es gilt auch, dass P(D) genau dann elliptisch ist, wenn es Konstanten
A,C > 0 gibt, sodass fir alle |¢| > C die Ungleichung

P& = AL+ [E)™

gilt. Dabei sind A und C' nicht notwendigerweise dieselben Konstanten wie in Proposition
2.3. °

Satz 2.5. Sei P(D) ein elliptischer Differentialoperator der Ordnung m. Dann gilt

1. Es gibt ein R € C™ sodass fiir alle rechten Seiten f € S ein ug € C* mit
(P(D)uy)(x) = f(z) + (Rx* f)(x), fir allex € R"
existiert.

2. Fiir alle zo € R" ist der Differentialoperator P(D) lokal l6sbar bei xy.

Bemerkung 2.6. Formal gilt aufgrund von Proposition 1.19 (Gleichung (1.9)) die Glei-
chung P(D)u = f genau dann, wenn P(£)u(€) = f(§). Durchdividieren und Fourierinver-
sion liefert die formale Gleichung

-(2)

Problematisch sind hierbei natiirlich die Nullstellen von P. Dies ist der Punkt, wo die
Elliptizitat ins Spiel kommt, da wir fiir £ gro3 genug eine Abschitzung nach unten fiir
P(&) besitzen. 3

Beweis. 1. Sei 0 < xy € C*°(R") mit folgenden Eigenschaften

(z) = 1 falls |z| > 2C,
XM= 0 falls |2) < €,

wobei C' die Konstante aus Bemerkung 2.4 bezeichnet. Dann definieren wir

wla) = (2m) " [ emﬁ%x@m _ (%) =+ (X)) @

Wir werden nun zeigen, dass dieses ug(z) die Bedingung unter 1. erfiillt. Mit Propo-
sition 1.19 folgt ndmlich

~
A~

(P(D)uo)(€) = P(&) - w(&) = F(E)x(&) = F(&) + F(©)(x(&) = D).
Weiters erhalten wir wieder aufgrund von Proposition 1.19
P(D)ug = f + (f(x = 1)) = f + (2m)"2f « (x — 1),

also die Behauptung mit R = (27)™™2(xy — 1). (beachte, dass R € S, da y — 1 €
C> CS).
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2. Sei d >0 und f € S so, dass supp f C U(xg,0/2). Wir wollen nun g € S finden mit
supp g C U(xg, ), sodass
g+¢-(Rx(pg)) = [ (2:2)
Dabei ist ¢ eine Funktion in C2° mit ¢ (z) = 1 fiir |x — 0| < §/2 und ¥ (z) = 0 fiir
|z — x| > 6 und ¢ eine Funktion in C2° mit ¢(x) = 1 fiir |z — x¢| < 0 und p(x) =0
fir |x — xo| > 24. Sind suppg C U(zo,d) und x € U(zg,d/2), so folgt also aus den
Eigenschaften von ¢ und ¢ und Gleichung (2.2)

9(x) + (Rx* g)(z) = f(x).

Wenden wir nun den ersten Teil des Satzes fiir die rechte Seite g (vorausgesetzt g € S)
an, so erhalten wir eine Funktion ug mit

P(D)ug(z) = g(z) + (R* g)(z) = f(z) fiir x € U(xg,0/2). (2.3)

Wir miissen nun nur noch zeigen, dass es ein g gibt, das (2.2) erfiillt. Dazu schreiben
wir diese Gleichung um in

o(z) + / B(@)R( — 9)e(v)g(y)dy = F(2), (2.4)

was dquivalent ist zu (Id +7")g = f mit dem Integraloperator Tg(z) = [ (z)R(x —
y)¢(y)g(y)dy. Betrachten wir T' als Operator von L? nach L?] so gilt

17l < / / (@) R — y)e(y) Pdedy.

Wihlen wir also 0 so klein, dass dieses Integral kleiner als 1 wird, so ist Id+7T
invertierbar und es gilt

g=>Y (-T)f.
k=0
Aus (2.4) folgt, dass g € C°. Mit (2.3) folgt also die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung 2.7. (i) Es ist sogar jeder Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten
lokal 16sbar mit einer C*°-Funktion u. Dieses Resultat ist eng verbunden mit den Satz
von Malgrange-Ehrenpreis, der garantiert, dass jeder Differentialoperator mit konstanten
Koeffizienten eine Grundlosung besitzt. Eine Distribution K heifit dabei Grundlésung eines
Differentialoperators P(D), falls P(D)K = §. Da § neutral beziiglich der Faltung ist,
erhalten wir fiir die Gleichung P(D)u = f eine Losung u = K % f, da

PD)u=PD)Kxf)=(P(D)K)x f=0d«f=f.

ii) Die Funktion w = ((27)7"/2X) aus (2.1) heift eine Parametriz des Differentialoperators
P(D). Sie ist eine Verallgemeinerung des Begriffs einer Grundlésung und sie erfiillt

P(D)w =6+ R,

wobei R eine C*°—Funktion ist. Diese ,,approximierende Inverse® ldsst sich verallgemeinern
auf elliptische Pseudodifferentialoperatoren (siehe Kapitel 3). °



22

3 PSEUDODIFFERENTIALOPERATOREN

2.1

3

3.1

Ubungen

Zeige, dass P(D) genau dann elliptisch ist, wenn es Konstanten A’,C’" > 0 gibt, sodass fiir alle
|€] > C" die Ungleichung

[P(&)] = A'(1+[€))™
gilt.

Sei P(§) = >_7 =y aij&i&j + 21—y bi&i + . Dann ist P(D) genau dann elliptisch, wenn A = (a;;)
positiv oder negativ definit ist.

Oberfldache der Eingleitssphéire in R™ Verwende die Formel fiir Integration in Polarkoordinaten
fiir die Funktion e~1*I", um fiir die Oberfliiche der Einheitssphire im R™ die Formel

2rm/2
I'(n/2)

o(S" ) =

zu zeigen, wobei I'(z) := [;° e~'t*~'dt die Gammafunktion bezeichnet.

Volumen der Einheitskugel in R™ Verwende abermals Integration in Polarkoordinaten, um zu
zeigen, dass das Volumen w,, der Einheitskugel in R™ mit der Oberfliche der Einheitssphire S™~1
iiber die Formel

nw, = o(S"1)
in Beziehung steht.

Grundlésung des Laplace-Operators Sei n > 3 und F¢, F' definiert als

o (Jaf? + €)=/

|27n 15
“omoe-w T e

wobei o(S""1) = 277/2/T'(n/2) die Oberfliche der Einheitssphire in R™ bezeichnet.
(a) AF¢(z) = g(z) =e "g(x/e), wobei g(x) = ﬁﬂx\z +1)"(+2)/2,

(b) Verwende Integration in Polarkoordinaten und die Substitution s = 7?/(r? + 1), um [g =1
Zu zeigen.

(c) Esgilt F© — F in 8’ (dominierte Konvergenz).
(d) Verwende Beispiel 1.31 um zu folgern AF = 4.

Pseudodifferentialoperatoren

Motivation, Definitionen

Wir erinnern an die Definition eines linearen Differentialoperators

P(z,D) =Y an(x)D", (3.1)

laj<m

mit o € Nj und a,(z) € C*°(R"). Das zugehorige Symbol war definiert als

P(z,8) = Y aa()¢, (3.2)

laj<m
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mit £ € R”. Wir konnen mit der Fourierinversionsformel den Operator P(z, D) in alterna-
tiver Form

(P(z,D)p)(z) = > aal@)D%(z) = Y aa(z)(Dg)(x) (3.3)

laf<m laj<m

= Y w@EPa) = @ [P Oaed (4)

la<m

schreiben. Damit haben wir den partiellen Differentialoperator P(z, D) mit Hilfe seines
Symbols und der Fouriertransformation dargestellt. Diese Darstellung legt nahe, dass wir
allgemeinere Operatoren als Differentialoperatoren bekommen koénnen, wenn wir das Sym-
bol P(z,&) durch allgemeinere Symbole o(z,§), die keine Polynome in £ mehr sind, er-
setzen. Die Operatoren die man so erhalt, werden Pseudodifferentialoperatoren genannt.
Um eine brauchbare Klasse von Operatoren zu erhalten ist es notwendig, bestimmte Be-
dingungen an die Funktionen o(x,&) zu stellen. Viele verschiedene Bedingungen wiéren
moglich, die zu verschiedenen Klassen von Pseudodifferentialoperatoren fithren wiirden.
Hier behandeln wir folgende Klasse

Definition 3.1 (Symbolklasse). Sei m € R. Wir definieren die Symbolklasse S™ als die
Menge aller Funktionen o aus C*(R™ x R"™), sodass fir alle Multiindizes o und [ eine
positive Konstante C, g existiert, fiir die gilt:

(DED;o)(w,€)| < Cap(1+ €)™, 2,6 € R
Eine Funktion o in S™ heifst Symbol der Ordnung m.

Bemerkung 3.2. Da S¥ C S™ fiir k < m, fithren wir zusitzlich die Notation S~ :=
Ner S ein. o

Die Rechnung in (3.4) legt nun folgende Definition eines Pseudodifferentialoperators nahe.

Definition 3.3. Sei o0 € S™ fiir ein m € R. Der (zu o gehirende) Pseudodifferentialope-
rator T, ist definiert durch

(Top)(x) = (2n) "2 / "o (2, E)p(E)E, o€ 8. (3.5)

n

Beispiel 3.4. (i) P(z, D) wie in (3.1) ist ein Pseudodifferentialoperator, wenn alle Koef-
fizientenfunktionen a,(z) in C'*° sind und alle Ableitungen dieser beschriankt sind. In der
Tat gilt fiir v,0 € Nj

al

(v —0)!

DIDIP(,6) £ 3 IDaa(@) 1060 < 3 Aay —Tf€™ ] (3)

laf<m laf<m

wobel

Aa,’y ‘= sup ’D’yaa(l‘)’
rER?
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gesetzt und die Identitat

(3.7)

e falls 0 < o
sea _ | oanS a >
¢ { 0 sonst

verwendet wurde. Aus (3.6) und Definition 3.1 folgt nun, dass P(x, D) tatséchlich ein Pseu-
dodifferentialoperator ist.
(ii) Sei o(&) = (14 |€[*)™2,m € R. Dann ist ¢ € S™ und T, ist ein Pseudodifferentialope-

rator. T, bezeichnet man auch oft mit (Id —A)™/2. 3

3.2 Einfache Eigenschaften von Pseudodifferentialoperatoren

Proposition 3.5 (Identitdtssatz). Seien o,7 € S™ und (Typ)(x) = (Tr@)(x) fir alle
p € S und alle x € R™. Dann gilt 0 = .

Beweis. Die Annahme liefert unmittelbar
| elote.0) - 1000 =0, v e s.

Da die Fouriertransformation von & nach S bijektiv ist, folgt

[ o8 = @ )0©de =0, p € S
Es folgt also fiir alle x € R"
¢t lo(x,€) — 7(2,§)] =0
als Funktion von ¢ (Ubung!). Da aber e**¢ nirgends verschwindet, folgt die Behauptung. [
Proposition 3.6. Sei o € S™. Dann qilt: T, bildet S stetig auf S ab.
Beweis. Sei ¢ € §. Wir zeigen fiir alle Multiindizes o und f3, dass

xseuﬂgl |xa (DB (Tr)) (:E)} < 0.

Die Stetigkeit von T, ergibt sich dann aus der erhaltenen Abschétzung. Unter Verwendung
der Leibnizformel und partieller Integration erhalten wir

(272" (D" (T9) (@) = " | Dl So)p(E)de

— p Y€ DBY 5 5
: /RX%(W)g (D3 70)p(E)dg

_ /R n 2; (f) £(Dge™4) (DS 0)p(€)de

v

Cor[ZEOQ e

v<B §<a

¢S (Dg DI o) DY€7 (€))de.

= (=n" /R Z% (ﬁ )e”ng“ [(DI770)87¢(8)] dg
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Verwenden wir nun Definition 3.1 und die Tatsache, dass ¢ € S™, so konnen wir positive
Konstanten C, 3,5 finden, sodass

sup [a° (D (T29)) ()] € 323 Cags [ (14160 HDE oA e

z€R™ ~<B §<a
Da ¢ € §, und somit ¢ € S, folgt die Behauptung. O]

Bemerkung 3.7. Im Kontrast zu Proposition 3.6 gilt fiir 0 € S™ und ¢ € C° im allge-
meinen nicht T, € C. Sei etwa o(€) = e /2. Dann gilt

Ty = (e752p(6)) = 2w

aufgrund von Beispiel 1.21. Ist etwa p(z) = ®(x), wobei ® wie in (1.1) definiert ist, so gilt
fiir alle z € R"

(Top) () > 0,
also T,p ¢ C. o

3.3 Asymptotische Entwicklung des Symbols

Definition 3.8. Sei o0 € S™. Wenn wir eine Folge o0; € S™ finden konnen, mit
m=mg>mg>my>...>mj——00, J— 0,

sodass
N-1
o — Z g; € S"N (3.9)
§=0

fiir alle positiven ganzen Zahlen N gilt, dann nennen wir Z;io o; eine asymptotische
Entwicklung von o und wir schreiben

S
g r~ E O'j
J=0

Satz 3.9. Sei m = my > my > mg > ... > m; — —oo, fiir j — 0o und o; € S™. Dann
gibt es ein Symbol o € S™ sodass o ~ Z;io oj. Ist T ein anderes Symbol mit derselben
asymptotischen Entwicklung, dann gilt c — 17 € S™°.

Beweis. Sei ¢y € C* mit 0 < ¢ < 1, ¢(x) = 0 fiir || < 1 und ¢(z) =1 fir |z| > 2. Sei
nun (£;);en, mit €9 < 1 eine fallende Folge von positiven Zahlen, sodass fiir o+ 3] < j die
Ungleichung

| DED [(ei€)o; (@, )| < 277 (1 + [glym (3.10)

fiir alle z,& € R gilt. Um (3.10) zu beweisen, beachte dass aus den Eigenschaften von 1)
(insbesondere aus supp 0[1h(e;-)] C [e;',2¢;"] und aus der Vergleichbarkeit von ¢; und
1+ [£| auf dem Triager von 8‘%(@ )) die Abschétzung

0210 (256)]| = 100 (e€)] < Ca(L+[€)T, €€ R™ (3.11)
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fiir die Konstante C, = supgcgn [0%9(&)| folgt. Der Rest ist dann eine Anwendung der
Leibnizformel und ein geeignetes Wéhlen der ;. Das Symbol

= Zlﬁ(@ﬁ)%(%f)

hat dann die gewiinschte asymptotische Entwicklung. Wir zerlegen o in

Jjo—1

Z@bsj{a]xg +Z¢5]§0]x£> I(z,§) + J(,9).

J=jo

Da I eine endliche Summe ist, folgt mit (3.11) I € S™°. Fiir J gilt mit zwei Multiindizes
a, f und jy hinreichend groff mit (3.10)

e}

(DgDII)(, &)l < Y IDEDI[W(es€)os(x, E)]]

J=jo

D27 (1 felym Tt < 27 (14 eyt

J=Jjo

IA

also auch J € S™ und somit o = I+J € 5™°. Es fehlt noch die asymptotische Entwicklung
(3.9), die aber aus der Identitét

N-1

=Y 0j)(@,€) [(5€) = 1o (x,€) +Zm§ 0j(2,&) = K+ L

=0 j=N

=

.
T
[e=]

folgt, da K € S™ (da 9(e;-) — 1 € C, folgt das mit Ubung 3) und L mit derselben
Argumentation wie oben fiir o in S™¥ liegt. Nun noch zur Eindeutigkeit: Ist 7 ein anderes
Symbol mit der gleichen asymptotischen Entwicklung wie o, so gilt fiir alle N € N

N-1
ZO'] ] e Sm,
7=0

also o — 7€ 5. O]

o—1=|0—

’“?

<
Il
o

3.4 Partition der Eins, Lokalisierung im Frequenzbereich

Satz 3.10 (Partition der Eins). Es existiert eine Folge (¢r)i, in C2°(R™) sodass
1. 0 < (&) <1 fir alle £ € R™ und k € Ny.
2.3 e opk(&) =1 fiir alle § € R™.

3. Fir alle & € R™ gqilt fiir mindestens ein und hdchstens zwei Indizes k € N, dass

Sﬁk(f) # 0.
4. supp(po) € {{ € R™: [¢] < 2}
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5. supp(pg) C {€ € R™: 2k < |¢| < 2FF1} fiir k> 1.

6. Fir alle Multiindizes o existiert eine Konstante A, > 0 sodass fir alle k € Ny die

Ungleichung

sup [(9%¢r) (€)] < Aa27H
£eRn

erfillt ist.

Beweis. Sei gy € C2° beliebig mit ¢o(§) = 1 fur |£] < 1 und mit ¢y(§) = 0 fir |£] > 2. Wir
definieren dann ¥ (&) = g(€) — ©p(2€) und in weiterer Folge fiir k > 1 (&) = ¥ (27%¢).
Dann sind alle geforderten Eigenschaften erfiillt. O]

Abbildung 1: Partition der Eins mit den Eigenschaften von Satz 3.10

Basierend auf dieser Partition der Eins zerlegen wir den Frequenzbereich eines Symbols in
dyadische Kreisringe und definieren

Definition 3.11. Sei o € S™ und k € Ny, dann schreiben wir:

or(@,§) = o(z,)pr(§), (3.12)

Ki(x,z) = (2%)_”/2/eiz'fak(x,f)d§ = op(z,-)(2), (3.13)
wobei py, eine Partition der Eins der Bauart von Satz 3.10 ist.

Bemerkung 3.12. (i) Der Grund fiir diese Zerlegung besteht darin, dass fir o € S™ das
Integral [ e o (x,£)d¢ im allgemeinen nicht absolut konvergiert, bzw. als inverse Fourier-
transformation einer langsam wachsenden Funktion nur eine temperierte Distribution ist.
(ii) Sei z € R™ fix. Da 9(z) = Kj(z, z) die inverse Fouriertransformation von o (z, ) € C°
ist, folgt dass ¥ € S. °

Fiir die Kerne K, erhalten wir nun folgende Abschéitzung

Proposition 3.13. Sei 0 € S™, dann gibt es fir alle N € N und alle Multiindizes o, 3
eine Konstante A, sodass die Abschdtzung

/!Z\N|8'38°‘Kk T, 2)|dz < Agk(mtlal=N)

fiir alle k € Ng und alle x € R™ gilt.
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Beweis. Schritt 1: Eine L?>-Form der Ungleichung. Wir beweisen zuerst eine L?-Form
der Ungleichung. Dies hat den Vorteil, dass wir mit dem Satz von Plancherel Abschéatzungen
itber K} auf Abschitzungen tiber o zuriickfithren kénnen. Wir erhalten also fiir einen
Multiindex « mit Plancherel, der Leibnizformel und den Eigenschaften der Partition
der Eins

/ |27080° K| *dz

/ O [€°08 o, €)] e (3.14)

/supp ok

Die Eigenschaften der Partition der Eins liefern eine Konstante A, ., sodass
|8g_7/<pk(§)| < A, 271 Weiters ist €%0%0 ein Symbol in S™*lel und somit
gilt die Abschétzung

Z(3/)3?[5“550][32_”'@%(5)] de. (3.15)

v <y

07 (2080 (2, €)]| < C(1 + [¢]ymlel=1]

mit einer Konstanten C'. Zusétzlich gilt auf dem Tréger von ¢y per Definition 1+|¢| <
2%+2 Wenn wir noch beachten, dass das Volumen der Menge supp ¢;, nach Definition
durch w,, - 2*+tY7 heschriankt ist, wobei w,, das Volumen der Einheitskugel im R"
bezeichnet, so erhalten wir durch Zusammenfassen der Konstanten in ein A, g m.n
und (3.15) aus diesen Abschétzungen

/|z” (0200 Ky ) (2, 2)[Pdz < Ag gy n2FnH2mt2lel=20D), (3.16)
Nun folgt aus der Ungleichung (Ubung!)
Elni Z 127]%, zeR" (3.17)
[v|I=N

und (3.16) mit einer neuen Konstanten A; (nur abhingig von m,n, N, «, 3) die L*-
Abschétzung

/!z|2N\353?Kk(x 2)|?dz < nY Z /|z7868al{k x, 2)?dz < A 2R 2mA2al=2N)

[vI=N

Schritt 2: Die L'-Form der Ungleichung Wir miissen nun das Integral
/|Z|N| (0P 0° K3, (z, 2)|dz =: /fk x,z)d

abschéitzen. Dazu spalten wir es in der Art
/fk<I,Z)dZ:/ fk(1372)d2+/ fk(x,z)dz =: II+I2
|z]<2=F |z|>2—Fk

auf und schétzen beide Teile getrennt ab. Fiir I; folgt mit der Cauchy-Schwarz Un-
gleichung und dem ersten Schritt des Beweises

s ([ erec) 2</|Z|<2 )

< 2k("+m+|a| N)2 A 2k (m+|a]—N)
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mit einer neuen Konstanten As, die nur von m,n, N, o, § abhéngt. Fiir I folgt wieder
mit Cauchy-Schwarz und der Aufspaltung fi = |2|" fi|z|™

1/2 1/2
e ([lprpeae) ([ ) —nen
|z|>2—F

Nun gilt wiederum nach dem ersten Teil des Beweises J; < A, 2F(G+mtlal=N=n) it

einer Konstanten A, und J, transformieren wir auf Polarkoordinaten
oo
J3 = |S"_1|/ r el = | ST /.
22—k

Dabei bezeichnet |S™~!| die Oberfliche der Einheitssphire in R"™. Es folgt also I <
A52FmHel=N) “Kombinieren wir dies mit der Abschétzung fiir I1, so folgt die Behaup-
tung der Proposition. O

3.5 Produkt von Pseudodifferentialoperatoren

Analog zur Hintereinanderausfithrung von Differentialoperatoren wollen wir nun die Hinter-
einanderausfithrung (Produkt) von Pseudodifferentialoperatoren behandeln. Wie wir sehen
werden ist das Produkt T,T, := T, o T, von zwei Pseudodifferentialoperatoren wieder ein
solcher mit einem Symbol A, dessen asymptotische Entwicklung explizit angegeben werden
kann. Zur Motivation betrachten wir dieses Produkt fiir die Symbole

o= Y a,(2)&, T= Y by(x)¢.

|| <ma |B|<m2

Es ist also

T,= Y au(x)D*, T.= ) bs(x)D’.

|| <my |B|<ma2

Wenn wir einsetzen erhalten wir mit der Leibnizformel

L= Y @D D) = ¥ anle) S () (D)@ 0 =

|| <may,|B]<ma a,f pwla K

wobei A das Symbol des Operators T, 7T, bezeichnet. Da

Dir = Z DFbg(x)€”  und Dio = Z aa(:x)(—i)W'(a)u!&O‘_“,

|B]<ma lal<mi,a>p H
gilt
;lul (—i)Hl
|l <may lu|<ma

Wir sehen auch, dass aus dieser Formel A € S™ %72 folgt (fir 0 € S™ und 7 € S™2). Dies
lasst sich auf Pseudodifferentialoperatoren verallgemeinern und es gilt folgender Satz.
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Satz 3.14. Seienmq,mo € R, 0 € ™ und T € S™2. Dann ist das Produkt T,T, wieder ein
Pseudodifferentialoperator Ty, wobei A € S™1™2 ynd es gilt die asymptotische Entwicklung

—q)lul
\ Z ( 23 (Do) (0ir) € Smtma=N- fir glle N € N, (3.18)

|ul<N

was wir auch als

—q)lul
A~ ( M? (0a)(0%T)

schreiben (beachte Satz 3.9).
Bemerkung 3.15. (i) Wenn 7 nicht von « abhéngt, d.h. 7(x, &) = 7(&), dann ist A(z, &) =

o(z,8)7(§).
(ii) Der fithrende Term der asymptotischen Entwicklung ist o(z,&)7(x, &), also gilt

\—or € §mitma—l

Bevor wir den Beweis zu Satz 3.14 beginnen, fithren wir noch einige vorbereitende Rech-
nungen durch. Seien die Funktionen ¢, die in Satz 3.10 konstruierte Partition der Eins und
ok, Ki wie in Definition 3.11. Dann gilt fiir p € S

Trp(x) = ZTGkg)(x) fir alle x € R".
k=0

Dabei ist die Konvergenz absolut und gleichméflig fiir alle x € R™. Wir lokalisieren das
Produkt T, T und betrachten zunéchst 7, 7. Es ergibt sich, da o} kompakten Tréger hat

T, Tole) = (2n) " [ oo, Tl g

= en [ [ ertemaln, T )y
ruini > = (2" [ [ o0, a8 (Lo )y

= Cn" [ Koo = )T )y

= e [ Katea =) [ eri. 900 )
puii = = (20)" [ ( [V a = ety ) s

z(%WW/WUW%W@%,

wobei Ay durch die letzte Gleichung definiert wurde als

Ae(2,8) = (QW)_"/z/e_i(x_y)EKk(x,x—y)T(y,é)dy (3.19)

= (2#)”/2/eiz’5[(k(x, 2)1(x — 2,€)dz. (3.20)
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Ak ist also das Symbol des Operators 7, 7. Dies legt nahe, dass 7,7 das Symbol

)= Ml €)

besitzt. Wir miissen also zeigen, dass die definierende Reihe tatséichlich konvergiert, dass
Ty =T,T, und X die in der Behauptung von Satz 3.14 formulierten Eigenschaften besitzt.

Beweis von Satz 3.14. Sei A\ wie in Gleichung 3.20. Dann gilt nach der Taylorformel (Pro-
position 1.3)

Y
o -6 = Y EL o)+ Ry (0,29
<
wobei Ry, das Integralrestglied

Ry, (x,2,6) = Ny Z

|u|=N1

(=2

14!

/0 (1= V=107 (& — t2, €)dt

bezeichnet. Setzen wir nun diese Formel fiir 7 in die Formel (3.20) fiir A;, ein, so folgt mit
dem Verhalten der Fouriertransformation beziiglich Ableitungen die Darstellung

—5)lul
)\k(maf): Z (,U/?

|| <N

Lo, €) T (2, ) + T\ (2, €)

wobei
(k) _ —n/2 —izt
Ty (z,8) = (2m) /e Ki(z,2)Ry, (x,2,8)dz
Sei nun N € N beliebig und N; > N geeignet. Wir zeigen

DD} (i Tfé?) (,€)

k=0

< O(L+ [glymme=N-1al (3.21)

Es gilt dann namlich aufgrund von

i)\k_ Z (_i?lﬂ| )(OkT) z:TN1

und

( Z)m' mi1+ma—N
> — (ko) (DhT) € St
N<laeny
dass X 1= - A € S"™ ™2 und A die asymptotische Entwicklung (3.18) erfiillt. Es bleibt
also nur noch (3.21) zu zeigen. Zu 5 und N wihlen wir nun eine natiirliche Zahl M, sodass
(14 g))m2=2M < (1 4 |g)ymtm==N=IBl fiir alle ¢ € R™. (3.22)

Dann wéhlen wir Ny so grof3, dass my + 2M — N; < 0. Dann folgt mit Lemma 3.16 und
(3.22)

DD (ZT}@) (%5)‘ < O (1 [g|ymrtmer N Ilghtm k2l =i)

k=0 k=0
< O(1+ [g)ymama=N=IAl,

also die noch fehlende Ungleichung (3.21). O
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Lemma 3.16 (Abschitzung fir T ) Sei N1 € N beliebig. Fir alle M € N und alle
Multiindizes a, B gibt es eine Konstante C sodass

[DE DT (,€)] < C(1+ gy 2MgHm 2=
fur alle z,& € R™ und alle k € N.
Beweis. Es gilt nach Definition

M0 = om 7 [ e, i 0,2 O

Wir unterscheiden die Fille |{| < 1 und || > 1. Im ersten Fall kann man direkt Lemma
3.17 und Proposition 3.13 anwenden um die Behauptung zu erhalten. Der zweite Fall
gestaltet sich in der Notation schwieriger, deshalb skizzieren wir nur den Fall a, 5 = 0. Die
wesentliche Idee ist aber partielle Integration. Bis auf Konstanten gilt dann

TH (€)= / K (1, 2) R, (2,2, €)= — / Dz%

Ki(z, 2) Ry, (2, 2,€)dz

—i2€
= | 5 DUEMw )R (w2 ))d
Nach Anwendung der Leibnizformel ist ein typischer Term dieses Ausdrucks gegeben durch
—iz¢ ’ ’
< & DI K, 2) DT Ry, (0,2, €)d, (3.23)

wobei v/ < 4. Wiahlen wir v mit |y| = 2M und so, dass |¢|! mit [£7| vergleichbar ist, so
konnen wir (3.23) betragsméBig weiter mit

JIE7DY Ko DT B (2.1
abschétzen. Nun wenden wir wieder Lemma 3.17 und Proposition 3.13 an und erhalten die
Behauptung. O]

Lemma 3.17 (Abschitzung fir Ry,). Sei Ny € N beliebig. Fir alle Multiindizes «, 3,7
gibt es eine Konstante C', sodass

(07020 R, (x,2,6)] < C (Z \Z|Nw’l> (1+ |¢]yma1o)

v <y
fiir alle x,z,£ € R".
Beweis. Es gilt nach Definition

Ry, (z,2,&) = Ny Z (_lj)# /0 (1 — )M YorT) (v — tz, &)dt

|l=N1

also folgt mit der Leibnizformel

Y\
OO R, (2,2,6) = N Y / Py (”,)8” 2)
N

!
=Ny 3 H
(85*“*7 755/3 )z —tz,6)(—t )Ivl Yl .

Aufgrund von (3.7) und 7 € S™ folgt die Behauptung. O
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3.6 Die Adjungierte eines Pseudodifferentialoperators

Definition 3.18. Sei 0 € S™. Ein Operator T : S — S heifit eine formale Adjungierte
des Pseudodifferentialoperators T, , falls fir alle p,v € S gilt

(Top,¥) = (0, T;0) -

Die formale Adjungierte ist eindeutig bestimmt, falls sie existiert. Zur Motivation betrach-
ten wir die Adjungierte eines Differentialoperators mit Symbol

Es folgt mit partieller Integration

(o) = / Toh=3 / 40 (2) D (2) (@) de

laj<m

= 0 [ o) D e ) = (0, T;0)

la|<m

und somit nach Ubung 3 aus Kapitel 1.5

T = Y D))= Y (Z‘)Dﬂmwwwm.

laf<m || <m,p<a

T hat also das Symbol

o —q)lul
> ( )D#@(x)ga—ﬂ: > %D“@(m)&“f“: > ( u? 0Ll

laf<mp<a M la|<m,u<a lul<m

Fiir allgemeinere Pseudodifferentialoperatoren gilt nun folgender Satz
Satz 3.19. Fir alle 0 € S™ existiert ein 7 € S™ sodass T, = T7. Auflerdem gilt fiir alle
N eN
(_Z)W‘ U H— m—N
7'(.’13‘,5)— Z T(axagg) (m,f) €S 5
[pul<N

also in asymptotischer Notation

— )l
Y ( ZL? 04LT.
“w

Bemerkung 3.20. (i) Wenn o(x,€) = (&) nur von £ abhéngt, so gilt 7(z, &) = 7(&).
(ii) Fiir N = 1 erhalten wir aus diesem Satz 7(x,¢) — & (z,§) € S™ 1. o

Satz 3.19 erlaubt es, den Definitionsbereich von Pseudodifferentialoperatoren von S auf S’
auszudehnen und wir definieren fiir 0 € S™, S € S, p € S
(TS, ¢) == (5, T5%),

wobei T die Adjungierte des Operators T, bezeichnet. 7,5 ist dann eine temperierte
Distribution.
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3.7 Die Parametrix eines elliptischen Pseudodifferentialopera-
tors
Wir verallgemeinern den Elliptizitdtsbegriff von Differentialoperatoren auf Pseudodiffe-

rentialoperatoren. Die folgende Definition ist eine Verallgemeinerung der fritheren, siehe
Proposition 2.3 und die Bemerkung danach.

Definition 3.21. Sei m € R. Fin Symbol o € S™ heifit elliptisch, wenn es ein A > 0 und
ein R > 0 gibt, sodass fiir alle x € R™ und £ € R™ mit |§| > R gilt

jo(, )] = AL+ [€])™.

In Analogie zu Satz 2.5 erhalten wir nun ein Resultat fiir elliptische Pseudodifferentialope-
ratoren

Satz 3.22. Seien m € R, 0 € S™ elliptisch. Dann ezistieren 7 € S™™ und n,§ € S~
sodass

T.T, = 1d+T, (3.24)
T,T, = Id+T;. (3.25)

Bemerkung 3.23. Satz 3.22 besagt also, dass ein elliptischer Pseudodifferentialoperator
T, invertiert werden kann mit Fehlertermen 75 und 7, mit 4,7 € S™°. Dies sind die
unendlich gldttenden Symbole und aus diesem Grund wird T, approximierende Inverse
oder Parametriz genannt. °

Beweis von Satz 3.22. Um ein geeignetes Symbol 7 € S™™ zu finden, konstruieren wir eine
Folge 7; € S~/ fiir j € Ny, sodass 7 ~ 3~ 7;. Wir beginnen mit (3.24).

Schritt 1: Definition der 7; Sei R > 0 fiir 0 € S™ so gewihlt, dass Definition 3.21 mit
einem A erfillt ist. Zusétzlich wihlen wir eine C* Funktion ¢ mit ¢(§) = 1 fiir
€] > 2R und ¥(§) = 0 fiir || < R. Dann definieren wir

P (&)
To(z,§) = q 7@’ &> R,
0, Il <R

und induktiv fir { > 1

—i)l
T = — Z (=0 (070)(9{75) | To-

|
pl+i=ti<t
Es gilt dann (Ubung, beachte dass o elliptisch ist) 7; € ST fiir alle j € Ny.

Schritt 2: 7 erfiillt die Behauptung (3.24) Nach Satz 3.9 existiert ein Symbol 7 €
ST mit 7 ~ > 7. Auf das Produkt 7,7, wenden wir nun Satz 3.14 an und wir
erhalten fiir das Symbol A € S° des Produkts

—)l
A — Z (=9) (0J0)(0f7) € ST fiir alle N € N.

|
NPT
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Fiir 7 gilt aber 7 — Zj.\f:_ol 7; € S~ N fiir alle N € N. Es folgt also

\7\ Nl
A— Z o) > (0{m;) = A—pe SN firalle N €N, (3.26)
a7 7=0

Wir formen nun p um auf

N-1 (

‘)|’Y|
~———(0{7;)(9}0)

=1 |y|45=l,5<l 7!

_h
+ > (Ol ———(0]7))(0)0). (3.27)

I
[Y[H5>N,|y|<N,j<N v

Nach Definition der 7; ist fiir |{] > 2R erstens 7p0 = 1 und zweitens verschwindet
der zweite Term in der rechten Seite von (3.27). Nun gilt weiter (9]7;)(070) € S~
fir |[y| 4+ 7 > N, also erhalten wir schlielich

p—1€S™ fiiralle NeN

und nach (3.26)
A—1€ SV firalle N € N.

Mit n = A — 1 gilt also (3.24).

Schritt 3: Mit dem gleichen 7 gilt auch (3.25) Ein &hnliches Argument liefert ein
anderes Symbol k € S™ mit

T,T, =1+ R, wobeiR ¢S,
Daraus und aus (3.24) folgt
T.+RT,=T,+T.R mit R=T,.
Nun sind RT, und T, R’ Pseudodifferentialoperatoren mit Symbol in S~ also
T.=T.+R' mit R"=T,R —RI, €S

und schlie3lich
T.T.=1+S mitS=R -T,R'e S,

also Behauptung (3.25). L

3.8 [P-Beschrinktheit von Pseudodifferentialoperatoren

Satz 3.24. Seien 0 € S° und 1 < p < oo. Dann ist T, : LP(R™) — LP(R") ein stetiger
linearer Operator.

Um diesen Satz zu beweisen, benotigen wir einige Lemmata und einen wichtigen Satz
iiber Fouriermultiplikatoren, den wir nicht beweisen werden (siehe Vorlesung Singulére
Integrale):
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Satz 3.25. Sei m € C*(R™\{0}) mit k > n/2 eine beschrinkte Funktion, sodass es eine
positive Konstante B gibt mit

[(Dm)(€)] < Bl¢|™* fiir alle € #0,]al < k.

Sei fiir ¢ € § der Operator T definiert durch

(To)(w) = (2r) " [ Em(©P)dE = (m).
Dann gibt es fiir alle 1 < p < oo ein C' sodass fiir alle p € S die LP—~Ungleichung
ITell, < CBllel,
qgilt.

Lemma 3.26. Seien 0 € S° und K(z,z) = (2m) "2 [ e*o(x,£)d¢ im distributionellen
Sinn (o(x,-) ist eine temperierte Distribution und K(x,-) die inverse Fouriertransforma-
tion davon). Dann gilt

1. Fir alle x € R™ ist K(x,-) eine Funktion definiert auf R™\{0},

2. Fir jedes hinreichend grofle N € N existiert eine Konstante Cy sodass

|K (2, 2)] < On|z|™  fiir alle z # 0,
3. Fir alle v € R" und alle ¢ € S, die in einer Umgebung von x verschwinden, gilt

(T,p)(x) = (271’)_”/2/[((1',1' — 2)p(2)dz. (3.28)

Bemerkung 3.27. Punkt 3 besagt, dass k(x, z) := K(z,x — 2z) = o(z,)(x — 2) der Dis-
tributionskern des Pseudodifferentialoperators T, ist. Aulerdem ist (3.28) die Darstellung
von T, als singuldrer Integraloperator. °

Beweis von Lemma 3.26. Sei o ein Multiindex mit || > n. Dann gilt (Ubung!)

(—i2)*K(z,2) = (27r)_"/2/eifz(ﬁga)(x,f)df

im distributionellen Sinn. Nun ist aber der Integrand auf der rechten Seite in L', also ist
(iz)*K(z, z) eine stetige Funktion auf R" (Riemann-Lebesgue Lemma) und es gibt eine
Konstante C' mit

|24 K (z,2)] < C fiir alle z, z € R™.
Das heifit, Teil 1 des Lemmas folgt direkt und Teil 2 folgt nach Anwendung der Ungleichung
in (3.17).
Um Teil 3 zu beweisen, definieren wir zuerst die temperierte Distribution L, fiir fixes x
durch

(Lo, ) = / o, E)p(€)de, fiir alle v € S.
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Dann folgt aus der Definition eines Pseudodifferentialoperators und aus Proposition 1.19

(Too)x) = (2m) ™" / ¢ (2, €)p(€)dE = (2m)VA(Ly, M)
= (2n) (Lo, 70p) = (21) (Lo, Toatp).

Verschwindet nun ¢ € § in einer Umgebung von 0, so gilt nach Teil 1 dieses Lemmas

(Lo, ) = / K (z,—2)¢(2)dz.

Fiir ¢ € S, das in einer Umgebung von z verschwindet gilt also

(Top)z) = (2m)"" / K (2, —2) (rsp)(2)dz = (2) "/ / K(x,—2)p(z + 2)dz
= (27r)_"/2/K(:B,as—z)go(z)dz.

Wir erhalten also Teil 3 des Lemmas. O

Um den Beweis von Satz 3.24 vorzubereiten, benttigen wir noch ein paar Definitionen und
ein weiteres Lemma.
Wir schreiben R™ als Vereinigung von Einheitswiirfeln

R" = U Qm7

mezmn

wobei (), der Wiirfel mit Zentrum in m ist, dessen Kanten parallel zu den Koordinaten-
achsen sind und Lénge 1 besitzen. Sei weiters 1 eine C2°—Funktion mit n(z) = 1 fiir alle
x € Qp; dann definieren wir fiir alle m € Z"™ das Symbol o, durch

om(z, &) :=n(x —m)o(x,§), fir alle z,£ € R™.

Es gilt T,,,, = n(x — m)T,, da n nur von = abhéngt und deshalb die Ungleichung

/ Tl < [ 1Tl (3.20)
]Rn

m

Weiters benotigen wir noch die partielle Fouriertransformation von o, beziiglich der x—Variable
und wir bezeichnen sie mit

ol (N &) = (2m) 2 / e o, (x,&)dx  fir alle \, € € R™.

Es gilt dann

Lemma 3.28. Fiir alle Multiindizes o und alle N € N existiert eine positive Konstante
C, sodass die Ungleichung

(DgT) (N O < C(L+ €N+ (N)™N,  fiir alle A, € € R" gilt.
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Beweisidee. Zuerst zeigt man die Ungleichung
(=N (DgG,) (A €)] < Cap(1+[€) 7 fir alle A, € € R,
wobei 3 ein beliebiger Multiindex ist und C, 3 eine Konstante, die nur von o und 3 abhéngt.

Dazu braucht man partielle Integration und die Leibnizformel. Anschlielend liefert die
Ungleichung (1.5) im Beweis von Bemerkung 1.14 die Behauptung. O

Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zum Beweis von Satz 3.24.

Beweis von Satz 3.24. Schritt 1: LP-Beschrénktheit von T, Seim € Z". o, hat kom-
pakten Tréger in x. Also gilt mit der Definition eines Pseudodifferentialoperators, der
Fourierinversionsformel und Fubini

Tola) = @n)" [ o, 0. 05)d (3.30)
= (2m™" / e { / emﬁn(}\,g)d}\] P(&)d¢ (3.31)
= (2m™" / et { / eif”E?ﬂn()\,f)gB(g)dﬁ} dX (3.32)
— (2m)2 / ¢ (Ty0) () d. (3.33)

Die Abschéitzung in Lemma 3.28 zeigt nun die Voraussetzung von Satz 3.25, fiir alle
N € N gibt es also eine Konstante Cly, sodass

IT3ell, < O+ M)~V [lgll,,  fir alle p € S.

T, kann also zu einem stetigen linearen Operator auf LP erweitert werden. Nach
Definition von T), der Minkowski-Ungleichung fiir Integrale (Proposition 1.1) und
der LP-Beschranktheit von T erhalten wir

ITonilly = G {/ ’/ eW(TAso)(x)dApdxrp
< e [ [ fimawrs] o

Lk / I Tl dx

< ewn ™ [ )Nl

fiir alle ¢ € S. Ist N hinreichend gro8, so zeigt das die LP—Beschrénktheit von 7, .

Schritt 2 Sei ()}F der Wiirfel mit doppelter Seitenlédnge wie (),,, und Q7 ein Wiirfel wie
in Abbildung 2 mit dist(Q,,, R"\Q:,) > §. Weiters seip € C mit 0 <y < 1,9 =1
auf @, und ¢ = 0 auf R"\Q**. Ein beliebiges ¢ € S splitten wir auf in

© = 1+ P2, wobel g1 = -1, Py 3290'<1_¢)-
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v=1mnQ,

¢ =0 in RM\Q* - 1

Qm

Q**
m

Abbildung 2: Situation in Schritt 2 des Beweises

Natiirlich gilt dann supp 1 C QF, supp s C R™"\Q*,. Wir schétzen das Integral

L, ::/ TP
Qm

basierend auf dieser Zerlegung nach oben ab. Es gilt nach Schritt 1 und (3.29)

Ln = / To1 + Topol” (3.34)
< 2 (/ |T0901|p+/ |T0s02|”) (3.35)
m Qm
< 2C |+ 2 / T, 0 (3.36)
— 2O+ 2 (3.37)

Schritt 3: Abschitzung von J,, Da im Integranden von J,, die Funktion T,y vor-
kommt, schiatzen wir zuerst diese ab. Aufgrund von Lemma 3.26,2. existiert fiir alle
N € N hinreichend grofl eine Konstante C', sodass fiir x € Q,,

(Too)(@)| = (2m)7"/? - K(x,w = 2)pa(2)dz (3.38)
= (2m)7"/? K(z,x — 2)pa(2)dz )
| [ K 2)e) (3.39)
< C |z — 2| 72N | o (2)|dz. (3.40)
R™M\Q,

Sei nun g := y/n. Dann gibt es eine Konstante C,,, sodass

(4 m— 2V (u+ ]z —2|)N < C e — 22V fiir alle © € Qpn, 2 € R™N\Q,.
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(Ubung! Beachte dabei, dass |z — z| > §.) Es folgt also mit (3.40) fiir z € Q,,

[(Topa)(x)| < C- C, /RH\Q* (et J = )™ (i + fm — 2]) ™o (2) |dz.

Mit der Minkowski Ungleichung fiir Integrale (Proposition 1.1) erhalten wir nun, da
p=+/n > 1 und aufgrund der Holder Ungleichung fiir p~' +p~! =1

1/p
mro< G [ ke e b= ) P s

|0a(2)] e
= C-C, ~ [/ (,u+|x—z|)_dix} dz
R™\Q, (1 + [m — 2]) Qm

|02(2)] Ny L
¢-C p NN QP dz
" Jrmg, (Bt Im = 2N

/v p 1/p
< Cc.C (1 + |m — 2]) 724z )"
" e, rm\Qz, (1 + [m — z|)VP/2

Es folgt also, dass fiir alle hinreichend grofien natiirlichen Zahlen N eine Konstante
C'; existiert (die nur von N,n und p abhéngt), sodass

IA

|902(Z)|p
I < C / dz. 3.41
7 oms. G Jm— 2]V (3.41)

Schritt 4: Zusammenfassen der Ergebnisse Nun folgt aus (3.37) und aus der Unglei-
chung in (3.41), dass

l2(2) [P
I :/ T, < QPC/ |¢|p+2poj/ dz.
m Qs r\qs, (0 +[m — 2|)VP/2

m

Wir summieren iiber m und erhalten (nach Zusammenfassen der Konstanten, die
nach wie vor nur von n,p, N abhéingen)

|p2(2)[”
p p '4
- T,el” < C ) / el +2°Cy > /n\Q* ,u—i—]m—z|)NP/2d 2(3.42)

mezn m mezn
lp2(2) [P
< C Py orC d 3.43
B / o mz/ u+|m—ZI)N”/2 © B
|2 (2
< Py orc d 3.44
< cflrra B3] e e

Es gilt weiter, dass (Ubung!)

1
u+]m—z[2§+]m—ll fir alle z € Q; und [ # m.
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Also erhalten wir fiir den zweiten Teil in (3.44)

|02(2
DD I e

mMEZ™ l£m

< Y NGt [ el
meZ" l#m Qi

< Y [l X G+ m )
lezm meZ"

= 3 [l 5 b
lezn mEZ”

= S GHm) [ el
mezZ" R

Es gilt also mit (3.44) die Abschétzung

1Tl <

1
C+20; Y (5 + \m|>Np/2] ol

mezZm™

Da diese Reihe fiir hinreichend grofles NV konvergiert, erhalten wir die LP—Beschrénktheit
von T, auf & und aufgrund der Dichtheit von S in L? kann T, zu einem linearen be-
schréankten Operator auf L? erweitert werden. O

3.9 Sobolevraume und Pseudodifferentialoperatoren

Sei s € R. Dann definieren wir den Pseudodifferentialoperator J; als den Operator mit
Symbol

o,(&) = (1+ [¢*).

Dann ist o, € S®. J, heifit ein Bessel Potential der Ordnung —s. Es gilt fiir alle u € &,
dass

Jsu = (o5u).

Wir definieren nun den Sobolevraum H*
H* :={ueS : JueL*.
Es gilt also nach Plancherel v € H® genau dann wenn

Ja+igpriaerds < .

Auf der anderen Seite gilt fiir u € S, dass D%u € L? genau dann wenn
[lera©pas < .

Man sieht also, dass fiir k¥ € N eine temperierte Distribution « genau dann in H* ist, wenn
alle Ableitungen bis zur Ordnung k von u wieder in L? liegen. Man kann also sozusagen
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die Glatte einer Distribution iiber ihre Zugehorigkeit in diverse H® messen. H® ist nun ein
Hilbertraum mit dem inneren Produkt

(f.9) = / T f (&) Tog(©)de = / (1+ 1€ Fe)Fenae

und der Norm
Hf”(s) = || Jsflly -

Es gilt weiters, dass J; eine surjektive Isometrie von H** nach H' ist und es ist J; 1 = J_,.
Somit erhalten wir

Satz 3.29. Sei o € S™. Dann ist T, : H™® — H?® ein beschrdnkter linearer Operator fiir
alle s € R.

Beweis. Sei S = J,T,J_p,_s,

L? L?

Jerm Js
Hm+s - Hs
T
dann ist S = J,T,J_,,_s ein Pseudodifferentialoperator, dessen Symbol in S° liegt, da

0, €5%0€ S und o_,,,_s € ST und nach Satz 3.14 das Produkt in S ist. Aus Satz
3.24 folgt die Beschrinktheit von S : L? — L% Das heifit aber, dass

T, = J_ o SJpps s H™ — H*

auch beschrankt ist. O

3.10 Ubungen
1. Seien o0 € S™ und T € S™2. Dann gilt o7 € S™1 M2,
2. Fiir 0 € 8™ ist D;‘Dga e S™= 1Al fiir alle Multiindizes a, 5.
3. Seio € S und ¢ € S. Das Symbol

7(2,§) = o(z,8)p(§)
ist in S™°°.
4. Sei o(x,&) = (1 + [£>)™/2. Dann ist o € S™.
5. Sei f:R™ — C eine stetige Funktion, sodass

/f(m)g@(x)da: =0 firallepeS.

Dann gilt f(z) = 0 fiir alle z € R™.
6. Zeige, dass es eine Folge (g,) gibt, sodass fiir alle |a + 8| < j die Ungleichung in (3.10) erfiillt ist.

7. Zeige, dass die Partition der Eins, die im Beweis von Satz 3.10 definiert wurde, auch tatséchlich die
Behauptungen des Satzes erfiillt.
8. Sei N € N. Dann gilt
|22V <l Z |27]?  fiir alle z € R™.
[vI=N
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9. Sei ¢ € C* mit sup,cpn [D¥q(x)| < oo fiir alle Multiindizes . Sei o das Symbol o(z,&) = ¢(z) fur
alle x, £ € R™. Sei weiters 7 ein beliebiges anderes Symbol. Benutze Satz 3.14, um die Symbole der
Operatoren T,T, und T, T, zu berechnen.

10. Sei 0 € ™ und 7 € S™2. Dann ist das Symbol des Kommutators T, T, — T, T, in S™1+m2—1,
11. Jeder Pseudodifferentialoperator hat eine eindeutige formale Adjungierte.
12. Seien ¢ und 7 zwei Symbole. Dann gilt (7)* = T, und (T,7,)* = T*T;.
13. Seien T,,T: elliptische Pseudodifferentialoperatoren. Dann ist das Produkt 7,7’ ebenfalls elliptisch.
14. Die formale Adjungierte eines elliptischen Pseudodifferentialoperators ist wieder elliptisch.
15. Seien 7; definiert wie im ersten Schritt des Beweises von Satz 3.22. Man zeige, dass 7, € S~ fiir
alle [ € No.
16. Zwei Parametrices eines elliptischen Pseudodifferentialoperators unterscheiden sich nur um einen
unendlich glidttenden (mit Symbol in S~°°) Pseudodifferentialoperator.
17. Im Beweis von Satz 3.24 haben wir gezeigt, dass
1To0ll, < Clell, firallep€S.
T, kann also zu einem beschrinkten linearen Operator auf LP erweitert werden. Zeige, dass diese
Erweiterung mit der Erweiterung T, : S’ — &', eingeschréinkt auf L?, iibereinstimmt.
18. Seio(z,&) € SY ein Symbol, das nicht verschwindet und nur von z abhiingt. Zeige, dass T, : LP? — LP
nicht kompakt ist.
19. Seiu € H® mit s > n/2+k, wobei k € N. Dann ist u fast iiberall gleich einer C*-Funktion. (Hinweis:
Zeige £2u € L! fiir |a| < k und verwende das Riemann-Lebesgue Lemma.)
20. Wir rechtfertigen nun die Nomenklatur ,,unendlich gldttend* fiir ein Symbol in S™°°. Sei also ¢ €
S7>° und v € H~*°. Dann gilt T,u € H*®.
21. Sei o ein elliptisches Symbol in S™. Sei u € L? eine Lésung der Pseudodifferentialgleichung T,u = f
fir f € L?. Dann gilt u € H™.
4 Oszillierende Integrale
4.1 Motivation: Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung
Sei g € S(R™). Wir analysieren das Anfangswertproblem
Ut — Au = 0
u(z,0) = g(x) (4.1)
ur(z,0) = 0.
Dabei ist A = 92 + ...+ 92 nur beziiglich der Raumvariablen z1, ..., z, zu bilden. Wenn

wir auf dieses Anfangswertproblem die Fouriertransformation (nur beziiglich der Raumva-
riablen z;) anwenden, erhalten wir

ﬁtt(fﬂf) + ‘5’271(5:75) =0
a(€,0) = g(&)
ﬂt(gv 0) = O,

also eine gewohnliche Differentialgleichung mit Anfangsbedingungen. Diese hat die Losung

u(&,t) = g(&) cos([E]t).
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Wir erhalten also als Losung fiir u

u(z,t) = (27r)"/2/ ei"’“f@(eig't + e~k de, (4.2)

n

Bemerkung 4.1 (Fourierintegraloperatoren). Dies ist der Spezialfall eines Fourierinte-
graloperators, der die grundlegende Form

Te)e) = [ ¥ Oafa.)F(E)E

besitzt, wobei a € S™ fiir ein m € R. Pseudodifferentialoperatoren sind also in gewissem
Sinne ein Spezialfall von Fourierintegraloperatoren. Man kann (allgemeinere) Fourierin-
tegraloperatoren dazu verwenden, auch fiir Anfangswertprobleme fiir eine hyperbolische
Gleichung mit variablen Koeffizienten eine Parametrix anzugeben. (siche Kapitel 5.2) e

Wir betrachten nun das Anfangswertproblem (4.1) fiir spezielle Anfangsbedingungen ¢°,
wobei _

g (x) = a(x)ewy).
Dabei ist ¢ > 0, a,p € C° und wir setzen zusétzlich voraus, dass Dp # 0 auf dem
Tréger von a. Basierend auf Formel (4.2) werden wir nun die Losung «® von (4.1) mit
der Anfangsbedingung ¢° angeben und uns danach die Asymptotik der Formel fiir 4* mit
¢ — 0 ansehen.
Setzen wir also ¢° in die Formel (4.2) ein, so erhalten wir

Proposition 4.2. Seien

do(r,&,2,1) = (v —=2)8+1|g]+p(2)
¢1(7,&,2,0) = (v —2)§—1|g]+p(2)

und

1 L (2,62
L) = g [ [ et esOea (43)
fir j € {0,1}. Dann gilt

1
u(x,t) = 5 [Lo(z,t) + I1(z,1)].
Beweis. Ubung! n

4.2 Methode der stationidren Phase

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Asymptotik (fiir ¢ — 0) von Integralen der Form

Je ::/ eé‘ﬁ(y)a(y)dy, (4.4)

wobei € > 0, a € C° und ¢ € C*°(R™,R).
Wir werden sehen, dass die Beitréige von J. fiir ¢ — 0 nur von den kritischen (stationiren)
Punkten von ¢ abhingen. y ist dabei ein kritischer (stationdrer) Punkt von ¢, falls der
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Gradient D¢ von ¢ an der Stelle y verschwindet. Falls nun y ein kritischer Punkt von ¢
ist, so heifit er degeneriert, falls die Hessematrix D?¢ von ¢ an der Stelle y singulir ist.
Wir werden eine asymptotische Formel fiir J. fiir alle Phasen ¢, die keinen degenerierten
kritischen Punkt besitzen, angeben. Dazu betrachten wir drei Schritte

Schritt 1 Lineare Phase: ¢(y) =y - p.
Schritt 2 Quadratische Phase: ¢(y) =y - Ay = Y 1"\, ai;v:y;-

Schritt 3 Riickfithrung von allgemeinen Phasen ohne degenerierten kritischen Punkt auf
Schritt 1 und 2 (Lemma von Morse).

4.2.1 Lineare Phase

Zunichst betrachten wir eine lineare Phase, sei also ¢(y) = y - p mit p € R". Dann haben
wir folgendes Resultat

Satz 4.3 (Asymptotik fiir lineare Phasen). Sei a € C2° und p € R™,p # 0. Dann gilt:

VkeNde, >0Ve>0:

/ eiy'pa(y)dy‘ < cpe®.

Das Integral fdllt also schneller als jede beliebige Potenz von €.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir p; # 0 voraussetzen (ansonsten
fithren wir folgende Rechnung mit einem anderen p; # 0 durch). Sei k& € N beliebig. Mit
partieller Integration folgt dann

/neiy"’a(y)dy‘ = <%) Rna’“ (e2¥7)a(y)dy

- {3 o
1

also die Behauptung. O]

4.2.2 Quadratische Phase

Satz 4.4 (Asymptotik fiir quadratische Phasen). Sei a € C®(R"™) und A eine reelle,
symmetrische und invertierbare n X n-Matrix.
Weiters sei

J. = (27r5)n/2/ eiy'Aya(y)dy.

Dann gilt
ez T signA

deVe >0 —1 <
|det A"/

J: —a(0)

ce,
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Im ,
L4 5 — Z/\1 //
2+ ,/
7/
1+ e (6—in)?
'd
SR )\ W
N\

Abbildung 3: Typische Positionen von § — i\ und (§ — i\)*/?

das heifst
L J (O> ei%signA
imJ; = a(0)———.
e—0 |det A\1/2

Die Signatur (sign A) einer Matriz A gibt die Anzahl der positiven Eigenwerte von A minus
die Anzahl der negativen an.

Fiir den eigentlichen Beweis werden noch einige Hilfsmittel benttigt

Lemma 4.5. Sei 6 > 0 und A € R. hs : R — R sei definiert als

hg(l') — ei)\x27512 .

Dann gilt
4(+25> =
o~ TA— ~ 41\
V2rhs(€) = Vi und V27 lim hg(€) = VT—— |
(6 — i) 50 (—i))?

wobei (—i\)Y? baw. (6 — i\)Y? die Wurzel w von —i\ bzw. § — i\ bezeichnen, fiir die
Rew > 0.

Beweis. Nach Definition gilt
A /27"];'\6(5) — /ei)\x25902ix§dx — / e(i/\—é)(xz—imﬁ)dx
R R

2 ) . 2
— 64(i§—5)/6(7’)‘_6)<$_7’2(i>\5—5)> dx
R

52
eT(x=3)

= —(5_2)\)1/2 /1;6 dZ, (45)

wobei I' := {z = (6 — i)z (x — ﬁ%) cx € ]R} und mit (§ — i\)'/2 diejenige komplexe

Wurzel w von (§ — i\) gemeint ist, fiir die Rew > 0 gilt. I ist also eine Gerade in der
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komplexen Ebene die die reelle Achse mit einem Winkel < 7/4 schneidet (sieche Abbildung
3). Dies ist der Fall, da Re(—iA 4+ d) = § > 0. Daraus folgt aber, dass man das Integral
iiber I' auf ein Integral iiber die reelle Achse deformieren kann (Cauchyscher Integralsatz)
und wir erhalten

2 2

& &
eI —3) / _sz e IA—9) / _$2d 7T1/2 4(.§2 .
- = —_— r = —/——————-e=ttA=0)
G—in2 ) T oo ) (6 — iN2

Also folgt insgesamt

1 1
o~ ) T 2 e T \? £
vV = 4(ix-0) = _— i
2 i hs () jm (6—2’)\) ‘ (—M) e

wobei (—i\)2 die Wurzel w von —i\ bezeichnet mit Rew > 0. O

Lemma 4.6. Seien A\j, Ay, ..., A, € R\ {0} und § > 0.

Weiters seien
A :=diag (A1,..., \n)  und ks(z) = em'Ax_‘SW, x € R".

Dann gelten
S

n L D
2m)" ks(¢) =73 || ————=, £€R”,
E ((5 — 2)\],)1/2
und _—
- 47 sign s .
(2m)™* lim kg (€) = B cemt AT e R
=0 |det A|?

Beweis. Nach Definition, dem Satz von Fubini und Lemma 4.5 gilt

2m)" ks(€) = /em'“_“”?_”'gdx

n
N2 §o2 s
— / ezAij (Smj zzjﬁjdl,l . dl’n
R™
J=1

&
n n ey
iNjr2—6x2—ix;&; n/2 | | et
= eI J J Jd:[j~ =T _—
R ! (6 —ixj)1/2
j=1 j=1 J

Nun wenden wir wieder Lemma 4.5 an und erhalten (beachte, dass Re(—i)\;)/2 > 0)

/ n - \V2 & n T \1/?
: n/2 7 ey ED VRS TN =
(lglil(l) (2m)"" ks (&) H (—z’)\j) e e 1 Jl;[l (—i)\])

Jj=1

imsign A/4

n
_ /2, ieATle 1 e L
mee s ]Hl |\ |12 sen(3)in/4 e | det A|1/2°

Das ist die Behauptung des Lemmas. O]
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Lemma 4.7. Sei A eine reelle, symmetrische und invertierbare n x n-Matrix und

. 2
ki (x) = eloAe=dlel” g e R™

Dann gilt
/2 _— " ei% sign A ie g1
2m)"? lim kg (€) = 72 ——e 15478
90 |det A|2

Beweis. Wir diagonalisieren A und schreiben A = UTAU mit einer orthogonalen (U7 =
U~1) Matrix U und der Diagonalmatrix A, bestehend aus den Eigenwerten von A. Dann
gilt mit der Substitution z = Uz (detU = 1)
(27_(_)71/2262(6) — /eix~Ax—5x|2—ix§d$ _ /eix-UTAU:c—6|a:|2—ix§dx
_ /eiz-Az5|z|2iUTz-§dZ _ /eiz-Az6z|2iz-U§dz _ (27]_)11/2@([]6)

Auf dieses letzte Integral wenden wir nun Lemma 4.6 an und erhalten

— — 12 sign A )
lim (270 )/ 2 A i (202 A _ . np2f" —L(Ue)-A1UE
61_r)r[1)( )" kN (E) 51—%( )" kMUE) = —|detA|ée 1
12 sign A )
= 7rn/2—€ : T e_ig"A71£7
|det A|?
da sign A = sign A und det A = det A. n

Lemma 4.8. Sei A eine reelle, symmetrische und invertierbare n x n-Matriz.
Weiters sei _
k‘g(l’) _ e;—sx-Ax—é\:dg'

Dann gilt
R " 12 sign A i _
lim B (y) = e3 e 504y,
90 |det A|2
Beweis. Wende Lemma 4.7 an. (Ubung!) O

Nun kommen wir zum Beweis von Satz 4.4 und erinnern daran, dass wir die Asymptotik
fiir £ — 0 des Integrals

J. = (2me) 2 / =V Wa(y)dy

n

fiir eine symmetrische invertierbare Matrix betrachten.

Beweis von Satz 4.4. Es gilt nach dem Satz von Lebesgue (a € C2°) mit der Bezeichnung
k5 von Lemma 4.8

L o= (2me) / =V Wa(y)dy

= (QWE)_n/Q/ lim [e%y"“y—‘mq a(y)dy
R

n 0—0

= (2me)%lim [ Ei(y)a(y)dy. (4.6)

0—0 R™
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Mit Proposition 1.22 und einer weiteren Anwendung des Lebesgueschen Konvergenzsatzes
(beachte die Form von k§ und dass a € S) folgt

Jo = (2me)™hm [ k2(€)a(€)de

= e [ imE©ade

n 0—0

Nun wenden wir Lemma 4.8 an und erhalten
4

nj2 eiﬂsignA iteA-len
J. = 2n) " —— e "2 a(&)de.

Der Mittelwertsatz angewandt auf die Exponentialfunktion im Integranden in Abhéngigkeit
von ¢ liefert schlieflich eine Konstante C' mit (beachte (27)7/2 [ a(&)d¢ = a(0))

J—a(0) < 2la(€)|d 47
e —af( )W = el €17 a()]dE. (4.7)
Daa € S, gilt [5. |£*|a(€)|dE < oo und die Behauptung folgt. O

4.2.3 Lemma von Morse

In diesem Abschnitt werden wir den allgemeinen Fall (Phasen ¢ ohne degenerierte kritische
Punkte) auf eine lineare bzw. quadratische Phase zuriickfithren. Dies geschieht durch eine
Variablentransformation und wir miissen unterscheiden zwischen nicht kritischen und nicht
degenerierten kritischen Punkten.

Satz 4.9 (Variablentransformation). Sei ¢ : R" — R in C™ und weiters sei Dp(0) # 0.
Dann existiert eine C°-Funktion F : R™ — R", sodass

0) = 0
0) = I
o(F(z)) = ¢(0)+ Dp(0) -z fir |x| hinreichend klein.

Satz 4.10 (Lemma von Morse). Sei ¢ : R* — R in C* und 0 ein nicht degenerierter
kritischer Punkt, das heifit D(0) = 0 und det D*¢(0) # 0. Dann existiert eine C>-
Funktion F : R" — R", sodass

F(0) = 0
DF(0) = I
o(F(z)) = ¢(0)+3x-D¢(0)-x  fir |x| hinreichend klein.
Beweis von Satz 4.9. Wir definieren r,, := D¢(0) # 0. Wir konnen die Menge O = {r,}

mit Vektoren ry,...,r,_1 erweitern, sodass O eine orthogonale Basis von R" ist. Wir defi-
nieren die Funktion f : R" x R” — R"™ durch

flz,y) = (1 - (y—2),...,tn1 - (y—2),0(y) — ¢(0) — De(0) - z).
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Wir betrachten nun die Ableitung der Funktion nach y (Jacobimatrix) und erhalten

1 - Tin ry
D, £(0,0) = | : Dl =

1 - Thn r,

Daher ist D, f(0,0) invertierbar und wir kénnen den impliziten Funktionensatz (Satz 1.33)
anwenden. Dieser garantiert die Existenz einer Funktion F : R" — R" mit F(0) = 0, sodass
f(x,F(x)) = 0 fiir alle |z| hinreichend klein. Setzt man in f ein, so erhélt man

{(F(:c)—x).rk:o (k=1,...,n—1)

¢(F(x)) = ¢(0) + Dg(0) - . (4.8)

Mit der Definition von r,, und durch differenzieren von (4.8) erhalten wir
(DF(0) — Irp, =0 (k=1,...,n)

Nachdem aber {r;}" ; eine orthogonale Basis von R" ist gilt DF(0)—1 = 0 also DF(0) = I,
womit die Aussage bewiesen ist. O]

Beweis von Satz 4.10. Schritt 1: Vorbereitung Fiir ein fixes © € R” sei ¥(¢) := ¢(tx),
also ¥(1) = ¢(x). Wir erhalten dann

T(1) = T(0) + ¥(0) + /1(1 — )T (t)dt

aufgrund der Taylorformel (Proposition 1.3). Durch Differenzieren ergibt sich W”(t) =
x - D?*¢(tz)z und wir kénnen somit ¢(z) schreiben als

1

o(x) = ¢(0) + 3% A(r)r mit A(x):=2 /01(1 — t)D?¢(tx)dt. (4.9)

Es gilt A(0) = D?¢(0), daher ist A(0) regulir. Da die Determinante einer Matrix
stetig von ihren Eintrdgen abhingt und A(z) eine glatte Funktion ist kénnen wir
auch annehmen, dass det A(z) # 0 fiir hinreichend kleines |z|.

Schritt 2: D?¢(0) ist diagonal Wir nehmen an, dass D?¢(0) eine Diagonalmatrix ist
und zeigen die Behauptung. Dazu beweisen wir mit Induktion, dass fiir alle m €
{0,1,...,n} eine glatte Funktion F,, : R™ — R" existiert, sodass

{Fm(O) =0, DF,,(0) = I und (410)
G(Fn(2)) = ¢(0) + 5 210 baia, (0)2F + 5 D00 iy @l ()25, '

fiir ein hinreichend kleines |z| und Ay (z) = (aj/(2))f;—; glatt und symmetrisch.

Differenzieren der beiden Seiten in der zweiten Zeile von (4.10) liefert
a?(0) = ¢y, (0) fiird,j=m—+1,...,n,

also insbesondere a1 (z) £ 0 fiir || hinreichend klein.
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1. Fiir m = 0 folgt (4.10) aus (4.9) mit Fo(z) = = und Ap(z) = A(z).

2. Es gelte also (4.10) fiir ein beliebiges m € {0,...,n—1}. Wir schreiben ¢,,(x) :=
¢(F,.(x)). Wir definieren die Abbildung 7,,+; € C*°(R™,R") durch

Tm+1 (y) = <y17 <oy Ym,
am+1,m+1(y) )1/2 m+1 y<y)
s Ymi1 + e | (411)
(¢1‘m+1$m+1 (0) ] %2 J a/ + + (y)

Ym42, - - - ayn>

fiir hinreichend kleine [y[. Mit der Induktionsvoraussetzung und der Kurzschreib-
weise @ = Tp,41(y) folgt dann (Ubung!)

n

Om(y) = ¢(0)+%Z¢yiyi(0)yf+% > ad )iy (4.12)

i, j=m-+1
m+1
= Z Cbxzxz 37 + - Z bm-‘rl l'll'j, (413)
’L] =m+2
wobei
.. m+1,i m+1,j o
ij aj;f(y)_ am m+(:lll,):13rnl T (y) 1,7 c {m—|—2,,n}
b (y) = @m )

0 sonst.

Aus der Definition von T, folgt (beachte dass D?¢(0) diagonal ist)
Tp1(0) =0 wnd DTy (0) = 1.

Mit dem Hauptsatz tiber inverse Funktionen (Satz 1.32) existiert damit die
Umkehrfunktion 77} a1 von T4y lokal um O und sie ist glatt. Also folgt aus
(4.13)

m+1

(b(Fm(T,;il(x Z (bac acl $ + = Z a’m+1 SL’lLEj (414)

zg =m+2

mit ai’fﬂl = bi;fﬂ oT, . Es folgt also die Behauptung fiir m + 1 mit F,,, 11 :=
F o Tr;+1
3. Der Fall m = n ist die Aussage des Satzes.

Schritt 3: D?¢(0) ist nicht diagonal Ist D?$(0) keine Diagonalmatrix, so existiert aber
eine orthogonale Matrix U sodass UT D?¢(0)U diagonal ist. Wir definieren dann

¢a(z) = ¢(Uz)

und wenden Schritt 2 auf diese Funktion an, denn D?¢4(0) = UT D?¢(0)U ist eine
Diagonalmatrix. Wir erhalten eine Funktion Fgq mit

1
¢a(Fa(z)) = ¢a(0) + 5% D?¢q(0)z  fiir || hinreichend klein.



52 4 OSZILLIERENDE INTEGRALE

Das bedeutet aber nach Definition von ¢4

1
d(UFq(z)) = ¢(0) + 5% UTD*¢(0)Uz  fiir || hinreichend klein.

Mit F(z) := UF4q(U”x) folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.11. Eine dhnliche Konstruktion wie im Beweis des Morse-Lemmas tritt
bei der Durchfiihrung der Cholesky-Diagonalisierung A = LL” fiir symmetrische positiv
definite Matrizen A auf. Ist nun also die Matrix A symmetrisch und positiv definit, so gilt
a; > 0 (wére a; < 0, so wire e; - Ae; = a; < 0 im direkten Widerspruch zur positiven
Definitheit). Ferner fithren wir die quadratische Form Qy(x) = x - Az ein. Wir definieren

nun
A1k

vai

Mit den neuen Koeffizienten agj = a;; — r1;71; erhalten wir dann

(4.15)

Tk =

n

" 2
. A1k01;
Qo(x) — grlkxk = E KT T — " TjTp
k=1

jk=1 H

wobei Q7 eine neue quadratische Form ist. Nachdem bereits Qo(x) positiv war, ist es
auch @Qi(z). Angenommen es wire Q(z) < 0, fiir ein bestimmtes (zy,...,z,) € R
Unabhéngig von der Wahl von z; gilt

Qo(z) = Q1(z) + (Z T1k$k> - (4.16)

Mit der Wahl z; = —% Y i 1k st dann der quadratische Teil von (4.16) gleich 0 und
somit ist dann auch Qg(z) < 0 im Widerspruch zur positiven Definitheit von A. Damit gilt
nun aber a), > 0 und wir kénnen genauso wie vorher fiir Q(x) vorgehen. Mit Induktion
erhalten wir dann die positiven quadratischen Formen

7 n 2
Qi(z) =Qo— Y _ (Z rjkxk> firi=1,...,n—1. (4.17)

j=1 \k=j

In Gleichung (4.17) kann man sehr gut die Analogie zur Gleichung (4.10) aus dem Beweis
des Morse-Lemmas sehen. Wir wissen weiterhin, dass ),,_; nur mehr von der Variablen z,,
abhingt und da die Form quadratisch sein muss erhalten wir

Qn—l(x> - (T'rmxn)27 (418)
mit geeigneter Setzung von r,,. Mit der Beziehung (4.17) sieht man, dass

Qo(z) = Z ( Tjk$k> : (4.19)

Jj=1
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Abbildung 4: Variablentransformation von Beispiel 4.12

Um nun die Cholesky-Faktorisierung der Matrix A zu erhalten schreiben wir die durch die
Abspaltung erhaltenen Koeffizienten in eine Matrix

rni1 Ti2 - Tip
0 7ryg -+ To

rR=|. 7 T (4.20)
0 0 - Twn

Offenbar gilt (Rx); = Y p_; rjrax und damit Qo(x) = ||Rx||* = 2 R" Rz. Weiters gilt aber,
dass Qo(z) = x - Az und damit insgesamt

A=R"R, (4.21)

was der Cholesky-Zerlegung von A entspricht. °

2 2
Beispiel 4.12. Wir betrachten die Funktion ¢(z1,22) = 21 + 22 + 252, (0,0) ist kein
kritischer Punkt und wir kénnen somit eine Koordinatentransformation im Ursprung nach

Satz 4.9 finden. Hierzu gehen wir wie im Beweis vor und betrachten die Funktion

y%+y3)

fx1, 20, 91,92) = (21 — Y1 — T + Yo, y1 + Y2 — T1 — T2 + 100

Im Beweis wird an dieser Stelle der implizite Funktionensatz angegeben, was in unserem
Fall heifit wir miissen die Gleichung f(z1,x2,y1,¥2) = 0 nach yi,ys 16sen. Dies ist in
diesem Fall analytisch moglich und fithrt auf eine Funktion F, sodass F(0) = 0, DF(0) =
I und ¢(F(z)) = ¢(0) + D¢(0) - x. Zur Veranschaulichung dieser Funktion betrachten
wir Punkte im Intervall [—10,10]* und betrachten die Auswirkungen von F darauf. Siehe
hierzu Abbildung 4. Die roten Punkte sind die mit F transformierten Stellen des schwarzen
Gitters. °

Beispiel 4.13. Wir betrachten die Funktion ¢(x1,z5) = 2% + 23 + %. Der Punkt (0, 0)

ist hier ein nicht degenerierter kritischer Punkt. Wollen wir eine Variablentransformation
im Ursprung durchfithren, um die Funktion rein quadratisch zu machen, so miissen wir



54 4 OSZILLIERENDE INTEGRALE

Abbildung 5: Variablentransformation von Beispiel 4.13

nach dem Lemma von Morse (Lemma 4.10) vorgehen. Wir erhalten

342
D*¢(x1,x2) = ( 2t 03:c§ ) :
0 2+ 3

Dadurch haben wir auch die Matrixfunktion A aus dem Beweis des Morse-Lemmas. Nach-
dem diese bereits diagonal ist brauchen wir keine Koordinatentransformation mehr durchfiihren.
Weiters bestimmen wir die Funktionen 74,75 und invertieren sie. Es ist also F; = 17 L und
F =F, =F, 0T, " die gewiinschte Koordinatentransformation. Die Wirkung von F ist in
Abbildung 5 gegeben. Die roten Punkte sind wieder wie im vorigen Beispiel die transfor-
mierten. °

Wir wenden uns nun wieder der Asymptotik der Integrale der Form

J. = (2775)"/2/ eg‘z’(y)a(y)dy e—0 (4.22)
mit a € C* und ¢ € C* so, dass kein kritischer Punkt von ¢ degeneriert ist. Seien
{y1,...,yn} die kritischen Punkte von ¢ innerhalb des Trégers von a. Es ist also

{y1,- - yn} = {y € R" : y € supp(a), Do(y) = 0, det D*p(y) # 0}. (4.23)

Dies fiithrt dann auf folgenden

Satz 4.14. Sei ( € C°, sodass ¢ in einer Umgebung aller kritischen Punkte verschwindet.
Dann gilt

VYmde,, Ve > 0 :

/ ¢ a(y)C(y)dy| < cme™. (4.24)

Beweis. Die Idee ist die Riickfithrung des Integrals auf lineare Phasen (Satz 4.3) mittels
der Variablentransformation in Satz 4.9. Wir definieren M := suppa N supp ¢ und sei fiir
z € M der Radius r(z) > 0 so, dass es einen Diffeomorphismus

F:F'(B(z,7(2))) = B(z,r(2))
gibt mit
F(0) = z, DF(0)=1 (4.25)
d(F(z)) = é(2)+ Do(z)-x fiir alle z € FH(B(z,7(2))). (4.26)
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Dies folgt aus Satz 4.9 und aus dem Satz {iber inverse Funktionen (Satz 1.32), da det DF(0) =
1. Da die Menge M kompakt ist, ist M Uberdeckung von endlich vielen solchen Kugeln

M C U B(zj,7(z)).

Nun wihlen wir eine Partition der Eins fiir M beziiglich der Uberdeckung durch die Kugeln

{B(zj,7(2))}<,, wir bekommen also Funktionen {(;}/<,, fiir die gilt
K
supp ¢; C B(z;,7(2)), Z(pj(:v) =1firalex e M, ¢;€Cr
j=1

fir alle 1 < j < K. Es gilt also mit dieser Partition der Eins und dem Transformationssatz
fiir Integrale

K
id(y)/e Cy)dy = i i(y)/e C(y)d
/ W a(y)((y)dy ; /B . (y)e”W =a(y)¢ (y)dy

= Z/FI(B( ) 0;(F(x))e?F@/eq(F(2))C(F(x)) det DF(2)d.

Nach der Wahl der Funktionen F folgt aus (4.26) weiter

n

/ ) W/ g (y) ¢ (y)dy = Z REONIE / 0;(F(x))e'P?W) /2 q(F (2))((F(z)) det DF (x)dz,

wenn wir ¢;(F(z)) = 0 setzen fiir x ¢ F~1(B(zj,7(2;))). Nun wenden wir Satz 4.3 fiir
lineare Phasen mit der Amplitude ¢; 0o F-aoF -(oF -det DF € C2° an und erhalten die
Behauptung. O]

Satz 4.15. Seik € {1,...,N}. ( € C wdhlen wir so, dass (. tberall verschwindet aufer
in einer (hinreichend kleinen) Umgebung von yy (dem k-ten kritischen Punkt von ¢) und
Ck(yk) = 1. Dann gilt

id(yg) 1

|det D2¢(yy)['/2

I % sign(D26(yx)) _ 0.
lim i a(yr)| =0

2y [ aly)c(dy e
Beweis. Sei supp (& C B(yk, r(yr)) mit r(yx) so, dass

F:F Y By, () = By, r(y))

ein Diffeomorphismus ist mit
F(0) = y DF(0)=1, (4.27)

o(F(z)) = o(yk)+ %:)c -D*¢(yp)z  fiir alle z € F~Y(B(yp, 7(vr)))- (4.28)
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Dies folgt aus dem Lemma von Morse (Satz 4.10) und aus dem Satz iiber inverse Funktionen

(Satz 1.32). Es gilt dann mit J. = (2me) /2 [, e®)/ea(y)((y)dy nach (4.28)

L. = (2me) / (P /24 (F (2))C (F () det DF (z)dz
F=1(B(yx:r(yx)))

= (27?5)"/26i¢(y’“)/5/ ei”D%(yk)xa(F(x))C(F(:v)) det DF(z)dz.

F~Y(B(yk,m(yx)))

Beachtet man nun a(F(0))((F(0)) det DF(0) = a(y) - 1 -1 = a(yx), so folgt mit Satz 4.4
die Behauptung. O]

Kombinieren wir nun Satz 4.14 und Satz 4.15 so erhalten wir die folgende Aussage iiber
die Asymptotik des Integrals in (4.4)

Satz 4.16. Seia € C*(R"), ¢ € C°(R") und {y1,...,yn} seien die nicht degenerierten
(und auch die einzigen) kritischen Punkte von ¢. Dann gilt

i9(yg)

—n/2 id) —51nD2 _
e [~ 5 e | 0. (42

lim
e—0

4.3 Anwendung auf die Wellengleichung

Die Losung des Anfangswertproblems vor Proposition 4.2 war durch eben diese gegeben
durch

(o) = lIole") + 1e")) (. 1),
wobei

1 ipi(x,&,2 € .
) wt) = o [ aenes=0kaze e o)

und

¢0<$,£,Z,t) = (%—Z)f—i—t’ﬂ—i—p(z%
P1(2,8,2,t) = (z—2)§ L[]+ p(2).

Mithilfe der Methode der stationdren Phase sind wir nun in der Lage, eine asymptotische
Formel fiir die Losung u®(x,t) mit ¢ — 0 zu finden. Wir haben folgenden

Satz 4.17. Sei Dézqﬁj die Hessematriz der Funktion ¢; beziiglich der 2n Variablen &, z.
Fiir alle x € R™ und alle t hinreichend klein gilt

li ! i l¢] z,25,€5t) /€ 624 51gnD P (,25.,85,t)
1m U — Cl
e—0 2 gy |det D27Z¢j<xazj7§j7 )1/2|

=0,

wobei (&5, ;) fir j € {0,1} die jeweils einzigen kritischen Punkte von ¢;(z, -, t) sind.
Beweisidee. Aus der Definition von ¢; erhalten wir

Det; = (x—2)+ (- m% €40,

D.¢; = =&+ Dp(2), (4.30)
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wobei D¢¢; bzw. D.¢; den Gradienten der Funktion ¢; nach den Variablen { bzw. z
bezeichnet. Wir definieren
Ds%)

Dz¢j

Die Jacobimatrix D¢ .G; von G; nach den Variablen &, z ergibt sich zu

jt (] _ §9¢ _
D¢ ,G; = D? ¢; = (=1) I€] <I \£|2> I .
£z £,2%7 =7 Dp(2)

Gj(x,t,&, 2) = (

Wir erinnern nun an die Voraussetzung Dp(z) # 0 fiir alle z € supp a. Fiir zy € R" beliebig
und to = 0 ist (€9, 29) = (Dp(wo), xo) die einzige Losung von

G]’(.ﬁEo, O, 5, Z) =0.
Nun ist | det D¢ .G;(x0,0,&),27)| = 1 und somit liefert der implizite Funktionensatz eine
Umgebung U von (g, 0), eine Umgebung V' von (Dp(xy), o) und Funktionen (&;(x, t), z;(z,t))
sodass (&;(z,t), zj(x,t)) fiir (z,t) € U die einzige Losung von

Gj(z,t,6,2)=0

in der Menge V' ist. Da aber aus D¢¢; = 0 folgt, dass fiir zwei Losungen (&1, 21), (&2, 22)
dieser Gleichung gilt |z — 25| < 2t, wihlen wir ¢ hinreichend klein, sodass (&1, 21), (&2, 22)
beide in V' enthalten sind. Also hat fiir ¢ hinreichend klein und x € supp a die Gleichung

Gj(z,t,6,2)=0

eine eindeutige Losung (§;(z,1), z;(x,t)). ¢; hat also fiir ¢ hinreichend klein hochstens einen
kritischen Punkt. Wir mochten nun Satz 4.16 anwenden. Die Funktion (¢, z) — a(z) hat
aber keinen kompakten Triager, man muss also a(z) mit einer Funktion ¢(&) multiplizie-
ren und die entstehenden Restterme abschéitzen. Dies kann mit einigem Rechenaufwand
formal durchgefiihrt werden. Anschaulich liefern Punkte (&, z), die auflerhalb einer Kugel
mit hinreichend groffem Radius liegen, keinen Beitrag mehr zum Integral, da dies keine
kritischen Punkte der Phase ¢ sind. O]

4.4 Ubungen
1. Beweise Formel (4.2).
2. Beweise Proposition 4.2.

3. Sei I eine Gerade in der komplexen Ebene, die die x—Achse mit einem Winkel < 7/4 schneidet.

Dann gilt
2 o0 2
/e_z dz :/ e " dx.
r —00

5. Beweise den Ubergang von (4.13) auf (4.12).

4. Beweise Lemma 4.8.
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5 Ergianzungen

5.1 Zusammenhang zwischen Wellengleichung und Eikonalglei-
chung

Wir erinnern noch einmal an das Anfangswertproblem (4.1), das folgendermaflen aussah

Ut — AIU =0

u(z,0) = g(x) (5.1)
u(z,0) = 0.
Wenn wir nun die Funktionen
p()(I',t,f) = $£+t|€| (52)
p1<l’,t,§> = J,’f—t|f| (53)

definieren, ldsst sich die Losung (4.2) dieses Problems darstellen als

u(z,t) = (27r)—n/2/ @é’po(x,t,ﬁ)dg + (QW)_n/Q/

n

g(2§) eipl (:D)tﬂs)dé"

Die Frage ist nun, welche Differentialgleichung py und p; erfiillen. Wir erhalten aus der
Definition von p;

pi(2,0,8) =x-&  Opj(x,t,&) = (—1)|€|, Oppi(x,t,6) =& fiirk=1,...,n.
Man sieht sofort, dass (9;p;)% = Y p_,(0x,p;)?, py erfiillt also die Eikonalgleichung
Oipj = £|Dypjl.
Sie ist ein Spezialfall der Hamilton-Jacobi-Gleichung
pr = H(D,p,z), H:R* — R gegeben,

einem Anfangswertproblem 1. Ordnung. Die charakteristischen Gleichungen dieser partiel-
len Differentialgleichung 1. Ordnung sind die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

DyH (p, x), (5.4)

= —D,H(p,z). (5.5)

Fiir die Bewegung eines Punktteilchens mit Masse m in einem konservativen Kraftfeld
f(x) = —=D¢(x) mit Potential ¢(x) ist die Hamilton-Funktion H gegeben durch

_[p?

H(p,x)—%

+ ¢(z)
und die Gleichungen (5.4),(5.5) fithren auf die Bewegungsgleichung
mi = f(x).
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5.2 Wellengleichung mit variablen Koeffizienten

Voraussetzungen Sei B(z) = (b;;(7))}';—; positiv definit. Es gilt also

Jc € Rvz € Ry € R™ : Z bij(x)yiy; = clyl.

i,7=1

Es gelte aulerdem dass b;;(z) € C*(R") wobei 1 < ¢,j < n. Seien py(z,t,y) Losungen der
folgenden Eikonalgleichung fiir alle y € R”

Op= = +/(Dps) - B(w)(Dpa) = Z bij (2) Oy, Oy ps) '/

i,0=1

mit geeigneten Anfangsbedingungen.
Beziiglich der Losungen der Wellengleichung mit den Koeffizienten b;; gilt nun folgender

Satz 5.1. Unter obigen Voraussetzungen existieren unendlich gldttende Operatoren I+ (mit
Symbolen in S™°) und Amplituden ay(z,t,y), die die Abschditzungen |8§8§63a(m, t,y)| <
Au s (L + €))7 erfiillen, sodass

(e, t) =Y U ax(x,t,y)e?= 9 g(y)dy + I(g)
:l: n
die Wellengleichung
utt xZ, t szj ua:x >_O7 u(m 0) _g( ) Ut(ZE,O):
2,j=1

lost.

5.3 Homogenisierung elliptischer Gleichungen

Wir definieren den Sobolevraum

HYU) :={f € L*(U): Df € L*(U)} (5.6)

mit der Norm
1 ey = W ey + 1Dl 2oy

wobei U C R" offen, beschrinkt mit glattem Rand. Weiters sei Hj(U) der abgeschlossene
Teilraum der Funktionen f € H*(U), fiir die gilt, dass f = 0 (im Sinne des Spuroperators)
auf OU. Aquivalent ist H}(U) der Abschluss von C>°(U) in H'(U). Nun definieren wir noch
H~Y(U) als den Dualraum von H}(U), ausgestattet mit der Operatornorm.

Wir betrachten die linearen elliptischen Differentialgleichungen

—div (A (g) Du5> = f inU (5.7)
u® = 0 auf 9U, (5.8)
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fir f € HY(U) und € > 0 beliebig. Wir werden sehen, dass u® einen Grenzwert in einer
gewissen Topologie besitzt und wir mochten eine Differentialgleichung angeben, von der
dieser Limes eine schwache Losung ist. Dazu betrachten wir zuerst den allgemeinen Fall
iiberblicksméfBig und formulieren das Resultat und anschlieBend wird der Spezialfall U =
(0, 1) untersucht. Im speziellen betrachten wir fiir Y = [0, 1]* die Elliptizitéitsbedingung

Yy e YVE ER" 1 (A(y)€, &) > vIEf (5.9)
fiir ein v > 0. Weiters soll gelten, dass |A(y)| < C und
y — A(y) ist periodisch beziiglich Y.

Wir erinnern an den Satz von Lax-Milgram:

Satz 5.2. Sei a eine stetige Bilinearform auf einem Hilbertraum H und F € H'. Es gelte
weiters, dass a elliptisch ist mit Konstante o, d.h. a(u,u) > « HuH2 fiir alle w € H. Dann
hat die Gleichung

a(u,v) =F) veH

eine eindeutige Losung u € H und es gilt
1
< —||F
lull < — 1]

Sei nun u® € H}(U) die (nach dem Satz von Lax-Milgram und Gleichung (5.9) existente
und eindeutige) schwache Losung von (5.7). Das bedeutet, es gilt

/U (A(z/€)Du, Dv) dz = /U fodx

fiir alle v € H}(U). Aus dem Satz von Lax-Milgram folgt auBerdem
sup|ju U — 1 fll - Q. .
s>13 HyW) =, ")

Die Menge {uf : e > 0} C H} ist also beschriinkt. Da man aber in einem unendlichdimen-
sionalen Hilbertraum im allgemeinen aus einer beschrinkten Menge keine normkonvergente
Teilfolge extrahieren kann, muss man sich mit einer schwécheren Topologie begniigen und
wir definieren

Definition 5.3. Eine Folge (x,) in einem Hilbertraum H heifst schwach konvergent zu
einem Grenzwert x (i.7. x, — x), falls

(T, y) = (@, 9)
fiir alle y € H.

Ein Resultat aus der Funktionalanalysis besagt, dass beschrankte Mengen in Hilbertraumen
schwach kompakt sind, das heifit es gilt

Satz 5.4. Sei (x,) eine beschrinkte Folge in einem Hilbertraum H. Dann ezistiert eine
Teilfolge (xy,) von (x,) und ein Element x € H, sodass x,, — x.
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Aus (5.10) und diesem Satz folgt also, dass eine Folge ¢, — 0 existiert, sodass
u™ —u in H(U). (5.11)

Dieser schwache Limes u erfiillt ebenfalls eine Differentialgleichung, die im n&chsten Satz
angegeben wird.

Satz 5.5 (L. Tartar, 1977). Der schwache Limes u obiger Folge lost das homogenisierte
Problem

— div (ADu) — f iU (5.12)
u = 0 aufoU (5.13)

wobei A = (@ir)j =y und
i = / S )0+l ()dy  mit1 < il <n,
(gt

w! sei hierbei fiirl =1,...,n eine (eristente) Losung des adjungierten Korrekturproblems
—div (ATDuw') =31 (au(y)),, inR"
w' Y -periodisch.

Wir werden den folgenden Spezialfall von Satz 5.5 beweisen:

Satz 5.6. Sei u® die eindeutige Losung des Problems

_% (ae‘g) — F in(0,1). (5.14)
u(0) =wu (1) = 0. (5.15)

Dabei ist a : (0,1) — R eine beschrinkte positive (0, 1)—periodische Funktion mit
0<a<a(r)<f< oo,

a®(x) := a(z/e) und f € H(0,1). Sei u® die Lisung des Problems (5.14). Dann hat die
Folge u® einen schwachen Limes u® und u® ist die eindeutige Losung des Problems

d 1 du®
dx (fol a(y)_ldy d.f) f ( ) ( )
u’(0) =u’(1) = 0. (5.17)

Beweis. Wie in (5.11) erhalten wir aus der Voraussetzung a(x) > a > 0 eine Teilfolge ¢
die wir wieder mit e bezeichnen und ein u € H}(0, 1), sodass

. 1
w®—u in Hy(0,1) und ||UE||H5(0,1) < a HfHH*l(O,l) . (5.18)

Das bedeutet, dass u® — u und «¥ — v in L*(0, 1). Definiere nun
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Dann erfiillt £° die Gleichung
—¢' = f in (0,1). (5.19)

Aus (5.18) und der Voraussetzung a(x) < § folgt nun
H55HL2(0,1) < B/a Hf”L?(o,l) ; (5.20)
also die L2-Beschriinktheit der Folge £°, somit erhalten wir (bis auf eine Teilfolge) ein
€% € L2(0,1) mit
&€ —¢ in L*0,1).

Weiters gilt fiir £%:
" = f (5.21)

Aus (5.19) und (5.20) folgt, dass die Folge (£°) beschréinkt in H'(0, 1) ist. Aus dem Sobolev-
Rellichschen Einbettungssatz folgt also, dass (£°) kompakt ist in L2(0,1). Es existiert also
eine Teilfolge (wieder bezeichnet mit £°), sodass

€ — & in L*(0,1).
Jetzt kénnen wir die Relation zwischen £° und u® angeben. Nach Definition gilt
u® = L £° (5.22)
=& .

Wir wenden nun Satz 5.8 auf die Folge 1/a® an und erhalten

1
1
1a54/ ——dx in L*(0,1).
/ o) (0,1)

Nach Voraussetzung ist 1/5 < 1/a® < 1/« auf (0, 1), somit insbesondere 1/a € L>(0,1),

also gilt zusétzlich
1 1
(1/a5,u>—>/ —da:/ u(z)dx
o a(z) 0

nicht nur fiir u € L?(0,1) sondern auch fiir v € L*(0,1). Proposition 5.7 angewandt auf
(5.22) liefert nun

1
1

ug’é/ ——dz - €% in L*(0,1).

o a() ©.1)

Da uf" aber schwach gegen u" konvergiert, folgt

/ bl
UO :A mdl’éo

Ausnutzen von (5.21) liefert schliellich die Behauptung des Satzes. O

Proposition 5.7. Sei H ein Hilbertraum, x, — x in H und y, — y in H. Dann gilt

im (x,,y,) = (z,y) .

n—o0
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Beweis. Da schwach konvergente Folgen beschrinkt sind (dies ist eine Konsequenz des
uniform boundedness priciples) ist das eine einfache Folgerung aus der Gleichung

<Inayn> - <$, y> = <xn - xayn> + <I‘, Yn — y>
und der Definition von schwacher Konvergenz. O]

Satz 5.8. Sei f: R — R eine (0, 1)-periodische Funktion in L*(0,1). Definieren wir die
Funktion

fe(z) = flz/e),
so gilt
1
fo= [ty i)
0
Beweis. Wir fithren lediglich die Idee des Beweises durch. Es reicht, die schwache Konver-

genz lediglich auf charakteristischen Funktionen zu testen (siche Definition fiir schwache
Konvergenz). Es reicht also zu zeigen, dass

1
ti (72 12) = limy [ 1. =111 [ sy

fur alle Intervalle I C (0,1). Nun gilt

/If(m/e)dw =

f(y)dy.
I/e

Die Menge I/ kann nun dargestellt werden als Vereinigung eines Intervalls mit ganzzah-
ligen Endpunkten und einer Menge mit Mafi < 2. Wir schreiben also

I/e =k, Il ]UU

mit |U] < 2 und somit erhalten wir

le
[ twdy=c [ Flydy+e / F(y)dy.
ke U

I/e

Da f (0,1) periodisch ist wird das zu

dy = e(l. — k. d dy.
| sty =< )/Of(y)y+6/Uf(y)y

Nun konvergiert aber ¢(l. — k.) gegen |/| und

1/2
[ iy < o ( / \f(y)\Q) <210
U U

Zusammenfassen liefert also mit

e—0

1
fme [ fly)dy = |1 / f()dy
I/e 0

die Behauptung des Satzes. [
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A Anwendungen von Satz 3.25

A.1 Die Hilberttransformation

Wir definieren die Hauptwertdistribution pv 1 € S’ durch

T

1
(pv —, ) := lim de fir p € S.
T

e—0 |$‘>E T

Tatséchlich ist pv% € S’ denn

[ g, [Tet e,
|z|>e e

T €T

und der Mittelwertsatz liefert die Behauptung (pvi,¢) — 0 fir ¢ — 0. Die Faltung
einer Distribution mit einer Schwartzfunktion kann auch punktweise definiert werden und
deshalb definieren wir nun die Hilberttransformation

(He)(w) = (bv — * 9) @) = (v = 7).

wobei (7,f)(x) = f(z —y) und f(z) = f(—x). Wir erhalten also

©(2)

o(r —y)

ly|>e Y

dz.

dy = lim

e—0

(Hp)(z) = lim

€0 lx—z|>e
Dies ist der Prototyp eines singuldren (Faltungs-)integralopertors. Um Satz 3.25 anwenden
zu kénnen, berechnen wir nun die Fouriertransformation von pv %, denn

— -

1 1.
pvV —* ¢ = pv —y,
x T

der Operator H ist also ein Fouriermultiplikator. In Ubung 22 von Kapitel 1.5 berechneten
wir diese Fouriertransformation als die Signumfunktion. Hier wollen wir allerdings eine
andere Methode vorstellen. Einerseits ist xpv% = 1in &', es folgt also mit der Fourierin-
versionsformel -
1 ~
@pv.0) = [ 3= n)2(0) (A1)

Andererseits erhalten wir mit

1 . 1,

rpv T = ipy )

dass . -
(@pv L, 0) = —i(pv =, &) (A2)
Txpv—, ) =—i(pv—,¢). :

panép panSO

Mit der Signumfunktion gilt weiters

—i(sgnz,¢’) = 2ip(0),
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—

deshalb erhalten wir aus (A.1) und (A.2), dass pvi = —iy/Tsgn. Es folgt also, dass fiir
peds

—

— 1 ~
ngzpv—*goz—i\/fsgn-go,
T 2

somit erhalten wir aus Plancherel
T
Il = 5 ol

also die L? Beschrinktheit der Hilberttransformation. Die Signumfunktion als Fouriermul-
tiplikator erfiillt zudem die Voraussetzungen von Satz 3.25, wir erhalten also auch die LP
Beschranktheit der Hilberttransformation fiir alle 1 < p < oo.

A.1.1 Eigenschaften/Anwendungen der Hilberttransformation

Sei R? = {(z,t) € R? : t > 0} die obere Halbebene. Der Realteil P;(z) von = (z =z + it)
heiBt Poissonkern fiir R3 und der Imaginérteil Qy(x) heit konjugierter Poissonkern fiir
R?. Es gilt némlich fiir f € LP(R), dass u(z,t) := (P, * f)(z) harmonisch ist auf RZ und
lim; o+ u(z,t) = f(x) fast iiberall und mit v(x,t) := (Q; * f)(x) gilt

F(z) :=u(z,t) +iv(z,t) = 1w dy

TJr<A—Y

ist eine analytische Funktion auf R%. Man kann dann zeigen

Proposition A.1. Sei p € S. Dann gilt Qi xp = P,x(Hyp). Die harmonische Erweiterung
von Hy ist also nichts anderes als die konjugiert harmonische Erweiterung von .

Die Hilberttransformation kann auch dazu benutzt werden, um die LP Konvergenz der Par-
tialsummen von Fourierreihen zu zeigen. Das stetige Analogon dazu ist die Partialsumme

Snf(x) = (2m) 12 / Fle)e™ ac.

€<k
Satz A.2. Firl <p <oo gilt |Srf — [l »@) — 0 fir alle f € LP(R).

Beweis. Man kann elementar zeigen, dass [|Spp — @||pr) — 0 fiir alle ¢ € C° gilt. Sei
nun f € LP(R). Wir wéihlen eine Funktion in ¢ € C2°(R) mit [|f — ||, < &. Dann erhalten
wir

limsup [|Spf — fll, < lmsup |[|Sef = Srell, +[1Sre —ll, + llv = /1,
—00

R—o0
< Sup ISRl zo_pw € + 22

fir R hinreichend groB. Da ||Sg|| ;s ;» = 151l ;»_, 1» fiir alle R, miissen wir nur noch zeigen,
dass Sy von LP nach LP beschrankt ist. Nun ist x(—11) = X(0,00)(1 = §)X(0,00)(§ — 1) =

1+sg112(1—§) 1+sgr;(§—1)7 also S; = HyH, mit

Tiole) = B0 wna Hyple) = TP Vg
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Man kann berechnen, dass

Hip(@) = 22 S o),

wobei H die Hilberttransformation ist. Hy hat eine dhnliche Darstellung und [[H,||, <
I+ \/%7 |H]||, . Aus der LP Beschrinktheit von H folgt nun die L Beschranktheit von S
und somit die Behauptung des Satzes. O]

Bemerkung A.3. Der obige Satz gilt nur fir n = 1. Fiir R® mit n > 1 gilt die L*-
Beschrénktheit dieser ,, Kugel“partialsummen nur fiir p = 2 (in diesem Fall ist sie klar mit
Plancherel). Anders ist die Situation fiir ,, Wiirfel“partialsummen

Saf(z) = (2m) ™2 / e F(€) de.

max{[&1],...,|&n |} <1

Das obige Argument kann fiir den mehrdimensionalen Fall verallgemeinert werden und
man erhélt die LP-Beschranktheit von Skg. °

A.2 Die Riesz-Transformation

Das mehrdimensionale Analogon zur Hilbertransformation ist die j—te Riesztransformation

x<
ij:cnpv’ ‘jﬂ*f firl<j<n
mn

mit einer geeigneten Konstanten c,,. Dieser Limes existiert fiir f € S, da aus f‘y|>5 Wf/ﬁ dy =
0 folgt

)

l‘_y .
— = dy = lim (f(y) - ‘Z’ _y‘n+1

’.Z' - y’nJrl €0 |z—y|>e

e—0

dy.

|lz—y|>e

Hier kann man auf f wieder den Mittelwertsatz anwenden, und mit |f(y) — f(z)| kiirzt
sich dann ein |z — y|. Der restliche Integrand ist dann absolut integrierbar. R; hat einen
dghnlichen Fouriermultiplikator wie H, es gilt

Proposition A.4. Fir p € S gilt

Nun folgt wieder aus Satz 3.25 die LP-Beschranktheit von R; fiir 1 < p < oo.

A.2.1 Eine Anwendung der Riesztransformation

Proposition A.5. Es existiert eine Konstante C, sodass fir alle f € S und j,k €
{1,...,n} die Ungleichung
o0 f
' O0x;0xy,

< ClAfl,

‘p
gilt.
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Beweis. Es gilt
0 f
c%j@xk

Dies folgt leicht durch Fouriertransformation, denn

= —R;R,Af.

0;0uf = i€0uf = —&6n]
und da Af = —[¢[*f
ij ik
€1 1]
also die Behauptung. O

RiReAf = 2 5EAT — ¢, 7,

B Hermite-Funktionen

B.1 Definitionen, einfache Eigenschaften

Definition B.1. Die lineare Abbildung A : S — S ist definiert als
(Ap) (@) = zp(x) — ¢ ().

Bemerkung B.2. Wir schreiben in Zukunft A = M — D, wobei (My)(z) = zp(z) der
Multiplikationsoperator und Dy(z) = ¢'(z) der Differentiationsoperator sind. o

Proposition B.3. Beziiglich des von L* induzierten Skalarprodukts auf S ist der Operator

(A%)(2) = zp(x) + ¢'(x) = (M + D)p(z)
die Adjungierte von A.

Beweis. Es gilt mit partieller Integration

(Ap,y) = / re(x ¢'(z
= / ) xp(z) de + | p(2)¢/(z) do = (p, A). O
Proposition B.4. Fiir den Kommutator [A*, A] := A*A — AA* gilt
[A*, A] = 21d.
Weiters gilt firn > 1
A*A™ — A"A* = 2nA™ Y fiir allen > 1,
Beweis. Es gilt

A*A = (M +D)(M —D)=M?*-MD + DM — D?,
AA* = (M —D)(M+ D)= M?*+MD — DM — D?,
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also folgt mit DM = Id +M D (Produktregel)
A*A — AA* =21d.
Wenden wir Induktion an, so erhalten wir
AFATTE — AMTA* = (AFA" — AMAY) A4 A(A*A — AA) =2(n+ 1) A", O
Definition B.5. (Hermite- Funktionen Wir definieren die Hermite-Funktionen h,, durch
ho(z) == coe =12 (co:= a4

und weiter firn > 1

hnZZIQV4nh0
Bemerkung B.6. Wir setzen ¢, spéter so, dass ||h,||, = 1 fiir alle n € N. o
Proposition B.7. Es gelten
44*h0 = 0
Ahy = b firn >0
Cnt1
2¢y
A*h, = ¢ nhn,l firn >1
n—1

A*Ah, = 2(n+1)h, firn>0
AA*h, = 2nh, firn>1

Beweis. A*hy = 0 folgt sofort aus der Definition von A* und von hgy. Weiters gilt

Ahy = QA" hy = Ty
Cn+1
und nach Proposition B.4 und A*hy =0
2ncey
A'hy = ey A" Ay = co(A"A* + 20A" Yhg = —hy ).
Cn—1

Daraus erhalten wir

A Ay = - A hy = 22 (L Dy = 200+ 1),
Cn+1 Cn+1 Cp
und 5
AA*h, = 2" AR = onh, | 0
Cn—1

B.2 Entwicklung in Hermite-Reihen

Satz B.8. Mit ¢, = 7~ 1/427"/2(n)~Y/2 bilden die Hermite-Funktionen ein Orthonormal-
system.
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Beweis. Es gilt (ho, ho) = 1. Aus Proposition B.7 folgt dann

1 * o 1 * *
(husha) = 5= (AA By, ) = 5o (Aho, A'hy)

1 4c¢2n?
= — <hn717 hn71> .

2
2n c;_4

Mit dem Anfangswert ¢y = 7~/ folgt aus der Bedingung (h,,h,) = 1 die behauptete
Darstellung. Wir bemerken noch ¢, /c,_1 = (2n)~'/2. Abschliefend gilt noch fiir n # m

1

By, B, . (A*Ahy, ) = ———— (h,, A* AR,
< ) 2(n+1)< ) 2(n+1)< )
2(m+1)
= < {hn, i)
2(n+1) < )
also (hy, h,,) = 0, was die Behauptung des Satzes beweist. ]

Bemerkung B.9. Die Menge der Hermite-Funktionen bilden sogar eine Orthonormalbasis,
denn wir zeigen, dass aus ¢ € S und (p, h,,) = 0 fiir alle n € Ny folgt, dass ¢ = 0:
Es gilt nach dem Satz von der dominierten Konvergenz

— ) . 00 (K ,
V2mpe 2?2 = /go(x)e_‘” i qp = Z ( ;f) /go(x)xke_m /2 dg.
k=0 '
Nun ist fiir alle £ € Ny das Integral f@(z)xke*ﬂ/?dx = 0, da 2¥e*"/? eine endliche

Linearkombination der Hermite-Funktionen ist. Somit folgt pe=**/2 = 0 und aus der Fourier
Inversionsformel pe /2 = 0, also ¢ = 0. .

Fiir f € L? gilt also
f=2 (fhn)h, in L*(R).
n=0

Man kann sogar zeigen, dass fiir ¢ € S die Reihe >~ 7 (¢, hy,) hy, in S gegen ¢ konvergiert,
was bedeutet, dass

li_)m gp—Z(gp,hj>hj =0 inS.
=0

Dazu gilt folgender Satz

Satz B.10. Ist ¢ € S, dann ist (o, h,) schnell fallend (das heif$t fir alle k € N gilt
lim,, 0 ¥ (@, hy,) = 0) und es gilt

p(r) = Z (@, hn) (),

n=0

wobei die Reihe und allen ihren Ableitungen absolut und gleichmdfig konvergiert. Ist um-
gekehrt ¢, eine schnell fallende Folge, so ist p(x) = Y >~ cyhn(x) € S und es gilt
Cn = <907 hn)
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Beweis. 1. {p, h,) ist schnell fallend:
Es gilt

200+ DI e hu)| = [(@, (A"A) hn) | = [{(A"A) 0, )|
< [[(ra) e, < oo

Es ist also n* (i, h,,) fiir jedes k beschrinkt und die Behauptung von 1. folgt.

2. Fiir eine schnell fallende Folge ¢, konvergiert die Reihe ¢ =3 °  ¢,h, zu-
sammen mit ihren Ableitungen absolut und gleichmiflig gegen eine Funk-
tion in &:

Wir benétigen zuerst eine (gleichméBige) Abschétzung fiir h, (x). Dazu bemerke, dass

[ () [* = / (hn)'(t) dt < 2/]R o ()] P, ()] At < 2 ([l [Pl = 2 12

—0o0

Damit gilt
ha(@)? < 217l = (A" = Ahally = V2||[Vithaos = VT Thusa|.

Wir erhalten also eine Konstante K mit |h,(x)] < Kn'/4. Da die Koeffizienten c,
schnell fallen, konvergiert die Reihe absolut und gleichméflig. Da sich nun die Ablei-
tungen der einzelnen Hermite-Funktionen wieder als endliche Linearkombinationen
von Hermitefunktionen darstellen lassen (dadurch erhoht sich zwar der Exponent bei
n in der Abschitzung von h! in Abhingigkeit von [, dies ist aber ohne Belang, da
¢, schnell féllt) erhalten wir die absolute und gleichméfiige Konvergenz der Reihen

52 s enhl () und die Gleichheit
(@) =) eh(x) fiir alle I € N,
n=0

Analog sicht man nun, dass z*1)®) gleichmifig in « beschrénkt ist fiir alle &, und
somit ist ¢ € S.

3. Fiir dieses ¢ gilt ¢, = (¢, hy,)

Der Satz von Fubini liefert

(¥, hn) = <chhk,hn> = i (i, b)) = cn,
k=0 k=0

da die Hermitefunktionen ein ONS sind.

4. Fir p e Sist o =" (¢, hy) hyt
Sei ¢ := > (¢, hy) h,. Dann folgt aus obigen Betrachtungen, dass ¢ € S und
(¥, hy) = {(p,hyn). Aus der Vollstandigkeit der Hermite-Funktionen folgt nun die
Behauptung. O]

Bemerkung B.11. In der Tat folgt daraus die Konvergenz von 372 (i, h;) h; gegen ¢ in
S, denn die Folge A, := 37 (¢, h;) h; ist Cauchy in S (dazu beachte, dass die Funktionen

[Ekhg-l) fir k, 1 € N endliche Linearkombinationen der h,, sind und (p, h;) eine schnell fallende
Folge ist). Nun folgt aus der Vollstandigkeit von S und aus der gleichméfiigen Konvergenz
von > 22 (p, hy) hy gegen ¢ die Behauptung. o
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B.3 Hermite-Funktionen als Eigenfunktionen der Fouriertrans-
formation

Satz B.12. Die Hermite-Funktionen sind Eigenfunktionen der Fouriertransformation und
es qgilt

—

hy = (=0)"hy,
Beweis. Es ist hg = ho (Beispiel 1.21). Weiters gilt
FA=—iAF.

Um das zu beweisen, erinnern wir an die Formeln
(T2)(€) = i@'(6), ()(€) =itP(&).
Nun erhalten wir
(FA)(€) = 7€) — ¢/(§) =i (€) — i£B(€) = (~iAF)(&).
Mit dieser Operatoridentitdt erhalten wir mit Induktion

Fhypsr = 2L F AR, = —i S AFR, = (=)™ S AR, = (=) By,

also die Behauptung des Satzes. O]

Bemerkung B.13. Aus diesem Satz folgt mit der Stetigkeit der Fouriertransformation,
dass die Fouriertransformation beziiglich der Basis {h, } Diagonalgestalt hat. Wir erhalten
also fiir

¥ = Z <(,0, hn> b,

n=0

dass

b
WE

<907 hn) (_i)nhna

i
o

Bemerkung B.14. Die temperierten Distributionen sind die stetigen linearen Funktionale
auf S und werden (als Dualraum) mit S’ bezeichnet. Dual zu Satz B.10 gilt auch die
folgende Aussage:

Jedes T' € &’ hat eine Reihendarstellung F' = Ziio arhy, wobei aj schwach wéchst (d.h.
ar/kN — 0 fiir ein N € N). Diese Darstellung ist eindeutig. Ist umgekehrt (ay) eine schwach
wachsende Folge komplexer Zahlen, so konvergiert die Reihe >/ axhy, in 8" und definiert
eine temperierte Distribution. °

B.4 Hermite-Polynome und Rekursionen

Seien die Hermite-Funktionen h, wie oben definiert, allerdings nun nicht normiert mit
¢n, = 1 fiir alle n (es ist dann etwa ho(x) = e */2 oder hy(z) = 2ze~*"/2. Dann definieren
wir das n-te Hermite-Polynom H,, als

H,(z) =", (x).
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Lemma B.15. Die Hermite Polynome erfiillen die Rekursion
H,1(x) =22H,(z) — H (x)  mit dem Anfangswert Hy(x) = 1.
Beweis. Dass Hy(x) = 1, ist klar. Es gilt
H,1 = hy'hyy = hytAh, = hy'(zh, — b))
= hy ' (xhoH, — (H,ho + H,hy))
= 2zH, — H),
und somit die Behauptung. O]

Proposition B.16. Sei pu das Maf du(y) = (4n)~'2ev*/* dy (also die Normalvertei-
lung mit Erwartungswert 0 und Varianz 2). Dann gilt fir die Hermite Polynome H,, die
Gleichung

H,(x) = / (2 + iy)" du(y).

Beweis. Wir benutzen Lemma B.15 und zeigen, dass die rechte Seite dieselbe Rekursion
erfiillt wie die Hermite Polynome H,. Da das Mafl y ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist, er-
halten wir fiir die rechte Seite den gleichen Anfangswert wie fiir die Hermite Polynome.
Bezeichne B, (z) := [;(2z+iy)"du(y). Mit Induktion und partieller Integration folgt weiter

Brale) = [ ot in)"™ duly) = 20 [ o in) duty)+i [ y2a+in)" duty)
= 2xB,(x)+1i /R(Zx +iy)"y(4m) "2V dy

= 2zB,(z) — 2n/(2:c +iy) (4m) T 2e Y gy
R

= 2zB,(r) — 2n/(2x +4y)" " du(y)
R
= 2zB,(x)— Bl (z)
Somit folgt die Behauptung. m

Wir bemerken, dass die ersten paar Hermite Polynome die Werte (1,2x,4z% — 2,87 —
12z, ...) besitzen.

C Die Babenko-Beckner Ungleichung

C.1 Formulierung der Ungleichung

Wir fithren jetzt eine Anderung in der Notation ein und definieren nun die Fouriertrans-
formation als

7le) = / f()e2minE . (1)

Die Notation der Hermite Polynome im letzten Kapitel ist die physikalische. Die probabi-
listische Notation erfiillt

Hofz) = [ @+ i) duty)
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mit dem Standard GauB MaB du(y) = (2r) /2 ¥*/2dy und die ersten Polynome sind
(1,z,2*>—1,23—3z, . ..). Beachte, dass diese Polynome tatsichlich keine Vielfachen der oben
erhaltenen sind. Weiters sind die Funktionen 1, (z) := H,(2\/7x)e ™" Eigenfunktionen zur
Fouriertransformation definiert wie in (C.1) mit Eigenwert (—i)". Zusatzlich gilt

NE

exp(—t?/2 +at) = Y —H,,(z).

!

Il
o

n

Die Funktion exp(—t?/2 + xt) ist also die exponentielle erzeugende Funktion der Hermite
Polynome H,,.

Die Fouriertransformation ist beschréinkt von L' nach L> mit Norm 1 und beschrinkt von
L? nach L? auch mit Norm 1 (Plancherel). Nach dem Interpolationssatz von Riesz Thorin

ist die Fouriertransformation beschréinkt von LP nach L? fiir 1 < p < 2 und dem dualen

Exponenten ¢ = -= mit Norm < 1. Diese Konstante ist allerdings nicht optimal, wie die

Ungleichung von Babenko-Beckner beweist.

Satz C.1 (Babenko-Beckner). Fiir die Fouriertransformation (definiert wie in (C.1)) und
1<p<2gilt

pl/p 1/2
1771, < A5l i, = (25 (©2)

Bemerkung C.2. (i) Im d dimensionalen Fall (Fouriertransformation auf R?) nimmt die
Normungleichung die Form

17 A1, < (A 1,

an. Dies folgt durch d malige Anwendung von Satz C.1 und Lemma C.8.
(i) Sei f(x) = e=™” Dann gilt f = f und Jz e~ dz = p~Y/2. Der Wert A, in der
Ungleichung (C.2) wird also fiir f angenommen; die Konstante ist optimal. °

1.00 ¢
0.99
098
097"
096
095

0.94F

0.93 |

1.0 12 14 16 18 2.0

Abbildung 6: Wert von A, in Abhéngigkeit von p
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Fiir w =4y/p — 1,1 < p < 2 betrachten wir nun den Hermite-Multiplikator
T,:H,, - w"H,,.
Dieser kann als Integraloperator auf L?(du) dargestellt werden mit dem Kern

@t y) | ey
L — (] — Ww2) /2 W (z
B

Es ist also

(Tug)(z) = / k(z,y)g(y) du(y).

Setzen wir speziell fiir w = iv/p — 1, so erhalten wir

1 2ixy
k(z,y :p_l/QeXp [— ($2+y2+ )}
(z,y) 2 T

Dabei ist p wieder das Standard Gaufi Mafl. Man kann weiters zeigen, dass Satz C.1
dquivalent mit folgender Aussage ist

Satz C.3. Firw=1/p—1und 1 <p<2 gilt

1Tl Laany < 1911 Lo any (C.3)

fir g € LP(dp).

Beweis der Aquivalenz von Satz C.1 und Satz C.3. Sei g(z) ein Polynom. Es reicht die Aus-
sage fiir Funktionen der Art f(x) = g(v/2mpz) exp(—7mz?) zu zeigen. Setzen wir g in (C.3)
ein, so ergibt sich fiir die rechte Seite dieser Ungleichung mit der Substitution = = /27pu

1/p
— —.732
190er @ = (/lg(w)lp(%) Ve d;v)
1/p
= 2 ([l per an) =,

Die linke Seite wird zu

s = || o] ]
i) (5 i) of ]

1/2 ~1/2 iy ! a

= (2m)" /%1 (27p) {/ ‘/ Y) exp ( = 4 > dy dx} .
avp

Mit den Substitutionen x = y/2mqu und y = /27pv ergibt sich nun

1709l agapy = q"/* {/'/g(\/Zﬂpv)exp (—mv* 4 2miuv) do

= ¢ F I,

q

q 1/q
du}

also nach Vergleich die Aquivalenz von Satz C.1 und Satz C.3. [
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C.2 Der zentrale Grenzwertsatz

Satz C.4. Sei v ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R mit Erwartungswert 0 und Varianz 1,
das heifst
/t dv(t) =0, /t2 dv(t) = 1.

Vp(E) == (vx - *v)(vV/nE),
wobei n mal gefaltet wurde. (Die n fache Faltung von v ist das Bildmaf$ des n fachen

Produktmafles v & - - - @ v unter der Abbildung T (xy,...,x,) = x1+ -+ x, und ist daher
gegeben durch

u*-~~*y(A):/'--/1/;(1:1—1-"-—1—:6”)dl/(xl)--- dv(z,)).

Dann gilt fiir alle f € Co(R)

Definiere das Maf$ v, als

/f(x) dv,(z) — (2%)_1/2/f(x)6_"”2/2 de  fir n — oo. (C.4)

Das Maf v,, konvergiert also schwach* gegen die Standardnormalverteilung.

Bemerkung C.5. Wir bemerken, dass v,(E) =v*---xv(y/nE) =Tv *---x Tv(F) mit
Tx = x/y/n. Weiters gilt fiir zwei unabhéngige Zufallsvariablen XY dass

Prar(B) = [ 16(X(@) +Y(w) P)

= [ 104y AP (o) = [ [ 166+ y) dPx(e) (o)
R2 R JR
wobei wir im letzten Schritt die Unabhéngigkeit von X und Y ausnutzten. Es gilt also

Py y(E) = (Px *Py)(E).

und somit wird (C.4) (formal mit f = 1(_o4; dies kann gerechtfertigt werden)

X+t X, z
= R <z|-—> (27r)_1/2/ e P2 dt,
Vn oo

wobei X1, ..., X, unabhéngige ZV mit Verteilung v sind. °

Beweis des zentralen Grenzwertsatzes. Es reicht zu zeigen, dass v, — 1 punktweise, wobei
i die Standardnormalverteilung bezeichnet. Der Einfachheit halber verwenden wir hier
(nur in diesem Beweis) wieder die alte Notation der Fouriertransformation und somit ist
fiir ein Mafl A\ die Fouriertransformation gegeben durch

NE) = (2m) /2 / e A\ (x).
R
Damit gilt 7i(€) = (2r)~"/2e ¢ /2. Weiters gilt

7(€) = (2m) " VPTw(E)" = (2m) " VD (E V)"
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und
p(0) = (2m)7"%, 7(0) =0, 7"(0)=—(2m)"V%
Daher folgt nach dem Satz von Taylor
e = @02 (50 +70) S + 70
NZD
128

=m0 (e - en o)

= (2m)7/? (1 — % + 0(52/n))n.

role/m)

Wenn wir logarithmieren erhalten wir

g 7,(6) = log(2n) 2+ nlog (1 S +ol€/n))
Da log(1l + z) = z + o(z) ist also

52

2
log 7,(€) = log(2m) ™% — >+ n - 0(€%/n) — log(2m)~/? — % fiir n — oo,

was die Behauptung v, — 1 punktweise zeigt und daraus folgt nun die schwach* Konver-
genz von v, gegen [i. O

C.3 Beweis der Babenko-Beckner Ungleichung

Wir beginnen unsere Betrachtungen mit dem Mafl v = %51 + %6_1 und bemerken, dass
dieses Maf} die Bedingungen des zentralen Grenzwertsatzes erfiillt und es gilt

/ (@) dvn(a / F@r 4o+ 22) dTw(@) - - dTw(z,) — / (@) du(a).

AuBerdem konvergieren auch die Momente von v, gegen die Momente von u ([Gut05],
Theorem 7.5.1). Die MaBe Tv sind diskrete Mafie mit suppTv = {—1/y/n,1/y/n}. Alle
Funktionen iiber dem Produktmafl Tv ® - - - ® Tv sind also Polynome vom Grad hochstens
1 in jeder der n Variablen x4, ..., x,. Wir definieren nun ein Analogon C' des Multiplikators
T., (als Aktion auf den ersten beiden Hermite-Polynomen Hy(z) = 1, Hi(z) = x) auf dem
Mafraum iiber v und setzen

C(a+ bz) :== a + wbz. (C.5)

Wir bemerken die Analogie zu T,,, eingeschréankt auf den Teilraum, den die beiden ersten
Hermite Polynome aufspannen:

T, :aHy+ bH, — aHy + wbH;.
Dann gilt

Lemma C.6 (Two-Point Lemma). C ist ein beschrinkter linearer Operator von LP(v)
nach Li(v) mit Norm 1 wobei w =i\/p—1, 1 <p <2 und p~' + ¢! = 1. Das heifit also,
fiir alle a,b € C gilt die Ungleichung

]a+wb|q+|a—wb\q]l/q _ Paer]er\a—b\p /e
2 - 2



C.3 BEWEIS DER BABENKO-BECKNER UNGLEICHUNG 77

Beweis. Es reicht, diese Ungleichung fiir @ = 1 und einer beliebigen komplexen Zahl b =
& 4 in zu zeigen. Das ist dquivalent zur Ungleichung G(&,n) < 1 fiir

{ (1402 + (-1)e2] "+ [(1-m)2 + (- 1)¢?]
2

q/2:| 1/q

G n) =

[[(1+€)2+(q—1)n2}”2+[(1—§)2+(q—1)n2]P/2] p
2

Wir bemerken dass ¢ — 1 = 1/(p — 1) und erhalten mit der Minkowski Ungleichung

[u+nﬁ+@1ﬁwﬂ+ulm2up98W1”q
2

<

{I1+n\q+ 11—l

2/q
5 } +(p—1¢&

und

(14> + (=D +[1 -9 + (¢ — 1)nz]p/z] 2/p
2

p _ ¢|p]2/p
L [lLedrenog)

Dabei ist die letzte Ungleichung umgedreht, da p/2 < 1. Es folgt also

[|1+n|q42r\1—n|q] +(p—1)€2

2/p
[u+5|p;\175|p} + (g — 1)

G(&,n) <

Aus den beiden Ungleichungen (wir beweisen sie in Kiirze)

14l + 1
2

q 1/q
U } < [14(g-1n]"2, (C.6)

p _¢lp /P
e =] o

1+ (-1 < { 5

folgt nun G(&,7n) < 1. Die obigen Ungleichungen folgen nun aus einem Minimierungsargu-
ment und wir betrachten die Ungleichung

u+mm+u—mmrm

5 <1+ (m—1)y?

fiir 0 <y < 1 und m > 2. Beachte, dass aus dieser Ungleichung fiir y < 1 auch dieselbe
fiir y > 1 folgt durch Division mit y. Wir fixieren m > 2 und betrachten die Funktion

o(y) = %log (14 (m—1)%] - %log {(1 +y)™ er (1—y)m
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auf dem Intervall [0, 1). Es folgt

, uly) .

O'(y) = @ mit

uy) = (L+y)" my—y—1)+1—y)" " (my—y+1),
o(y) = A+ m—-Dy)((1+y)"+1—y™),

u'(y) = (m—1my[(1+y)" %=1 —y)"?]

Da nun v(y) > 0,¢(0) = «(0) = 0 und «/(y) > 0 folgt u(y) > 0 und somit ¢'(y) > 0
und ¢(y) > 0. Fiir 1 < m < 2 dreht sich die Ungleichung fiir «' um und somit auch alle
anderen und es folgt in diesem Fall ¢(y) < 0. Dies beweist die beiden Ungleichungen (C.6)
und (C.7) und somit das Lemma. O

Wir bezeichnen nun mit X, den Raum der symmetrischen Funktionen f {iber dem Pro-
duktmaBl Tv ® --- ® Tv (mit f(0) = 0). Dabei ist eine Funktion symmetrisch, wenn sich
der Funktionswert bei Vertauschung beliebiger Argumente nicht d&ndert. Die Symmetrisie-
rungen

oz, ... x,) = Z Ty -+ Ty

1<mi<---<m;<n
bilden eine orthogonale Basis in L?*(X,,); wir normieren um und definieren
Oni(x1, .. xy) = loy(zy, ..., ).

Die erzeugende Funktion dieser symmetrischen Funktionen ist gegeben durch

S(x1, ...z t) = H(l + xyt) = Ztlal(:cl, o Z ll(pnl (X1, ..., Tp)-
k=1 1=0

Die erzeugende Funktion der Hermite-Polynome ist
T(x: 1) (g Zth ().
T, = eX —_—— Tr | =
; p 9 P

Fiir z =37 | x; und x5 = 1/n gelten zwischen diesen beiden erzeugenden Funktionen die
Relationen

T(xy 44 xt) = e t/2(cosh(t/v/n))"S(x1, . .., xn; v/ntanh(t/y/n)),

t2

n/2
S(x1,...,xp;t) = exp (g artanh(t/\/ﬁ)) (1 - —) X
n
T(z1 + -+ + xn;v/nartanh(t//n).
Aus diesen Gleichungen folgt nun

Lemma C.7. Fiir ©3 = 1/n gilt

[1/2]
n Yoty n:H n - rH—'r n/s
Oni(T1 Tn) (1 + +x)+n;al, 1or(T1 + -+ xy)

wobei die Koeffizienten ay, fir fizes | beschrinkt in n sind.
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Beweis. Unter Benutzung der Definitionen von H,, und ¢,,; erhalten wir die Anfangswerte

©no = HO(xl + -+ xn)a ( )

Pn1 = Hl(x +xn)7 ( )

©n2 = H2(Q: st xn); ( 10)
2

©n,3 = H3(1E1++$n)+EH1(ZE1++$n) ( 11)

Den allgemeinen Fall beweisen wir nun mit einem Rekursionsargument. Mit einer analo-
gen Rechnung wie in Proposition B.16 (beachte aber die unterschiedliche Definition der
Hermite-Polynome; der Faktor zwei vor dem z ist jetzt nicht vorhanden) erhalten wir

Hy(x)=aH,_1(x) — (I = 1)H,_o(x) = Hi(x)H;_1(z) — (I — 1) H;_5(x). (C.12)
Fiir die Funktionen ,,; erhalten wir die Rekursion

| —1
Pl = Pn1Pni-1 — T(n—l+2)<,anl 2. (C.13)

Fiir die elementaren symmetrischen Funktionen o; nimmt diese Rekursion die Form

— 142
lUl = 010]—-1 — %O’l_g. (014)

Wir beweisen nun (C.14) und betrachten dafiir die erzeugende Funktion S der symmetri-
schen Funktionen o;. Wir erhalten (hier und im folgenden bezeichnet 7, dass ebendieses
Argument ausgelassen wird)

S(1,.. . xn;t) = H1+azkt Ztol Tlyeen s Tp),
k=1

0
—S(x1, ...,y t) = Zka(xl,...,fk,...,mn;t)

o1(x1, - x0)S (X1, s t) = Zxk (T + xpt)S(x1, ooy Ty ooy T ),

Daraus folgt mit 22 = 1/n die Gleichheit

o1(x1, .y x0)S (X1, .. s t) — %S(xl,...,xn;t) (C.15)
t n
= —ZS(ml,...,fk,...,xn;t). (C.16)
"=
Weiters erhalten wir
oz, Thy ooy xy) = (n—Doy(zy, ... ). (C.17)
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Diese Gleichung gilt, da aufgrund der Symmetrie beider Seiten die linke Seite ein Vielfa-
ches der rechten Seite sein muss und die Konstante erhéilt man, wenn man bemerkt, dass
o(zy,...,x,) fir n > [ aus (7) Summanden besteht und alle z;, auf 1 setzt. Also folgt aus

(C.16) und (C.17), dass

o1 (21, .y xn)S (X1, s t) — %S(xl,...,xn;t) (C.18)
+ n—1
= EZ(n—Z)al(ajl,...,xn)tl. (C.19)

=0

Die Rekursion in (C.14) folgt nun durch Koeffizientenvergleich dieser Gleichung . Nun
zeigen wir die Behauptung. Der Induktionsanfang ergibt sich aus den Gleichungen (C.8)-
(C.11). Aus den Rekursionen (C.12) und (C.13) folgt nun mit Induktion die Behauptung.

O

Nun verallgemeinern wir den Operator C' von (C.5) und definieren auf dem Produktraum
Tr®---®Tv
Chni a4+ bxy — a+ wbxy,

wobei a und b Funktionen von den iibrigen n — 1 Variablen darstellen. Wir definieren nun
die Hintereinanderausfiithrung von diesen n Operatoren

K, = n1 Q"0 Cn,n-

Die Beschranktheit von K, als Operator von LP(Tv ® --- ® Tv) nach LY(Tr ® --- ® Tv)
folgt aus den nachfolgenden Lemma iiber das Produkt zweier Operatoren:

Lemma C.8. Seien T7 und Ty zwei durch Kerne definierte Integraloperatoren und weiters
gelte

Ty LP(p1) — L* (M)l

1,
|15 = LP(p2) — L* (o) L.

IAINA

fiir zwei Fxponenten p < s und o endliche Mafle p;, ;. Dann gilt fir das Produkt der
berden Operatoren
HTl ® Ty : Lp<p1 ® pg) — L5(>\1 & )\2)” <1

Beweis. Es gilt

el = | [ [IGzs e ) dAzmﬂl/s
: / U (Tof) (1, 22) P p“y”r/p o]
< | | 1@nmer ax (%)r/s e
< / [ 1stip dpl(yl)dpg(%)r/p _
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Dabei wurde in der ersten Ungleichung die Beschréanktheit des Operators T ausgenutzt, die
zweite ist eine Anwendung der Minkowski Ungleichung fiir Integrale mit dem Exponenten
s/p > 1 und die dritte nutzt die Beschranktheit von 75 aus. O

Aus diesem Lemma folgt nun, dass der Operator K,, beschrénkt von LP(Tv @ --- @ Tv)
nach LY(Tv ® --- ® Tv) ist mit Norm 1. Deshalb ist die Einschrinkung K, von K, auf
den Unterrﬂlm X, auch beschrankt mit Norm 1 und die ¢,; sind Eigenfunktionen des
Operators K ,; es gilt
KTy Ty = Wi - Ty
En@n,l - Wl(Pn,l-

Somit sind sie das natiirliche Analogon der Hermite Polynome iiber dem Raum L*(X,).
Wir sind nun bereit fiir den Beweis von Satz C.3 und somit von Satz C.1.

Beweis von Satz C.3. Es reicht, die Aussage fiir eine dichte Menge von Funktionen zu
zeigen und wir zeigen sie fiir Polynome. Jedes Polynom ¢ kann als eine endliche Linear-
kombination von Hermite Polynomen

g(x) = biHi(w)

dargestellt werden. Dazu definiere analog

M
gn(Tr,y . ) = Zbl@n,z(%, ey X))
=1

Dann gilt fiir die Aktionen der Operatoren T, und K,

M M
Tw(g) = ZwlblHlv Fn(gn) = Zwlbl(pn,b
=1 =1

Es folgt nun aus Lemma C.7 und aus der Tatsache, dass alle Momente von v, = Tr®---®
Tv (n Produkte) gegen die Momente von p konvergieren, dass aufgrund des Faktors 1/n
gilt

/ (Tog)(xy + -+ 20) — (Kpgn) (21, ..., 2,)| dTv(2y) - -+ dTv(z,,) — 0.

Aus der Dreiecksungleichung fiir die ¢ Norm und wieder aus der schwachen Konvergenz
von v, nach g hinsichtlich Polynomfunktionen (Konvergenz der Momente) erhalten wir
nun

lim ”K”g”HLq(xn) = lim ||ng||L‘Z(Vn) = ||ngHLq(u) :
Das gleiche Argument liefert

0 (| gl 1o,y = 190 2o -

Also folgt aus der Beschrinktheit von K, von LP(X,) nach L9(X,) mit Norm 1 die be-
hauptete Ungleichung

||ng||Lq(#) < ||gHLp(u)‘ =
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