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1 FEinfithrung

1 Einfiihrung

Hier werden wichtige Definitionen, Sitze und Sachverhalte aufgefiihrt, die in weiterer
Folge benotigt werden.

Notation 1.1. Fiir z,y € R" schreiben wir

ry=Y e
i=1
fiir das Standard-Skalarprodukt und
2| = (x - )'/?

fiir die euklidische Norm. Wenn es aus dem Kontext klar ist, schreiben wir oft fiir z -y
auch nur xy. °

1.1 Die Fouriertransformation

Definition 1.2. Sei u € L*(R"), dann ist die Fouriertransformation gegeben durch

~ 1 —iT-Y
u(y) = e /]R" e Yu(x)dr (1.1)

Weiters definieren wir die inverse Fouriertransformation

y 1 izy
a(y) = W/R" e Yu(x)dx

Es gilt der wichtige

Satz 1.3 (Plancherel). Sei u € L*(R™) N L*(R™). Dann gilt, dass 4, € L*(R™) und

4] z2®ny = %] 2@ny = llull L2®ny (1.2)

Bemerkung 1.4 (Definition der Fouriertransformation auf L?). Mit Gleichung (1.2) kann
man die Definition der Fouriertransformation von L!(R"™) auf L?(R") ausdehnen. Sei u €
L*(R™) und wéhle eine Folge {uy}2, C L'Y(R™) N L*(R™) mit

||Uk — u“LQ(Rn) — 0

Dann gilt nach dem Satz von Plancherel

—

[, — G5l Le@ny = lue — ujl|L2@ny = |lur — wjlL2@n).-

Daher ist {1 }32, eine Cauchyfolge in L?(R") und hat demzufolge einen Limes @ in L*(R™),
welchen wir als die Fouriertransformation von u € L*(R") definieren. Analog kann man
nun auch 4 fiir u € L*(R™) definieren. .




1 FEinfithrung

Bemerkung 1.5 (Faltung). Sei f € L'(R") und g € LP(R") fiir 1 < p < oo. Dann
existiert das Integral

. flxz —y)g(y)dy

fiir fast alle x € R™ und wir definieren die Faltung von f und g als

(f *g)(x) := . flz —y)g(y)dy
AuBlerdem gilt f x g € LP(R™) und

I * glle@ey < A1fllor@myllgll e ey

Notation 1.6 (Multiindexschreibweise). Sei m € N, o € N". Man nennt dann « einen
Multiindex. Fiir x,& € R™ vereinbaren wir folgende Schreibweisen.

n
ol =>_a
=1
n
e =1J¢"
o,
=1

Weiters definieren wir die Differentialoperatoren
D =[] (=i
k=1
und fiir Koeffizienten a,(x) € C*°(R™) mit |a| < m
P(z,D) = > an(x)D".

laj<m

Dem letztgenannten Operator wird ein sogenanntes Symbol P(x,&) zugeordnet, indem
formal das D durch ein Element aus R™ ersetzt wird

P(z,8) = Y aa(x)s". (1.3)

loe|<m

Treten nur konstante Koeffizienten a, auf, so schreibt man auch P(D) bzw. P(£).
Wir schreiben auflerdem fiir den Gradienten einer Funktion u : R" — R

Du := grad u.

Fiir zwei Multiindizes «, 3 definieren wir auflerdem noch die folgendes
e 3 < « bedeutet, dass 3; < a; fliralle j =1,...,n.
e o — [ ist der Multiindex mit den Eintragungen (ay — 1, ..., — 3,), wenn § < a.

o ol =yl -




1 FEinfithrung

° (;) = (gi) (g:), wenn 3 < a.

Es gilt auch noch die Leibnizformel

D(fg)=> <a> (D?f)(DFg)

BLla ﬁ

Satz 1.7 (Eigenschaften der Fouriertransformation). Seien u,v € L*(R"), dann gilt
1. [pnwidz = [, 4ddy
2. Dou(g) = £2a(€) falls Doy € L*(R™)
3. (D0)(€) = ((~2)*u)(©) falls (~z)*u € L2(R")
4. Falls u,v € L' N L?, dann ist (u* v) = (27)"/ 200

v bezeichnet die konjugiert komplexe Funktion zu v.

Wir definieren nun eine Klasse von Funktionen.

Definition 1.8 (Schwartzraum). Der Raum

S(R") ={p e C*R") |Va,p € N® dAup € R : sup |anﬁgp(x)| < A,p}

zER™

wird Schwartzraum genannt. Die Funktionen darin heiflen schnell fallend.

Fiir diese Funktionen haben wir eine Inversionsformel der Fouriertransformation.

Satz 1.9. Es gilt fiir alle Funktionen f € S(R™), dass

(f)y = f.

Bemerkung 1.10. Insbesondere ist die Fouriertransformation eine Bijektion von S auf
S. °




2 Das Poissonproblem

1.2 Hauptsatze iiber implizite und inverse Funktionen

Satz 1.11 (Haupsatz iiber implizite Funktionen). Seien p,q € N, G C R, H C R? offen
und F' : G x H — R stetig differenzierbar. Weiters seien zq € G, yo € H so, dass
F(zo,90) = 0 und %—5(9@0,%) sei regular, wobei %—5 die ¢ x g-Untermatrix von F’ sei, die
der Differentiation nach den letzten ¢ Variablen entspricht.

Dann existieren € > 0, 6 > 0 und eine stetig differenzierbare Funktion f : Us(xg) — U:(yo)
mit

o f(zo) = vo
o Vx € Us(zg) : F(z, f(x)) =0
e f(x) ist das einzige Element in U.(yo), das diese Gleichung erfiillt

e f ist in x( differenzierbar und es gilt
f'(x0) = = (5o (20, %0)) 35 (0, 90)-

Satz 1.12 (Hauptsatz iiber inverse Funktionen). Seien A C R" offen, f € C''(A,R™) und
xg € A so, dass D f(x) regulér ist. Dann existiert eine offene Menge V' C A mit 29 € V
und eine offene Menge W C R”, sodass

o f:V — W ist bijektiv

e Die Umkehrfunktion g : W — V ist stetig differenzierbar und ¢'(y) = (f'(g9(y))) "

2 Das Poissonproblem

Formulierung des Poissonproblems. Gegeben ist eine Funktion f € C*°(R"). Wir su-
chen eine Funktion v € C*°(R"), sodass

(P(x,D)u)(z) = f(x) fir alle x € R"

gilt. Das nennt man Poissonproblem. Wir wenden uns nun der Existenz lokaler Lésungen
dieses Problems zu.

2.1 Lokale Lésung des Poissonproblems

Definition 2.1. Das Poissonproblem P(x, D) = f besitzt lokale Losungen <=

Vg € R"30; < 6oFu € C°(Uy,, (62))V € Uy (01) = (P(z, D)u)(x) = f(x)




2 Das Poissonproblem

Satz 2.2 (Lokale Losung des Poissonproblems mit konstanten Koeffizienten). Seien a,, €
R fiir || < m. Weiters gelte die Elliptizitdtsbedingung

Je>0,A>0VE[ > A : | ) anf®| > clgl™

la<m
Dann gelten mit P(D) =, <,, @%aD®
1. 3R € C*(R")Vf € C°(R")Juy € C*°(R")Vx € R™ :
(P(D)uo)(x) = f(x) + (R f)(x)

2. Fur alle f € C*°(R") existieren lokale Losungen.

Beweis.

1. Sei 0 < x € C*°(R") mit folgenden Eigenschaften

(z) = 1 falls |z| > 2A
T 0 falls 2] < A

Wenn A < |z| < 2A, dann setzen wir die Funktion eben so, dass sie in C*°(R")
liegt. Dann definieren wir

wfa) = )2 [ emﬁ%x@dé. (2.1)

P(&) war das Symbol des Differentialoperators P(D), siehe (1.3). Wir werden nun
zeigen, dass dieses ug(z) die Bedingung unter 1. erfiillt. Wir beginnen damit, auf
Gleichung (2.1) die Fouriertransformation anzuwenden und erhalten

Mit Satz 1.7 folgt
(P(D)uo) (§) = f(O)x(€) = F(&) + F(©)(x(€) — 1).
Anwendung der inversen Fouriertransformation ergibt
(P(D)up)(x) = f(x) + (F(€)(x(€) = 1)),
also mit R(z) = (x(¢) — 1)(x)

da aus Satz 1.7 folgt, dass

A~

fxR=(f(OR)

Bevor wir Teil 2 dieses Satzes angehen, noch zwei Vorbemerkungen dazu. ]




2 Das Poissonproblem

Bemerkung 2.3. Wir wollen das Problem
P(D)u=f (2.2)
16sen. Was wir aus dem ersten Teil wissen, ist, dass wir ein Problem der Art
P(D)ug = f + Rx f = (Id+R)(f) (2.3)

mit einem Integraloperator R 1ésen kénnen. Wenn (Id +R) invertierbar ist, dann kann man
(2.3) auf die rechte Seite g = (Id+R)~"f anwenden und erhélt ein ug, sodass P(D)ug =
(Id+R)g = Id+R)(Id+R)"' f = f. Also ist dann (2.2) gel6st. .

Bemerkung 2.4 (Hilbert-Schmidt-Norm). Wir definieren einen Integraloperator K :
L2([0,1]) — L*([0, 1]) als

(K f)(x) = / ke, y) () dy,

wobei k € L*([0,1)?) der Kern des Operators ist. Dann gilt fiir die Operatornorm
1 1/2
|K|| = sup |Kf||= sup sup (Kf,g) < (/ / Ik(x,y)\zdxdy) .
lflI<1 IfI<1llgll<1 o Jo

Der rechte Ausdruck entspricht der Hilbert-Schmidt-Norm des Integraloperators K. °

Beweis zu Satz 2.2, Teil 2. Sei § > 0. Dann definieren wir ¢5, ¢s € C°(R™) mit

1 =] £6/2
¢5($)—{ 0 |z—a0| >

1 fur |z —a| <6
%(a:)_{ 0 fiir |z — x| > 20

Es gilt offensichtlich
Vs - o5 = Vs

Nach Bemerkung 2.3 suchen wir nun ein g mit supp(g) C U(xg, d), sodass
g+Rxg=finU=U(xg,9/2).
Nach Definition von 95 und ¢s ist das genau dann der Fall, wenn

g+ vs(R* (¢s59)) = Vs f.
Mit

R(g)(z) = vs(x) (R (¢s9))(x) = [ Rz —y)g(y)ds(y)vs(z)dy

Rn
und

k(x,y) = R(z — y)ps(y)vs(z)

haben wir also nach Bemerkung 2.4

. 1/2
HRﬂé( / / k(w,y>2dmy) < O8N,




3 Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung

Die letzte Ungleichung folgt hier aus der Tatsache, dass man R auf einem kompakten Inter-
vall durch eine Konstante C' abschétzen kann. Auflerdem kann man 5 durch 1 abschéitzen
auf einem Quader mit Seitenldnge 26 und analog ¢s durch 1 auf einem Quader mit Sei-
tenldnge 40. Nun kénnen wir 0 von vornherein so klein wéhlen, dass gilt

~ 1
R —.
7] < 3
Dann ist aber nach dem Satz von der Neumannschen Reihe Id +R invertierbar und
9="> (—R)"(¥sf).
k=0

Die Aussage des Satzes ist also bewiesen. [ ]

3 Anfangswertproblem fiir die Wellengleichung

Formulierung des Anfangswertproblems. Gegeben haben wir ein ¢ : R* — R €
C>(R") und wir suchen ein u : R" x Rj — R, sodass

Utt—A;pu =0
u(z,0) = g(z) (3.1)
u(z,0) = 0
Notation 3.1. Den Laplace-Operator

+ ...+ 0?

InTn

A, =02

11

nehmen wir nur beziiglich den Raumvariablen, wir schreiben auch manchmal nur A.
Weiters definieren wir den d’Alembert-Operator

|:| = 8tt - Ax

AuBerdem betrachten wir noch die Fouriertransformation nur fiir die Raumvariablen, es
ist also fiir u: R" x Rf — R, t € Rf,x € R"

u(&,t) = (2#)_”/2/ e~y (x, t)dr

n

3.1 Umformung des Anfangswertproblems

Wenn wir (3.1) fouriertransformieren, kommen wir auf

(& 1) + |EPaE,t) = 0
a0 = g
/&t(é-vo) = O




4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Mit fixem & und a = |£[%,b = (&), f(t) = @(&,t) erhalten wir die gewdhnliche Differenti-
algleichung

[/t +aft) =0
f0) = b
f0) =0

Sie hat die Losung
b . .
f(t) = bcosat = 5(6“/‘Elt + e7iVat),
Wenn man nun wieder zuriick einsetzt, erhdlt man
X 9&) , i
(e, 1) = (1) = L et 4 iy
Dies fiithrt zur Losungsformel

u(z,t) = (27r)_”/2/ e’“@(ei'“ + e~klItyde. (3.2)

n

Vergleich der Losungsformeln Wir hatten bis jetzt zwei Typen von Problemen
1. P(Dju=f
2. Uu=0

Beim ersten (Poisson-)problem fanden wir die ,,Losungs“formel (siche (2.1))

u(z) = (2m) /2 f emg&
(@)= @m) 2 [ fe e

Dies ist der Prototyp eines Pseudodifferentialoperators (kurz ¢»dO). Bei der Wellenglei-
chung hatten wir vom Typ her

u(zx,t) = (27?)_"/2/ G(€)esettltlge.

n

Dies ist der Prototyp eines Fourierintegraloperators (FiO). Man wird spéter sehen, dass

die Funktion % zu einer bestimmten Symbolklasse gehort, fiir die ¢/dO definiert sind.

4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Formulierung des Problems Fiir a € C*(R"),p € C*(R") und € > 0 sei folgendes
Anfangswertproblem der Wellengleichung gegeben:

(4.1)

uf —Aut =01in R" x (0,00)
u® =g¢%ui =0in R” x {0}

wobel

(r € R")
Weiters gelte

Gesucht sind

10



4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

o u(x,t)

o lim. gu(z,t)

Satz 4.1. Seien

Po(x,y,2,t) = (x—2)y+tlyl+p(2)
¢1(z,y, 2, t) (x —2)y —tly| + p(2)

und

]J(gs)(l’,t) = Z)ei(ﬁj(x’yv'z’t)dydz (42)

fir j € {0,1}. Dann gilt

R 1 ) . p(2)
g (y) = n/ e a(z)eE dz.
2 n

Wenn wir das in die Losungsformel (3.2) einsetzen, erhalten wir

(2)
Ue(x,t) = ToNm n/ / —Zzye € emyemyldydz—l—
2 n n

[

1 1 p(2)
+ = - - a(z)e el e e Ml gy d
2(2@5(%)5 // a(z) Y
=2 1 1 gl | ;2(2)
— = i(z— ) +it i dad
2 (2me)" /R /]R afz)e™ vazr
1 1 T glol )
- i(x—2) -t p +it > did
T 2 /R /R afz)e v

also

) [egqso(z,y,z,t) n eé’m(fvvy»zi)] dyd>

A
&
~
N—
N | —
pag
Y
\(P/H
3
T
T
Q

4.1 Methode der stationaren Phase

Um die Asymptotik von Losungen der Wellengleichung zu untersuchen, miissen wir uns
Integrale der Form wie Iy und Iy, also

1 i
J. = _ =P) d
SE /ne Bly)dy

ansehen, wobei € > 0, B(y) € C°(R") und p(y) € C*(R").
Gesucht ist eine Formel fiir lim,_,q J..

Die Losungsfindung passiert in den folgenden 3 Schritten

11



4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

1. Linerare Phase: p(y) =y - p
2. Quadratische Phase: p(y) =y - Ay = Z:ijl QijYiY;

3. Lemma von Morse

4.1.1 Lineare Phase
Zunichst betrachten wir eine lineare Phase, sei also p(y) = y - p mit p € R™. Dann haben

wir folgendes Resultat
Lemma 4.2. Sei a € C2°(R") und p € R”, p # 0. Dann gilt:
! / eﬁy'pa(y)dy < cpe®
(2me)s Jgn -

VkeNﬂck>0Va>O:‘

Das Integral féllt also schneller als jede beliebige Potenz von .

Beweis. p € R",p # 0, p = (p1,p2, ---,Pn), 0.B.d.A. p; # 0.
" am
—(e='Pa(y dy‘
am
a(y)dy’

—¢ " Lyp

Kipl) /ne oYy
|supp(a)| sup |(9)'a)(z)|
rER™ ,

Der Beweis erfolgt iiber partielle Integration.
i £

/ e="Pa(y)dy (.—

n Zp]_

m

< ¢ T
\‘pl‘

=:Cm

e"Cp,
Da das fiir alle m € N gilt, haben wir mit dem Vorfaktor (27re)~2 kein Problem und die

Aussage ist bewiesen.

4.1.2 Quadratische Phase
Als néchstes betrachten wir eine quadratische Phase p(y) =y - Ay
Lemma 4.3 (Hauptlemma). Sei a € C2°(R") und A eine reelle, symmetrische und inver-

tierbare Matrix in R™*",
Weiters sei
1 A
J: = = | eV Wa(y)dy
(2me)2 Jgrn
Dann gilt
61% sign A
de>0Ve >0:|J. —a(0) - <ce
|det A|2
12 sign A

e 4

) ;
|det A|2

lim J. = a(0

e—0

d.h.
Die Signatur (sign A) einer Matrix A gibt die Anzahl der positiven Eigenwerte von A

minus die Anzahl der negativen an.
12




4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Fiir den eigentlichen Beweis werden noch einige Hilfsmittel benotigt:

Proposition 4.4. Sei 6 > 0 und A € R. hs : R — R sei definiert als
h(s(%) — ei)\:rzféa:Q

Dann gilt

Beweis. Nach Definition gilt
N
R
_ /e(i)\—5)<cc2—ixi/\y_6)dx
R

.. 2 . . 2
quadr.gganzen 64(1,?;\_6)/6(1)\—5)(1—12(5\’_5)) dx
R

Als néchstes transformieren wir das Integral mit
. 1 1y
— (—iA+4 Y
@ = (Hide )2($ 2(i>\—5))
dz = (—i\+0)2dx

Sei nun y € R fixiert und I' = {z = (—iA+6)2 (x - %) |z € R}:

/e(ix—d)(x—imfdm _ ;/6_22&2
R (—iA+0)2 Jr

= _ 1/ezzdz
(—iA+9)2 Jr

VT

(—iA40)z

ol

Es ist hier die komplexe Wurzel gemeint, fiir die Re(—i\+4 )% > () ist. Da sich dann —iA+0
in der rechten Halbebene ohne die imaginédre Achse befindet, schneidet I' die reelle Achse
unter einem Winkel < 7. Man kann sich {iberlegen, dass dann der Cauchysche Integralsatz
anwendbar ist um das Integral iiber I" auf ein Integral iiber die reelle Achse zu deformieren.
Also folgt insgesamt

) I
V2rlim hs(y) = gg%(—i;l&) AT

6—0

13




4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Proposition 4.5. Sei Ay, Ay, ..., A, € R\ {0}, 6 > 0 und z,y € R™.
Weiters seien

A = diag(A1,..-,\)

n

_ 2

z-Ar = E )\j:cj
=1

k(s(x) _ eia:-A:L‘76|a:\2
Dann gilt
" . N 12 sign A ; B
(27) % lim ks(y) = n% —— e~ 1vA™"y
et |det A|2

Beweis. Nach Definition und dem Satz von Fubini folgt

n -~ . _ 2_. .
(27T)2 ké(y) _ / ezxAx Olx| @Y o
n
= / HeiAiI?_dx?_iIfyjdxldxg~--dxn
R

N 202 o
ezAJx]- 5xj wcjyjdxj:|

[
=
T

Weiters ist nach Proposition 4.4

lim (20)% is(y) = [

0—0 .
7j=1
1 2
n T3 1y
J— 3 :
- H NN
=1 (—iA)?
- ﬂ% 1 5 ﬁ
— H - 642 j=1 Xj
=1 (—iAg)?
. ~~ 7
~—
=X =Y
Es folgt weiter
1 n yj2

Somit gilt die Aussage.

Bemerkung 4.6. Wir nehmen ja an, dass Re(—i)\)% > 0 ist. Also gilt

Lo _im o
(—i)\)% _ \)\]lem fir A >0
[AMz2ex  fir A <0

IS

14



4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Proposition 4.7. Sei A symmetrisch und invertierbar und ks(z) wie in Proposition 4.5.
Dann gilt:

" . N 12 sign A ; 3
) ) = |€d4t T K
(G

Beweis. Wir drehen die Koordinaten um A zu diagonalisieren (dies ist immer moglich,
da A symmetrisch ist)

A symmetrisch = U € RV : U1 AU = diag(\y, ..., \y) A\ € R.

AuBlerdem ist UT = U~!. Dann ist Proposition 4.5 anwendbar. n

Proposition 4.8. Sei A symmetrisch und invertierbar.
Weiters sei

kg(l') _ eQLISx-Axfzﬂx\Q )

Dann gilt
o ﬂeigsignA _i e
Hmk§(y) = €2 ———e a2 VA Y,
=0 |det A2

Beweis. Wende Proposition 4.7 auf A, := %A an.
Hierbei muss man beachten, dass

1 -1
—A = 2:A7!
1 1\"
—A) = — A
det (25 ) (25) det

1
sign —A = sign A.
2e

15



4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Beweis von Lemma 4.3. Nach Definition folgt

B _ (%15); / en v a(y)dy
- gz ol e ety
Sata v Lebesgue (2;@3 lim | Ki(w)aly)dy
Satz 1.7 (2735)3(1&% 5 kE(y)aly)dy
Satz v. Lebesgue (27115)3 /Rn (1;1_1% ks (—y)a(y)dy
e (mi)é‘ |€det1g4|A / e AT a(y)dy

1 ez% sign A o
e 2 n

Jan ay)dy=(2m) B a(0)  €'3 "

JanlylPa(y)dy<co €'

mit einer sich eventuell verdndernden Konstanten C. Die Behauptung kann man nun
unmittelbar ablesen. ]

Bis jetzt haben wir lim,_ J, mit J, = m Jan egp(y)ﬁ(y)dy, wenn
1. p(y) =y - p (Lineare Phase)
2. p(y) =y - Ay (Quadratische Phase)

Im anschlieBenden Abschnitt betrachten wir den allgemeinen Fall.

4.1.3 Lemma von Morse

In diesem Abschnitt werden wir den allgemeinen Fall auf eine lineare bzw. quadratische
Phase zuriickfiithren. Dies geschieht durch eine Variablentransformation und wir miissen
unterscheiden zwischen nicht kritischen und nicht degenerierten kritischen Punkten.

Satz 4.9 (Variablentransformation). Sei ¢ : R" — R und weiters sei D¢(0) # 0. Dann
existiert eine glatte Funktion F : R" — R", sodass

F(0) = 0
0) =1
o(F(x)) = ¢(0)+ Dp(0) - fir |z| hinreichend klein.
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4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Satz 4.10 (Lemma von Morse). Sei ¢ : R" — R und 0 ein nicht degenerierter kritischer
Punkt, das heit Dp(0) = 0 und det D?¢(0) # 0. Dann existiert eine glatte Funktion
F : R" — R", sodass

F(0) = 0
DF(0) = I
¢(F(z)) = ¢(0)+ 32-Dp(0) -z  fiir |z| hinreichend Klein.

Beweis von Satz 4.9. Wir definieren r,, := D¢(0) # 0. Wir kénnen die Menge O = {r,,}
mit Vektoren ry,...,r,_; erweitern, sodass O eine orthogonale Basis von R" ist. Wir
definieren die Funktion f : R” x R™ — R™ durch

f(z,y) = (rr-(y =), vnr - (y = 2),0(y) — 6(0) = D(0) - ).
Wir betrachten nun die Ableitung der Funktion nach y (Jacobimatrix) und erhalten
LS S b T r
D,£(0,0) = | : =
Tn1 " Thn ry
Dabher ist D, f(0,0) invertierbar und wir konnen den impliziten Funktionensatz (Satz 1.11)

anwenden. Dieser garantiert die Existenz einer Funktion F : R” — R"™ mit F(0) = 0,
sodass f(z, F(x)) = 0 fiir alle |z| hinreichend klein. Setzt man in f ein, so erhélt man

{(F(a:)—av)-rk—o (k=1,...,n—1) 43)
¢(F(2)) = ¢(0) + Dg(0) - z.
Mit der Definition von r, und durch differenzieren von (4.3) erhalten wir

(DF(0) — Iry, =0 (k=1,...,n)
Nachdem aber {r;}! ; eine orthogonale Basis des R" war gilt DF(0)—1I = 0 also DF(0) =
I, womit die Aussage bewiesen wire. ]

Beweis von Satz 4.10. Fiir ein fixes © € R™ sei U(t) := ¢(tz), also V(1) = ¢(z). Wir
erhalten dann

T(1) = T(0) + T(0) + /1(1 — )T (t)dt,

da mit partieller Integration gilt
1
/ (1= )0 (1)dt = —W'(0) + W(1) — W (0).
0

Durch differenzieren erhalten wir ¥”(t) = x - D?¢(tx)z und kénnen somit ¢(x) schreiben
als

{¢<x> = $(0) + 3o Alw)x (4.4

A(z) =2 [} (1 — t)D?¢(tx)dt
Wie man offensichtlich sieht ist A(0) = D?¢(0), daher ist A(0) regulér. Da die Determi-

nante einer Matrix stetig von den Eintrégen abhéngt und A(zx) eine glatte Funktion ist
konnen wir auch annehmen, dass det A(x) # 0 fiir hinreichend kleines |x|.
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4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Im weiteren Beweis nehmen wir 0.B.d.A. an, dass A(0) = D?¢(0) diagonal ist. Gilt das
nicht, so kann man A(0) aufgrund der Symmetrie (Satz von Schwartz) diagonalisieren
und wir erhalten eine geeignete Basistransformation.

Wir gehen nun mit Induktion vor und behaupten, dass fiir alle m € {0,1,...,n} eine
glatte Funktion F,, : R" — R" existiert, sodass

{Fm(o) =0, DF,,(0) = I und (4.5)

¢(Fm(x)) = ¢(O) + % Zzil ¢$z$z( )ZE +3 Zz] =m+1 m:B Ly

fiir ein hinreichend kleines |z| mit einer glatten und symmetrischen Matrix A,,(x) =
((ak7)) mit A,,(0) = D?¢(0). Fiir m = 0 sei Fy die Identitéit und Ag(z) = A(x). Als

Induktionsvoaussetzung gelte (4.5) fiir ein beliebiges m € {0,...,n — 1}. Wir schreiben
Om (1) := O(Fm(z)).

Fiir den Schluss von m auf m+1 definieren wir T,,,1 € C®°(R", R") und y — = = T,,11(y),
wobei gilt

1 = 0N
Lm = ym
1
a%Jrl’erl 2 aerl J (46)
xm+1 - < ¢zm+lzm4(rli)> (ym+1 + Z] =m+2 yﬂ W"’%)
Tn = yn
Mit dieser Definition und der Induktionsvoraussetzung folgt dann
¢m( Z ¢yly1 yZ + = Z am YiYj =
i,j=m+1
m+1 (47)
Z Qﬁwlwl :I; + = Z berlSL’zl’J,
z] m+2
wobei gilt
.. a'ZLLJrl 1 am+1 ¥ o
irj o al (y) — am-k(?lJ)m-H(y) ) i,je{m+2,...,n}
bm+1(y) :
0 sonst.

Es gilt T,,+1(0) = 0 und DT,,4+1(0) = I (nachrechnen), wobei I die n-dimensionale Ein-
heitsmatrix ist. Mit dem Inversen Funktionensatz (1.12) kénnen wir damit die Umkehr-
funktion von 7,4, lokal um 0 garantieren. Es gilt also 7T}, +1( xz) = y und wir erhal-
ten damit ¢, (y) = ¢(Fn(y)) = S(Fn(T,11(x))). Wir definieren weiters A,,41(z) =
Byi1(T,2 (), insbesondere also A,,11(0) = By,41(0). Aus der Definition von B,
sieht man, dass mit der Induktionsvoraussetzung A,,(0) = D?¢(0) sofort folgt, dass auch
Byi1(0) = D?*¢(0). Wir haben also mit

m+1

O(F (T (2)) Z%m x; +— Z avl xix; (4.8)

z] =m+2

und der Definition von F,,;1 := F,, o 7., den Induktionsschritt durchgefiihrt.
Wir setzen nun m = n und erhalten aus (4.5) die Aussage. [
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4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Bemerkung 4.11. Wir werden hier als Zusatz zum Beweis des Lemmas von Morse die
Analogie der Diagonalisierung dort mit der Diagonalisierung nach Cholesky fiir symme-
trische positiv definite Matrizen (A = LLT). Ist nun also die Matrix A positiv definit, so
gilt a; > 0 (wire a; < 0, so wire e; - Ae; = a; < 0, was im direkten Widerspruch zur
positiven Definitheit stiinde). Ferner fithren wir die quadratische Form Qo(z) = = - Ax
ein. Wir betrachten nun

{(2?1 k)’ = Y Yok TR (4.9)

— _Qik

Tk = Ja11

Mit der Setzung a;; = a;; — r1;r1; erhalten wir mit (4.9)

Qo(z) — (Z lek) = Z Z(a}k)%%’- (4.10)

i=1 =2 k=2

Daduch bekommen wir wiederum eine quadratische Form, welche lautet

Q1(z) = Z Z(a;-k)xkxj (4.11)

=2 k=2

Nachdem bereits Qo(x) positiv war, ist es auch @Q;(z). Angenommen es wére Q1(x) < 0,
fiir ein bestimmtes (o, ...,,) € R""1. Unabhiingig von der Wahl von z; gilt

Qo(z) = Q1 (z) + (Z lexk) ~ (4.12)

Mit der Wahl z; = —LZZZQ r1kx) ist dann der quadratische Teil von (4.12) 0 und

T11
somit wire dann auch Qo(x) < 0, was aber im Widerspruch zur positiven Definitheit

von A stiinde. Damit gilt nun aber a, > 0 und wir kénnen genauso wie vorher fiir Q(x)
vorgehen. Mit Induktion erhalten wir dann die positiven quadratischen Formen

7 n 2
Qi(x) :QO—Z (anmk) firi=1,...,n— 1. (4.13)

j=1 \ k=i

In der Gleichung (4.13) kann man sehr gut die Analogie zur Gleichung (4.5) aus dem
Beweis des Morse-Lemmas sehen. Wir wissen weiterhin, dass ),,_1 nur mehr von der
Variablen x,, abhéngt und da die Form quadratisch sein muss erhalten wir

Qn-1(7) = (rann)?, (4.14)

mit geeigneter Setzung von r,,. Mit der Beziehung (4.13) sicht man, dass

Qo(z) = Z (Z leﬂk) : (4.15)

j=1 \k=j

Um nun die Cholesky-Faktorisierung der Matrix A zu erhalten schreiben wir die durch
die Abspaltung erhaltenen Koeffizienten in eine Matrix

a1 Ti2 -+ Tin
0 799 -+ Top

r=|_ = . (4.16)
0 0 - 7Ton
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4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Abbildung 1: Variablentransformation von Beispiel 4.12

Offenbar gilt (Rz); = > ;_; rjeay und damit Qo(z) = ||Rz||* = = - RT Rx. Weiters gilt
aber, dass Qo(z) = z - Az und damit insgesamt

A=R"R, (4.17)

was der Cholesky-Zerlegung von A entspricht. °

Beispiel 4.12. Wir betrachten die Funktion ¢(xy,xs) = z1 + 29 + x%&f%. (0,0) ist kein
kritischer Punkt und wir kénnen somit eine Koordinatentransformation im Ursprung nach

Satz 4.9 finden. Hierzu gehen wir wie im Beweis vor und betrachten die Funktion

y%ﬂ/%)
100

Im Beweis wird an dieser Stelle der implizite Funktionensatz angegeben, was in unserem
Fall heifit wir miissen die Gleichung f(z1,x2,%1,y2) = 0 nach y;,ys 16sen. Dies ist in
diesem Fall analytisch moglich und fithrt auf eine Funktion F, sodass F(0) = 0, DF(0) = I
und ¢(F(z)) = ¢(0) + D¢(0) - . Zur Veranschaulichung dieser Funktion betrachten wir
Punkte im Intervall [—10,10]* und betrachten die Auswirkungen von F darauf. Siehe
hierzu Abbildung 1. Die roten Punkte sind die mit F transformierten Stellen des schwarzen
Gitters. °

flz1, 20, y1,92) = (x1 — Y1 — T2+ Yo, Y1 + Yo — X1 — To +

4 4
Beispiel 4.13. Wir betrachten die Funktion ¢(xq, z2) = 3 + 23+ xllggz. Der Punkt (0, 0)
ist hier ein nicht degenerierter kritischer Punkt. Wollen wir eine Variablentransformation
im Ursprung durchfiihren, um die Funktion rein quadratisch zu machen, so miissen wir

nach dem Lemma von Morse (4.10) vorgehen. Wir erhalten

3w%
D2¢(w1,x2):<2+2—5 0 )

0 2+

Dadurch haben wir auch die Matrixfunktion A aus dem Beweis des Morse-Lemmas.
Nachdem diese bereits diagonal ist brauchen wir keine Koordinatentransformation mehr
durchfiihren. Weiters bestimmen wir die Funktionen 77,7, und invertieren sie. Es ist al-
so F| = Tl_1 und F = Fy =F, 0T 2_1 die gewiinschte Koordinatentransformation. Die
Wirkung von F ist in Abbildung 2 gegeben. Die roten Punkte sind wieder wie im vorigen
Beispiel die transformierten. °
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4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Abbildung 2: Variablentransformation von Beispiel 4.13

Wir wenden uns nun wieder der Asymptotik der Integrale der Form

1

zu, wenn € — 0. Als Bedingung an die Funktion ¢ stellen wir, dass jeder kritische Punkt
nicht degeneriert ist. Weiters gebe es N kritische Punkte {y,...,ynx}, also nur endlich
viele. Es ist also

{y1,---.yn} = {y € R" 1 y € supp(a), Do(y) = 0, det D*¢(y) # 0} (4.19)

Dies fiihrt dann auf folgenden

Satz 4.14. Sei ¢ € C*, sodass VkIe, > 0Vy € R™ : |y — yi| < e = ((y) = 0. Dann gilt

VYmde,,Ve > 0

/ wi%@)qy)dy‘ < e (4.20)

Beweis. Wir konnen mit Satz 4.9 (Variablentransformation) die Funktion ¢ iiberall dort,
wo die Funktion ¢ # 0 ist affin machen. Der Gradient bleibt trotzdem ungleich 0. Mit
der mehrdimensionalen Substitutionsregel kann man dann das Integral auf eines der Form
von Lemma 4.2 zuriickfithren. Genauer wéhlen wir mit M := supp a N supp

I :
€0 = 5 min {?521{5(2)},51, . ,5N}.

Die €(z) sind die Radien der Umgebungen von z, in denen sich die Funktion ¢ nach Satz
4.9 affin machen lisst. Die Menge U = {B(z,e9) : z € M} ist eine offene Uberdeckung
von M. Weil M kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung von M, also

K
M C U B(Zj,Eo).
j=1

Wir wéhlen nun eine Partition der Eins ¢; € C2°(R™) mit

supp ¢; C B(z;,¢€0) firj=1,...,K
VeeM @ 35 w(x) =1
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4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Wir formen nun das Integral um
K

- d(y) - d(y)
e ¢ d‘ < e C(y)dy| =
[ e Fatwewa] < 5| [ ey

;9(F@)

= e e (F(z))a(F(x F(x))|det DF(x)|dx]| .
D& ()R @) et Do)

Das F wéhlen wir aus Satz 4.9. Wir kénnen nun die Form von ¢(F(z)) aus Satz 4.9
einsetzen (¢(F(z)) = ¢(z;) + Do(z;) - (x — z;) in F71(B(2;,£0))) und ausnutzen, dass
Y;-a-C-|det DF| € C2°(R™). Nach Lemma 4.2 folgt nun die Behauptung. [

Bemerkung 4.15. Die Funktion ¢ in dem obigen Lemma hat die Aufgabe die Funktion
¢ an den Stellen, an denen der Gradient verschwinden wiirde wegzudéampfen und zwar
in jeweils einer e-Umgebung. Das heifit man muss das Integral aus (4.18) nur auf dem
Tréger von ¢ betrachten, wobei gilt: supp(¢ - () C R™\ U;VZI U, (y5)- o

Satz 4.16. Seien k € {1,..., N} und &, > 0 hinreichend klein beliebig. ( € C2° wihlen
wir so, dass Yy € R™ : |y — yx| > e = ((y) = 0 und wir setzen noch zusétzlich voraus,
dass ((yx) = 1. Dann gilt

lim
e—0

[ e a)twy

(2me)3
ip(yp) 1

|det D2¢(yy)['/2

eifsign(D%(yk))a(yk) =0. (4.21)

Beweis. Wir konnen das Lemma von Morse fiir die Funktion ¢ im Punkt gy, anwenden,
denn die ¢ sind hinreichend klein. Es existiert also eine Funktion F : R™ — R", sodass
o(F(z)) = ¢(yr) + 2(x — yr) - D*¢(yx)(x — yp) fiir alle z € UL, (yx). Weiters kénnen wir
dann folgendes Integral mit der Substitutionsregel berechnen

/ ¢ a(y)C(y)dy = / ¢ (B (@))¢(F(x))|det (DF(2))] da
B(yk.ex) F_I(B(ykﬁk)) ::g(x) (4 22)

= e% / eé(x—yk)'D%(yk)(l‘—yk)d(x)dl»
F~1(B(yk.cx))

Es folgt dann mit Lemma 4.3 und der Bemerkung, dass

ayr) = a(F (yx))C(F(yr))|det (DF (yx))| = alyr)C(yr) = alyr)
die Aussage. m

Satz 4.17. Sei a € C*(R"), ¢ € C°(R") und {y1,...,yn} seien die nicht degenerierten
(und auch die einzigen) kritischen Punkte von ¢. Dann gilt

1 i

1

N

19 (yg) o )

T e L sign(D?¢( .

_ Z e [dot D2¢(yk)|1/26 g yk))a(yk) =0. (4.23)
k=1
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4 Hochfrequente Asymptotik der Wellengleichung

Beweis. Wir verwenden eine Partition der Eins auf R™. Wir bestimmen zuerst die gy,
aus dem Satz 4.16 (mittels Morse-Lemma). Die Partition der Eins bestehend aus {;}~!

sieht nun so aus
{SUPP(Ck) = Us, ()
Crelyr) =1
fir k=1,..., N. Die Funktion (y; ist dadurch festgelegt. Es gilt nun

pas' ;
I (4.2

Mit Satz 4.14 folgt dann, dass der (N + 1)-te Summand von (4.24) keinen Beitrag liefert.
Wir betrachten dann die anderen Summanden separat und erhalten mit Satz 4.16 die
Aussage. [ ]

4.2 Anwendung auf die Wellengleichung

Die Losung des Anfangswertproblems vor Satz 4.1 war durch eben diesen Satz gegeben
durch 1
u(z,t) = 5llo(g°) + Ni(g))(, ),
wobei
)elbi@y:2D/E gy d je{0,1}

n n

und

¢o(2,y,2,t) = (z—2)y+tlyl+p(z)
gbl(x?yaz’t) = (x—z)y—t|y|+p(z).

Mithilfe der Methode der stationdren Phase sind wir nun in der Lage, eine asymptotische
Formel fiir die Losung u®(x,t) mit € — 0 zu finden. Wir haben folgenden

Satz 4.18. Mit

Po; .. 0% O 0%

Y3 Oy10yn  Oy10z1 Oy10zn

0% .. ¢ 9% . 9%
2 _ Oyn0y1 Oy2 Bynazl 8yn8zn 0o O
Dy.gs=| "8/ o, 8 T8 | firg€{01}

0z10y1 0210yn 62% 0z10zn

Pé; ... 0% ¢ . 0%

Ozn0y1 0znOyn  Ozn0z1 022

und fiir hinreichend kleine t gilt

e 4 SlgnDy z¢(‘r Z]7y]7 )

= O,
|detDy,z¢($azj7yj7 ) /2|

1
1 :
lim |u®(x,t) — > E :a(2j>ez¢(z,zj,yj,t)/s

e—0

wobel (y;, z;) fiir j € {0, 1} die jeweils einzigen kritischen Punkte von ¢;(z, -, t) sind.
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Beweis. Als erstes bemerken wir, dass das Integral I;(¢°) die Form von (4.18) hat, nur
eben mit (y, z) statt y. Um die kritischen Punkte der Phase (y,z2) — ¢;(z,y,2,t) (fiir
fixes (x,t)) zu bekommen, miissen wir die Ableitung nach (y, z) berechnen. Also erhalten

WII
Dyoy = (o=2)+(-1Pt

D.¢p; = —y+ Dp(z) (4.25)

D .
neos = (o)

Es ist nun die Frage, wann D, .¢; = 0 ist. Dazu berechnen wir Diz@. Es ist
—1)y-t _ y®y —
D2 g CUMI-1R)
’ —1 D?p(z)

Wenn man sich die Determinante ansieht, erhélt man nach einiger Rechnung

t
det D?_¢; = (—1)" det (I - (—1)J|—y|D2p([ - yljzy)) .

Fiir fixes (¢, x) ist diese ungleich 0, wenn ¢ klein genug ist. Wir kénnen dann deshalb auch
auf das Gleichungssystem

(x—2)+(-1tL = 0

Y|
—y+Dp(z) = 0

den impliziten Funktionensatz (Satz 1.11) anwenden und erhalten jeweils fiir j € {0,1}
eine eindeutige Losung (yo, 20) und (yi, 21). Es gibt also nur diese kritischen Punkte von
¢;(z,-,t). Satz 4.17 und Satz 4.1 zeigen dann die Behauptung. [ ]

5 Erganzungen zur Asymptotik

Teils ohne Beweise fithren wir jetzt weitere Resultate zur Asymptotik von Partiellen Dif-
ferentialgleichungen vor.

5.1 Zusammenhang zwischen Wellengleichung und Eikonalgleichung

Wir erinnern noch einmal an das Anfangswertproblem (3.1), das folgendermafien aussah

Ut —Axu =0

u(,0) = glx) (5.1)
u(z,0) = 0
Wenn wir nun die Funktionen
po(z,t,&) = x- &+t (5.2)

p1<$,t,§) = T § - t|§’
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definieren, ldsst sich die Losung (3.2) dieses Problems darstellen als
u(x,t) = (2m) ™" / @e%(m@dg + (2m) "2 / @apm@dg

Die Frage ist nun, welche Differentialgleichung pg und p; erfiillen. Wir haben

o pj(#,0,§) =x-¢

o Oipj(w,t,8) = (—1)I¢] = (=1) (325, &0)'?

P, 1, 8) =& fir k=1,....n
Man sieht sofort, dass (9pp;)? = Y p_,(0z,p5)?, p; erfiillt also die Eikonalgleichung
Oipj = £ Dapj].
Sie ist ein Spezialfall der Hamilton-Jacobi-Gleichung
pr = H(D.p), H:R"— R gegeben,

einem Anfangswertproblem 1. Ordnung.

5.2 Wellengleichung mit variablen Koeffizienten

Voraussetzungen Sei B(z) = (bij(z))};—; positiv definit. Es gilt also

de € RVz € R"Wy € R™ : Z bij(x)yiy; > clyl>.

7,7=1

Es gelte auflerdem dass b;j(x) € C*(R") wobei 1 < 4,5 < n. Seien py(x,t,y) Losungen
der folgenden Eikonalgleichung fiir alle y € R"

Op+ = £/ (Dp+) - B(z)(Dp+) = Z bij ()0, ps-0s, pa )/

i,j=1

p+ entspricht dem +-Zweig der Gleichung und p_ dem —-Zweig. Die Menge S!
definiert als

S7!i={a € C®(R*) | Va, 8 € N"WVy € NIA, 5,Y(z, t,y) € R
1020087 a(,1, )] < Awpn(1+ )1}
Bemerkung 5.1. Man wird spéter sehen, dass die Menge S~! einer sogenannten Sym-
bolklasse entspricht und einen engen Zusammenhang mit Pseudodifferentialoperatoren

hat. °

Beziiglich der Losungen der Wellengleichung mit den Koeffizienten b;; gilt nun folgender
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5 Erginzungen zur Asymptotik

Satz 5.2. Unter obigen Voraussetzungen existieren kompakte Operatoren I : L?(R™) —
L?(R™) und Amplituden as(z,t,y) € S~! sodass

u(,t) =y V a(x,t,y)e?= 0 g(y)dy + L. (g)
:t n
die Wellengleichung
utt xz, t Z bzy uwmj x t) 07 u($ 0) - g( )
1,7=1

erfiillt.

5.3 Homogenisierung elliptischer PDE
Wir betrachten die linearen elliptischen Differentialgleichungen
~div (A <f) sz) — f U (5.4)
) uw = 0 auf U (5.5)
Im speziellen betrachten wir fiir Y = [0, 1] die Elliptizitéitsbedingung
Vy € YVEER™ : £ Aly)E = Vg’
fiir ein v > 0. Weiters soll gelten, dass |A(y)| < C und
y — A(y) ist periodisch beziiglich Y.
Sei nun u® € H}(U) eine schwache Losung von (5.4). Das bedeutet mit A(y) = ((ai;(y))

gilt
/ZGU (x/e)us, ijdx—/fvdx

i,j=1

fiir alle v € HJ(U). Wir haben dann, dass
sup||u®|| gy o) < o0,
e>0

also existiert eine Folge ¢, — 0, sodass
u™ —u in Hy(U).

Wir mochten nun eine Differentialgleichung finden, die der schwache Limes u 16st. Dazu
gilt der folgende
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6 Pseudodifferentialoperatoren

Satz 5.3 (L. Tartar, 1977). Der schwache Limes u obiger Folge 16st das Problem

— div (ADU) = f iU (5.6
u = 0 aufdU (5.7

~  —

wobei A = ((ay)) und
Qi = / Za/i]’<y)(6jl + wéj(y))dy mit 1 <4, 1 < n.
Y

w' sei hierbei fiir [ = 1,..., n eine (existente) Losung des adjungierten Korrekturproblems

—div (ATle) = Z:'L=1<ail<y))y,- in R™
w' Y-periodisch.

Einen Beweis dazu kann man in [2] finden.

6 Pseudodifferentialoperatoren

In diesem Kapitel werden einige Beweise nicht behandelt. Diese kann man in [3] nachlesen
6.1 Temperierte Distributionen
Wir erinnern an die Definition der schnell fallenden Funktionen S (Definition 1.8).

Bemerkung 6.1. Es gilt C°(R") C S(R"). Da zum Beispiel e 1l € S(R"), aber e~ *| ¢
Cee(R™). °

Definition 6.2. Eine Folge von Funktionen ¢; im Schwartzraum & konvergiert gegen
Null in S (¢; — 0) wenn fiir alle Multiindizes «, 3 gilt

lim sup |z*D?p;(z)| = 0.

J—0 geRn

Definition 6.3 (Temperierte Distribution). Ein lineares Funktional 7" auf S ist eine tem-
perierte Distribution wenn fiir alle gegen Null konvergierenden Folgen ¢; von Funktionen
in S gilt, dass

T(p;) =0 fir j — o0

Beispiel 6.4. Sei f : R — R eine mefibare Funktion, sodass

|f ()]

aN — " —dx < 00
re (1+ |2[)N

(z. B. f € LP(R")) dann ist das lineare Funktional T auf S definiert durch

Ty(p) = / f(2)p(x)dz

eine temperierte Distribution. °
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6 Pseudodifferentialoperatoren

Definition 6.5. Sei T' eine temperierte Distribution. Die Fourriertransformierte von 7T’
wird definiert als das lineare Funktional 7" auf S gegeben als

T(p) = T(9)

Bemerkung 6.6. T ist ebenfalls eine temperierte Distribution. °

6.2 Symbolklassen, Pseudodifferentialoperatoren und asymptotische
Entwicklung

Wir erinnern an die Definition eines linearen Differentialoperators

P(z,D) = Y an(x)D", (6.1)

laf<m

mit o € N™ und a,(z) € C*®°(R"). Das zugehorige Symbol war definiert als

P(z,6) = > aa()E”, (6.2)

laj<m

mit £ € R". Wir wollen nun eine alternative Reprisentation des Operators P(z, D) erhal-
ten. Sei ¢ € S§. Dann ist

(P(z,D)p)(x) = Y aa@)(D9)(z) = Y aa(z)(Dp)(x)
lor|<m || <m
= ) an(2)(£*¢) ()
la|<m
= Y aal)en [ e
|| <m

SICL R Il (D ORREIS T

laj<m

= 0 [ P

Damit haben wir den partiellen Differentialoperator P(z, D) mit Hilfe seines Symbols und
der Fouriertransformation dargestellt. Diese Darstellung legt nahe, dass wir allgemeinere
Operatoren als Differentialoperatoren bekommen kénnen, wenn wir das Symbol P(x,¢)
durch allgemeinere Symbole o(z,€), die keine Polynome in ¢ mehr sind, ersetzen. Die
Operatoren die man so erhélt, werden Pseudodifferentialoperatoren genannt. Um eine
brauchbare Klasse von Operatoren zu erhalten ist es notwendig, bestimmte Bedingungen
an die Funktionen o(x, §) zu stellen. Viele verschiedene Bedingungen wéren moglich, die zu
verschiedenen Klassen von Pseudodifferentialoperatoren fithren wiirden. Hier behandeln
wir folgende Klasse
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6 Pseudodifferentialoperatoren

Definition 6.7 (Symbolklasse). Sei m € (—o0, 00). Wir definieren S™ als die Menge aller
Funktionen o(z, &) aus C*°(R™ x R™), sodass fiir alle Multiindizes o und [ eine positive
Konstante C, g existiert, fiir die gilt:

(DEDEo)(w,€)| < Cap(L+16)™ P, 2,6 e R™.

Jede Funktion o in |J,,.g S™ wird Symbol genannt.

Definition 6.8. Sei o ein Symbol. Der Pseudodifferentialoperator T, ist definiert durch

(Top)(@) = (2m)"2 / "o (2, O)p(E)dE, € S. (6.3)

n

Beispiel 6.9. Sei 0(¢) = (1 + |£])™/?2, —c0 < m < oco. Dann ist ¢ € S™ und T, ist ein
Pseudodifferentialoperator. °

Lemma 6.10. Sei f ein stetige Funktion so, dass

, @
W | TR < d (6.4)
Ti() =0, p€S. (6.5)

Dann gilt f =0 in R

Satz 6.11 (Identitédtssatz). Seien 0,7 € S™(R" x R™) wenn gilt,

Vo e SR") : T,(p) =Ty () dann folgt o =rT.

Beweis. Die Annahme liefert unmittelbar
| e lowe) @ ol eyt =0, v es
Da die Fouriertransformation von S nach S bijektiv ist, folgt
| oo - rmo)e@ds =0, v e .
Fiir jedes fixe # € R", ist ¢ [o(x,§) — 7(z,&)] stetig und erfiillt (6.4). Lemma 6.10

liefert somit e [o(x, &) — 7(z,&)] = 0 fiir alle £ € R™. Da z fix aber beliebig ist folgt,
dass o(x,&) — 7(x,£) = 0 fiir alle z,& € R™. Somit gilt o = 7. [

Satz 6.12. Sei 0 € S™(R" x R"). Dann gilt:

peS=T,(p) €S.

Beweis. Sei ¢ € §. Dann miissen wir fiir alle Multiindizes o und [ zeigen, dass

xsél]REz |2 (DP (T, p)) (z)| < o0
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6 Pseudodifferentialoperatoren

Unter Verwendung der partiellen Integration und der Leibnitzformel erhalten wir

2 (D (T,9)) (z) = a*@2m)™* [ DI(e"4o(x,€))p(&)dé

R'Il

= e [ z( Jereniow Ose

_ 1 /%(ﬁ)nggemf)(Dﬁ‘”a)(x,5>¢<£>d§

V|3

27) ¥

( 2
- G L (1)

Dg {(DF70) (, )€7¢(€) } de
\

R

v<B <«
(De=°DE0) (2, €) DE(E(€))dE.

Verwenden wir nun (6.6) und die Tatsache, dass o ein Symbol (z.B ¢ € S™) ist, so konnen
wir eine positive Konstante C, g, finden, sodass

|3

sup |2 (DP (T,)) ()] (6.7)
Gt o2 (D) (5) Cunns [ -+t i pierateniac
v<B é6<a

Da ¢ € S, folgt nun aus (6.7), dass
aup [+ (D? (T4) (&) < oc

z€R"”
und damit ist der Beweis komplett, wenn wir das Austauschen der Ordnung der Dif-
ferentiation und Integration in (6.6) rechtfertigen kénnen. Unter Anwendung derselben
Argumentation wie in der Ableitung von (6.7) sehen wir, dass das letzte Integral in (6.6)
absolut konvergent ist. ]

Bemerkung 6.13. T, bildet also den Schwartzraum S in sich selbst ab. .

Definition 6.14 (Asymptotische Entwicklung eines Symbols). Sei o € S™. Wenn wir ein
€ S™ finden kénnen, mit

m=mg>mg >mg>...>m; — —00, j— 00,
so, dass

N—1
o — E o; € SN
§=0

fiir alle positiven ganzen Zahlen N, dann nennen wir Z;io o; eine asymptotische Ent-
wicklung von ¢ und wir schreiben
(e.9]
g n~ E O'j
Jj=0
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Satz 6.15. Sei m = my > my; > mg > ... > m; — —oo, flir j — oo und o; € S™. Dann
gibt es ein Symbol o € 5™ so, dass o ~ Z]ﬁo 0j. Ist 7 ein anderes Symbol mit derselben
asymptotischen Entwicklung, dann gilt o — 7 € (), g S™.

Bemerkung 6.16. Sei m; > my dann ist S™(R" x R") C S™2(R" x R"). o

Bemerkung 6.17. g € ) _, S™(R™ x R™) heiit (und ist) unendlich oft glattend. )

meZ

6.3 Partition der Eins, Lokalisierung im Frequenzbereich

Satz 6.18 (Partition der Eins). Es existiert eine Folge (¢x)72, in C3°(R™) sodass
o 0<pu(z)<1, z€R", k=0,12,...,

3 Z(pk(l‘) =1, z€R",
k=0

e bei jedem x € R", ist mindestens eines, aber hochstens drei der ¢ ungleich null,
e supp(po) C {x € R" : |z| < 2},
o supp(pr) C{z eR": 22 < |z| < 2"} k=1,2,...,
e fiir jeden Multiindex «, gibt es eine Konstante A, > 0 sodass
Vk € Ny : sup [0%p(2)] < Ag27"

zER™

Definition 6.19. Sei 0 € S™(R™ x R") und k € Ny, dann schreiben wir:

O’k(l',f) = U(»"U»f)@k(f); (68)
Kalrd) = gz [ @St 0 = o)) (69

wobei ¢y eine Partition der Eins der Bauart von Satz 6.18 ist.

Satz 6.20. Sei 0 € 5™, dann gilt:

VN € NVa,3 € NW3A = A(m,n,a, ) :

(a) VkeNVzeR":|||z[N0J02Ky(z, < Agk(mtlal=N)

(b) VEeNVzeR": |||z|N8£8§‘Kk(x,

')HLl(dz)

i S A2HETHTD

Beweis. Wir beweisen zuerst (b).
Folgende Ungleichung werden wir im Beweis beniitzen:

2PNV < Y2, zeR™ (6.10)
=N
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6 Pseudodifferentialoperatoren

Sei v ein Multiindex. Mit (6.8), (6.9), dem Satz von Plancherel, dem Satz von Leibniz
und Satz 6.18 folgt:

/ 120000 K (, =) [2d

= [ oz {gv(0don) o )} de
- /R > (’V/)ag’ {gaafa(x,g)}(ag‘”’wk) (€)

v <y 4
857_7/@;6(5 ) hat als Trager eine Teilmenge von

2

dg

{x eR": 21 < |z] < 2k+1} = W.
Damit kénnen wir das Integral auf W betrachten. Aus Satz 6.18 folgt
3g_7/g0k(§) < 9 k(hI=1D,
Da 0% (x,€&) € S™ gilt €200 (z,€) € S™F°l und somit folgt fiir eine Konstante O}
0 (€ 00(x.)} < Call+ [¢)ymHe T < ¢y 2y

Insgesamt folgt nun fiir Konstanten Cy, C3 und A.

270007 Ky (w, 2) Pz

Rn
2
3 (”Y/) 022<k+2>(m+a|—w)2—k<|v|—w|>} dé

: /W’“ {'Y'SV v
2
— (.. 92k(mtlal—]) v
Cy -2 V/W{ZQ)} de

¥'<y
< A . 92k(m+lal=]) Wy = A - gk(n+2m+2|al-2]7()
N k
—okn

Wir verwenden nun (6.10), fiir eine neue Konstante A; gilt:

|2[*¥(07 02 Ki) (w, 2)*d=
R

SIS MECT SIS
= R
< Al . 2k(n+2m+2|a|—2N)

Jetzt ziehen wir die Wurzel und es folgt:

([ @0 R ) ) < i) (6.11)
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Damit ist Teil (b) des Satzes gezeigt.
Beweis von (a): Um Teil (a) aus Teil (b) abzuleiten wenden wir folgende Idee an:

/|f’§/|f'g'91!3(/|f.g|2)§.(/|g|2);

Zunéachst spalten wir das Integral auf:

2V (0007 K, 2)]d= = /{ . /{ AT

Fiir eine Konstante C' gilt nun, unter Verwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung und
(6.11):

Rn

4 = /1{z|g2k}IZINI(afaiKk)(LZ)IdZ

{/ 1{|z§2k}}; {/ |20/ 02 K (a, z)|2dz}%

< C- (27kn)% . 9k(5+m+]al-N) <C- gk(m+|a|—N) (6.12)

IN

Wieder mit (6.11) erhalten wir:

B — /|Z|N+n|(afagz<k>(x,z>||z\”1{|Z|>2_k}dz

{/ R G Kk><%2>|2d2} {/ |Z\_2"dz}
{lsl>2+}
Ay - k(5 +m+tlal=N-n) {/ \z[‘zndz}
{\z|>2*k}

Nun transformieren wir das letzte Integral auf Polarkoordinaten und damit folgt fiir eine
neue Konstante und D:

IN

IA

B < D.2kmtlel=N) o-k3 {/ T—Qnrn—ldr}2
2—k
1

< D.okmtlal=N)  o-k% {/00 Tnldr}z
2—k

— % Qh(mtlal=N) o=k  oky < ). gklmlal=N) (6.13)
n

Aus (6.12) und (6.13) folgt Teil (a) des Satzes. [

Satz 6.21 (Taylorformel). Sei f € C*°(R"), dann gilt fiir alle N € N und £,n € R

fle+n = 3 L e s v 52T [ i@np(e +n) a
jal<N =N "0
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6.4 Produkt von Pseudodifferentialoperatoren

Satz 6.22. Seien my,my € R, 0 € S™(R™ x R"), 7 € S™(R" x R") und

Dann existiert ein Symbol A € S™F™2(R" x R™) sodafl
T,(T7(#)) = Ti(¢p) fiir jede ¢ € S(R")

und

—)lul
A(s, ) — Z (=0) (850(-,')857'(-,')) g gmitma=N (R x R™) (6.14)

|
v

fiir alle N € N oder

—q)lul
Ay ( M? (0ka)(0kT).

Bemerkung 6.23. 1. Wenn 7 nicht von z abhéngt, d.h. 7(z,&) = 7(§), dann ist

ANz, &) = o(z,&7(§).
2. Der fithrende Term der asymptotischen Entwicklung ist o(x,&)7(z,§), also gilt
\—or € Smitma—l
Wenn wir A\; € S™ ™2 als das Symbol von T, T, wihlen, dann folgt aus \; — o7 €
Smitm2=1 dags das Symbol von T, T, —T, T, in S™+m2=1ist. T T, —T,T, hat nimlich
das Symbol
M—A=(\ —70) — (A —70) € §mrm2l

Beweis von Satz 6.22. Sei oi(z,£) = o(x,&)pr(§), wobei gy ein Partition der Eins wie
in Satz 6.18 ist. Dann gilt

Tuutle) = G [, €l e

Auflerdem erhalten wir mit dem Satz von Lebesgue

S 1 T G ~
,;T"k*”(” BRCORE /R K (;om, )) B(€)dg
1 T ~
- oy [ e s
:T080($)

Daher ist Y T, =T, und 17,7, = > T, T,. Mit
k=0 k=0

1 A
Ky (z,z) = 2n) /Rn e op(w,€)dE
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erhalten wir dann

L) = Gy [ on(n OTR(©)N g

N (271T)” /R e toy(x, §) { / ) e"'yfTTso(y)dy} d¢

= s fo Lo e} Tt

N ﬁ/ Ki(z, 2 — y)Trp(y)dy

/ (v, =y {/ e (y,m)¢ ()dn}dy
/ {/ WK — y)T(?/»W)dy} ¢(n)dn

~ (2n )n/2 / eI (2, m)@ ().

—~

Es folgt dass
1
T, Trp(x) = W/ e E,Ak z,1))

ein Pseudodifferentialoperator mit dem Symbol

n) =Y Ailx,n) (6.15)

ist, wobei
1 —1iz-
Ae(z,m) = e /Rn e MKy (z, 2)T(x — 2,1)d=. (6.16)

Dies folgt von A\g(z,n) = W [ W= 1K (2,2 — y)7(y,n)dy, nachdem wir y = z —
R”’L

z setzen. Es bleibt zu zeigen, dass A die asymptotische Entwicklung (6.14) hat. Wir
bemerken, dass fiir beliebiges natiirliches N folgende Identitat gilt

\ Z (—i)lml (©Fo)(07) = A Z Iul (@)

|
<

|1
> <M? (@%0)(%)

N<|p| <Ny

wobei Nj eine beliebige natiirliche Zahl gréfler als N ist. Es gilt aulerdem

—)Iu
> ) (Oko)(Ohr) € SmitmaN

[
Neueny

d.h. damit die asymptotische Entwicklung (6.14) gilt, miissen wir zeigen, dass es fiir alle
Multiindizes o und 3 eine Konstante C, g > 0 gibt, sodass

|l
- 3 S @)@ { (0.9

|l <Ny

(6.17)

< Cag(L+ fgymrme==1
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Als erstes finden wir einen gleichwertigen Ausdruck fiir

Il
- Y B e,

|ul<N1

wobei A gegeben ist durch (6.15) und (6.16). 7 hat die Taylorentwicklung

ra—zm= 5 E 0w + R, 2m)

<y

wobei )
S\
Ry, (z,2,m) =Ny > %/ (1= )M=1(0"7)(z — 6z, 1n)db (6.18)
[n|=N1 ’ 0

Setzen wir in die Taylorformel in (6.16) ein, so erhalten wir:

M) = s [ e ) Y S @ s + 7 (e

In|<N1 e

w2 ([ eommitea Sl ) @ + 14 )

- n/2
(@m)m =

— o o ([ e o ) @2 + Th )

|
|n|<N; H

wobei
1

Ty, (@) = 2r)2 /R e "MKy (x, 2) Ry, (z, 2, m)dz

Wir folgern weiter, dass

(27?1)”/2 /Rn e FNK(, 2)(—2) dz = (Ky(x, 2)2") =
= (o, n) (2, 2)(=2)") = (Dhow)(z,n) =
= (—i)|“|(87’70k)

also

|1
e = Y E G @@ + T ). (619)

[n|<N1

In Folge dessen, durch einsetzen von (6.19) in (6.16) und wenn wir noch beachten, dass
o1(,£) = o2, €)p(€), erhalten wir

—5)lul
Az, &) — Z ( M? )(OkT) = ZTNl
|l < N1 '

Um (6.17) zu zeigen, miissen wir DgD? 7%, mit k € N berechnen und formulieren dazu
das

Lemma 6.24. Fiir jedes M € N gibt es eine Konstante Cy 5.,n, > 0, sodass fiir alle
x, & € R" und k € N gilt

(DSDIT, ) (@, )| < Caparn, (14 [¢])m2 2 2lm+2M =Nk,
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Fiir den Moment nehmen wir an, Lemma 6.24 wire bewiesen. Wenn N € N dann beliebig
ist, konnen wir fiir alle Multiindizes  und 3 eine Konstante M € N so wéihlen, dass fiir
alle £ € R™ gilt

(L4 €)M < (L fgymrmeNiol,

Fir dieses M wihlen wir dann N; € N sodass
mi+2M — Ny < 0.
Also haben wir nach Lemma 6.24

DiDIA - Y (= m

|| <Ny

)Iul

(O o) (95m)] p (2,€)

S Z Ca767M7N1(1 + |§|)m1+m2—N—|ﬁ|2(m1+2M—Nl)k
k=0

Mit der Bezeichnung
Caﬂ = CO&,@M,N1 Z 2(m1+2M—N1)k

k=0
kommen wir zur Schlussfolgerung

| ]
pepin— 3 S aroyaen) b )

!
<
< Cap(1 + [g)ymrme==1L
Das ist aber (6.17), und der Beweis ist hiermit vollsténdig, bis auf den |

Beweis von Lemma 6.24. Wir beweisen als erstes dass es fiir alle Multiindizes «, 3,y
eine Konstante C, g~ > 0 gibt, sodass fiir alle x, 2, € R" gilt

(838;“8?]%1\;1)(95,45)‘ < Caﬂﬁ [Z ZN1—|’Y’| (1 + ’£|>m2—|5| (620)

v <y

Mit (6.18) erhalten wir
anB (_Z)‘“l ! Ni—1(qa+uaB
(axagRN1)(x7Za€) =M Z T/() (1_0) ' (aw uagT)(x_QZ%f)de
lu|=N1 .
Also, wenn wir die Leibniz-Formel benutzen

(@aaaﬁRNl) (1,2,8) = Ny Z Z ( ) }/ g)Mi—1

lul=N1v'<y

(0777 1) (x — 62, €)(=0) "~ db.

Weil |2%] < |2|l*l fiir alle 2 € R™ und alle Multiindezes a gilt und weil 7 € S™2, gibt es
Konstanten Cy > 0 und C, g, > 0, sodass

(@050 B (.2, 6)| < 3 Z( )c 2

|p|=N1 v <y

/0 Co g (14 [0,
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Mit der Bezeichnung
g
Copy =M Z Sup { ( '>Cv’ Coaﬂw’,u}
=y 7' <7 LT

kann das als

(010207 R ) (2,2, )| < Capy | D2 2711 (1 Jglym
v <~y
geschrieben werden.
Nun folgt der Ausdruck aus Lemma 6.24 mittels der Leibniz-Formel und partieller Inte-
gration. [

6.5 Die Adjungierte eines Pseudodifferentialoperators

Definition 6.25. e Fiir ¢, ¢ € S(R") definieren wir die Sesquilinearform

(,) = / (@)D de

Rn

e Sei m € R, 0 € S(R™ x R") und 7, ein Pseudodifferentialoperator. Wenn ein
Operator T : S(R™") — S(R™) existiert, sodass

Ty, 0) = (¥, To0) V@, € SR"),

dann heisst T die Adjungierte von T,.

Bemerkung 6.26. Wenn o(z,£) ein Polynom in £ ist, dann gilt 7 = T5. °

Beziiglich der Existenz und des Aussehens von 7T} gilt der folgende

Satz 6.27. Fiir alle 0 € S™(R™ x R") existiert ein 7 € S™(R" x R") sodass T, = T
AuBlerdem gilt fiir alle N € N

—g)Iul
T(z,6) = > % (010t7) (x,€) € S™N

lul<N

Bemerkung 6.28. Wenn o(z,§) = 0(&), dann ist 7(z,&) = a(§).
Wenn N =1, dann ist 7(x,&) — (z,£) € S™(R" x R"). .

6.6 Elliptische Pseudodifferentialoperatoren. Existenz einer
Parametrix

Definition 6.29. Sei m € R. Ein Symbol o € S™(R™ x R") heifit elliptisch, wenn es ein
¢ > 0 und ein R > 0 gibt, sodass fiir alle z € R” und £ € R™ mit || > R gilt

|o(, )] = (1 + €)™,
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Satz 6.30. Seien m € R, 0 € S™(R™ x R") elliptisch und 7T, ein Pseudodifferentialope-
rator. Dann existieren 7 € S™™ und 8, p € (), p S* sodass

T, T, = 1d+T;
T.T, = 1d+T,

Bemerkung 6.31. Satz 6.30 besagt also, dass ein elliptischer Pseudodifferentialoperator
T, invertiert werden kann mit Fehlertermen 75 und 7, mit 6, p € ﬂkeR S*. Dies sind die
unendlich glattenden Symbole und aus diesem Grund wird T approximierende Inverse
oder Parametriz genannt. °

6.7 LP-Beschrdanktheit von Pseudodifferentialoperatoren

Satz 6.32. Seio € |J, g S* und T, ein Pseudodifferentialoperator. Dann ist T, : S(R™) —
S(R™) stetig, d. h. wenn ¢y — 0 in S, dann gilt auch 7,9, — 0 in S fiir k£ — oo.

Definition 6.33. Sei o € |J; .z S*. Dann kann man den Definitionsbereich eines Pseu-
dodifferentialoperators folgendermafien auf die temperierten Distributionen ausdehnen.
T,:S — & ist definiert durch

(T,u)(p) :=uw(T*@), YueS'.

wobei T)F die Adjungierte von T}, ist.

Satz 6.34. Sei 0 € |, S und T, ein Pseudodifferentialoperator auf den temperierten
Distributionen. Dann ist T,, : &’ — S’ stetig.

Satz 6.35. Sei o € S° und 1 < p < co. Dann ist T, : LP(R™) — LP(R") stetig.

Definition 6.36. Seien 1 < p < co und —oo0 < s < co. Die Rdume
WoP(R") :={u € S : (1 +[£]*)**a(¢)) € LP(R™)}

heilen Sobolevraume.

Satz 6.37. Seien m € R, 0 € S"(R" x R"), 1 < p < oo und —o0 < s < oo. Dann ist
T, . WoP(R") — W ™P(R") stetig.
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