Thema 10—Gewd6hnliche Differentialgleichungen

Viele Naturgesetze stellen eine Beziehung zwischen einer physikalischen Grofie und ihren
Ableitungen (etwa als Funktion der Zeit) dar:

BEISPIELE.
1. & = —g (freier Fall);

2. mfl%m = —kx (Hookesches Gesetz);

3. mi + hi + kx = 0 (gedampfte Schwingungen);

4. 44

. =Vik - Vlé (Mischung von Fliissigkeiten);

5. 9 = P(a — bP) (logistische Gleichung);
6. L% + Ri = V(t) (Schaltkreisgleichung).

Daher die Aufgabe: Gegeben sei eine Beziehung zwischen einer Funktion f und ihren
Ableitungen. Bestimme alle Funktionen, die diese Beziehung erfiillen. Solche Aufgaben
heiflen gewohnliche Differentialgleichungen (gewohnlich, weil es sich um Funktionen
einer Variablen handelt).

BEISPIELE.

1. C;T{ = —b oder d—y = —b oder 3" = —b;

2. a dmg + bflb; +cf =0 (oder ay” + by’ + cy = 0);

3. j—y = —kf (oder acil

—ky oder ay” = —ky);
4. y' =a— by,
5.y = yla—by);
6. ay + by = f(t).
Man unterscheidet zwischen:
a) impliziten Gleichungen wie sin(y’) = y oder y'y = (3/)? und
b) expliziten Gleichungen wie y' = 3% expy.

Die Ordnung der Gleichung ist der Index der hochsten Ableitung, die vorkommt:
BEISPIELE. (y')? — xy + y = 0 (implizit, Ordnung 1);

(2yy’ — (v')*In(y")z* + y? = 0 (implizit, Ordnung 2);

y" + (e + z)(y')? = 0 (explizit, Ordnung 2).



Explizite Differenzialgleichungen erster Ordnung

Solche Gleichungen haben die Gestalt:

y, - f(ff,y)

(f eine Funktion von zwei Variablen).

BEISPIELE.

22
y = x (Lésungy:§+c);

1
(:U—c))’
, 4

y = il (Losung y = ca?).
x

y = —y* (Losung

Im allgemeinen haben solche Gleichungen unendlich viele Losungen — genauer, eine
Losungsschar mit einem freien Parameter. Eindeutigkeit der Losung wird durch die Fest-

setzung einer Anfangsbedingung erreicht.
2

BEISPIELE. ¢y = z,y = 0 fiir z = 0. Die eindeutige Losung ist y = %

2
y' = —y% y =5 fiir x = 1. Die eindeutige Losung ist y = rlé)
5

Wir betrachten einige einfache Arten von Gleichungen, fiir die es moglich ist, explizite
Losungen anzugeben:

I. Getrennte Variablen: Das sind Gleichungen der Gestalt:

,  g(x) _
=0 (h(y) dy = g(x) dx).

Man bekommt eine (implizite) Losung der Gestalt:
H(y)=G(z)+z (ceR)

wobei H bzw. G eine Stammfunktionvon h bzw. g ist.
BEISPIELE. 3 = i—:gl. Losung y = x + In %73 +c

14 ce*®

2
y =Y Y 1 cole

II. Lineare Gleichungen: Das sind Gleichungen der Gestalt:
ao(2)y' + a1 (x)y = as(w).
Falls ag keine Nullstellen hat, dann kann man die Gleichung in der Gestalt
y'+a(z)y = b(x)

schreiben.
Die Losung ist dann y = exp(—A(z)[c + [b(x) exp A(x) dz]), (wobei A = [a(z) dz).
BEISPIELE.

vy + ((tanz)y = sinz
Losung: zy —2y = —x

2



ITI. Homogene Gleichungen: Das sind Gleichungen der Gestalt:

y, - f(ff,y)

wobei f homogen ist (d.h. f(tz,ty) = f(z,y)). Mit Hilfe des Ansatzes y = vz bekommt
man die Gleichung
() )
x
mit getrennten Variablen.
BEISPIEL. ¢/ = ;”;ff; Losung: zer = c(y + ).
IV. Exakte Gleichungen: Das sind Gleichungen der Gestalt:

I _M(xvy)

Yy = Ndy + Mdz =0
Nag) )

wobei 2M — 9N
oy~ Om . s
Dann gibt es eine Funktion F' von zwei Variablen, sodafl

oF OF
— =M — =N
Ox ’ oy

(némlich f(z,y) = [M(z,y)dz+g(y)). Die Losungen sind dann implizit durch die Formel
flz,y) =c

gegeben.

2y

BEISPIEL. § = 7%

Losung: y = (9624_1)

Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Das sind Gleichungen der Gestalt:

y' +a(x)y' +b(x)y = g(x).

Sie spielen eine zentrale Rolle in der klassischen angewandten Mathematik:

BEISPIELE. 3" — zy = 0 (Airysche Gleichung)

22y" + 2y’ + (2% — p)y = 0 (Besselsche Gleichung)

(1 —2?)y” — 2y’ + p?y = 0 (Tschebyscheffsche Gleichung)

z(1—2)y" + (c—(a+b+ 1))y — by = 0 (Hypergeometrische Gleichung)

y" — 2xy’ + 2py = 0 (Hermitesche Gleichung)

xy" + (1 — 2)y’ + py = 0 (Laguerresche Gleichung)

(1 —2?)y” — 22y’ + p(p + 1) = 0 (Legendresche Gleichung)

Man unterscheidet zwischen homogenen Gleichungen (g = 0) und inhomogenen Gleichun-
gen (g # 0). Fiir homogene Gleichungen gilt das Superpositionsprinzip:

Y1, Y2 Losungen = c1y1 + oy eine Losung .

Im allgemeinen gibt es zwei unabhingige Losungen yi,yo. Jede Losung hat die Gestalt
c1y1 + ey (zwei Losungen 1, yo sind unabhéngig, falls die Wronkische Determinate

y1(wyy(x) — yy (2)y2(x)
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nicht verschwindet).

Um die inhomogene Gleichung zu losen, sucht man zunéchst die allgemeine Losung
c1Y1+coyo der homogenen Gleichung, zusammen mit einer partikuldren Losung y3 der inho-
mogenen Gleichung. Die allgemeine Losung ist dann ¢;y; +coye+ys3 (eine zwei-parametrige
Losungsschar).

Loésungsmethoden:
I. Homogene Gleichungen mit konstanten Koeffizienten:
y" +ay' + by = 0.
Man bestimmt zunéchst die Nullstellen des Polynom A?4aA+b. Es gibt drei Moglichkeiten:

a) zwei reelle Nullstellen A\; # Ao. Dann ist die allgemeine Losung

1M 4 o

b) eine reelle Nullstelle A;: Dann ist die allgemeine Losung

cle’\lm + CQ:Ee)‘”

c) zwei komplexe Nullstellen « + i3, a — i3. Die allgemeine Losung ist

e (cy cos fx + cosin fx).

BEISPIELE. 2y” — 5y’ — 3y = 0; Losung: y = cie2 + ¢’
y" — 10y + 2y = 0; Losung: y = ¢, + coxed?;

y” + y/ -+ Y = O’ Lésung: Yy = e C1 COS T3$ + ¢ sin Tl’) .

I1. Unbestimmte Konstanten: Eine Methode zur Bestimmung von einer partikuldren
Losung fiir eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten, wobei die rechte Seite aus elemen-
taren Funktionen zusammengesetzt ist. In gewissen Féllen kann man eine Losung durch
Einsetzen von geeigneten elementaren Funktionen und einem Koeffizientenvergleich be-
kommen — siehe Tabelle (p,(z) ist ein Polynom von Grad n).

f(x) Yp
po(T)  apx” + -+ ayT + ag
e pp(x) e (apx™ + -+ ap)

e®® sin fxp,(x) oder
a®® sin fz(ap,z™ + -+ - + ao)
e cos fBrpp(x) + e cos fx(byx™ + - - -+ by)

(WARNUNG: Diese Methode funktioniert nur dann, wenn kein Term der rechten Seite
eine Losung der homogenen Gleichung ist).



III. Variation der Konstanten: Sei
y' +ay' + by = g(x)

eine Gleichung mit Losung
C1Y1 + C2y2

fiir die homogenen Gleichung. Wir suchen eine partikuldre Losung der Gestalt

Yp = UV1Y1 + V2Y2,

wobei v1, v, Funktionen sind.
Wihlen wir vy, vy, sodaBl vjy; + vhys = 0, viy] + vhys = g, so sehen wir, dafl

Yy, + ay, + by, = g.
BEISPIELE. y” — i’ — 2y = 422. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist

Yy = 1% + coe".

1. Methode — unbekannte Koeflizienten:

Wir setzen y, = az® + bx + ¢ und bekommen das Gleichungssystem

2a —b—-2 = 0

—2a—2b =
—2a = 4
Daraus folgt: a = —2, b = 2, ¢ = —3 und die allgemeine Losung ist: ¢;e?® + cpe™

222 + 20 — 3.

2. Methode — Variation der Konstanten:

Ansatz: y, = v1€% + v9e~ %, wobei
! 2z ! _—x
vie” + vye = 0
/ ! _—
™ —vhe ™ = 4z?

Daraus folgt: v} (z) = (%)xQeQm,vé(x) = (—%)x%m. Daher:

1

vi(x) = —§6_2$(25L‘2+21L‘+1)
4

vo(z) = —gem(x2—2x+2)

also: y, = —22% + 2 — 3.

xT



Potenzreihenmethoden

Die klassische Methode, lineare Gleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten zu 16sen,
ist die des Potenzreihenansatzes:

BEISPIEL. Wir l6sen die AIRYsche Gleichung

y' —zy =0.

Wir setzen voraus, daff die Losung eine Taylorentwicklung 2" besitzt. Daraus folgt:

Z(n +2)(n+ 1)ay0x™ — Z ap_12" = 0.
u n=1
Und daher:
2(1,2 = 0,2 -3 as — g = 0, ey (37’L+ 2)(37’L + 1)a3n+2 = d3n—1-
Es gilt
o (3n—2)(3n—15)...4- 1a0
(3n)!
Bn—1)3n—4)...5-2
A3n a
3n+1 Bnt 1) 1
A3n+2 = 0

Die allgemeine Losung ist daher:

(3n —2) -1 (3n —1) -1
(1—|—Z n 3n)+a1 (I“"Z ngn_'_ x3n+1>.

Ahnlicherweise zeigt man, da8 die Legendre Gleichung

(1—2)y" =22y’ +p(p+1)y =0

die Losung

v = a <1+i(_1)np<p—2)...(p—2n+2)(p+1)...(p+2n+1)x2n>

— (2n 4 1)!
p—p—=3)...(p—2n+1)(p+2)...(p+2n) 5,4
“ <x * Z (2n + 1) v
hat.
(Fir p € N sind diese Losungen Polynome:
3 1 5) 3
Po p1(x) = z,p2(2) 5 27]93(55) i 255)

Fiir die Gleichungen der Gestalt

a(z)y” +b(z)y + c(x) =0



wobei a(x), b(x) Polstellen der Ordnung < 2 besitzt, verwendet man den Ansatz z* > ay,
wobei p zu bestimmen ist.

BEISPIEL. Betrachte die Gleichung
r(1—z)y" +{y—(a+ B+ 1z}y —afy=0.
Singulérstellen = = 0, 1.
Ansatz: 2 (ag + ayz + agz? + .. .) fiihrt zu der Gleichung
pp—1+7)ape? ™ + 3 {(p+n+1)(p+n+7)aw — (p+n+a)(p+n+ fa,}a"" = 0.
Aus p(p — 1+ ) =0 folgt p =0 oder p =1 — . Dann gilt:

_(prntapens)
"+t Dptn+)

p = 0 liefert die Losung

af . (et D(B+Das ,
a0(1+ o GO § R
(Mg)(ﬁ1)a<g+2)(5+1>ﬁ$3+m),

3-2-1(v+2)(y + 1)y

+




