Thema 11—Vektorwertige Funktionen, Kurven

Definition 1 FEine Kurve in R" ist eine stetige Abbildung auf einem Intervall I mit
Werten in R™.

Wir verwenden den Buchstaben ¢ fiir Kurven und schreiben ¢ = (¢4, ..., ¢,), wobei ¢; die
Komponenten von c sind.

BEISPIELE.
I. Die Kreislinie in R? ist die Kurve
c(t) = (rcost,rsint)

mit Definitionsbereich [0, 27]. Hier ist r > 0 der Kreisradius.

I1. Eine Gerade in R" ist eine Kurve der Form
c(t) = a+tb,

wobei a,b € R", b # 0.

III. Die Kurve mit Parametrisierung
c(t) = (acost,asint, bt)
heifit eine Schraubenlinie in R?.

Definition 2 Falls ¢ : I — R", sagen wir, daf$ ¢ differenzierbar bzw. stetig diffe-
renzierbar ist, wenn das Gleiche gilt fiir jedes c;.

d=(d,...,d)

rn

st dann die Ableitung von c.
Ahnlicherweise sagen wir, daf$ ¢ integrierbar ist, falls dies fiir jedes c¢; gilt und setzen dann

/abc(t)dt: (/abcl(t)dt,...,/abcn(t)dt)_

In diesem Zusammenhang ist folgende Ungleichung wichtig:

/abc(t) dt‘ < /ab|c(t)|dt.

(| | bezeichnet die Lénge eines Vektors aus R").
BEWEIS. Wir bemerken, dafl das Integral f; ¢(t) dt der Limes der Riemann-Summen

D el (b — tia)

k

ist. Aus der Dreiecksungleichung folgt:

D el&) (b — ti)

k

<D le(@(tk — ta).

k

Die rechte Seite ist eine Riemann-Summe fiir fab le(t)] dt.



BEIsPIEL. Falls ¢ und d diffenzierbar sind, dann auch die skalare Funktion t — (c(t)|d(t)),

und es gilt:
d

- (@) = (¢ @)]d(t)) + (e(B)ld'(t))-

(Beweis wie bei der Produktregel in R).

Bogenlinge. Sei ¢ : [a,b] — R™ ein Kurve. Man definiert die Bogenlinge von ¢ wie
folgt: Betrachte zunéchst eine Unterteilung P

a=ty<t;1<---<t,=b

und bilde die Summe

Lp = le(t;) — c(tiz)].

Die Kurve heifit rektifizierbar (mit der Bogenlidnge L), falls zu jedem e > 0 ein § > 0
existiert, so daf§ fir jede Unterteilung mit max |t; — ¢;_1| < 0 gilt

|L'p —L| < €.

BEeIspIEL. Falls die Kurve ¢ stetig-differenzierbar ist (d.h. jede Komponente ¢; ist stetig-
differenzierbar), dann ist ¢ rektifizierbar und es gilt:

b
L:/ | (t)] dt.

Als konkretes Beispiel berechnet man sofort, dal die Lange der Kreislinie mit Radius r
gleich 27r ist.

Der Tangentenvektor. Sei ¢ : I — R" eine glatte Kurve. Falls ¢/(¢y) # 0, dann heifit
to ein reguldrer Punkt der Kurve. Sonst ist t; ein singulidrer Punkt. Z.B. Ist der
Ursprung eine Singularitit der Kurve c(t) = (¢, %) (Neilsche Parabel).

Die Kurve heifit glatt, falls jedes ¢ € [a, b] ein regulidrer Punkt ist.

Falls ¢y ein reguldrer Punkt ist, dann ist

_ (o)
)= T

ein Tangenteneinheitsvektor zur Kurve im Punkt ¢y3. Die Gerade

t — c(to) + tc (to)
ist dann die Tangentialgerade zur Kurve an der Stelle t,.

Falls ¢ und d Kurven sind, so daf§ ¢(ty) = d(t1) (d.h. der entsprechende Punkt ist ein
Schnittpunkt der Kurven), dann ist der Schnittwinkel von ¢ und d an dieser Stelle der

Winkel 6, wobei
(¢ (to)|d'(t1))
|/ (to) ||/ (1) ]

cosf =



Definition 3 (Parametertransformationen.) Seien ¢ : [a,b] — R™ und d : [ay,b1] — R"
zwei Kurven. Fine Parametertransformation zwischen ¢ und d ist eine stetig-differenzierbare,
bijektive Abbildung

(b : [CL, b] - [alvbl]

mit ¢ (t) # 0 fiir jedes t, so dafy ¢ = do ¢. (Dann ist p~' auch stetig differenzierbar).
Falls ¢'(t) > 0 fiir jedes t, dann heifit ¢ orientierungserhaltend, sonst ist ¢ orientie-
rungsumkehrend.

BEMERKUNG.

[. Falls ¢ orientierungserhaltend ist, dann gilt

Te(t) = Ta(o(t)) (t € [a,b]).

(Fiir orientierungsumkehrende Abbildungen gilt:
T.(t) = =Ta(¢(1)))-
II. Bogenlédnge: Es gilt: L(c) = L(d).

Bogenlingenparametrisierung. Sei ¢ eine glatte stetig-differenzierbare Kurve. Wir
schreiben

3:¢(t):/ 1 ()] du.

¢ ist eine Umparametrisierung und wir setzen v = co¢~!. Es gilt also v(s) = ¢(t). ~y heifit
die Bogenlidngenparametrisierung von c. Fiir Kurven v mit Bogenldngenparametri-
sierung gilt die einfache Formel T, (s) = 7(s) fiir den Tangentenvektor.

Kurvenintegrale. Seien ay, ..., a, stetige Funktionen auf einer Teilmenge U von R", ¢
eine stetig-differenzierbare Kurve in U. Wir definieren das Kurvenintegral der ersten
Art [ ai(x)dzy + - -+ ay(x) dz, als das Riemann-Integral:

/ [a1(c())c\ (E) + -+ + an(c(t)) e, (1)] dt.

(Andere Schreibweise: [ X -ds, wobei X das Vektorfeld (ai, ..., a,) ist).

Der Integrand
aydxy + -+ a,dzr,

des obigen Integrals heiflt eine Pfaffsche Differentialform. Wir betrachten solche For-
men hier als formale Ausdriicke, die iiber Kurven integriert werden. (Physikalische Ver-
anschaulichung: Die Differentialform stellt etwa ein Kraftfeld dar, das Kurvenintegral ist
die von einem Teilchen geleistete Arbeit, wenn es die Kurve durchlauft—fiir eine saubere
begriffliche Erkldrung siehe die Vorlesung “Differentialgeometrie” ).

Ebene Kurven: Sei ¢ : I = [a,b] — R? eine ebene Kurve. In diesem Spezialfall ist

o= [ VErT@ra



die Bogenlidnge von c,
b
- [ V@@

die Gesamtlénge.
Falls (¢1)? + (¢2)? = 1, dann hat die Kurve Bogenlingenparametrisierung. Wir be-
nutzen wie oben den Buchstaben s fiir die unabhéngige Variable und ~ fiir die Parame-
trisierung. In diesem Fall ist

T(s) = (n(s),72(s))

der Tangentenvektor zu v im Punkt s. Es gilt [T| = 1. Sei N = DzT. N heifit der
Normalvektor an vy und (T, N) bildet eine orthogonale Basis fiir R? (das begleitende
Zweibein). (D= ist der Operator der Drehung um 90°, d-h. D-((§,71)) = (-n,£).)

Es gibt eine reellvertige Funktion x, sodafl

dT dN
o = k(s)N(s), o = —k(s)T(s).
1
r heiflt die Kriimmung von v an der Stelle s. p = W heifit der Kriimmungsradius,
K

1
C=n~(s)+ ﬁN(S) das Kriimmungszentrum, falls x (nur definiert, wenn x(s) # 0).
k(s

Kurvenintegrale, 2. Art: Fiir eine skalarwertige Funktion f definieren wir

b
[ 1as= [ fe®. o) V@7 + @

BEMERKUNG.

[. Fall ¢ eine geschlossene Kurve ohne Durchkreuzungen ist, dann ist das Kurveninte-

gral
1

L fivia ot

der Inhalt der von ¢ eingeschlossenen Fliche.

II. Falls X = grad f das Gradientenfeld einer skalaren Funktion f ist (siehe Kapitel 3),
dann gilt

[x-ds= 1) - sla)

wobei a, b die Endpunkte von ¢ sind. In diesem Falls ist das Kurvenintegral wegu-

0X 0X
nabhingig. Dies ist der Fall, wenn ikt 2

= —— (falls der Definitionsbereich von
dy ox
X “keine Locher” hat).

BEISPIEL. Berechne [ X;dx + X, dy wobei
X(z,y) = (y, —sinz), c die Kurve t — (¢, %) (t € [0,1])
X(z,y) = (x 4+ y,x —y), c die Kurve t — (cost,sint) (¢t € [0, 27]).

(1) Das Integral =

1 1
/ (t* -1+ (—sint) - 2t)dt :/ (t* — 2tsint)dt
0 0



(2) Das Integral =

2m
/ ((cost + sint)(—sint) + (cost — sint) cost)dt
0

2
= / (cos®t — sin® t)dL.
0

Raumkurven: Sei ¢(t) = (¢1(t), ca(t), c3(t)) eine Kurve in R?. Wiederum definieren wir
t

s = / V@ T (@) + (@)t

b
L - / V@ T @)+ (@)t
¢ hat Bogenlingenparametrisierung, falls % = 1 das heif3t
(€)% + (62)? + (¢3)* = 1.

Dann gilt: T(s) = 7/(s) ist ein Einheitsvektor — der Tangentenvektor.
/

T
N(s) = (5) ist der Normalvektor
T (s)|

B(s) = T(s) x N(s) ist die Binormale.

Satz 4 Es gibt eine positive Funktion k und eine reelle Funktion T, sodaf

T = kN
N = —kT + 7B
B = —7N

1
k(s) heift die Kriimmung von ¢, 7(s) die Windung, p = — ist der Kriimmungsradius,
K

C = ¢(s) + p(s)N(s) das Kriimmungszentrum (7 ist ein Maf} fiir die Abweichung der
Kurve von der Ebene, der Schmiegebene, die von T, N aufgespannt wird).

1
BEISPIEL. Die Schraubenlinie ¢(t) = ﬁ(cost, sint, t). Es gilt:

(€1)* + (é2)* + (¢3)? =1

d.h. die Kurve hat Bogenlédngenparametrisierung;:

T(s) = ¢(s)= %(sin s,c088,1)
! _ L cos s, —sin §

T'(s) = \/5( : ,0)

N(s) = (coss,—sins,0)

B(s) = N(s)xT(s) = i(sin s, —cos s, 1).

S

Aus T'(s) = k(s)N(s) sieht man, dafl x(s) = % Aus B/'(s) = —7(s)N(s) und N'(s) =

%(cos s,sin s, 0) sieht man, dal 7(s) =

9~



Fiir eine allgemeine Kurve c(t) = (ci(t), co(t), c3(t)), d.h. nicht notwendigerweise mit
Bogenldangenparametrisierung, gilt

. .y
T=1, B=_
Ig Iagel
N=BxN
_lexd __leee
cf? & x &

BEISPIEL. Fiir c(t) = (1 + t%,¢, %) gilt
¢=(2t,1,3t%),¢ = (2,0,6t), ¢ = (0,0,6)

¢ x &= (—6t,—6t>,—2),[¢, ¢ ¢] = —12.
Daher gilt:

(36t2 + 36t + 4)2

R = 3
(4t2 + 14 9t*)2
—12
T = 3
(442 4+ 1+ 9t4)s
T _ (2,1, 3t%)
(412 + 1 4 9t4)2
B — 16t, —6t2, —2)
3612 + 3614 + 9t4)3
N - (—18t* + 2, —4t — 18t%, 6t + 12t3)

(442 4 1 + 9t4)2 (362 + 36t4 + 4)2

BEISPIEL. Die Kugeloberfliiche 22 + y? + 22 = R? entspricht dem Wiirfel
c(s,t) = (Rsinscost, Rsinssint, Rcoss) (0<s<7,0<t<27).

Die Kugeloberfliche besitzt keinen Rand (genauer, der Rand ist gewissermaflen trivial).
Der Zylinder 2% + y? = 72,0 < z < h entspricht dem Wiirfel

c(s,t) = (rcoss,rsins, t) 0<s<2m,0<t<h.
Der Rand des Zylinders besteht aus den Kreisen
s+ (rcoss,rsins,0)

und
s+ (rcoss,rsins,h)

(mit geeigneter Orientierung).

k-Wiirfel, Ketten: Wir kénnen den Begriff einer Kurve wie folgt verallgemeineren:



Definition 5 FEin k-Wiirfel in R" ist eine glatte (etwa stetig-differenzierbare) Abbildung
c:[0,1]* — R". Eine Kette von k-Wiirfeln ist eine formale Kombination

nicy + -+ nCr

von k-Wiirfeln, wobei die Koeffizienten n; ganze Zahlen sind. Falls ¢ ein k-Wiirfel ist,
dann ist der Rand Oc von ¢ die k — 1-Kette

e

—1
(ai)c - 8Z6)7

1

i

wobes
880 : (tl, c. 7tk—1) — C(to, c. 7ti—17 1,ti+1, cee ,tk)

bzw.
quC . (th e ,tkfl) — C(to, e 7ti71707ti+17 Ce 7tk:)

Beispiele von Kurvenintegralen aus der Physik:

1. Art: Q = [, (cy dT + £ dV') wobei

(Q = Wiarmemenge eines idealen Gases

V' = Volumen

cy = spezifische Wérme (V' konst.)

R = Gaskonstante

2. Art: T = fc C(ny) wobei T' die Zeit, die ein Lichtstrahl benétigt, um die Kurve C' zu
durchlaufen, und ¢(z,y) die Lichtgeschwindigkeit im Punkt (z,y) eines (inhomogenen)
Mediums ist.

BEISPIELE. Berechne [, X; dz + X, dy wobei

a) X(z,y) = (y,—sinz), C die Kurve ¢(t) = (t,¢*) (¢t € [0,1])
b) X(z,y) = (r+y,x —y), C die Kurve ¢(t) = (cost,sint) (¢t € [0, 27]).

a) Das Integral =
1 1
/ (t* - 1+ (—sint) - 2t)dt = / (t* — 2tsint)dt
0 0
b) Das Integral =

2
/ ((cost + sint)(—sint) + (cost — sint) cost) dt
0

2
= / (cos®t — sin®t) dt.
0



