Thema 12—Differentialrechnung, Partielle Ableitun-
gen, Differenzierbarkeit, Taylor-Formel, Lokale Extre-
ma

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Ableitung von Funktionen f : R™ — R".
Allein die Schreibweise liefert Probleme in diesem Fall. Betrachten wir z.B. ein Polynom
in zwei Variablen, etwa

p(z,y) = 13+ bay + 32> — 2y
oder in drei Variablen:

742z + 3xy +yz + w2 — 172%yz2.

Wie soll man aber das allgemeine Polynom in zwei Variablen schreiben? Versuche wie
a+bx+cy+de* +exy+ fy* + ...
sind offentsichtlich unbrauchbar. Besser ist

ago + a10T + a1y + agr® + ay Ty + agy® + ...

§ : k.l
ApT Y .
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Falls aber die Zahl der unabhéngigen Variablen grof} ist, dann ist diese Schreibweise auch
unbrauchbar. Wir verwenden eine, die von L. Schwartz eingefiihrt wurde, wobei er den
Begriff eines Multi-Index verwendete.

oder

Schreibweise. Wir schreiben x = (21, ..., z,) fir ein Element von R". Ein Multi-Index
ist ein n-Tupel p = (p1,...,pn), wobei jedes p; € Ng. 2P bedeutet dann 7' ... zP". Wir
schreiben auch

pl = pi!opy!
p| p1+ e+ pn

(&) = o () - G2)

p < q < p; < fiir jedes 1.

Das allgemeine Polynom 148t sich also wie folgt schreiben:

Als ein Beispiel der Eleganz dieser Schreibweise formulieren wir den binomischen Lehrsatz
wie folgt:
Seien x,y € R™, p € (Ny)" ein Multi-Index. Dann gilt

(z 4y’ = (i) ahyr ot
0<k<p

Versuche, diesen Lehrsatz mit einer anderen Schreibweise zu formulieren, werden den
Leser bald von der Unentbehrlichkeit der Multi-Indizes iiberzeugen.

BEISPIEL. (Multinominalsatz.) (z; + -« + 2,)* = > o=k Z%xp.
(Induktionsbeweis.)



Um Stetigkeit von Funktionen von U(C R™) in R™ zu definieren, verwenden wir den
Abstandsbegriff in R™. Wir setzen

| = (E+--+E)2 (a=(&,....&))
dz,y) = |lr—yl=vV(E —m)>+-+ (& — )2

f heifit stetig im Punkt x, falls fiir jedes € > 0 existiert
ein § > 0, sodaf aus |y — x| < J folgt | f(z) — f(y)| <e.

Beispiele von Funktionen mehrerer Variablen

I. Lineare Funktionale:

m=2n=1:f(z,y) = arx+by+c
m=3,n=1:f(z,y) = arx+by+cz+d.

allg.: f(z1,...,2m) = a1 + agxe + + -+ + Ay + d.
II. Quadratische Funktionale:
m=2:f(z,y) = az®+ 2bxy+ cy® (insbesondere: 2% + %, 2% — ¢, zy, 2%
m=3:f(x,y) = ax®+by*+cz* +dyz+ezx+ fry.
allg.: f(xy,...,2p) = 2?,3:1 QT

[II. Funktionen, die als Kombinationen von elementaren Funktionen gebildet
werden:

2

fla,y) = (vxz +97
+y

f(@,y,2) = (In(z* +y* + 2%), " sin(|y + 2|)

fQMx+w@mm2aw+y%>

Uusw.

DEFINITION. Sei f: U — R, wobei U offen in R" ist. Dann ist f im Punkt z, partiell-
differenzierbar bzgl. der i-ten Koordinatenrichtung, falls

[z +te;) — f(x)

Dif() = lim /
existiert. (e; ist das i-te Basiselement (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 in der i-ten Stelle

ist). Der Limes ist dann die i-te partielle Ableitung von f im Punkt z. Falls jede par-
tielle Ableitung D; f in jedem Punkt aus U existiert, dann ist f partiell differenzierbar

und die Funktionen

sind die partiellen Ableitungen von f. Falls diese Ableitungen stetig sind, dann heifit f

stetig partiell differenzierbar. (Andere Schreibweise P fir D; f.) Fiir eine Funktion

L
f von zwei bzw. drei Variablen also %, % bzw. %, g—i, %
Falls f = (f1,..., fm) : U — R™ so ist, daf} jedes f; (stetig) partiell differenzierbar ist,
dann sagen wir, dafl f (stetig) partiell differenzierbar ist.
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DEFINITION. Sei f: U — R partiell differenzierbar. Der Vektor
grad f(z) = (D1f(z), ..., Dnf(x))

of o

heifit der Gradient von f in z. (In Dimensionen 2 bzw. 3, grad f = (8_f’ 8_f) bzw.

x 0y

of of of
ox’ Oy’ 0z )

Richtungsableitung: Falls f : U — R stetig partiell-differenzierbar ist und v ein Vektor

aus R", dann ist

D, f(x) = (grad f(z)[v)
die Richtungsableitung von f in Richtung v. Die Bezeichnung stammt von der Tatsache,
daBl D, f(x) die Ableitung der Funktion

t— f(x+tv)
einer Variable an der Stelle 0 ist. Das folgt aus dem néchsten Satz:

Satz 1 Sei c eine glatte Kurve in U und f : U — R eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Dann gilt:

% fle(t)) = (¢ (t)|grad f(c(t)).

Dies folgt aus der Kettenregel (siehe unten).

Daraus sieht man (mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung), dafl der Gradientenvektor
grad f(z) folgende geometrische Bedeutung hat: Er ist die Richtung des steilsten Zuwach-
ses der Funktion f.

Satz 2 Sei f: U — R stetig partiell differenzierbar, wobei U eine Umgebung von x ist.
Dann gilt fir h € R™ mit |h| < €, wobei U(z,¢e) C U,

f(z+h) = f(x) + (grad f(z)[h) + p(h),
(h)

wobei limy,_ LAUL/AN 0.

Id
Wir fithren jetzt einen abstrakten Differentiationsbegriff ein, der eine direkte Ubertragung
der entsprechenden Definition fiir den eindimensionalen Fall ist. Unten werden wir die
Beziehung zwischen dieser Definition und partieller Differenzierbarkeit untersuchen.

DEFINITION. Sei U C R" offen und f : U — R™ eine Abbildung. f heifit in =z € U (total)
differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung

A:R"— R™
gibt, so daf3
f(x+h) = f(z)+ Ah + |h|p(h) mit }llin})go(h) =0.

Wir schreiben (Df), fiir A—die Ableitung von f an der Stelle z. Falls (Df), existiert
fiir jedes x € U, dann heifit f auf U differenzierbar. Die Abbildung Df : x — (Df),
(von U in M, ,, die Familie aller m x n Matrizen) ist dann die Ableitung von f. Falls
Df stetig ist, dann ist f stetig differenzierbar.

BEMERKUNG. Ist U C R" offen und f : U — R", dann ist f genau dann differenzierbar,
wenn alle f; : U — R (i = 1,...,m) differenzierbar sind, wobei f = (f1,..., fn)-

3



Im folgenden Satz untersuchen wir die Beziehung zwischen Differenzierbarkeit und der
Existenz von partiellen Ableitungen.

Satz 3 Sei U C R" offen und f : U — R™.
i) f sei differenzierbar in x € U. Dann gilt: Alle f; sind in x partiell differenzierbar

maut
ofi
aSL’j
wobei [a;;] die Matriz von (Df), ist;

() = a; (i=1,....m;j=1,...,n),

ii) Seien die f; stetig partiell differenzierbar in einer Umgebung von x und

o,
W aSL’j

(x) firi=1,....mundj=1,... n.

Dann ist f in x differenzierbar und es gilt
flz+h) = f(x) + Ah+ |hle(h),

wobei

A = (a;j) und }Lirr(l] o(h) = 0.

Bezeichnung. Sei f : U — R™ differenzierbar in z. Dann heifit die (m x n)-Matrix

ofi
(D)) = J5te) = (5 (0))
die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f in z.

Satz 4 (Kettenregel): Seien U C R™ und V C R™ offen und g : U — R™, f:V — RF
Abbildungen mit g(U) C V. Ist g in x € U differenzierbar und f iny = g(xz) € V
differenzierbar, dann ist die zusammengesetzte Abbildung

fog:U—RF
in x differenzierbar, und es gilt:
D(f 0g). = (Df), o (Dg), baw. Jpog(a) = Jr(g(w)) ().
In Koordinaten schaut das so aus:

Satz 5 Seien V C R™, U C R offen und f : V — R, g : U — R™ differenzierbare
Abbildungen mit g(U) C V. Dann ist

h:=fog:U—=R

partiell differenzierbar und es gilt firi=1,2,...,n:

gz (T1,...,2,) = Z ﬁ(gh(x), . ,gm(x))ai]: (21,...,1,).



BEWEIS.

Jpog(z) = Jp(z) = (g—jl(x), ceey g—i(x)) = grad h(x).
T(g()) = (g—;w», . %@y))) _ grad f(g(a)).
by Lty
Jg(x) =
D () Oom ()

Die Behauptung ergibt sich aus Jyo4(x) = Jr(g(x))J,(2).
=

BEISPIEL. Sei f die Funktion (z,y) — (3sinzy, et 22—6), g die Funktion (u,v,w) —
u? + 0% + w?
3y cosTy 3x CosTY
Ji(z,y) = | 2ze?™ V" 2yer*ty

2 0
2u
Jy(u,v,w) = |20
2w

Jg©f<x7 y) = Jg(f<.§lf7 y))Jf<~T, y)
2(3sinzy)| [3ycoszy 3xcoszy
= | 2(e” ) | | 2we Y 2yt
2(2z — 6) 2 0

BEISPIEL. Die wichtigsten Anwendungen der Kettenregel sind die Koordinatentransfor-
mationen: Z.B.
in R%:

¢1: (r,0) — (rcosf,rsinf) (Polarkoordinaten)
in R3:

G2 (r,0,C) — (rcosf,rsind, () (Zylinder- Koordinaten)

¢z (r,0,¢) — (rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, r cos ¢) (sphirische Koordinaten).
Es gilt etwa:

cosflsing —rsinfsing rcosfcoso
Jps(r,6,0) = |sinfsing rcosfsing rsindcos¢
cos ¢ 0 —7rsin ¢

Partielle Ableitungen h6herer Ordnung: Sei U C R” offen. Dann wird durch vollsténdi-
ge Induktion definiert: Eine Funktion f : U — R heifit k-mal stetig partiell differen-
zierbar, wenn f (k—1)-mal stetig partiell differenzierbar ist und alle (k—1)-ten partiellen
Ableitungen

D ,..D,D;,f:U—-R (1<iy<nfirt=1,...,k—1)

ih—1

stetig partiell differenzierbar sind. Wir kénnen dann die partiellen Ableitungen der Ord-
nung k definieren. Dass diese Definition sinnvoll ist, folgt aus dem Satz.
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Satz 6 Sei U C R" offen und f : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann
qgilt fiir jedes x € U und fir allei,j =1,...,n

D;D;f(x) = D;D; f(x).

Korollar 7 Sei U C R" offen und f : U — R k-mal stetig partiell differenzierbar. Dann
151
Dik e DigDilf - D . DZ'W@) Diﬁ(1)f

fiir jede Permutation m der Zahlen 1,....k und 1 < i, <n firl=1,... k.

Z‘rr(k) ..

Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber k£ unter Verwendung der Tatsache,
daf} sich jede Permutation aus Vertauschungen benachbarter Glieder zusammensetzen
laBt.
Damit konnen wir DP f eindeutig definieren, falls p ein Multi-Index ist und f hinreichend
glatt.

Satz 8 Sei U C R” offen, f : U — R k-mal stetig partiell differenzierbar, x € U, h € R".
Dann st die Funktion
t— g(t) = f(x +th)

in einem Intervall | — e, e[C R (e > 0) definiert und k-mal stetig differenzierbar, und es
qgilt
d*g Ko .

|al=k

Satz 9 (Taylorsche Formel): Sei U C R™ offen, x € U und h € R", so daff x +th € U
fir alle t € [0,1]. Sei f: U — R eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann
ezistiert ein 6 € [0, 1], so daff

(6% (0% 9
fatm =Y %@hm 3 th
|| <k ' la|=k+1 ’

BEWEIS. Die Funktion g : [0,1] — R, wobei t — f(x +th) ist (k + 1)-mal stetig differen-
zierbar. Nach der Taylor-Formel fiir Funktionen einer reellen Verédnderlichen, existiert ein

0 € [0,1], so daB

LN O) (k+1)
. g (0) i, Y (0) k+1
9(1)_2 i 1+(k:+1)!1 '

Es gilt firi =0,1,...,k

900 _ 5~ D)

und
SO g Do),

| |
(k+1)! o al

woraus die Behauptung folgt.



Korollar 10 Sei U C R"™ offen, x € U,h € R™ mit x + th € U fir alle t € [0,1]. Sei
f U — R k-mal stetig differenzierbar. Dann ist

Df(x)
flz+h)= Z Th +p(h)|hf%,
o<k
wobei limy, o p(h) = 0.

BEWEIS. Es existiert ein 6 € [0, 1], so da8

flath)y=)

«

2y f‘”) e+ 3 ra(h)h

(67

jal<k o=k
D~ — D~
mit 7, (h) = flo+ Gh? f@) Wegen der Stetigkeit von D f ist limy 074 (h) = 0.
al
Mit ”
Sp(h) = Z TOé(h) |h|k

|a|=k

folgt die Behauptung, da
he] g he]
LN

<1 fiir |o| = k.

BEeispiEL. Fir f = f(x,y) hat die Taylorreihe die Gestalt

S g
o m!in! 0mxd™y |, _,
z.B.
0 2m+1, ,2m+1
. o - m+1x Y
sin(zy) = Z( 1) Emt

m=0

DEFINITION. Sei U C R" offen und f : U — R eine Funktion. Ein Punkt x € U heifit
lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) von f, falls eine Umgebung V' C U von
x existiert, so dal f(x) > f(y) (bzw. f(x) < f(y)) fir alley € V.

Tritt in dieser Definition der Fall f(x) = f(y) nur fiir x = y ein, so spricht man von einem
isolierten oder strengen lokalen Maximum bzw. Minimum. Ein lokales Extremum ist
ein lokales Maximum oder Minimum.

Satz 11 Sei U C R" offen und f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Besitzt
f inx €U ein lokales Extremum, so gilt:
grad f(z) = 0.
BEWEIS. Fir £k =1,...,n sei
gk<t) = f(ﬂ? + tek)
gx ist definiert auf einem Intervall [—¢, e[C R mit €0 und dort differenzierbar.

Hat f in x ein lokales Extremum, so hat g, in 0 ein lokales Extremum und es ist g},(0) = 0.
Wegen

34(0) = (grad /2)er) = 510
ist
grad f(z) = <§—a‘i(x), e 88:1;]; (x)) =0, qe.d.



DEFINITION. Sei U C R" offen und f : U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Unter der Hesseschen Matrix von f im Punkt z € U versteht man die n x n-

Matrix il
Hess (f)(z) := {axﬁka}

Hess (f)(x) ist symmetrisch, da

’f _ Of )

DEFINITION. Eine symmetrische Matrix A € M, heifit positiv (negativ) definit, wenn
alle Eigenwerte von A positiv (negativ) sind.

Die Matrix heifit indefinit, wenn sie mindestens einen positiven und einen negativen
Eigenwert besitzt. (Bekanntlich sind alle Eigenwerte einer reellen symmetrischen Matrix

reell.)
Wir verwenden folgende Tatsache (vgl. Vorlesung “Lineare Algebra”): Sei A € M, eine
symmetrische, positiv definite Matrix mit den Eigenwerten Ay, ..., A, und A := min(\y, ..., \,).

Dann gilt fiir alle x € R”
(Az|z) > Nz|?.

Satz 12 Sei U C R" offen, f € U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Sei x € U
und grad f(z) =

i) Ist Hess (f)(x) positiv definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Minimum.

it) Ist Hess (f)(x) negativ definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Mazimum.

iii) Ist Hess (f)(x) indefinit, so hat f in x weder ein lokales Mazimum noch ein lokales
Minimum.

BEWEIS. Die Taylorentwicklung von f um x liefert

flz+h) ) + Z +o(h)|h),

|af=2

wobei limy, o p(ht) = 0.

Es gilt:
Def(x
Q(h):zziz—ZDDf Zawhh_ (Ah|h),
|a\:2 i,7=1 2] 1
mit
h = (hi,...,h,) und (oy;) = A= Hess (f)(x).
Also ist

fla+h) = f(z) = Q(h) + ¢(h)|h]*.



i) Ist A positiv definit und A der kleinste Eigenwert von A, dann ist

1
Q(h) = SAh*
o A
Es gibt ein €0, so daf |¢(h)| < 1 fir |h| <e.

1
fle+h) = f(z) = Q(h) + ¢(A)[h]* = ZAR[0
fiir alle A mit 0 < |h| < €, d.h. z ist isoliertes lokales Minimum von f.

ii) Ist die Hessesche Matrix negativ definit, so geht man zur Funktion —f iiber und
hat dadurch Fall ii) auf den Fall i) zuriickgefiihrt.

iii) Sei A indefinit. Wir miissen zeigen, daf in jeder Umgebung von = Punkte 2’ existie-
ren mit f(2')f(x), als auch Punkte " mit f(2") < f(z).

Sei v ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert A0. Wir konnen annehmen, daf§ [v]| = 1.
Fiir h := tv, t0, gilt dann

(AR|h) = 2(Av[v) = 2\ = A|R[%,

also
Alh|?0,

e~ =

Fla 4 h) — f(z) = SAPR + o) |hf? >

falls nur ¢ gentigend klein ist.
Ist w ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert 1 < 0 mit |w| = 1, so gilt fiir h := tw, t0,
analog wie oben

Pl +h) = f(x) = gulhf? + o)A < Julhf? < 0

fiir gentigend kleines ¢.

BEISPIELE. Wir betrachten einige typische Beispiele von Funktionen f : R? — R

a) f(x,y) = a + x> + y* Die Funktion f hat im Nullpunkt (0,0) € R? ein isoliertes
lokales Minimum, da

1 10
Der Graph von f,
Ly ={(z,y,2) e R?: Z:a+x2+y2}

ist ein nach oben geoffnetes Paraboloid (wenn man sich die z-Achse als nach oben
gerichtet denkt).

b) f(z,y) = a — 2% — y?. Hier liegt im Nullpunkt ein isoliertes lokales Maximum vor,
es gilt
1 -1 0
Der Graph von f,
Ffz{(:c,y,z) ERB:z:a—x2_y2}

ist ein nach unten getffnetes Paraboloid.
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¢) f(x,y) = a+ 2*> — y*. Der Gradient von f im Nullpunkt verschwindet, und es gilt

jues (=g O]

Die Hessesche Matrix ist also indefinit, es liegt weder ein lokales Maximum noch
Minimum vor.

Der Graph von f,
Ff:{(x7yuz> ER?’:z:ajo?_y?}’

ist eine sog. Sattelfliche. Lings der Achse x = 0 fallen die Werte von f vom
Nullpunkt aus ab, ldngs der Achse y = 0 nehmen die Werte von f vom Nullpunkt
aus zu.

d) Ist die Hessesche Matrix in einer Nullstelle des Gradienten semi-definit, so lassen
sich keine allgemeinen Aussagen machen, wie folgende Beispiele zeigen:

Aley) = 22+4*
fQ(IL',y) = {L‘2
fs(z,y) = 2*+¢°

Fiir alle drei Funktionen verschwindet der Gradient im Nullpunkt und es gilt

Hess (f)(0) = [(2) 8} (k=1,2,2),

die Hessesche Matrix ist also positiv semi-definit.

Die Funktion f; hat im Nullpunkt ein isoliertes lokales Minimum. Die Funktion f,
hat im Nullpunkt ein lokales Minimum, das aber nicht isoliert ist (alle Punkte auf
der Achse x = 0 sind ebenfalls lokale Minima).

Die Funktion f; hat im Nullpunkt weder ein lokales Minimum noch ein lokales
Maximum.

BEISPIELE. Fiir f(z,y) = sin(z? + y?) gilt

Dif = 5 = 2weos(a? +17).Daf = 51 = 2ycos(a® + )
*f L9 9
Dyf = 900y —4zysin(x® + y°).

BEispiEL. Fiir f = f(z,y) hat die Taylorreihe die Gestalt

S i
2l omzdy |, " Y
z.B.
' co . x2m+1y2m+1
sin(ay) = > (=)™ gy

m=0
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BEISPIELE. a) Fiir f(x,y) = sinzy + ¥ gilt:

Dyf(x,y) = ycosxy+ 2w Y’

Dyf(z,y) X COSTY — 2ye$2_y2
Dy f(x,y) —y%sinzy + AzPe™ Y 4 2e" Y’
Do f(x,y) —r?sinay — dyPe” Y — 26" Y’
Do f(z,y) cosxy — xy sinxy — Sxye”ﬂ_y2
Do f(x,y) = coszy — xy sin — 4y Y

b) Berechne die Taylorreihe von e*™3¥ an der Stelle (1,1) bis zum 3. Grad.

3 4 3
L+ h1+k) =+ eh+ 280 + —h2 + 263k + —— k2
21 2k
3 3 3 3
e’ 5 2e’ de® 5, 8e’ 4

BEISPIEL. Sei f die Funktion f(x,y) = (3sinzy, e* %", 22—6), g die Funktion g(u, v, w) =
u? + 0% + w?
3y cosTy 3x cosTY

Ji(z,y) = | 2we™™ v’ 2yertv?
2 0
[ 2u
Jo(u,v,w) = 2v
2w

Jgof('ra y) = Jg(f<.§lf7 y))Jf<«T, y)

[ 2(3sinzy) 3ycosxy 3xcosxy
= 2(e”* %) 2we™ TV Qyer Y
| 222 — 6) 2 0

BEISPIEL. Die wichtigsten Anwendungen der Kettenregel sind die Koordinatentransfor-
mationen: Z.B. in R?: ¢ : (r,0) — (rcosf — rsinf) (Polarkoordinaten)
in R3: ¢y : (r,0,¢) — (rcosf,rsinf, () (Zylinder Kooerdinaten)

¢z (r,0,0) — (rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, r cos ¢)

(sphérische Koordinaten).
Es gilt:
cosflsing —rsinfsing rcosfcoso
Js(r,0,0) = | sinfsing rcosfsing rsinfcos¢

COS T 0 —7rsin ¢
det Jy, (1,0, ) = —r?sin ¢
__ sinf cos 6 0
J*l _ rsin ¢ rsin ¢
¢3 T cosfcosgp sinfcos¢ _ sing .
r r r
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Sei jetzt f eine Funktion auf R3, F' = f o ¢s. (f ist ein Skalarfeld “in kartesichen Koor-
dinaten”, F' das Feld “in sphérischen Koordinaten”). Z.B. Fiir

1
f(l‘,y,Z) - <x2 +y2 + Z2>%
ist
F(r,0,¢) = L
» Y - ’I"a'
Es gilt:
D F
JF(T,G,(b) = Dy F = Jf(x,y,z)J¢3(T,9, (b)
Da 1 .0
D.f cosfsing —rsinfsing rcosfcoso
= | Dof = | sinfsing rcosfsing rsinfcos@
Dsf cos ¢ 0 —7rsin ¢
(x7y7z)
d.h.
D1 F = cosOsin¢(D;f) o ¢z + sin@sin ¢(Dof) o ¢3 + cos ¢(Dsf) o ¢s.
0
(“% = cos fsin qb% + sin  sin Qﬁa—g + cos qb%”) )
DyF = —rsinfsing(Dif) o ¢34 rcosfsing(Dyf) o o3

DyF = rcosd(Dif)o¢s+rsindcosd(Daf) o ds —sind(Dsf) o ¢s.

Um hohere Abbleitungen auszurechnen, kann man diese Formeln noch einmal verwenden,
z.B.

Dy F = cosfsing(cosOsing(Dqy f) o ¢35 + cosOsin p(Diaf) o ¢3 + cos p(Disf) o ¢3)
+ sinésin ¢(cossin @)Dy f) o ¢z + sin O sin ¢( Doy f) 0 ¢3)
+ cos¢(cos@sind(Di3f) o O3 + sinOsin ¢(Das f) o 3 + cos ¢(Dss f) o ¢3).

0*f
dx2
2 2

+ cos? gbaa—yf + 2 cos  sin 6 sin? gb@i@fy
0% f

0xdy

0 f

0xdy

82f 2

0y0z )

82
2 0 ain? © 2 s 2
( cos” fsin“ ¢ + sin” #sin” ¢ )

+ 2cosfsinfsin? ¢

+  2cosfsin ¢ cos ¢

+  2sinfcos ¢sin ¢
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