Thema 15—Vektoranalysis

Differentialformen:
Eine Funktion von R" in R" ist die mathematische Realisierung eines Vektorfeldes. Wir kénnen
dies natiirlich verallgemeinern, indem wir Funktionen auf R"™ mit Werten in einem (abstrakten)

Vektorraum V' betrachten. Falls V' m-dimensional ist und (ey, . .., e,,) eine Basis dafiir, dann ist
jede solche Funktion durch ein m-Tupel (fi,..., f;,) von reellwertigen Funktionen darstellbar,
wobei

f=hei+ -+ fmem.

Die formale Definition einer Differentialform entspricht dem Fall, wo V' ein Raum von alternie-
renden Formen ist (siehe Vorlesung “Lineare Algebra”). Wir benutzten hier einen pragmatischen
Zugang:

1-Formen: Man bezeichnet die Basis mit (dzy,...,dz,). Eine allgemeine 1-Form hat damit
die Gestalt:
w = a1(x)dry + - - + a,(z) dz,.

(Konkret: Fiir n = 2 hat die typische 1-Form die Gestalt: w = adx + bdy;
n=3w=adr+bdy+cdz.

Bemerkung: Die Koeffizienten a, b usw. sind glatte Funktionen).

2-Formen: Die Basis ist {dz;dz; : 1 <i < j <n} ((}) Elemente).
(Konkret: Fiir n = 2: w = adz dy.
n=3w=adydz+bdzdr + cdzxdy).

Die allgemeine Situation ist wie folgt: FEine k-Differentialform auf U C R" ist ein Ausdruck

der Gestalt
w = Z ail___ikdxil e dl‘lk

11 <io<-<ig

(N.B. In diesem Fall hat die Basis (}) Elemente).
Operationen mit Differentialformen: Man kann
a) zwel k-Formen auf R™ addieren (man summiert einfach die entsprechenden Koeffizienten);

b) eine k-Form mit einer [-Form multiplizieren (das Ergebnis ist dann eine k 4+ [-Form). Man
multipliziert wie mit Zahlen, in dem man folgende Rechenregel beachtet:

dx;dr; = —dz;dx; (und daher dx;dx; = 0).

c) eine k-Form differenzieren (das Ergebnis ist ein k + 1-Form): Dazu gentigen folgende

Rechenregeln:
Falls w eine Funktion f ist, dann ist das Differential df wie folgt definiert:
df = g—xfl day + -+ aale dz,. (Gradient!)



(Bemerkung: Man betrachtet glatte Funktionen als 0-Formen).

Falls
w = Z ail...ikdxil e dl‘ik,

11 <t <--<ip

allgemeine k-Form ist, setzten wir

dw = Z dail,_.ikdxil Ce d[L‘Zk

11 <io<--<ig

BEISPIELE.

I. Fir w = adx + bdy gilt:

b Oa
dw = <% — 8_y) dx dy.

II. Fiir w=adx + bdy + cdz, gilt

Jc  0b da  Oc ob  Oa
dw=|———) dyd — — — | dzd — — — | dazdy. (Rotation!
w (33; @z) yz+<az &y) zx+<8x &y) xdy. (Rotation!)
III. Fiir
w=adydz+bdzdxr + cdx dy,
gilt:

— 4+ —+ —) dx dydz. (Divergenz!)

do — Oda 0b Oc
- \odzx Oy Oz

d) Man kann eine k-Form

w = Z ail...ikdyil .- -d?/z‘k

11 <ta<--<ip
auf R" mit einer glatten Funktion ¢ = (¢1,...,¢,) von R™ in R" zusammensetzen.
Rechenregel: Man ersetzt dy; in w durch
do; = dry + -+ -+ dz,.
¢ oy ! O0x,,

BEISPIEL. Wir berechnen x dx + y dy in Polarkoordinaten. Aus x = rcos @, y = rsin 6 folgt

dx = cos@dr —rsinfdf
dy = sin@dr+ rcosfdf

und damit xdy + ydy = rdr.

(Beispiel: (Das gleiche fiir —xg_yﬂﬂ dx + mﬁyg dy.)

Satz 1 Seiw eine k-Form, w, eine [-Form. Es gilt dann:

d*w =0;

d(w.wy) = (dw).wy + (=1)*w.(dw);

d(w o @) = (dw o @), wobei ¢ eine geeignete glatte Funktion ist.



e) Integration von k-Formen entlang k-Wiirfeln: Sei ¢ : I* — U, (U offen in R") ein k-
Wiirfel. Falls w eine k-Form auf U ist, dann ist w o ¢ eine k-Form auf R*¥ und hat damit
die Gestalt

a(xy,...,a)dxy ... dzg,

wobei a eine glatte Funktion ist. Wir definieren

/w—/ a(xy, ..., xg)dry ... dy.
Ik

Wir bringen jetzt einen abstrakten Integralsatz. aus dem alle géngigen Versionen abgeleitet
sind.

Satz 2 Integralsatz von Stokes. Sei ¢ ein k-Wiirfel in U, w eine (k—1)-Form auf U. Dann
qgilt:
/ w = /dw.
oc c

1. 1-Wiirfel. Ein 1-Wiirfel in R™ ist genau eine Kurve (vgl. Thema 11). Falls w = a;dz; +
4 ay dr, und c(t) = (c1(t), ..., ca(t)), dann gilt

Beispiele:

woc=a(ci(t),...,cn(t)— 4+ -+ ay(ci(t),...,cn(t))

dt dt

Damit entspricht fcw genau dem Kurvenintegral aus Thema 11. (Physikalische Schreib-
weise: [ F-ds, wobei F(xy,...,21) = (a1(x1, ..., ), ..o, an(21, ..., 20))-

(Man verwendet auch in der Physik ein Kurvenintegral der 2-ten Art
[.f-ds= fab Fler(),. .. en(D)(E(t) 4+ - - 4+ é())2 dt, wobei f ein Skalarfeld.

2. 2 Wiirfel in R". Diese entspricht einer Abbildung ¢ : [0, 1]> — R™ - geschrieben (c;(u,v), . .
Der wichtigste Spezialfall ist n = 2 d.h.

c(ugv) = (c1(u, v), ca(u, v), cs(u, v)).
Dann gilt: falls w = ady dz + bdz dx + cdx dy eine 2-Form, so ist
woc=a(c,c,c3)deydes + by, co, c3) deg dey + (e, o, c3) deq des.
Das ist das Skalarprodukt des Vektors (a, b, ¢) mit dem Vektor —C 9e

av
Denn
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Usw.

Geometrlsche Interpretation. Die Vektoren 2¢ und ac sind tangential zur Fliche n(u, v
p EM g

( 2 ) / |— X —| ist daher der Elnheltsnormalvektor zur Flache. Daher entspricht das
Integral fc w genau der klassischen Definition des Fldchenintegrals fc F-dS (vgl. Vorlesung
Grundlagen der Physik).

. cnl(u,v))



Bemerkungen: A. Falls f ein Skalarfeld, dann ist [ f - dS das Integral

Oc  Oc
_X_

70 = 0 du dv.

/f(C1<U,U),CQ(U,U),Cg(U,U))

B. Ahnlicherweise kénnen wir parametrisierte Fliachen ¢ : U — R?, wobei U ein geeignetes
Gebiet in R? ist, betrachten. Wichtig ist nur, dass klar ist, wie der orientierte Rand Oc zu
bestimmen ist (z.B. wenn U = {(z,y) : 2* + y* < R*} oder {(z,y) : r* < 2? +y* < R?*}).

Ein 3 Wiirfel in R". In diesem Fall gilt: fiirw = >
(c1(u,v,w), ..., cp(u,v,w)),

i1 <ig<ia Fininis dz;, dx;, dz;, und c(u, v, w) =

woc= E Qi igig ACiy deyy, dciy.

11 <i2<i3
Insbesondere, fir n = 3, w = a(z,y, z) de dy dz

wo e = a(au,v,w), es(u, v, ), e3(u, v, w)) <% du+ 2% gy 4 99 dw)

ou ov ow

802 602 802 603 803 803 N
<% du + S0 dv + T dw) (% du + ¥ dv + 0 dw | = a(ey, co, c3)J dudv dw,

wobei J die Jacobi-Determinante ist (vgl. das Transformationsgesetz).

Die 3 géngigsten Versionenen des Satz von Stokes sind:

L [, Pdr+Qdy: ffc(%—f — %—g)dxdy

(c ein 2 Wiirfel in R?, w = Pdx + Q dy eine 1-Form) (der Satz von Green).

2. [, (Pdz+Qdy+ Rdz) = [[ (92 + &) dy dz + (—%2 + G5) dz dx + (—%2 + &5 da dy

(c ein 2 Wiirfel in R?, w = Pdx 4+ Q dy + Rdz eine 1-Form).
(Der Satz von STOKES (eigentlich von Lord KELVIN entdeckt) — oder Rotationssatz).

3. [Jp(Adydz+ Bdzdx + Cdrdy) = [[,(52 + 42+ &2) de dydz

(c ein 3 Wiirfel, Adydz + Bdzdx + C dx dy eine 2-Form.) (Der Satz von GAUSZ oder
Divergenzsatz. )

Beispiele.

L.

II.

Eine Abbildung der Gestalt:
d(u,v) = xo + w.z1 + V.79,

wobei 2o € R? und z, 25 zwei linear unabhingige Vektoren aus R? sind, ist eine para-
metrisierte Ebene.

Der 2. Wiirfel
¢ (u,v) — (sinwucoswv,sinusin v, cos u)

ist die Parametrisierung der Einheitssphére

4



[TI. Falls S implizit gegeben wird, etwa
S=A{(z,y,2): f(z,y,2) =0},

dann ist der Normalvektor

grad f

n= .
|grad f]|

IV. Die 2-form
dF = nydydz + nydzdxr + nydxdy

nennt man das Fliachenelement der Flache.

V. Verwendet man die Formel

(z x ylz x y) = |z|y* — (z]y)”

aus der Vorlesung “Lineare Algebra”, bekommt man die Formel:

A= / VEG — F? dudv
U

fiir den Fliacheninhalt, wobei E = (¢1]d1), F = (¢1|02), G = (¢2|da).
VL. Sei ¢(u,v) = (u,v,v/1—u?—22) (u?+ v? < 1) die Halbkugel in R3. Dann ist das

Flachenintegral

/dS = // (1,0, —u(1 — u® — v?)
S uZ+v2<1
1 2 2 1 — 2 2
= // tw v Y Y dudv
u2+02<1 (1 — u2 — U2)

= // (1 —u® —v*) *dudv
u2+402<1

VII. Beispiele von Fliachenintegralen.

NI

) x (0,1, —v(1 — u® — vZ)%)|dudv

Fiir eine Masse, die iiber eine Flidche I verteilt ist, gilt:

T, = // zp(x,y,2)dS
F

T, = // yp(z,y,2)dS
F

T, = // zp(x,y,2)dS
F

bzw. eine Masse, die iiber einer Raumkurve c verteilt ist, gilt:
T. = / zp(x,y, 2)ds
c
T, = / yp(r,y, 2) ds
c

T, = /zp(:z:,y,z)ds.
c



VIII. Wegunabhingigkeit eines Kurvenintegrals. Sei w eine 1-Form auf U mit dw = 0.
(Dies gilt insbesonders wenn w die Gestalt df hat, wobei f eine glatte Funktion ist). Dann
gilt fcw = 0, falls ¢ eine geschlossene Kurve ist und der Rand eines 2-Wiirfel in U.

[X. Das Feld f heifit rotationsfrei, falls rot f = 0. Ein Gradientenfeld grad ¢ ist immer
rotationsfrei (dies folgt aus der Bezichung d? = 0).

X. Der Laplacesche Operator: Dies ist der Operator
A f—div(Ve),

der fiir Skalarfelder ¢ definiert ist.



