Thema 16—Komplexe Analysis, Analytische Funktio-
nen

Die komplexen Zahlen

Identifizieren wir die Zahlen aus R mit Punkten aus der Zahlengeraden, so ist es natiirlich,
Punkte aus R? (d.h. geordnete Paare (z,y)) mit Punkten einer Ebene zu identifizieren.
Wir betrachten diese Objekte als Zahlen — die sogenannten “komplexen Zahlen” — und
versehen die Menge C solcher Zahlen mit einer Addition und Multiplikation wie folgt:

(w1, 91) + (22,2) = (01 + 22,51 + Y2)
(901, ?/1)(902, ?/2) = ($19€2 — Y1Y2, T1Y2 + 902?/1)-

Verwenden wir den Buchstaben i fiir die komplexe Zahl (0,1) und identifizieren wir die
reelle Zahl x mit der komplexen Zahl (z,0), so sehen wir:

1. daB i? = —1
2. daB jedes z € C eine eindeutige Darstellung
z=x+1y
(z,y € R) hat.

x heifit der Realteil von z (geschrieben Rz). y heiBit der Imaginérteil von z (geschrieben
Jz). Wir fithren folgende Bezeichnung ein: zZ = x—iy heifit die zu z konjugiert komplexe
Zahl; |z| = /(22 + y2) = V/2Z — der Absolutbetrag von z. argz = der Winkel § €
[0, 27|, sodaB

cosf = — sinf = 2 (z #0).

kN 2]

Wir haben die folgenden einfachen Beziehungen zwischen diesen Groflen:

21+ 29 = 51 + 52, Z1R9 = 5152

|21 + 22| < 21| + |29

|z122] = |z1]|22].

Falls z # 0, dann gilt z2~! = 1 wobei 27! = % die Inverse von z ist.

Die Polardarstellung: Jedes z # 0 aus C hat die Darstellung

z = p(cos @ + isinf)

E7
% (d.h. 6 = arg z bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27). In bezug auf diese Darstel-
{ung hat die Multiplikation die einfache Gestalt:

wobei p = |z| (und daher eindeutig bestimmt) und 6 ein Winkel ist, mit cos @ = %, sin§ =

2129 = p1p2(cos(0y + 63) + isin(0; + 65))
wobei z; = p1(cosfy +isinby), zo = pa(cos by + isinbsy).
Korollar 1 (Gesetz von de Moivre). Firn € Z gilt:

(cos @ +isinf)" = (cosnf + isinnb).



Aus diesen Formeln folgt die wichtige Tatsache: Fiir jede komplexe Zahl
¢ = p(cos @ + isinb)

(ungleich Null) und jedes n € N existieren genau n komplexe Zahlen z, sodaf§ z" = (,

namlich
1/n( (2k7r+«9) - (2k7r+9))
zZ=p COos + 2sIn
n n

(k=0,1,...,n—1).

Insbesondere gibt es n komplexe Zahlen z, sodafl 2™ = 1, ndmlich

2k 2k
2= cos — +isin — (k=0,...,n—1).
n n

Sie heiflen die n-ten Wurzeln der Einheit.
Eine der wichtigsten Eigenschaften der komplexen Zahlen ist der sogenannte

Satz 2 Fundamentalsatz der Algebra: Seip ein komplexes Polynom von Gradn > 1,
etwa
p(z) =ag+ a1z + -+ a,2".

Dann hat p genau n Nullstellen Ay, ..., \, d.h.
p(2) =an(z—= A1) (2 — An)-
Falls p ein reelles Polynom ist, etwa
p(t) = ao + art + -+ + ant”,
wobei die a; reell sind, dann haben die Nullstellen von p die Gestalt:

ti,..o ty, a1+ 101,00 —if1, ..., a5+ 10,5 —if3s, TH+285=n
reell konjungiert-komplexe Paare.

Es gilt dann
pt) =t —t1)-(t —t,)(t* — 201t +aF + B7) - (* — 2at + a2 + B2).

Die Zahlen exp z,1n z, 2%: Fiir z € C definieren wir exp(z) (oder einfach e*) bzw. In 2z
(fiir z # 0) wie folgt
e = e"(cosy+isiny) (z=ux+iy)

Inz = In|z| +1i0, wobei z = |z|(cosf + isin @)

(Wegen der Mehrdeutigkeit der Wahl von 6 gibt es unendlich viele mégliche Werte fiir
In z. Normalerweise wihlt man 6 = arg z (d.h. den Winkel 6, der zwischen 0 und 27 liegt).
Der ensprechende Wert von In z heifit der Hauptwert des Logarithmus.

Falls z(# 0) € C, a € C, dann definieren wir 2* = exp(a/ln z).

Wegen der Mehrdeutigkeit des Logarithmus hat z® i.a. unendlich viele mogliche Werte.
Wiéhlen wir den Hauptwert des Logarithmus, so bekommen wir den Hauptwert von 2.
(N.B. Wenn a = n eine ganze Zahl ist, dann stimmen diese Werte alle tiberein, soda8
man in Wirklichkeit einen eindeutigen Wert hat. Falls a = g rational ist (wobei p und ¢
keine gemeinsamen Faktoren besitzen), dann bekommt man ¢ Werte.)
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BEISPIELE. Berechne €, In, i
e’ = cosl+sinl;

zg (Hauptwert);

i = exp(ilni) = exp(—g) — ¢~ 2 (Hauptwert).

Einfache Eigenschaften der Funktionen exp und In:

exp(z1 + 22) = expzjexp 2s;
In(z129) = Inz +1lnz+ 2ier (e=1,0,—1).

Wir schlielen dieses Kapitel mit einer Liste von Zahlensystemen und ihren charakteristi-
schen Eigenschaften:

N Qt

+

Division nicht im- Wurzel ziehen nicht R ) . .

1 ) 1 Subtrahieren nicht im-
mer moglich d.h. immer moglich d.h. solich da z-ta —
ar = b nicht immer x?> = a nicht immer MEL MOEHACH da T7ra =
l5sbar l5sbar b nicht immer losbar
R C
2% = a nicht 1ésbar fiir alle  Polynomialglei-
a negativ chungen losbar

Die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

Jetzt beschéftigen wir uns mit den elementaren Eigenschaften von komplex-differenzierbaren
Funktionen. Die Definition entspricht der bekannten Beschreibung der Ableitung als Grenz-
wert von Differenzenquotienten.

Definition 3 FEine Funktion f : U — C (wobei U offen in C ist) heifit analytisch (oder
komplex analytisch, oder holomorph oder komplex differenzierbar) an der Stelle
20 € U, falls ein a € C existiert, sodafs

) =)
Z2—20 zZ— 20

a heifft dann die Ableitung von f an der Stelle zy, geschrieben f'(zy). Falls f'(z) existiert
fir jedes z € U, dann ist f auf U differenzierbar und die Funktion z — f'(z) ist die
Ableitung von f.

Zunéchst einige triviale Bemerkungen: Es gilt:

(f+9) = f'+d
(fg9) = flg+fd
(j)’ _ 9’ - 14
g g9°
(fog) = (f'og)d (Kettenregel)

fiir (geeignete) analytische Funktionen. (Beweise genau wie im reellen Fall.)
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Falls f analytisch auf U(z0,7) = {z € C: |z — %] < r}, dann gilt:
1) = S+ [ 1
20

1
= f(z)+(z— zo)/ f(zo +t(z — zo))dt
0
(der Integrationsweg ist die Kurve ¢ — zp + ¢(z — z0) (¢ € [0,1]))

(Ubungsbeispiel. )
Satz 4 Sei (f,) eine Folge von analytischen Funktionen von U nach C, sodaf$ folgendes
qgilt:

a) es existiert eine Funktion f : U — C mit f, — f fast gleichmdfig, d.h. f, — f

gleichmafig auf jeder beschrinkten abschlossenen Teilmenge von U.

b) die Ableitungen (f!) sind stetig und konvergieren fast gleichmafig gegen eine Funk-
tion g. Dann ist f differenzierbar und es gilt: f' = g.

Dieser Satz wird mit genau denselben Argumenten wie in der reellen Analysis bewie-
sen. Spéter werden wir sehen, dafl in der komplexen Theorie wesentlich mehr gilt — die
Annahme der Konvergenz der Ableitungen ist iiberfliissig.

Es ist klar, dal jedes Polynom differenzierbar ist. Weiters gilt:

p'(2) = ay +2a22 + 3azz* + -+ na2" !

wobei
p(z) =ag+ a1z + -+ a,2".
Aus diesen Tatsachen folgt, dafl eine Funktion f : Ugr — C, die mit Hilfe der Potenzreihe

[oe)
E anz"
n=0

definiert wird (wobei R = ﬁ der Konvergenzradius der Reihe ist), differenzierbar
imsup |an |7
ist und daf gilt:

f'(z) = i nap 2" "
n=1

(Bemerke: der Konvergenzradius dieser Reihe ist auch R, da nw — 1). Ug bezeichnet den
offenen Kreis um 0 mit Radius R).

Zusammenfassend: Jede konvergente Taylorreihe ist im Inneren ihres Konvergenzkreises
analytisch.

BEISPIELE. Die Funktionen exp, sin, cos sind auf ganz C und In(1+ z) ist auf U; komplex
differenzierbar. Aulerdem gilt:

d

%expz = expz

d .

—cosz = —singz

dz

d .

—sinz = cosz

dz
d 1
— In(1 = — <1
dz n(l +2) 1+2 (|Z| )



Wir betrachten jetzt die Beziehungen zwischen dem Begriff der komplexen Differenzier-
barkeit von f und Glattheitseigenschaften der Funktionen v und v (wobei

f(x+iy) = u(z,y) +iv(z,y) ).

BEISPIEL. Fiir f(z) = 22 gilt: u(z,y) = 2* — y?, v(x,y) = 2xy.

Fiir f(z) = e* gilt: u(z,y) = e* cosy, v(z,y) = e*siny.

Es stellt sich heraus, daB Komplexdifferenzierbarkeit viel mehr beinhaltet als die Diffe-
renzierbarkeit von u und v (als Funktionen von z und y).

Satz 5 Falls f auf einem Gebiet U komplex differenzierbar ist, dann sind u und v reell-
differenzierbar. Aufierdem gelten folgende Beziehungen:

ou B ov Ou ov

or  dy’ 9y  Ox

(das sind die sogenannten Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen. Sie be-
deuten, daf$ die Jacobi-Matrix

ou ov
9 O
5y By

die Matriz einer direkten Ahnlichkeit ist).

Daraus folgt, dafl sowohl « als auch v harmonisch sind, d.h. Losungen der Laplace’schen
Gleichung Au = 0. Denn es gilt

Pu  *u 0 (82}) 8( 82})

o2 Tar T an\ay) Ty o
B 0%v B 0%v B
- 020y  Oyox

(Wir nehmen stillschweigend an, dafl « und v zweimal stetig differenzierbar sind. Dies gilt
in der Tat, wie wir sehen werden).

Umgekehrt gilt: Falls u und v reelle stetig differenzierbare Funktionen auf dem Gebiet U
sind, die die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen erfiillen, dann ist die Funktion

[z u(z,y) +iv(z,y)
komplex differenzierbar und es gilt:

f’(z) = % —l—i@ = (@ _Z@)

~Or  Or \oy Oy/
BEWEIS. Wir nehmen zunéchst an, dafl f differenzierbar ist. Sei zy € U und f'(zy) = a+ib.
Dann gilt:

. u(xo + h1,yo + he) — u(o,yo) . v(xo + h1, Yo + ha) — v(xo, Yo)
im - +1 -
h—0 hy + ihs hi + ths

] = atib (h = hi+ihy).

Setzen wir hy = 0, so sehen wir, daf3 % und % existieren und es gilt:

%
ox

ov

(zo,y0) — A5 % =b.

(w0,30)




Ahnlicherweise existieren g—;‘ bzw. g—Z und es gilt:

@ ov

(wo,y0) — — Y S~ = a.
Ay Y | (2 40

Wir nehmen jetzt umgekehrt an, dafl w,v stetig differenzierbar sind und die Cauchy-
Riemann’schen Differentialgleichungen erfiillen. Wir berechnen
TR - )
h—0 h

0.V.d.A. nehmen wir an, dafl z = 0.

(et = 1) = 3(7(Hh) - £(0)

U(hl, hg) + iv(hl, hg) — (U(O, 0) + 'L.U(O, O))
hi + ihsy

S

1
T Byt ik [(u(ha, ha) = u(0,0)] +

)
hy + ihy

[(v(hy, hy) — v(0,0)].
Es gilt nun

u(hl, hg) — U(O, O) = (U(hl, hg) — U(O, hg)) + (U(O, hg) — U(O, 0))
ou ou

= hl % (Shl,hg) + hg a—y (O,thl) (S,t S [0, ]_])
0 0
= Iy [8—2(0, 0) + p1(hq, h2):| + ho [G—Z(O, 0) + pa(hq, h2):|

wobei limy, g p1(h) = limy,_q p2(h) = 0. In dhnlicher Weise gilt:

v

(hi, ha) — v(0,0) = hy (%(o, 0) + ,og) + hy (ay(o’ 0) + ,04)

wobei limy, .o p3 = limy,_ops = 0. Wir setzen a = %(0,0) = g—Z(0,0), b = %(0,0) =

_%(07 0) und berechnen +(f(h) — f(0)) — (a + ib). Dafiir bekommen wir

(hy — ihs) [(hl(a + p1) + ha(=b+ p2)) +i(hi(b+ ps) + ho(a + 04))}

R — (a +1b).
Dieser Ausdruck ergibt den Wert
prhi + haho(pa + p3) + h3pa
hi+ h3
der mit A — 0 gegen 0 konvergiert. Q.E.D.

Analytische Funktionen und Kurvenintegrale

Wir werden jetzt zeigen, dal die Differenzierbarkeit einer Funktion f in engem Zusam-
menhang zu ihrem Verhalten gegeniiber Kurvenintegralen steht.



Satz 6 Sei f : U — C eine stetige Funktion, die eine Stammfunktion besitzt (d.h. es
existiere eine analytische Funktion F auf U, sodafl F' = f). Dann gilt:

/01 f(2)dz = /cgf(z) dz

falls ¢1 und co Kurven mit den gleichen Anfangs- und Endpunkten in U sind. Insbesondere
gilt fiir jede geschlossene Kurve in U, daf [ f(z)dz = 0.

BEWEIS. Sei F' eine Stammfunktion von f. Wir zeigen:

[ 1z = F(elt) - Feta).

Die Aussagen des Satzes folgen dann sofort.

Es gilt:
/cf(z)dz _ /CF’(z)dz

_ / F(e(t)) () dt

= /G%F(c(t))dt
= Pl

= F(c(b)) — F(c(a)).

Die Umkehrung dieses Satzes gilt ebenfalls:

Satz 7 Fualls f : U — C eine stetige Funktion ist, mit der Eigenschaft, daf

/Cf(z) dz =0

fiir jede geschlossene Kurve c in U, dann besitzt f eine Stammfunktion, und zwar die
Funktion

F:zH/Z:f(C)dC

(20 ein fester Punkt aus U). (Es geniigt sogar, daf8 f die Bedingung [, f(z)dz = 0 fiir den
Rand c jedes Dreiecks A in U erfillt.)

BEWEIS. Gemé&fl den Voraussetzungen ist die Funktion

F:zH/cf(C)dC

wohldefiniert, wobei ¢ eine beliebige Kurve von zg nach z ist. Wir zeigen: F' ist eine
Stammfunktion von f. Sei z € U und wahle 6 > 0 so klein, daf§ der offene Kreis U(z,0) € U
mit Mittelpunkt z und Radius ¢ in U enthalten ist. Fir |h| < § gilt:

F(z+h) —
h

F z+h 1
(2) _ %/ F(C) d¢ = /O F(z+ th)dt — f(2) fiir b — 0.

Q.E.D.



Ohne Beweis formulieren wir einen der wichtigsten Sétze der Funktionentheorie, der sagt,
daBl jede analytische Funktion f auf einem “einfachen” Gebiet U eine Stammfunktion
besitzt.

Satz 8 Sei U offen und konvex, zo € U, f : U — C stetig auf U und holomorph auf
U\ {20}. Dann besitzt f eine Stammfunktion und es gilt daher

/Cf(z) dz =0

fiir jede geschlossene Kurve in U.

BEwEIS. Wir wihlen einen Punkt z; aus U und definieren

F(z) = (2 — zl)/o f(z1+t(z = 21))dt.

Aus dem vorhergehenden Satz und dem Hilfssatz folgt, dafl F' differenzierbar ist und
F'=f.
]

Der gleiche Beweis ist auch fiir sogenannte sternférmige Gebiete U giiltig (wobei U bzgl.
2o sternformig ist, falls fiir z € U und ¢ € [0, 1] gilt:

20+ t(z—z) €U).

BEMERKUNG. Dieser Satz gilt sogar fiir sogenannte einfach zusammenhéngende Gebiete
(informelle Definition: U besteht aus einem Stiick und besitzt keine Locher).

Satz 9 Fualls U ein einfach zusammenhdingendes Gebiet ist und f : U — C analytisch,

dann gilt:
/ f(z)dz=0

fiir jede geschlossene Kurve ¢ in U.
Die Cauchy’sche Integralformel fiir Kreise: Wir verwenden folgenden Hilfssatz:

Lemma 10 Sei ¢ der Kreis mit Radius v und Mittelpunkt zy (d.h. c(t) = zo + re' (t €
[0,27]). Dann gilt:

L/ 1 dC:{l falls |z — 2| <7

271 J. ¢ — 2o 0 falls |z — z| > 1.

BEWEIS. Siehe Ubungen.
]

Satz 11 (Cauchy’sche Integralformel:) Sei f eine analytische Funktion auf dem Gebiet
U, zy ein Punkt aus U und R > 0 so, daff U(z,R) CU. Seir < R. Dann gilt:

f(z):%/gi—cldg (|z—zo| <r)

wobei ¢ der Kreis c(t) =z +re (t € [0,27]).



BEWEIS. Betrachte die Funktion

F(O—-f(=)
=== ((# 2)
. N (—=z
9:¢ {f@) (=2

g ist analytisch auf U\ {z} und stetig auf U (und daher auf der konvexen Menge U(z, R)).

Es gilt daher:
[otrac=o

- L [ f(z)
omi )= = / <+%/C—

= 0+ f(z )%271'2
= [f(2)

und damit

Q.E.D.

BEMERKUNG. Man kann die Cauchy’sche Integralformel auch in folgender Weise schrei-

ben: X
:/ f(z+re®™) dt
0
In der Tat: Sei ¢(t) = z + r.e*™ ¢ € [0,1]. Dann ist ¢/(t) = 2mire** und daher

f z + r.e?™)
i C — z C pemit

— / f Z+T€2Mt

Dies erlaubt folgende Interpretation der Cauchy’schen Integralformel: Der Wert f(z) einer
analytischen Funktion auf U(z, R) ist fiir 0 < r < R gleich dem Mittelwert der Werte
f(z+7r.e*™*) entlang dem Kreis um 2 mit Radius . Wenn man den Real- und Imaginérteil
von f betrachtet, erhélt man die entsprechende Aussage fiir harmonische Funktionen.
Aus der Cauchy’schen Integralformel folgt die verbliiffende Tatsache, dafl jede analytische
Funktion lokal als Taylorreihe darstellbar ist. (Dieses entscheidende Merkmal der komple-
xen Funktionentheorie steht in krassem Gegensatz zur reellen Theorie: Schon Cauchy hat
bemerkt, dafl die Funktion e : R — R unendlich oft differenzierbar ist, sich aber nicht
um den Nullpunkt als Taylorreihe darstellen la8t.)

27Ti7“.627rit dt

Satz 12 Sei f : U — C analytisch, zo € U, r > 0, sodaff U(zp,r) C U. Dann gilt:

— Zan(z —20)" (2 €U(z0;7))

wobes
EARG
2ri J, (¢ — z)nH!

und c(t) = 2o+ r'e™ (t € [0,27]) mit 0 <71’ <r.

d¢

Ay =



BeEWwEIS. O.V.d.A. kann man annehmen, daf} zo = 0. Es gilt, fiir |z| < 1,

i) = 2m/¢_zd<
" omi @Z(EYLCK

- (Qﬂ- Cn+1 ) "

= E anz"
n=0

mit a, wie oben.
n

Das néchste Korollar unterscheidet wieder die komplexe Funktionentheorie radikal von
der reellen Theorie:

Korollar 13 Fulls f : U — C analytisch (d.h. also einmal differenzierbar), dann ist f
unendlich oft differenzierbar.

Man sieht sofort, da a, = £ - )(ZO) d.h. die Reihe ) a,(z — 2p)™ ist tatséchlich die Taylor-
reihe von f. Daraus folgt, daﬁ eine stetige Funktion f mit Stammfunktion automatisch
analytisch ist.

Korollar 14 (der Satz von MORERA): Sei [ eine stetige Funktion auf einem Gebiet

U, sodaf
/f(z) dz=0

fiir jede geschlossene Kurve in U. Dann ist f analytisch.

BEWEIS. Wir wissen, daf§ f eine Stammfunktion F' besitzt, d.h. f = F’. Nach dem
Korollar ist F' unendlich oft differenzierbar und damit auch f.
]

Existenz einer harmonisch konjugierten Funktion: Sei U ein Gebiet, worauf jede
analytische Funktion eine Stammfunktion besitzt (z.B. eine konvexe oder — allgemeiner —
eine einfach zusammenhéngende Menge). Sei u : U — R harmonisch. Dann existiert ein
v:U — C, sodal f = u+iv analytisch. (Damit ist jede harmonische Funktion auf U der
Realteil einer analytischen Funktion. Insbesondere ist jede harmonische Funktion auf U
unendlich oft differenzierbar.)

BEWEIS. Die Funktion

ou

2ol + iv) = 5 (o0) — i (@,0)

ist analytisch. Denn ¢ ist stetig und erfiillt die Bedingungen des Satz von Morera. (Es

gilt:
ou ou , ou ou
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(S ist das von ¢ berandete Gebiet.) (Wir haben den Satz von Green verwendet.)

Sei f eine Stammfunktion von ¢. Die Funktion f erfiillt die obige Bedingung.

Wir bemerken noch, dal f bis auf eine komplexe Konstante eindeutig durch g bestimmt
ist. (Das folgt aus den Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen).

Das Beispiel der Funktion
z+— In|z|

von C\ {0} — R in R zeigt, daB nicht jede harmonische Funktion eine konjugierte
Funktion besitzt. (C\ {0} ist nicht sternférmig — auch nicht einfach zusammenhéngend.)

Wir betrachten noch einmal die Gleichung
1 [ f(©)
= — d
/() 2mi /c (—=z ¢

und differenzieren beide Seiten k-mal. Daraus erhalten wir die verallgemeinerte Cauchy’sche
Integralformel

k! f(Q)
(k) =
S =95 / =y &
und somit die Abschéitzung

ME!

rk

|F®(z)| <

wobei M = sup{}f(g“)’}.

Wir konnen nun den bekannten Satz von LIOUVILLE formulieren:

Satz 15 Fulls f : C — C eine beschrinkte ganze (d.h. auf ganz C analytische) Funktion
ist, dann ist f konstant.

BEWEIS. Da f(z) = > -, %zk, geniigt es zu zeigen, dafl f*)(0) = 0 (k > 1). Aber
wir haben die Abschéitzung
ME!
}f(k)(O)’ < i wobei M = sup{’f(z)’ 1z € C}
Fiir £ > 0 gilt ]\f—,f' — 0 fiir r — o0. Q.E.D.

]
Der Fundamentalsatz der Algebra 1at sich leicht aus dem Satz von Liouville ableiten
(siche Ubungen).
Die Laurentreihe: Sei f analytisch in einem ringférmigen Gebiet {z < 2] < R},
wobei 0 < r < R < co. Dann gilt:

f(z) = Z anz"

n=—oo

21

mit a, = g% [, gfﬁ)l d¢ (r <r’" < R).
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BEWEIS. Sei z € {z: r < |z| < R} und wihle v/, R’, sodaB
r<r <|z| <R <R
Wir integrieren 2%” f(C)C — = entlang einer geeigneten Kurve ¢ (siche Vorlesung). Es gilt

L[ SO g LSO,

f(Z) N 2—7” Cpt C_ z 2mi Cpr C_ z
_ 1 f©) 1 f©)
T 2mi CR,C—de+2—7Ti/CT,z—zetadC

- eSS o]
= i an 2",

n=—oo

wobel

1 (©)

Ap =
; 1
2mi cCr Cn-{—

(dieses Integral ist von 7’ €|r, R| unabhéngig).

Geometrische Eigenschaften — Konforme Abbildungen

Konforme (oder winkeltreue) Abbildungen: Das sind bijektive analytische Abbil-
dungen von einem Gebiet U auf ein Gebiet V. Es gilt dann, da f'(z) # 0 und dafl
f~! ebenfalls analytisch und daher konform ist. Der Grund fiir die Bezeichnung liegt im
folgenden Satz:

Satz 16 Sei f wie oben und seien cy,co Kurven in U, die sich im Punkt zy schneiden.
Die Kurven ¢; = f ocy und ¢a = f o cy schneiden sich dann im Punkt f(z) und es gilt:

Winkel zwischen ¢; und ¢y = Winkel zwischen ¢ und ¢
BEWEIS. 0.V.d.A. nehmen wir an, daf
zZ20 = Cl(to) = Cg(to).

Der Vektor ¢1(t) (bzw. éx(t)) ist proportional zu dem Tangentialvektor an der Kurve ¢;
(bzw. ¢2) an der Stelle ¢;(t) (bzw. ca(t)). Es gilt:

&) = £ (c) ()
oder, in Matrizenschreibweise:
~ du  Ou .
-8 9
ca(t) o on) Le(t)
Aber dies ist die Matrix einer Drehstreckung - daraus folgt, dal der Winkel konstant ist.

Fiir den Punkt ¢, an dem ¢;(tg) = ca(to) = 2o gilt daher, dal der Winkel zwischen ¢; und
o gleich dem zwischen ¢; und ¢, im Punkt f(z) ist.

Umgekehrt gilt: Falls f = u + v ein glatter Diffeomorphismus von U auf V' (beide offene
Teilmengen in R?), sodafl f winkeltreu ist, dann ist f entweder
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a) analytisch (falls orientierungserhaltend), oder

b) der Gestalt z — g(z) (wobei g analytisch) (falls nicht orientierungserhaltend).

Beweisskizze: (fiir orientierungserhaltende Abbildungen) Wir verwenden die Tatsache,
daf} die einzigen winkeltreuen und orientierungserhaltenden linearen Abbildungen auf R?
die Drehstreckungen sind. Diese haben Matrizen der Gestalt

a b
{—b a] (a* +b* #0)
Es folgt aus den Voraussetzungen, dafl die Jacobi Matrix des Vektorfeldes (u,v) immer
diese Gestalt hat. Das bedeutet aber, dafl v und v die Cauchy-Riemann’schen Differenti-
algleichungen erfiillen.

Anwendung: Betrachte eine Familie von Kurven, die Equipotentiale bzgl. eines Skalar-
feldes u auf R? sind. Falls u harmonisch, dann existiert ein harmonisch konjugiertes v
zu u (d.h. so, daB f(z) = u(x,y) + iv(x,y) analytisch ist, wobei wir C mit R? iden-
tifizieren). Falls das Vektorfeld X = (u,v) so ist, dal f'(z) # 0 (z € C), dann ist f
lokal konform. Insbesondere bilden die Urbilder der Koordinatenlinien (d.h. die Kurven
{(z,y)} € R? : u(x,y) = ¢} baw. {(z,y) € R? : v(z,y) = d} ) zwei orthogonale einpara-
metrige Kurvenscharen.

BEISPIELE.

u(z, 3 — 3xy?

v(z,y) = 3x%y — y> (entspricht der Funktion z — 23)

xT
$2+y2

s
TS

2+y2

= sinx cosh y

y) =

y) =

) =

) = =% (entspricht der Funktion z — %)
x,y)
Y)

(
(
v
(
v(z,y) = coszsinhy (entspricht der Funktion z — sin z).

Die Bilder der Koordinatenlinien = ¢ bzw. y = d bzgl. letzter Abbildung sind die

Kurvenfamilien
u? v?

- =1 H bel
sin¢  cos?c (Hyperbeln)

bzw. ) )
U v

cosh? d * sinh? d
Um die Wirkung einer konformen Abbildung zu veranschaulichen, ist es oft zweckméBig,
die Bilder bzw. Urbilder der Koordinatenlinien x = ¢,y = d (bzw. u = ¢,v = d) zu
betrachten, d.h. die Kurven

=1 (Ellipsen)

(w(zo,t), v(wo,t)) (das Bild von z = o)
(u(t,yo), v(t, o)) (das Bild von y = yp)

t —
t —
bzw.

{(z,y) : wu(z,y)=c} (das Urbild von u = c)
{(z,y) : v(z,y) =d} (das Urbild von v =d)
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BEISPIEL. z — 2z2.

u(z,y) = ¥ —y°

v(z,y) = 2uzy.

d.h. die Urbilder sind die Familien 2? —y? = ¢ bzw. 2y = g von Hyperbeln. Die Bilder der
Koordinationslinien & = o bzw. y = yo bzgl. der Abbildung z — 22 sind die Parallelen

t o (2% — 1%, 2z0t)
bzw. t  +— (t* — yo, 2tx0)

BEISPIEL. f(z) = 1.

: () = ——
—, v(z,y)=
x2_|_y2’ Y x2+y2

u(z,y) =

Der Kreis |z| = ¢ wird auf dem Kreis |w| = 1 abgebildet. Die Geraden arg z = d auf die
Gerade arg z = —d.

Elementare konforme Abbildungen: Das sind konforme Abbildungen, die mit ele-
mentaren Funktionen explizit angegeben werden konnen, etwa z +— 2%, z — In z, 2 > €*,
Mébiustransformationen.

BEISPIELE.
1. Mobiustransformationen: Das sind Transformationen der Gestalt

.Z’_)az+b
a b}' cz+d

T=T
[c d

Z.B. bildet diese Transformation Hy = {z€ C:Im z >0} auf U = {z € C : |z] <
1} ab, genau dann, wenn 7" die Gestalt

T:z»—>ei’9z_7f1 (¥ eR, Im z >0)
zZ— Z1
hat.
T bildet U auf U ab & T : 2z — ew;();—fol wobei |2z9| < 1. (Diese Abbildung bildet 0
in zy ab.)

T : z+— k= fiihrt a in 0, b in oo iiber. Die Urbilder der Geraden: arg w = ¢

sind Kreise durch a, b. Die Urbilder der Kreise w = p sind ebenfalls Kreise (die zur
obigen Schar orthogonal sind). Das sind die Kreise von Apollonius, mit Gleichungen

zZ—a

z—>b

’ = konst.

(Diese zwei Kreisscharen bilden das sogenannte STEINER’sche Netzwerk).

2. z— 2%
2 +— 22 bildet {z carg(z) €] — %, g[} auf {2z : arg(z) € —m,7[} ab.
z — 2% bildet die Geraden arg z = c auf die Gerade arg w = ac, bzw. die Kreise

|z| = d auf den Kreis |w| = d* ab.
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3. z — exp z bildet {z : Im(z) € }—g,g[} auf C\ {0} bzw. {z syl < g} auf
{w : Re w > 0} ab.

Durch die Zusammensetzung solcher Abbildungen bekommt man kompliziertere
konforme Abbildungen, z.B.

z — w = e bildet {z:|y| < %} auf {w: Re w > 0} ab.

w+— ¢ = 122 bildet {w: Re w > 0} auf U = {¢:[¢| < 1} ab.

1+

Also z +— =< bildet {z (Im 2] < %} auf U ab. (Bild 19)

14-e*
Beispiel: Die Mobiustransformation w; = 25 bildet U; = C\ [-1,1] auf U, =
C(] — 00,0 U {1}) ab, wy = \/wy bildet U, auf U3 = {z € C: Re z > 0} \ {1}
ab, wy = “2=1 bildet Us auf Uy = {z € C: 0 < |z| < 1} ab. Damit bildet die

wa+1
Zusammensetzeung z — ws Uy auf Uy ab.

(Es gilt: z = %(11}3 + w%) bzw. ws : z — /22 — 1, wie man leicht nachrechnet).

Die Urbilder der Kreise |ws| = r sind die Ellipsen

ZL‘2 y2

[%(r+r1)r ’ [ (r—’r’l)]2

und die Urbilder der Geraden arg ws = ¢ sind die Hyperbeléste

=1

N[

ZL‘2 y2

— = 1.
cos?2y  sin? ¢

Harmonische Funktionen - das Dirichlet Problem

Eine wichtige Eigenschaft von analytischen Abbildungen ist, dafl sie Losungen der La-
place’schen Gleichung 9?u/0x? + 8%u/dy? = 0 in ebensolche {iberfithren, d.h. u harmo-
nisch, g analytisch = u o g harmonisch.

Beweisskizze: Sei v : U — R harmonisch, g : V' — U analytisch. Sei v eine harmonische
Konjugierte zu u, f die analytische Funktion u + iv. f o g ist analytisch und daher ist
uo g = Re fog harmonisch.

Das Dirichlet’sche Problem: Seien ein Gebiet G in C und eine stetige reelle Funktion
g auf dem Rand 0G gegeben. Bestimme f in G, sodafl f stetig auf G, Af =0 auf G und
f =g auf 0G.

Das Neumann’sche Problem: Seien ein Gebiet GG in C und eine stetige reelle Funktion
g auf OG ist gegeben. Bestimme f in G, soda8 f stetig auf G, Af = 0 auf G und g—i =g
auf 0G.

Methode: Man bestimmt eine konforme Abbildung ¢, die G auf U = {z € C : |z] < 1}
und 0G auf QU abbildet. Man 16st dann das entsprechende Dirichlet’sche oder Neu-
mann’sche Problem fiir U beziiglich der Funktion g o ¢~!. Falls f dessen Losung ist,
dann ist f o ¢ die gesuchte Losung fiir G. (Nach dem Riemann’schen Abbildungssatz
existiert eine solche konforme Abbildung fiir jedes einfach-zusammenhéngende Gebiet G
mit G # (). Wir erinnern uns daran, wie wir frither diesen Spezialfall mit Hilfe von
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Fourierreihen gelost haben. Sei u die gesuchte Losung und v eine konjugierte Funktion zu
u (sodal f = wu + iv analytisch ist). Die Funktion f hat eine Taylorentwicklung

flz) = Z anz".
n=0

Am Rand 9U gilt: z = € — also

0 )
f(eiﬁ) _ Zanzn _ Zaneinﬂ

n=0 n=0

%

= Z(bn + ic,)(cos nt + i sin )
0

n
[e o]

(by, cosn) — ¢, sinnd) + 14 Z(cn cos nY + by, sinnd),
n=0

NE

I
=)

n

wobei a,, = b, +ic,. Dies fiihrt zu folgendem Losungsansatz: Sei h die Randfunktion. Wir
entwickeln h in eine Fourierreihe

4 1 =
h(e™) = §A0 + E (A, cosnd + B, sinnd).
n=1

Die Koeffizienten b, und ¢, (und daher a,) werden mit Hilfe des Koeffizientenvergleichs
bestimmt, also

1

bo — §A0

b, = A, (n>1)
¢n = —B,(n>1)
a, = b, +1c,.

Die Losung des Dirichlet Problems ist dann u = Re f, wobei f die analytische Funktion

00 n -
Yo n 2" ist.
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