Thema 5—Differentiation

Definition 1 Sei f : D — R. Dann ist f im Punkt xy differenzierbar, falls
o 1) = fw)

x—T0 T — T

auf der Menge D \ {x¢} existiert. Der Limes ist dann die Ableitung von f im Punkt
xg, geschrieben f'(xq). Falls die Ableitung in jedem Punkt aus D existiert, dann ist f
differenzierbar und die Funktion

z = f(z)
ist die Ableitung von f. Falls diese Abbildung stetig ist, dann heifst f stetig differen-
zierbar.

Wir kénnen dann die n-te Ableitung rekursiv definieren. f ist n-mal differenzierbar, falls
f" existiert und (n — 1)-mal differenzierbar ist. Die n-te Ableitung f™ von f ist dann die
Ableitung von f™1. Falls f™ stetig ist, dann ist f n-mal stetig-differenzierbar.

Es ist klar, dafl eine differenzierbare Funktion stetig ist.

Die Definition der Differenzierbarkeit kann wie folgt umgeschrieben werden.

es existiert eine Zahl a, so dafl die Funktion
f(z) — f(zo)

T x —x
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auf D stetig. (a ist dann die Ableitung von f im Punkt x(). es existieren
Zahlen a und eine Funktion p auf D \ {z¢}, so daf}

f(x) = f(x0) + (. — mo)a + p(z)

und
i P& )

T—=xT0 T — X

Wiederum ist a die Ableitung f'(zo).
(Carathéodory) Es existiert eine Funktion ¢, die an der Stelle z( stetig ist,
sodaf}
f(z) = fzo) + (z — 20)d(2).
a = ¢(x9) ist dann dort die Ableitung von f.

Man verifiziert, dal die bekannten Gesetze beziiglich den algebraischen Operationen gel-
ten:

die Summe f + g von zwei differenzierbaren Funktion ist differenzierbar und
es gilt (f +9)' = f'+ 9

das Produkt f - ¢ von zwei differenzierbar Funktionen ist differenzierbar und
es gilt: (f-9) = f.9+ [ 9"

die Inverse einer differenzierbaren Funktion g ohne Nullstellen ist differenzier-
bar und es gilt:



Weniger trivial ist die folgende Tatsache:

Satz 2 (Die Ketttenregel.) Seien f und g differenzierbare Funktionen, so daf die Zusam-
mensetzung g o f existiert. Dann ist letzere differenzierbar und es gilt

(gof) =(g"of).f" dh (gof)(x)=4g(f(2)).f'(z)

BEWEIS. Wir betrachten einen Punkt x und setzen y = f(x). Aufgrund der Differenzier-
barkeit von f und ¢ kann man schreiben

flx+h) = f(x)+h.f'(x)+p(h)
gly+k) = gy) +kgy)+o(k),

h k
mit limy,_o &h) = 0 und lim % = 0. Setzen wir k(h) = h.f'(x) + p(h), so bekommen

goflz+h)—goflz) = g(f(x)+k(h)—g(f(x))

= k(h).¢

= hg'(y)f'(@)+ p(h)g'(y) + o(k(h)).

Man kann nachpriifen, daf das Restglied 7(h) = p(h)¢'(y) + o(h.f'(x) + p(h)) die Bedin-
gung limy, g # = 0 erfiillt.

Wir bemerken hier, dafl es auch eine “punktweise” Version der Kettenregel gibt, die aber
etwas Vorsicht bei der Formulierung benotigt.

BEISPIELE.

I. Konstante Funktionen: Es ist klar, dafl die Ableitung einer konstanten Funktion
gleich der Nullfunktion ist.

II. f: 2+ cx auf R. In diesem Fall ist die Ableitung die konstante Funktion c.
1. Fiir die Funktion f : x — 2" gilt f'(z) = na" L.

IV . Die Exponentialfunktion: Es gilt:
exp(z + h) — exp(z)

exp’(z) = }llirr(l)
xp(h) — 1
= }llimoexp(:p)ie p(h)

> >

—1
= exp(z) ]lll_)r% 7exp( h)

V. Die Sinusfunktion:
sin(x 4+ h) — sin(x)

./ — 1
sin’ () lim .
2 cos(2th) gin &
= lim ( 2 ) 2
h—0 h
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Ahnerlicherweise gilt: cos’(z) = — sin .
VI. Die Betragsfunktion: Diese Funktion ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar.

Einseitige Ableitungen: Die Funktion des letzten Beispiels ist das typische Beispiel
einer Funktion, die zwar nicht differenzierbar ist, aber einseitige Ableitungen besitzt.

Definition 3 Sei x € D und f : D — R. f heifit von rechts differenzierbar oder
rechtsseitig differenzierbar im Punkte x, falls

) = i LEED )

h—0+ h

existiert. f heiffit von links differenzierbar oder linksseitig differenzierbar im Punk-
te x, falls

existiert. Z.B. gilt abs, (0) =1, abs’_ (0) = —1.

Stiickweise-stetig-differenzierbare Funktionen: Eine Funktion f : [a,b] — R heifit
n-mal stiickweise-stetig differenzierbar, falls endlich viele Punkte a; < as < -+ < a;
existieren, so daf

f ist auf [a,b] \ {ai,...,ax} n-stetig differenzierbar;

fiir jede © < n und r < k existieren die einseitige Ableitungen ff) (a,) und

f(ay).
Z. B. haben Treppenfunktionen diese Eigenschaften.

Satz 4 (Satz iber die Ableitung der Umkehrfunktion.) Sei D ein abgeschlossenes Inter-
vall, f : D — R eine stetige, streng monotone Funktion, und ¢ = f~' : E — R die
Umkehrfunktion, wobei E = f(D). Ist f differenzierbar und f'(x) # 0 (x € D), dann ist
¢ differenzierbar und es gilt:

1 1

fiix) ~ F(e(y)

BEwEIS. Wir fixieren zy und yy = f(o) und betrachten die Differenzquotienten:

¢ (y) =

(y = f(x)).

Y—Yo T — Xo
and ,
T — Zo Y —Yo

wobei y = f(z). Da f und die Umkehrfunktion stetig sind, gilt:
r— Ty <= Y — Yo-

Wir bekommen daher das gesuchte Ergebnis, wenn wir zum Grenzwert (als © — () in

der Beziehung
-1
rT— %o _ <?/ - yo)
Y=Y T — Zo

iibergehen.



BEISPIELE.

[. Da In die Umkehrfunktion von exp ist, gilt:

W)= -+ 1
~exp/(Inz)  exp(lnz) z

II. arcsin arccos, arctan: Das sind die Inversfunktionen zu sin, cos und tan. Genauer,
wir betrachten die Inversfunktion zu der Funktionen
T
55
cos mit Definitionsbereich |0, 7|

sin mit Definitionsbereich }

und
tan mit Definitionsbereich ] —g, g [

Es gilt damit:

1 1 1
arcsin’(z) = ——=  arccos'(r) = ———= arctan’(z) = et
x

Va2 V1— 22

Definition 5 Sei f : ]Ja,b] — R eine Funktion. f hat in x € ]a,b] ein lokales Minimum,
wenn ein € > 0 existiert, so daf fir alle y mit v —y| < € f(z) > f(y). Ein lokales
Minimum wird dhnlicherweise definiert.

x ist ein lokales Extremum, falls es entweder ein lokales Mazximum oder ein lokales
Minimum ist.

Satz 6 Eine Funktion f : [a,b] — R sei auf |a,b] stetig und auf la,b| differenzierbar.
Dann gilt fiir jedes lokale Extremum x €|a,b] f'(x) = 0.

BewEIS. Ubung.
| ]

Satz 7 (Der Satz von Rolle.) Sei f : [a,b] — R differenzierbar und es gelte: f(a) = f(b).
Dann ezistert ein Punkt xo € ]a, b, so daf$ f'(zo) = 0.

BEWEIS. Ist die Funktion konstant, so ist die Aussage trivial. Wenn nicht, existiert eine
Stelle x1, so daBl entweder f(x1) > f(a) oder f(z1) < f(a). Im ersten Fall, wiahlt man x

so, dal f(xg) = sup{f(z): x € [a,b]}.

Satz 8 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung.) Sei f : [a,b] — R stetig und in |a,b|
differenzierbar. Dann existiert ein & in |a,b[, so dafs

f(b) = fla) = f/(§)(b—a).

BEWEIS. Fiir den Fall, wo a = 0, b = 1. Man wendet den Satz von Rolle auf die Funktion

filz) = f(2) = (1= 2)f(0) + z(f(1))

all.



Korollar 9 Seien f und g stetige Funktion auf [a,b], die im offenen Intervall |a, b| diffe-
renzierbar sind. Dann existiert £ in ]a,b[, so dafs

F'(€)(g(b) = g(a)) = g'()(f(b) — f(a)).

BewEIS. Ubung.
| ]

Satz 10 Sei f : [a,b] — R stetig und in |a, b differenzierbar. Falls f" =0 auf]a,b[, dann
ist f eine Konstante.

Bewgis. Ubung.
]

Satz 11 Sei f : [a,b] — R stetig und auf |a,b[ differenzierbar. Falls f' > 0 auf |a, b,
dann ist f streng monoton wachsend. Falls f' < 0, dann ist f streng monoton fallend.

BewErs. Ubung.
]

Regel von L’Hospital. Sei f und g differenzierbar in der Néhe eines Punktes ¢ und es
gelte:

fe) =glc) =0;
g und ¢’ haben keine Nullstellen in einer Umgebung von c;
/
lim,_.. & existiert.
g'(x)
Dann existert lim, .. @ und es gilt:
9(x)
/
lim M = lim f,(x)
a—eg(x)  e—eg'(x)
/
BEWEIS. Wir beweisen diese Aussage fiir den einseitigen Limes lim,_,.,. Sei L = lim,_,. %
g'(z
Wihle 6 > 0, so dafl
/
e,
g'(x)
falls z €]c,c+ d[. Sei 0 < h < §. Es existiert £ € |¢, ¢+ h[, so daB
fle+h) (: fleth) - f(C)) _F©
gle+h) \ gleth)—gle)) g
Damit gilt:
fleth) — Ll <e
glc+h)
]

Satz 12 (Der Satz von Taylor.) Sei f : [a,b] — R n-mal differenzierbar und sei xy ein
Punkt in la,b. Dann existiert zu jedem x in [a,b] ein & zwischen xq und x, so dafs

ol ) (g )
@) = o) + Y T e

k=1

(z — )" + (x — o)™



BEWEIS. 0.B.d. A. nehmen wir an, da§ zo = 0, x = 1. (Sonst betrachten wir die Funktion
9(t) = f(zo + t(z — 20)).)
Wir definieren Funktionen F' und G auf [0, 1] wie folgt:

ol op(k-1)
PO =)~ Y a0

bzw.

G(t) = (1—t)"

Es existiert ein & mit 283:5585 = 2:8 Dies ist das gesuchte Ergebnis.

Falls f in der Néhe von zy unendlich oft differenzierbar ist, dann heift die Reihe
P (o)
Z TO (& — o)
k=0

die Taylorreihe von f an der Stelle x;.

Siehe unten fiir weitere Uberlegungen zum Thema Taylorreihen.

Aufgaben

Aufgabe 1. Berechne die Ableitung der Funktionen

\/ €Xp xcosﬁ, aVe

Aufgabe 2. Zeige:
2y’ < ax + By,

wobei x,y, v, § positiv sind, mit o + § = 1. (Berechne den Extremalwert der Funktion
r— 2%y’ — ar).

Aufgabe 3. Beweise die Holdersche Ungleichung

1 1
S < (z ) (zyz) ,
j=1 j=1 j=1
wobei z; > 0,y; > 0,p,¢ > 1, . + . =1.)

Aufgabe 4. Sei [ eine stetig-differenzierbare Funktion auf [a, b]. Zeige: f ist Lipschitz-
stetig.

Aufgabe 5. Beweise die Regel von Leibniz:
n n -
(f : g)(n) = Z (k‘) f(k)g(" k)-
k=0

6



2 ) (9999)

Berechne (z°sinx

Aufgabe 6. Bestimme die Taylorreihe von Inz an der Stelle xy = 1. Fiir welche z > 0
konvergiert die Reihe?

Aufgabe 7. Betrachte die Funktion

B e (x #0)
f@)_{o (z = 0).

Zeige: lim,_,q p(%) eXp(;—Ql) = 0 fiir jedes Polynom p. Bestimme die Taylorreihe von f an
der Stelle 0. Ist f durch diese Reihe darstellbar?

Aufgabe 8. Sei f zweimal stetig differenzierbar. Zeige:

lim fla+2h) —2f(a+h)+ f(a)
h—0 h?2

- I'(a).

Aufgabe 9. Zeige:

wl=

7
lim &~ [b(1 + ax)’ — a(1 + bx)F + (a — b)(1 + aba?)2] = Tgabla—b).

Aufgabe 10. Sei f zweimal differenzierbar, mit | f(z)| < A, |f"(z)| < B (z > K). Zeige:
£(2)] < V/3(AB) (a2 K).
Aufgabe 11. Sei f eine Funktion auf [a, b], sodafl

[f(2) = FW)| < Ale —y|* (2, € [a,b]).
Zeige: f ist konstant.
Aufgabe 12. Bestimme die Extremalwerte der Funktion

" (1l —x)"

auf [0, 1].

Aufgabe 13. Seien f, g, h stetig-differenzierbare Funktionen auf [a, b]. Zeige: Es existiert
eine Punkt &, so dafl
f(@) gla) hia)
det | f(b) g(b) h(b)| =0.

f'€) g'(€) H(E)

Aufgabe 14. Zeige, mit Hilfe der Potenzreihendarstellungen von sin und cos, dafl

sin’(z) = cosx cos'(x) = —sinz.
Aufgabe 15. Zeige, dafi die Carathéodorysche Definition der Differenzierbarkeit zu Be-

dingung (1) dquivalent ist. Beniitze die Carathéodorysche Definition, um die Kettenregel
bzw. den Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion zu beweisen.



