Thema 7—Konvergenzkriterien
(uneigentliche Integrale)

In diesem Kapitel betrachten wir unendliche Reihen Y >° | a,, wobei (a,) eine Folge von
reellen Zahlen ist. Die Reihe konvergiert gegen s (oder s ist die Summe der unend-
lichen Reihe), falls s, — s, wobei s,, die n-te partielle Summe ZZ:1 ay, ist. Fiir Reihen
hat das Cauchykriterium folgende Gestalt:

Satz 1 > ° a, konvergiert genau dann, wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0 existiert N € N, so

dafs

m

>

k=n+1

< € fiir alle m > n > N.

Falls die Reihe nicht konvergiert, dann sagt man, daf} sie divergiert.

Falls die a, nicht-negativ sind, dann ist die Folge der partiellen Summen monoton-
steigend. Damit gibt es in diesem Fall nur zwei Moglichkeiten:

entweder sind die partiellen Summen beschrankt und die Reihe konvergiert;

oder die Summen sind nicht beschrénkt und die Reihe divergiert. (Man schreibt
dann manchmal ) a, = 00).

Man sieht sofort, daf eine Reihe Y > | a, nur dann konvergieren kann, wenn a, — 0.
Denn

Gp = Spy1 — Spn — S — 5 =0.

Es gibt aber divergente Reihen ) > a,, mit a, — 0.

L. . . . . .
BEISPIEL. Y — divergiert. Denn wir kénnen die partiellen Summen s,x+1 von unten wie
n

folgt abschétzen:

2k+1

1 1 1 1
Sok4+1 = 1+§+(§+Z)+...+( Z E)
m=2F41
>apia i ok
- 2 2 2 2

Damit sind die partiellen Summen nicht beschrankt.

BEISPIEL. Die Reihe > 7 | ik konvergiert fiir alle natiirlichen Zahlen k& > 1.
Wir zeigen dies fiir den Fall% = 2. Fiir den allgemenen Fall, sieche unten. Wir haben die
Abschétzung:
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BEMERKUNG. Es gilt sogar

n=1 n=1

(siche unten oder die Vorlesung: “Funktionentheorie”).
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Wir bringen jetzt einige Kriterien fiir die Konvergenz bzw Divergenz von Reihen:
Leibnizsches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen

Sei (a,) eine monoton fallende Folge von positiven Zahlen mit lim a,, = 0. Dann konver-
giert die Reihe 7 (—1)"a,.

n=1

BEWEIS. Fiir die partiellen Summen s; gilt:

So ist monoton fallend;
Sor_1 ist monoton steigend;

Sok—1 < So-
Daraus folgt: L = limy, s9,, und L' = limy, Soj_1 existieren. Aulerdem gilt:
L — L' = lim s9; — lim 89,1 = lim(s9;, — Sop_1) = lim ag, = 0.

Daraus folgt leicht, dal die Reihe konvergiert.

—1)"
BEISPIEL. ) (=) konvergiert. (In der Tat ist der Grenzwert In 2).
n

Definition 2 Die Reihe )~ a, heifit absolut konvergent, falls Y >~ |a,| konver-
giert.

Es folgt aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium, daff die Reihe dann konvergiert.

Denn
n
<> laal.
k=m

1
Das Beispiel Y > (—1)"— zeigt, daBl eine Reihe konvergent sein kann, ohne absolut kon-
n

n

S

k=m

vergent zu sein. Wir reden dann von einer bedingt konvergenten Reihe.

Majorantenkriterium. Sei ), ¢, eine konvergente Reihe mit nicht negativen Glie-
dern. Dann konvergiert die Reihe )" ° | a,, falls die Folge (a,) von (c¢,) majorisiert wird
(d.h. |a,| < ¢, fir jedes n).

BEWEIS. Es gilt dann
n n
D al<) e
k=m k=m

Damit ist das Konvergenzkriterium von Cauchy erfiillt.
]

Da die Konvergenz oder Divergenz einer Reihe nicht beeinflufit wird, wenn man endlich
viele Glieder veradndert, geniigt die Bedingung: Es existieren N € N ;und K > 0, so dafl
la,| < Key, falls n > N.

Aus dem letzten Satz folgt das folgende Kriterium:

Vergleichskriterium. Seien (a,,) und (b,) zwei Folgen mit positiven Glieder. Falls A > 0
existiert, so dafl % — A, dann gilt: ) a, konvergiert <= > b, konvergiert.

n

Bewgis. Ubung.



Quotientenkriterium. Sei ) a, eine Reihe mit nicht-verschwindenden Gliedern. Es
gebe ein A mit 0 < A < 1, so daf3

Ant1

< )\ fiir alle n.

Qp

Dann konvergiert die Reihe (absolut).
BeEWEIS. Es folgt leicht aus der Voraussetzung, dafl man die Reihe durch eine (konvergie-
rende) geometrische Reihe majorisieren kann.

"
Wurzelkriterium. Sei 3" a,, eine unendliche Reihe und es gelte: lim |a,|'/™ = ), wobei
A < 1. Dann ist die Reihe (absolut) konvergent.
BEWEIS. Wiederum kann man die Reihe mit einer geometrischen Reihe majorisiern.

"

BEMERKUNG. In der Tat reicht die Bedingung limsup,, lan|¥™ = X < 1 fiir die Konver-
genz. Ahnlich geniigt die Bedingung:

Ant1

lim sup <1

G,
beim Quotientenkriterium.

BEISPIELE.
n2
LY ™, P konvergiert (Quotientenkriterium).

Ap+y1

1
II. Y —. Wir wissen, dafl diese Reihe divergiert. Es gilt aber < 1 fiir jedes n
n

n

1/n

bzw. |a,|'/™ < 1 fur jedes n.

1 1
ITI. Die Reihen ) — und ) — zeigen, daf die Quotienten- und Wurzelkriterien keine
n n

Information liefern, wenn die entsprechenden Limiten gleich 1 sind.

Divergenzkriterien: Analog zu den obigen Kriterien, gibt es welche, die Divergenz be-
stimmen. Wir erwdahnen drei davon:

Satz 3 Fulls die Reihe ), a, von nicht negativen Gliedern divergiert, dann auch )’ by,
falls b, > a,, fir jedes n.

Falls die Reihe ), a, die Bedingung lim
die Reihe.

Falls die Rethe ) a, die Bedingung lim |an|1/" — X\ erfillt, wobei A > 1, dann divergiert
die Reihe.

An4-1
an

— A erfillt, wobei X > 1, dann divergiert

Satz 4 Sei Y, a, absolut konvergent. Dann konvergiert jede Reihe, die aus der Reihe
durch Umordnen entsteht, und zwar gegen die gleiche Summe. Genauer: Fiir jede bijektive
Abbildung o : N — N konvergiert die Reihe Y . | Gy(m) gegen a =y -

n=1 0n -



BEWEIS. Sei € > 0 gegeben. Wir wéhlen N; so, daB > /7 |a,| < €, wenn n > Nj. Sei
dann N so, daB {o(1),...,0(N)} D{1,..., Ny }. Es gilt dann fiir m > N:

m m Ny Ny
Doty — | = (D Gotry = D an|+ D an—a
k=1 k=1 n=1 n=1

o
< Z lan,| + € < 2e.
n=N1+1

Fiir bedingt konvergente Reihen gilt dieser Satz nicht. In der Tat kann man jede solche
Reihe so umordnen, das sie divergiert oder gegen jeden willkiirlichen Wert konvergiert!!
Denn sei Y a, eine Reihe. Wir zerlegen diese in die Differenz von zwei Reihen mit nicht-
negativen Elementen Y a7 und Y a,,, wobei

+_{ a, (a,>0)

0 sonst

bzw.

0 sonst.

- :{ —a, (a, <0)

Man sieht leicht, dal " a, genau dann absolut konvergent ist, wenn diese zwei Reihen
konvergieren. Andererseits divergieren beide , falls > a,, bedingt konvergent ist. Sei jetzt
L eine willkiirliche Zahl. Man konstruiert eine Umordnung, die gegen L konvergiert wie
folgt. Zunéchst wahlt man geniigend viele positive Glieder, dal die Summe groflier als L
wird. Dann nimmt man negative Elemente, damit die Summe wieder kleiner als L wird
USW.

Beziiglich des Verhaltens von Reihen gegeniiber den algebraischen Operationen gilt:

Satz 5 Fulls die Rethen ) a, und ) b, konvergieren, dann konvergiert auch die Sum-
me Y (an +by) (natirlich gegen > an + >, by).

Falls > 07 a, und Yy " b, absolut konvergent sind, dann ist auch Y " ¢, (mit ¢, =
Ziﬂ:n a;b; ) absolut-konvergent. Auflerdem gilt:

S () (20

BEWEIS. Seien a und b die Summen der entsprechenden Reihen bzw. A und B die Summen
der Reihen der Absolutbetrige. Wir zeigen lim,, ZZOZI ¢, = ab. Wahle N so, dafl

|(Qn—oar) (o br) — ab| < e fiir n > N;
Sore . lak| < e fir n > N;
Sore bk < e firn > N.

Dann gilt, fiir n > 2N,

zn:ck—ab

k=0

<e(l+ A+ B).




n

BEISPIEL. (Die Exponentialreihe.) Betrachte die Reihe )~ :1:_' Aus dem Quotientenkri-
n!
terium sieht man leicht, daf§ die Reihe fiir jedes x € R konvergiert, und zwar absolut. Wir
schreiben exp « fiir die Summe. Insbesonders, e = exp(1) = >~ — ist die Eulersche
n!
Zahl.

Aus der Formel fiir das Produkt von zwei absolut-konvergierenden Reihe berechnet man
den

Satz 6 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.) Fir z,y € R gilt:

exp(z +y) = exp(z). exp(y).

. ! Yy -
BEWEIS. Sei a; = bj = - Dann ist

il’ j!

n n—k k 1 n 1
Cn s =y ()Y = )

Daraus folgen einige Eigenschaften der Exponentalfunktion:

fir x € R, gilt expz > 0;
exp(—z) = (exp(x))

expn = e" fir n € Z.

Weitere Beispiele von Funktionen, die man mit Hilfe von geeigneten Reihen definieren
kann sind:

Die trigonometrischen Funktionen: Wir definieren:

i
cosr = —1
— (2k)!

o 2K+
1 = S —
sin x ;( ) k1)

Die Reihen konvergieren absolut fiir jedes z € R (Quotientenkriterium). Aus der Defini-
tion sieht man unmittelbar, dafl

cos0 =1, sin0 = 0;

cos(—x) = cosz, sin(—x) = —sin x;

cos(x + y) = cosx cosy — sin x sin y;

sin(z + y) = sinz cos y + cos x sin y;

cos?(x) + sin®(z) = 1;

. . Tty . Ty
sinx — siny = 2 cos sin ;
2 2
LTty L r—y
coSxT — Ccosy = —2sin 5 sin 5



BeEWEIS. (1) und (2) sind trivial. (3) und (4) beweist man mit Hilfe der Cauchyproduktes,
wie bei der Funktionengleichung der Exponentialfunktion. Da wir spéter einen einfacheren
Beweis geben werden, verzichten wir hier auf die Komputation. (5), (6), (7) folgen aus (3)

und (4).

Weitere trigonometrische Funktionen: Mit Hilfe der Funktionen sin und cos kénnen
wir folgende weitere trigonometrischen Funktionen definieren:

sin x
tanx = ;
cos
1
cosec () = -
cos T
cotan (x) = e
1
sec (z) = p

Selbstverstéandlich sind diese Funktionen nur fiir die = definiert, fiir die die entsprechenden
Nenner ungleich Null sind.

Die Eigenschaften dieser Funktionen kann man aus den entsprechenden Eigenschaften von
sin und cos ableiten. Z.B. gilt folgende Summenformel fiir tan:

tanz + tany

t ==
an (@ +y) 1 —tanztany

Uneigentliche Integrale:

I. Integrale mit unendlichen Integrationsgrenzen: Sei f : [a, 00— R eine beschrinkte
Funktion. Falls

lim [ f(x)dx

existiert, ist das Integral faoo f(z) dx konvergent und wir definieren

/OO f(z)dx = lim cf(:z:) dx.

C—00
a

Ahnlicherweise definieren wir die Existenz und den Wert von [  f(z)dz bzw.
Jg f(x) dz fiir eine Funktion f, die auf | — 0o, a] bzw. auf R definiert ist.

II. Integrale, wobei der Integrand Singularitédten hat bzw. nicht beschrankt ist. Sei etwa
f :]a,b] — R so, daB fiir jedes € > 0, die Einschrinkung der Funktion auf [a + €, b]
beschrankt und integrierbar ist. Falls

lim b f(x)dx

e—0+ ate

/ @)

existiert, setzt man den Wert von

gleich dem Limes.



Wir bemerken hier, dafl es Kriteria fiir die Konvergenz und Divergenz von uneigentlichen
Integralen gibt, die analog der obigen Kriteria fiir Reihen sind. Weiterhin unterscheidet
man zwischen absolut-konvergenten und bedingten konvergenten Integralen. Z. B. konver-

giert das uneigentlich Integral fooo % dx (sein Wert ist g—siehe Ubungen). fooo %‘ dz

dagegen divergiert.

BEISPIELE. Betrachte die Integrale

und

0o ¥
Das erste Integral konvergiert genau dann, wenn o > 1, das zweite wenn o < 1.

Integralkriterium fiir die Konvergenz von Reihen. Sei
f:[l,00[—= R

eine nicht negative, monoton fallende Funktion. Dann konvergiert die Reihe > >~ f(n)
genau dann, wenn das uneigentliche Integral

| rayas
1
konvergiert.

BeEwEIS. Dafl die Konvergenz des Integrals diejenige der Reihe impliziert, folgt aus der

Tatsache, dafl 25:2 f(n) das Integral einer Treppenfunktion ist, die von f majorisiert

wird. Andererseits ist >~ | f(n) das Integral einer Treppenfunktion, die f majorisiert.
]

1 1
BEISPIELE. Die Reihe > 7 —. Mithilfe des Satzes konnen wir sofort ableiten, dafi > —
ne no

konvergiert fiir &« > 1 und divergiert fiir o < 1.



