Thema 9—Fourierreihen

Fiir manche Zwecke ist es niitlich, eine Funktion f auf [0,27] durch eine trigonometri-
sche Reihe der Gestalt

1 o (o]
§a0+ E a, CoOSNT + E b,, sin nx
n=1 n=1

darzustellen.
Um die Koeffizienten zu bestimmen, benutzt man die sogenannte Orthogonalitdt der
trigonometrischen Funktionen, d.h. die Beziehungen

” sin mx sinnx = 0 falls m#n
0 | 7 falls m=n#0

21
/ COSMX COSNxT = { 0 (m 7& TL)
0

T m=n#0
27
/ cosmzxsinnx = 0.
0

Daraus folgt: Falls
1 o o
f(z) = 500 + nzzzl a, cosnx + nz_:l sin nz,

dann gilt:

1 2T
= — d
ag 7r/ f(z)dz
1
a, = -
T

0
2
/ f(x) cosnxdx
1 027r
b, = —/ f(z) sin nxdx
T Jo

(an), (bn) heiBen die Fourierkoeffizienten von f, die Reihe () die Fourierreihe von f.
Zunéchst ist die Fourierreihe nur formal definiert. Wie im Fall der Taylorreihe stellen sich
natiirlicherweise zwei Fragen:

a) Konvergiert die Fourierreihe?
b) Falls ja, ist die Summe gleich f?

Im allgemeinen ist die Frage der Konvergenz sehr delikat. Fiir unsere Zwecke ist der
folgende Satz hinreichend.

Satz 1 Sei f stiickweise stetig differenzierbar. Dann konvergiert die Fourierreihe von f
und zwar gilt:

%ao - Zan cosnx + an sinnz = —[f(z—)+ f(z+)] (z €]0,2n])
n=1 n=1

[f(0+) + f(2r—)] (2 =0 oder 27).
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Insbesondere:

1 oo [e.e]
540 + Zan cos nx + Z b, sinnz = f(x)
n=1 n=1
falls f im Punkt x stetig ist.

Bemerkung. Falls die Fourierreihe auf [0, 27] konvergiert, dann konvergiert sie auf ganz
R und die Summe g ist 27-periodisch d.h. g(z + 27) = g(z) (z € R).

Varianten der Fourierreihe )
I. Die komplexe Fourierreihe: Die Fourierreihe 500+ > ancosnx + > by, sinnx 148t sich

in der komplexen Gestalt Y~ ¢,e™" schreiben, wobei
1 . _
Cp = §(an —ib,) (n>0), c_p=Cp

I1. Falls f auf dem Intervall [0, 2[] definiert ist, dann ist

1 o0
f(x) = 540 +;an008#d$+2bnsin#
wobel ” y
1 1
an = _/ f(l') COs wdﬂju bn - _/ f(x) sin mﬂ-xd.’,ﬁ
[ 0 l [ 0 l

die Fourierreihe von f.
III. Falls f : [-m, 7] — R gerade ist, dann hat die Fourierreihe von f die Gestalt

1 o
§a0 + Z ay, COS NI

n=1
(d.h. die b, verschwinden. Denn

b, = l/7r f(z)sinnx dz = 0).

™ —T

Falls ¢g eine Funktion auf [0, 7] ist, definieren wir eine gerade Funktion f, wobei f(z) =

g9(=z) (x € [-7,0]).
Die Fourierreihe von f hat die Gestalt

1 o
§a0+ g @, COS NI
n=1

wobel

1 [" 2 [T
ay, = —/ f(z) cosnxdx = —/ g(x)dx.
T J—n 0

T

Diese Reihe heifit die Fourier Cosinusreihe von g.
IV. Falls f dagegen ungerade ist d.h. f(—x) = —f(x) dann hat die Fourierreihe von f die

Gestalt
[oe)
Z b, sin nx.
n=1



Falls ¢ [0, 7] — R dann ist die Reihe

[o.¢]
E b,, sin nx
n=1

wobei
2 ™
b, = —/ g(z) sinnzxdz
T Jo
die Fourier Sinusreihe von g.
BEISPIELE. I. Sei |a| < 1. Dann ist
o
Z a” sinnxdx
n=1

die Fourierreihe von )
asin

1 —2acoszx + a?’

Denn
ia"sinnx: & i(aem)" = g ! .
n—1 n=0 1 - ae*
B asinx
1 —2acosx + a2’
II. Fiir )
_J (z—m)? (z€]0,7])
fla) = { w2 (x € [, 27])
gilt:
1 2T 471'2
- = dr — —
ag W/o f(z)dz 3
1 [ 1
a, = — f9z) cosnrdr = —;
T Jo
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b, = (=)
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Daher ist die Fourierreihe von f
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n=1

Die Reihe konvergiert gegen f(x) fiir jedes x auler z = 7. Fiir z = 7 ist

1 2
S+ (o) + f) =
Daher gilt:
=1 2
n=1 E N F (x N 0)
L, 2, (-l
57 = 37 +2Z - (x =m)



d.h.

i (_l)n-i-l B 7T_
n2 12

n=1

1. Fiir f(z) =4 —2? (x € [0,2]) ist die Fourierreihe

1 e} [e o]
500+ ; a, cos(nmwx) + ; by, sin(nmx)
wobei
? 4
— 2 —
a, = /0 (4 — z%) cos(nmzx)dr = o
? 4
b, = / (4 — 2*)sin(nrz)dr = —
0 nx
d.h.
8 4 ~cosnmr 4 = sinnmTx
4—1*=-—-= — .
T3 —~ n * T ; n
IV. (Fouriercosinus Reihe): Die Cosinusreihe von
[0 x€]0,2]
f(@) { 2 e [2,4]
ist
1 [e.e]
5(10 + ; @, COS nrE
wobei .
4 4
a, = /o f(z) cos (%T) dx = Esmn; {1 — —sin—-

sinx sin2x sin3z )

f(x)zZ( ] + 3 + 5

1
(x:gliefert§:1—§+15...).

w2 COST  Cos2x  cos3x
B 92 + 32 — ... .

VIL. f(z) =z cosx

VIIL. f(z) =cosax (x € [-m,7]|) (agZ)

fz) =

2 sin (1 , cosT  cos2 )
= — o + — ..
T



Ableitungen und Integrale von Fourierreihen
1. Differentiation: Falls

1 C :
f(z) ~ 500+ Zl(an cos nx + by, sin nx)
dann gilt
1 o o
f(z) ~ 5140 + Z A, cosnx + Z B, sinnz,
n=1 n=1
wobei
1
A = L{f(2m) ~ f(0)
1
B, = -—-na,

2. Integration: dann gilt fiir

Flz) = /_ F(t)dt — saor

1 e} e e}
F(z) = §A0 +2Ancosn:€+Zaninnx
n=1

n=1
wobei
A, =——, Bn:a—n (n>0).
n



