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1 DIE NATURLICHEN ZAHLEN UND DIE AXIOME VON PEANO 1

1 Die natiirlichen Zahlen und die Axiome von Peano

Wir bezeichnen mit N die Menge der natiirlichen Zahlen d.h.
N={1,23,...}.

Falls wir das Nullelement 0 dazu nehmen, dann bezeichnen wir die resultierende Menge
mit Ny—also
No={0,1,2,3,...}.

N wird durch folgende Eigenschaften charakterisiert:
Die Axiome von Peano:

1. 1eN;
2. Jede natiirliche Zahl hat einen eindeutig bestimmten Nachfolger n'.

3. Jede natiirliche Zahl n, aufler 1, ist der Nachfolger einer eindeutig bestimmten
natiirlichen Zahl.

4. Sei A eine Teilmenge von N mit folgenden Eigenschaften:

(a) 1€ A;
(b) falls n € A, dann n' € A.

Dann ist A = N.

Eigenschaft 3. wird oft wie folgt ausgedriickt:
Beweisprinzip der mathematischen (oder vollstindigen) Induktion
Sei A(n) eine Aussage, die von der natiirlichen Zahl n abhéngt. Falls

A(1) richtig ist;
fiir n € N gilt: A(n) ist richtig impliziert A(n’) ist richtig, dann ist A(n) fiir
jedes n € N richtig.

BEWEIS. Setze A = {n € N : A(n) ist richtig} und verwende Eigenschaft 3).

Es gibt verschiedene Varianten dieser Aussage, etwa
Mathematische Induktion — Variante I Sei A(n) eine Aussage, die von der natiirli-
chen Zahl n abhéngt.Falls
A(nyg) richtig ist;
fiir n > ng gilt: Ist A(n) richtig, so auch A(n’).
Dann gilt A(n) fiir jedes n > ny.

BEWEIS. Setze B(n) = A(ng+ (n — 1)) und verwende die urspriingliche Form.
]

Mathematische Induktion — Variante II Sei A(n) eine Aussage, die von der natiirli-
chen Zahl n abhéngt. Falls

A(1) richtig ist;
fir n € N gilt: Sind A(1), ..., A(n) richtig, so auch A(n').

Dann gilt A(n) fur jedes n.
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BEWEIS. Setze B(n) = A(1) N A(2) A--- A A(n).

Mit Hilfe der mathematischen Induktion definieren wir:

I. Addition: Wir definieren die Summe m + n von zwei natiirlichen Zahlen wie folgt:

Fiir m € N definieren wir m + 1 = m/;

Fiir eine natiirliche Zahl, die Nachfolger n’ der natiirlichen Zahl n ist, definieren
wir m+n' = (m +n)’.

Man sieht dann, da§ m + n fiir jedes n definiert ist (setze
A ={n:m+ n ist definiert}).
Es gelten, wie erwartet, die bekannten Gesetze:
m+n=n+m (m,n € N) (Kommutativitét);
m+ (n+p)=(m+n)+p (m,n,p € N) (Assoziativitit).

BEWEIS. Wir beweisen die Assoziativitdt. Dazu verwenden wir Induktion bzgl. p.
Fiir p =1 ist die Aussage: (m +n') =m +n'.
p — p+ 1: Es gelte: m+ (n+ p) = (m +n) + p. Dann

(m+n)+p =[m+n)+p'=m+n+p] =m+n+p =m+(n+p).

II. Multiplikation: Auch das Produkt zweier Zahlen wird rekursiv definiert:
m.1 =m (m € N);
m.n’ =m.n+m (m,n € N).

Man zeigt, da8 mn fir jedes Paar m,n definiert ist (wie fiir +).

Wiederum gelten die bekannten Gesetze:
m-n=n-m (m,n € N);
m-(n-p)=(m-n)-p(m,n,peN)
m-(n+p)=m-n+m-p (m,n,p € N) (Distributivitét);

Notation: Sei a;, eine reelle Zahl fiir k¥ mit m < k < n. Dann setzt man

n

k=m
n

Hak = Qp-Gmeq - - - Gy

k=m

(Genaugenommen verwendet man wieder Induktion: Z.B. definiert man

E A =
n

E ap = E ak+an/.
k=m
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Setzt man A ={n >m:> ) a; ist definiert}, so sieht man, daB A = {n: n > m}).
Die folgenden Sétze werden mit Hilfe der mathematischen Induktion bewiesen:

Satz 1.1 Fiir allen > 1 gilt

zn:k: n(n+1).
2
k=1

BEwEIS. Induktion. n = 1 ist klar.

1
n — n+ 1: Es gelte ZZ:JJ':%

. Dann ist

nZk = (ik) +n'
) n(n+1)

= =5~ +0+1)

= Lt D +2) = a1 1),

]
Satz 1.2 Fiir allen > 1 gilt
> (2k—1)=n’
k=1
BewErs. Ubung.
]
Schreibweise: Fiir n € N ist .
n! = H k.
k=1
(Wir setzen 0! = 1.)
Satz 1.3 Die Anzahl der méglichen Anordnungen einer n-elementigen Menge {a1, ..., a,}

st nl.

BEWEIS. Wir beweisen die (formal allgemeinere) Aussage: Seien S, S; n-elementige Men-
gen. Dann gibt es n! Bijektionen von S auf Sj.
Induktion. Der Fall n = 1 ist klar.
n — n + 1: Wir fixieren eine Element a aus S. Es gibt n + 1 mogliche Bilder von a in S;.
Fiir jedes Bild gibt es n! Bijektion—also insgesamt (n + 1)!.

]

n
k

n

k

Schreibweise: Fiir natiirliche Zahlen k£ und n (mit & < n), sei ( ) die Anzahl der k-

elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge. (Wir setzen ( ) =1, falls £ = 0.)

Es gilt (n) =n, (n) = 1.
1 n
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Satz 1.4 Firl<k<n gilt

-G+ ()

Fiir 0 <k <n gilt:

BEWEIS.

1. ist klar.
2. Wir zerlegen die Familie der k-elementigen Teilmengen von
{ai,...,a,}

in zwei disjunkten Klassen.

-1
a) die Teilmengen, die a; enthalten. Es gibt (Z B 1) davon;

b) die Teilmengen, die a; nicht enthalten. Es gibt (n ) davon.

3. Induktionsbeweis: Fiir n = 0 ist die Aussage richtig.

|
n — n+ 1: Es gelte (Z) = ﬁ Dann ist
n+1\ n n n
k - k-1 k

n! n!

k- Din—k+ 1) E(n k)

a (k—l)?(!n—k)! (n—/1<:+1+%)

n! n+1
~ (k=Dl(n—k) ((n —k+ 1)/<;)
(n+1)0 (0!
(n—k+ 1k k(0 — k)

Im néchsten Satz verwenden wir den Begriff einer reellen Zahl (vgl. Mittelschulmathema-

tik):

Satz 1.5 (Binomischer Lehrsatz.) Seien x, y reelle Zahlen und n eine natirliche Zahl.

Dann gilt:
(x+y)" = Z (Z) T

k=0
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BEWEIS. Induktion beziiglich n.
n = 1 ist klar.

n—n+1: Es gelte (z+y)" =1, (Z) 2" FyF. Dann ist

(@+y)" = (z+y)""

(Wir setzen () =0, falls k < 0).

Satz 1.6 Firx # 1 gilt:
n+1

BewErs. Ubung.

Aufgaben
Aufgabe 1. Zeige: m.n = n.m (m,n € N).

Aufgabe 2. Beweise:

u s nn+1)2n+1)
2! ;

SR = n(n+1)°
k=1 4

Aufgabe 3. Berechne
1+cos@ 4+ .-+ cosnbd

und
sinf + - - -+ sinnd.

(Hinweis: Beniitze die Formel fiir sin A sin B und sin A cos B bzw. das Teleskopprinzip).
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Aufgabe 4. Zeige: 2" > n? (n > 4).

Aufgabe 5. Berechne:

Aufgabe 6. Zeige:

Aufgabe 7. Zeige:

Aufgabe 8. Zeige:

Aufgabe 9. Zeige:
2"t <pl <™ (n>1).

Aufgabe 10. Zeige:

N/(N+1)" Y <nl < Nn"N (N>1,n>N).

Aufgabe 11. Zeige:

Aufgabe 12. (Bernoulli-Ungleichung) Zeige:

(14+x)">14nx (zr>-1,neN).

Aufgabe 13. Seien zi,...,z, (n > 2) reelle Zahlen (alle positiv oder alle negativ aber
> —1. Zeige:

Aufgabe 14. Zeige:
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Aufgabe 15. Seien m,n € N. Zeige: Es gibt (eindeutig-bestimmte) nichtnegative ganze
Zahlen ¢ und r, so daf}
n=qm-+r, 0<r<m.

(“Division mit Rest”).

Aufgabe 16. Zeige:

Aufgabe 17. Zeige:

Aufgabe 18. Zeige:

Aufgabe 19. Zeige:
n+1\ " /m
k+1)  “—=\k)

Aufgabe 20. Sei p das Polynom " + ;"' + - -+ + a,, mit Nullstellen \;,...\,. Falls
sk = Y. \F, zeige:

k—1
ka, = — Z Q;Sk—i-
=0
Aufgabe 21. Sei x eine reelle Zahl und k eine natiirliche Zahl und setze

@ _ ﬁx—zﬂ_

m=1
Zeige:
r+vy _ u x Y
() -5 6506
k=0
Aufgabe 22. Es gibt
n!
ny!. . ng!

Moglichkeiten, n = nq + - - - + ng Objekte auf k Késtchen Ky, ..., K} so zu verteilen, dafl
ny Objekten in Ky, ..., n, Objekte in K}, liegen.
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Aufgabe 23. (Abelsche partielle Summation) Zeige:

n—1

Z arby = Anb, + Z Ak (b — b41),
1 1

wobel A, = >0 a,.

2 Der Korper der reellen Zahlen

Ausgehend von den natiirlichen Zahlen kann man schrittweise die ganzen Zahlen, die
Rationalzahlen und die reellen Zahlen konstruieren. Die ersten zwei Konstruktionen sind
rein algebraisch und werden hier kurz skizziert. Die dritte Konstruktion wird in einer
spateren Vorlesung behandelt. (Siehe auch den Anhang).

Die ganzen Zahlen: Wir definieren die Menge der ganzen Zahlen Z als N x N|.., wobei
(m,n) ~ (m,n) <= m+n=m-+n.

(~ ist eine Aquivalenzrelation. N x N|. bezeichnet den entsprechenden Quotienten-
raum — vgl. die Vorlesung “Lineare Algebra”).

Man erweitert die algebraischen Operationen auf Z ohne Schwierigkeit wie folgt:
[(m, )] + [(m, n)] = [(m +m,n +n)]

(m.m)] - [(m,7)] = [(m -+ 2,73+ ).

([(m,n)] bezeichnet die Aquivalenzklasse, die von (m,n) bestimmt wird).

Wiederum gelten die bekannten Gesetze der Multiplikation und Addition.

Die Rationalzahlen: Die Menge Q der Rationalzahlen wird als Z x (Z\ {0})|~. definiert,
wobei
(m,n) ~ (m,n) <= m.n =m.n.

Die algebraische Operationen werden wie folgt erweitert: [(m,n)] + [(m,n)] = [(m -1 +
m-n,n-n)|

[(m,n)]-[(m,n)] = [(m-m,n-n)]. Man stellt fest, dafl Q die sogenannten Kérperaxiome
erfiillt:

Axiome der Addition:

r+y+z2)=(r+y) +zfirzy, z €Q;
r+y=y+ux(r,y€Q);

r+0=0+z=1z (v e Q);

zu jedem x € Q existiert eine Zahl y, so dal x +y = 0.

Axiome der Multiplikation:

(zy)z = z(y2) (z,9,2z € Q);
zy =y (z,y € Q);
x-l=1-z=z(reQ);

zu jedem z # 0 in Q existiert ein Element x~*

,sodaB z.x7t = 1.
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Distributivgesetz: z(y + 2) = zy + 2z (z,y,2 € Q).

Wir sagen dann, dal Q ein Korper ist. Der Leser wird einige weitere Korper im Lau-
fe der spéteren Vorlesungen kennenlernen. (Beispiel: der Kérper der komplexen Zahlen).
Auflerdem Strukturen, die einige, aber nicht alle, der obigen Axiome erfiillen. Beispiel:
Schiefkorper—hier verzichten wir auf die Kommutativat der Multiplikation. Das bekann-
teste Beispiel ist die Menge der Quaternionen.

Zweites Beispiel: Ein Ring: Wir verwenden hier die Axiome der Addition, das Distribu-
tivgesetz und Axiom (1) der Multiplikation.

Q ist ein geordneter Korper. Dazu definieren wir suksessiv die natiirlichen Ordnungs-
strukturen auf N, Z und Q:

in N: m <n <= es existiert p € N mit n =m + p;
in Z: [(m,n)] <[(m,n)] <= m+n<m+n.

Fiir die Ordnung in Q bemerken wir zunéchst, daf§ jedes Element eine Darstellung [(m, n)]
mit n > 0 hat. Falls also n,n > 0, so definieren wir

[(m,n)] < [(m,n)] <= m.n < m.mn.

Q erfiillt folgende weitere Axiome:
Die Anordnungaxiome: Fiir jedes z € Q gilt genau eine der Beziehungen: x > 0,z <
0,z =0;

x > 0,y > 0 impliziert z +y > 0;

x > 0,y > 0 impliziert zy > 0.

Wir schreiben dann x < y, falls y —x > 0.
Um zwischen Q und R zu unterscheiden, brauchen wir ein weiteres Axiom:

Das Vollsténdigkeitsaxiom: Wir postulieren die Existenz eines geordneten Korpers R,
der folgendes Axiom erfiillt: Sei A # () eine Teilmenge von R, die nach oben beschrinkt
ist (d.h. es existiert ein y, so daf z < y fiir jedes x € A). Dann existiert eine kleinste
obere Schranke x fiir A (genannt Supremum). Symbolisch: Es existiert xy so, daf

1) x € A impliziert z <
und
2) fiir jedes € > 0 existiert x € A so dafl zp — € < .

Wir schreiben xy = sup A. Daraus folgt leicht, dal jede nach unten beschriankte Menge A
ein Infimum besitzt. In der Tat ist inf A = sup(—A), wobei —A = {—z : 2z € A}.

Es ist dies das Axiom, das zwischen Q und R unterscheidet. Denn Q ist nicht ord-
nungsvollstandig. (Fiir eine Skizze einer moglichen Konstruktion der reellen Zahlen siehe
Anhang).

Philosophisch ist es von Interesse, dal R eindeutig durch diese Axiome bestimmt wird

(siehe Anhang).
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Aufgaben
Aufgabe 24. Zeige das Axiom von Archimedes: Zu jedem = € R existiert ein n € N mit

1
n > x. Daraus folgt: Zu jedem € > 0 aus R existiert n € N mit — <'e.
n

Aufgabe 25. Zeige: V2 und v/2 + /3 sind irrational.
Aufgabe 26. Sei x > 0. Zeige: Es existiert eine irrationale Zahl y mit 0 < y < x.
Aufgabe 27. Seien py, ..., p, positive Zahlen mit p; 4+ --- + p, = 1. Dann gilt:

min(a, ...,a,) < prag + - + ppa, < max(ay,...,a,).

Aufgabe 28. Seien a,b > 0. Zeige:

V(ab) < a;b.

Aufgabe 29. Seien ay, ..., a, positiv. Zeige:

2

Aufgabe 30. Seien a und b die Nullstellen des Polynomes x* — x — 1 und setze z, =

("~ b7)
a—2b

Zeige:xy =1, 2o =1und x4y =, + Tp_1.

Aufgabe 31. Seien (a;)y, und (bx);_, endliche Folgen von reellen Zahlen. Berechne die
Diskriminante der quadratischen Funktion

t > (axt + )%

k=1

Beweise damit die Cauchy-Schwarz Ungleichung

(£e0) = (£4) (£2)

Aufgabe 32. Seien x4, ..., x, positive Zahlen. Zeige:

(35n) (520) =
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Aufgabe 33. Beweise die Identitdt von Lagrange:
n 2 n n
(Z akbk> = (Z az) (Z bi) — Z (akbj - ajbk)Q.
k=1 k=1 k=1 1<k<j<n
(Konsequenz: Ein zweiter Beweis der Cauchy-Schwarz Ungleichung).

Aufgabe 34. Fallsa; > as > --- > a, und by > --- > b, zeige:
() (o) <0 an
k k k

Aufgabe 35. Zeige: die Menge aller reellen Zahlen der Gestalt a + bv/2 (a,b € Q) bildet
einen Korper.

Aufgabe 36. Die Familie aller reellen Polynome bildet einen Ring. Die Familie aller
rationalen Funktionen bildet einen Korper. Die Familie aller n x n Matrizen bildet einen
Ring.

Aufgabe 37. Fiir eine Zahl x setze
x (x >0)
x| =
-z  (x<0).
Zeige:

1
|z +y| <l|z|+ 1yl |zy| =|z|.ly| und sup{x,y} = 5($+y+ lz —yl).

Was ist die entsprechende Formel fiir inf{z, y}?

Aufgabe 38. Zeige:
|a| — [b] < [la] — [b]] < |a —b]

bzw.
[lal = 1b]] < |a + b]
(a,b € R).
Aufgabe 39. Zeige:
oy b > 2
b a| ™

(a,b€R, a#0,b+#0).

Aufgabe 40. Sei n eine natiirliche Zahl, die nicht das Quadrat eines p € N ist. Dann ist
\/n irrationial.

Aufgabe 41. Seien a, b, ¢, d reelle Zahlen mit b > 0, d > 0, sodafl % < g Zeige: Zi;

a c
liegt zwischen — und —.

b d
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Aufgabe 42. Berechne sup A, inf B, wobei
1
A:{g+(—1)":n€N}

bzw.

A={(-D)"(1+ %) :n € N}

Aufgabe 43. Seien A, B Teilmengen von R. Zeige:
sup(A U B) = max(sup A, sup B).

Was ist der entsprechende Ausdruck fiir inf(AUB)? Gilt eine ahnliche Formel fiir sup(AN
B)?

Aufgabe 44. Seien A und B Teilmengen von R. Zeige: Es gilt sup(A+ B) = sup A+sup B
aber nicht immer sup(AB) = sup A. sup B. Fiir welche Mengen gilt diese Formel? Finde
eine Formel, die im allgemeinen Fall giiltig ist.

2b
Aufgabe 45. Seien a und b positive Zahlen. Zeige: v/2 liegt zwischen % und ai =
a
(Welche der zwei liegt néher bei v/27)

3 Folgen, Grenzwerte

Definition 3.1 FEine Folge von reellen Zahlen ist eine Abbildung von N in R d.h. jedem
n € N st eine Zahl a,, zugeordnet. Wir schreiben

(an)nen oder (ay,as,as,...)

fiir eine solche Folge.

BEISPIELE.

die konstante Folge (a,a,...) d.h. a,, = a fiir jedes n;

1 11
n = — fir jed L= =, ...))
a nurJeesn(( 53 )

rekursiv definierte Folgen: Das beriihmteste Beispiel ist die Fibonacci-Reihe
(1,1,2,3,5,8,13,21,...).
Das ist jene Folge (a,), die durch

1) a1:a2:1

2) Up = Qp1+ Qp2 (0 >2)

definiert wird.
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Folgen entstehen oft als suksessive Versuche, eine gegebene Zahl exakt auszurechnen. Der
Erfolg eines solchen Versuches ist in der folgenden Definition charakterisiert:

Definition 3.2 FEine Folge (a,,) reeller Zahlen konvergiert gegen a (in Zeichen: lim,,_, a, =
a oder a, — a), falls gilt: zu jedem € > 0 existiert N = N(e€), so daf$ |a, —a| < €, falls
n > N.

BEISPIELE. Die konstante Folge (a,a, . ..) konvergiert gegen a.
1

Die Folge (—) konvergiert gegen 0.
n

Die Folge (—1)" konvergiert nicht.

Wir sammeln einige triviale Eigenschaften von Limiten in einem

Satz 3.3 Der Limes st eindeutig d.h. a, — a und a, — b impliziert a = b;
Der Limes ist additiv d.h. a,, — a und b, — b impliziert a,, + b, — a + b;
Der Limes ist multiplikativ d.h. a, — a und b, — b impliziert a,.b, — a.b.
Falls eine Folge (a,) von mcht-lverschwmdenden reellen Zahlen gegen a # 0

konvergiert, dann gilt im — = —.
a, a

Es ist eine Konsequenz der Ordnungsvollstindigkeit der reellen Zahlen, dafl Folgen, die
konvergieren sollen, dies auch tun.

Definition 3.4 Ein Folge (a,) heifft Cauchy-Folge, falls gilt: Zu jedem € > 0 existiert
ein N € N, so dafs
la, — an,| < € fir alle n,m > N.

Es ist leicht zu sehen, dafl jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist.
BEWEIS. Sei lima,, = a. Wiahle N € N, so da8 |a, — a| < %, falls n > N. Dann gilt, fiir
m,n > N,

| — an| = [(ay, —a) — (an, — a)|] < |ay, — a| + |a, —a| < e.

BEISPIEL. Betrachte einen unendlichen Dezimalbruch

ay az
,a1a9..... :N+1—O+1—02—|— (O§a1§9)

eine Cauchy-Folge.

Der entscheidende Grund, warum man Analysis in R und nicht in Q betreibt, liegt in der
sogenannten Vollstindigkeit von R:

Satz 3.5 In R konvergiert jede Cauchy-Folge.
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Dieser Satz wird spéter bewiesen.

An dieser Stelle erweitern wir den Konvergenzbegriff, um Konvergenz gegen oo behandeln
zu koénnen.

Definition 3.6 Eine Folge (a,) konvergiert gegen oo (in Zeichen: a, — oo oder
lim,, o0 @, = 00), wenn

zu jedem K > 0 existiert N € N, so daf$ a, > K fallsn > N.

a, — —oo wird dhnlich definiert.

BEeispieELE. Fiir die Folge (z™) gilt: Falls |z| < 1, dann konvergiert die Folge gegen 0.
Falls x = 1, dann konvergiert die Folge gegen 1. Falls x = —1 konvergiert die Folge nicht.
Falls x > 1, dann konvergiert die Folge gegen oco. Falls x < —1, dann konvergiert die Folge
nicht.

Was Konvergenz betrifft, ist das Verhalten von monotonen Folgen besonders einfach:

Definition 3.7 FEine Folge (a,) ist

monoton wachsend, falls a,, < a,1 fir jedes n € N;
streng monoton wachsend, falls a,, < a,,, fir jedes n € N;
monoton fallend, falls a, > a,1 fir jedes n € N;

streng monoton fallend, falls a,, > a,1 fir jedes n € N.

Definition 3.8 Fine Folge (a,) heifst

beschrinkt, falls K > 0 existiert, so daf fir n € N gilt: |a,| < K; nach
oben beschrankt, falls K > 0 existiert, so daf$ fir n € N gilt: a, < K;

Satz 3.9 Sei (a,) eine monoton wachsende Folge. Falls (a,) nach oben beschrinkt ist,
dann konvergiert die Folge gegen sup{a,}. Wenn (a,) nicht beschrinkt ist, dann konver-
giert die Folge gegen oo.

BEWEIS. Wir zeigen: Ist (a,) monoton wachsend und nach oben beschrénkt, dann gilt:
a, — a = sup{a,}. Denn sei € > 0. Es existiert N € N mit ay > a — e. Dann gilt aber,
firn > N,

a—e< Ay <a,<a<a-+te¢

d.h. |a, —a| <e.

BEISPIELE.

I. b-adische Entwicklungen: Sei b eine natiirliche Zahl > 2. Eine b-adischer Bruch
ist ein Limes der Gestalt lim A,,, wobei

Ay =N+ ab™*
k=1
Dabei ist (ax) eine Folge natiirlichen Zahlen, so daf 0 < ap <b—1 und N € N.

Es ist klar, daf8 (A,,) eine Cauchy-Folge ist. Nach der Vollsténdigkeit, konvergiert
sie gegen eine reelle Zahl x. Umgekehrt gilt:
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Satz 3.10 Jede reelle Zahl x lifst sich als b-adischer Bruch entwickeln.
Die wichtigsten Félle sind

b = 10 —Dezimalentwicklung;

b = 2—Dyadische Entwicklung;

b = 60—Sexagesimalentwicklung;

b = 12—Duodezimalentwicklung.

BEISPIEL. (Algorithmus zur Berechnung von Quadratwurzeln).
Sei a eine gegebene positive Zahl. Wir wihlen einen Startwert xq > 0 und definieren
rekursiv eine Folge (z,,) wie folgt:

1 a

Satz 3.11 (z,) ist monoton fallend, die Folge (y,) (wobeiy, = xin) ist monoton wachsend
und 0 <y, <z, (n€N).
BEWEIs. Folgende Aussagen werden mit mathematischer Induktion bewiesen:

1. @, > 0 fiir jedes n (trivial).

2. xi—aZOﬁirjedeanl.

Denn
1
2 —a = “(Tp_1+ ¢ ¥ —a
4 n—1
1, L@ 1 a?
= —T — p— —Q
472 4a2
L L0
= —\Tn-1— =
4 ! Tn—1
3.2 —a<0(n>1)
Denn aus xi > a, folgt: — <= und daher
x a

4. 1 < x,. Denn

B 1 +a _1(2 )>O
Tn = Tni1 = Tn — 5 | Tn AT z, —a) > 0.

5. Ynt1 = Yn. Dies folgt aus der Definition und 4).

6. Tp > Y,. Denn wire z,, < y,,, dann 22 < y2, was 2) und 3) widerspricht.

Wir wissen jetzt, dafl die Folge (x,) monoton und beschrénkt, also konvergent ist. Sei L
der Grenzwert. Aus der Rekursionsformel

1 a
xn+1:§ xn+x_

1
folgt, daf: L = §(L + %) und damit L? = a.
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Damit haben wir bewiesen:
Satz 3.12 Der Limes L der Folge (x,) erfiillt die Bedingung L* = a.

Wir sagen dann, daf8 L eine (die) Quadratwurzel von a ist.

BEISPIEL. Als weiteres Beispiel einer Anwendung dieser Methode erwéihnen wir die Tat-
sache, daf3 der Limes

1
lim(1+ —)"
im(1+ n)
existiert. Dies folgt aus der Tatsache, daf§ die Folge monoton steigend ist (Induktionsbe-

1
weis!), denn sie ist offensichtlich beschrénkt (z.B. gilt (1 + —)" < 3). Der Limes ist die
n

Eulersche Zahle e (siche unten).

Definition 3.13 Sei (a,) eine beschrinkte Folge von reellen Zahlen. Dann definieren wir:

limsup(a,) := lim sup({ax, ari1,...})
n—o0 k—o0

liminf(a,) := lim inf({ax, ags1,...}).
n—oo k—o00

Die Existenz von limsup a, und liminf a,, folgt aus der Ordnungsvollstédndigkeit von R.
Es ist leicht zu sehen, daf folgende Eigenschaften gelten:

Satz 3.14 liminf, ,. a, <limsup,,_, . an,;

liminf,, , a, = limsup,, ,., a, genau dann, wenn lim a,, existiert.
Der Limes ist dann der gemeinsame Wert von liminf und lim sup.

Nun sieht man leicht, daf fiir eine Cauchy-Folge (a,,) gilt

liminf a,, = lim sup a,,.
n—o0 n—o00
Damit ist der Satz iiber die Konvergenz von Cauchy-Folgen bewiesen.
Wir bringen jetzt eine Anwendung der Vollstandigkeit—die Methode der Intervallschach-
telung:

Satz 3.15 Sei I, eine fallende Folge von abgeschlossenen, beschrdnkten Intervallen. Dann
ist der Durchschnitt ﬂ;o:l I,, nicht-leer. Falls weiterhin lim,,_,o, diam I,, = 0, dann existiert

genau ein Punkt im Durchschnitt. (diam I, wobei I ein Intervall ist, bezeichnet die Linge
von I ).

BEWEIS. Sei [,, = [a,, b,]. Nach den Voraussetzungen gilt: (a,) ist monoton-steigend und
(b,,) ist monoton-fallend. Daher gilt [a,b] C () I, wobei a = lim a,,, b = lim b,,. Der zweite
Teil folgt leicht.
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Als Anwendung dieser Methode bringen wir einen zweiten Beweis der Tatsache, da8 [0, 1]
iberabzédhlbar ist (vgl. den Beweis im Anhang). Dazu folgende Definition:

Definition 3.16 FEine Menge A heifit abzédhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung von
N auf A gibt d.h. wenn A die Bildmenge {a,} einer Folge (a,) (d.h. eine Funktion n — a,
von N in R) ist.

BEISPIELE. Jede endliche Menge A ist abzéhlbar. N ist abzéahlbar. Z und Q sind abzéhl-
bar. Falls (A,) eine Folge von abzéhlbaren Mengen ist, dann ist die Vereinigung (J, . An
wieder abzéhlbar.

G. Cantor zeigte, mit Hilfe seines beriihmten Diagonalverfahren, dal R nicht abzahlbar
ist. (Siehe Anhang).

Wir bringen einen Widerspruchsbeweis dieser Tatsache. Wir nehmen also an, dafl [0, 1]
abzahlbar ist und betrachten daher eine Numerierung x, xs,.... Wir konstruieren eine
Intervallschachtelung (1,,) wie folgt: Wihle irgendein nicht entartetes abgeschlossenes In-
tervall I;, das x; nicht enthélt. Dann ein solches I, C I, das x5 nicht enthilt. Auf dieser
Weise bekommen wir eine Intervallschachtelung (1,,), wobei x,, & I,. Wir wissen aber,
dal der Durchschnitt nicht-leer ist. Ein Element aus diesem Durchschnitt ist aber kein
Element der Folge (z,,).

Definition 3.17 Sei (a,,) eine Folge. Eine Teilfolge von (a,) ist eine Folge der Gestalt

(anoaa'nlaa'nm . ')7

wobes
Ng<mng <ng <...

Falls die Folge (a,) konvergiert, dann auch jede Teilfolge.

Satz 3.18 (Satz von Bolzano-Weierstrafs) Jede beschrinkte Folge (ay) besitzt eine kon-
vergente Teilfolge.

BEWEIS. Ohne Verlust der Allgemeinheit kann man annehmen, daf§ die Folge aus Ele-

menten des Intervalles [0, 1] besteht. Wir betrachten jetzt die zwei Teilintervalle [0, 5] und

[5, 1] und setzen

A= {n:ay €0, %]} bow. Ay = {n : ay € [%, 0.

Da N = A; U A,, ist entweder A; oder As unendlich. Wir bekommen daher eine Teilfolge,
die wir mit (a}, a3, ...) bezeichnen, so dafl die Elemente aus einem Teilintervall der Linge

3 kommen.
Wir wiederholen diese Methode und bekommen damit eine Folge (a})52; von Folgen, so
daf

fiir jedes n ist (a} ™)) eine Teilfolge von (a});

es gilt |al' —a?| < 27" fiir r,s € N.
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Betrachte jetzt die Diagonalfolge (a!):

11 1 1
a; ay as ay

2 .2 1 1
ay Az az Gy

3 3 .3 3
ay Gy Qag Gy

Dies ist

eine Teilfolge von (a,);

eine Cauchy-Folge—also konvergent.

BEMERKUNG. Diese Beweismethode heifit das Diagonalverfahren. Varianten davon
kommen sehr haufig in der Mathematik vor (vgl. den Beweis von Cantor im Anhang,
dafl R nicht abzahlbar ist).

Definition 3.19 FEine Zahl a ist Haufungspunkt einer Folge (a,), wenn eine Teilfolge
(an,) existiert, die gegen a konvergiert.

Der Satz von Bolzano-Weierstrafl sagt also, daf jede beschrénkte Folge einen Haufungs-
punkt besitzt.

BEISPIEL. Die Folge (—1)" ist nicht konvergent. Sie besitzt die zwei Haufungspunkte 1
und —1.

Aufgaben

Aufgabe 46. Gilt die Aussage:
1 1 1
S+ — =
n> n n
Aufgabe 47. Berechne

. . on—-m
lim lim
n—oom—oo 1 + M
und
. oon—-m
lim lim

Aufgabe 48. Berechne lim,,_, ., fiir die folgenden Ausdriicke:

n>—=2n+1 6(=1)"n+11  3n?—20n
n?—6 ' n?—5 "’ n+1

Aufgabe 49. Zeige: Falls a,, — a, b, — b, dann |a,| — |a| und max{a,, b,} — max{a, b}.

Aufgabe 50. Sei p eine nicht-triviale Polynomfunktion. Zeige:

p(n+1)

lim )

=1
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Aufgabe 51. Sei (a,) eine Folge, die gegen a konvergiert. Zeige:

1
—(ay + -+ a,) — a.
n

Aufgabe 52. Berechne folgende Limiten:

:L,n
lim = lima'" limn

k/n
n!

(x ist eine reelle Zahl, a positiv, k € N).
Aufgabe 53. Berechne lim(1 + )" (a > 0).
Aufgabe 54. Sei (a,) eine Folge, die gegen a konvergiert. Zeige:

nay + (n—1ag+ -+ -+ a,
sn(n+1)

Aufgabe 55. Sei (a,) eine Folge, so daf

1
a, < §(an_1 +apt1) (n>1).

Zeige: (a,) konvergiert (eventuell gegen —oo oder o).

3a, +1
Aufgabe 56. Sei (a,) so, dal a,1 = n 1

und a; > —1. Zeige: a,, — 1.

n

Aufgabe 57. Sei (a,) so, daf
al;=a,+6 (an41>0).
Zeige: Falls a; > —6, dann a,, — 3.

Aufgabe 58. Seien a und b reelle Zahlen. Untersuche, ob die Folge

an® 4+ 13n?

n = bnt +4n?2 +1

konvergiert oder divergiert.

Aufgabe 59. Seien a und b reelle Zahlen. Die Folge (a,) ist wie folgt rekursiv definiert:

1
ay =a,as = b,a, = é(ak,l + ag_2).
Bestimme den Grenzwert.

Aufgabe 60. Berechne den Limes der partiellen Summen der Reihe

e}

1
Z4n2—1'

n=1
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Aufgabe 61. Man berechne das unendliche Produkt

nd—1
HTL3+1

n=2

d.h. den Limes der Folge

Aufgabe 62. Seien a und x( positiv und (z,) rekursiv wie folgt definiert:

1 a

n

Dann ist (x,) eine Cauchy-Folge. Der Limes ist eine positive Zahl b, soda8 b* = a.

Aufgabe 63. Zeige: Eine Folge reeller Zahlen konvergiert genau dann, wenn sie be-
schriankt ist und genau einen Haufungspunkt besitzt.

4 Limiten und Stetigkeit von Funktionen

Wir betrachten jetzt Funktionen zwischen geeigneten Punktmengen. Dazu wiederholen
wir einige grundlegende Begriffe und Schreibweisen aus der Mengentheorie. Wir benétigen
ofters folgende spezielle Teilmengen von R:

la,b] ={r €eR:a <z <b}

[a,b)={r€R:a <z <b}

Ja,b] ={r€eR:a <z <b}

la,bl={r e R:a <z <b}

la,0[={r €eR:a <z}

la, o[={r €eR:a <z}

| —o0,a)={reR:x<a}

| —o0,al={r e R:x < a}.

Auflerdem schreiben wir

R, ={zeR:z>0}.
Wir betrachten jetzt reelle Funktionen, genauer Funktionen von einer Teilmenge D von
R mit Werten in R. D heifit Definitionsbereich von f und der Graph von f ist die
Menge
Iy={(z,y) e DxR:y=f(z)}

Beispiele von wichtigen Funktionen sind:

I. Die konstanten Funktionen. Das sind Funktionen der Gestalt: z — a fiir ein festes

a € R.
I1. Die identische Abbildung. Wir schreiben idp fiir die Abbildung x — x auf D.

III. Absolutbetrag. Das ist die Abbildung z — |x|.
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IV. entier: Diese Funktion bildet z auf die gréfite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x
ist.

V. Polynomfunktionen. Funktionen der Gestalt:
T ag+ax+ -+ a,x”.
VI. Rationale Funktionen: Das sind Funktionen, die Quotienten L von Polynomfunk-
tionen sind. (Der Definitionsbereich ist {x € R : ¢(x) # 0}).

VII. Treppenfunktionen: Funktionen der Gestalt: E?:l a;x1,, wobei Iy,...I, Intervalle
und ay, . .., a, Zahlen. Das beriihmteste Beispiel ist die Heaviside-Funktion x[g o[-

VIII. Die Exponentialfunktion und die trigonometrischen Funktionen. Diese sind {iber
Potenzreihen (sieche dazu unten) definiert:

x

exp(z) = Zm

n=0

o L a2k
cosr = Z(—l) o]

k=0

o 21
e = S

k—0

Rationale Operationen auf Funktionen: Falls f, g Funktionen auf D sind, danns
definieren wir f + g, ¢f (¢ € R), fg und f/g auf natiirlicher Art. Z.B. ist f + ¢ die
Funktion

v = f(x) +g().

(i ist auf der Menge {z € D : g(z) # 0} definiert).

9

Hintereinanderschaltung von Funktionen: Seien f : D — R und g : £ — R
Funktionen mit f(D) C E. Dann ist die Funktion
gof:D—R

definiert durch (g o f)(z) = g(f(z)) fir x € D.

BEeispiELE. Wir bekommen die rationalen Funktionen aus den Konstanten und der Iden-
titdtsabbildung, durch wiederholte Anwendungen der arithmetischen Operationen. Ande-
re Funktionen, die wir aus Einfacheren auf diese Weise konstruieren sind:

1
coshz = §(exp(:c)+exp(—x))
1
sinh(xz) = §(exp(x)—exp(—x))
sin x
tan(z) = cos
cos
cotan (z) = o
1
sec (r) = -
1
cosec (r) =

sinx’
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Grenzwerte: Sei f: D — R eine Funktion und a € R so, daf} a ein Haufungspunkt von
D\ {a} d.h. es gibt eine Folge (a,) aus D, die gegen a konvergiert. (Dies ist der Fall, zum
Beispiel, wenn a € D). Man definiert:

lim f(z) = ¢,

r—a

falls fiir jede Folge (a,) aus D \ {a} mit a, — a gilt:

lim f(a,) =c.
n—oo
BEISPIELE.
1. limexpz = 1.
z—0

Denn falls 1 > x > 0, dann haben wir die Abschétzung:

r?
exp(z) —1 = x+§—|—§+...

< w4t =

—
Fiir z < 0 beniitzt man die Beziehung exp(—z) = (exp(z))™".
2. Fiir die Heaviside-Funktion existiert der Limes lim,_,o H (z) nicht.

Einseitige Limiten: Gerade das letzte Beispiel ist die Motivation fiir die folgende Ver-
feinerung der Definition:

Definition 4.1 Sei f: D — R und sei a wie oben. Wir schreiben lim,_,,+ f(x) = ¢, falls
¢ der Limes der Einschrankung der Funktion f auf DN |a,00[. lim, - f(x) wird dhnlich
definiert. Es gilt also:

lim H(z) =0 und lim H(z)=1.

z—0— z—0t

Stetigkeit

Definition 4.2 Sei f : D — R eine Funktion, a ein Punkt aus D. f heifit stetig im
Punkt a, falls f(x,) — f(a) fir jede Folge (x,) aus D mit x,, — a.

f heifst stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.

Ahnlicherweise definieren wir Linksseitig- oder Rechtsseitigstetigkeit an einem Punkt.

BEISPIEL.
1. Die konstante Funktion ist klarerweise stetig im jeden Punkt.
2. Die Heaviside Funktion ist rechtsstetig, aber nicht linksstetig im Punkt 0.

3. Die Exponentialfunktion ist iiberall stetig. Denn

lim exp(x 4+ h) — exp(x) = exp(x) lim(exph — 1) = exp(x).
h—0 h—0

(Wir beniitzen hier die Funktionalgleichung exp(z+y) = exp x. exp y der Exponentialfunktion—
siehe unten).
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Satz 4.3 Seien f,g: D — R Funktionen, die in a € D stetig sind, und sei c € R. Dann
sind auch die Funktionen f + g,cf, fg in a stetig. Falls g keine Nullstellen hat, dann ist

f/g stetig.

Da die Identitdatsfunktion und konstante Funktionen stetig sind, folgt aus dem Satz, dafl
rationale Funktionen (und damit auch Polynomfunktionen) stetig sind. Weitere Beispiele
von Funktionen, deren Stetigkeit sofort ableitbar ist, sind die hyperbolischen Funktionen
sinh, cosh.

Satz 4.4 Seien f: D — R und g : E — R stetig und f(D) C E. Dann ist g o f stetig

BewErs. Ubung.
]

Satz 4.5 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist beschrinkt, d.h. die Menge {f(z) : z €
la,b]} ist beschrinkt (es gibt eine Konstante M, so daf$ fir alle x € [a,b] |f(z)| < M.).

BEwEIs. (Widerspruchsbeweis) Man nehme an, die stetige Funktion f sei nicht be-
schrénkt. Es existiert damit fiir jedes n eine Stelle x,,, wo |f(x,)| > n. Nach dem Satz von
Bolzano-Weierstra8}, hat (z,,) eine konvergent Teilfolge (z,, ). Sei = lim x,,,. Wegen der
Stetigkeit von f und der Tatsache, daf§ die Folge (x,, ) konvergent folgt, daf die Bildfolge
(f(xp,)) auch konvergent ist. Dies steht offensichtlich im Widerspruch zur Tatsache, da8
letzere Folge nicht beschrinkt ist.

]
BeispIEL. Die Funktion f: x +— i auf ]0, 1] ist stetig, aber nicht beschrinkt.
Satz 4.6 Jede in einem abgeschlossenen beschrdnkten Intervall stetige Funktion
f:la,b) = R

nimmt thr Maximum und Minimum an, d.h. es existieren xy und xq, so daf

f (o) = sup{f () : z € [a, b]}
und

f(@1) = nf{f(2) : = € [a, b]}.
BEWEIS. Man wiihle eine Folge (z,,) so, da8

flea) 2 suplf(2) 2 € 0}~ -
Der Limes z einer konvergierenden Teilfolge erfiillt die Bedingung.
]

Wiederum gilt dieser Satz nicht fiir Funktionen auf offenen oder halb-offenen Intervallen.

Satz 4.7 (Zwischenwertsatz.) Sei [ : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(a) < y,
f(b) > y. Dann ezistiert xy €]a, b mit f(x¢) = y.

BEWEIS. Setze xy = sup{z € [a,b] : f(z) < y}.
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Fiir manche Zwecke ist eine Umformung der Definition der Stetigkeit sinnvoll. Dies ist die
€ — ¢ Definition:

Definition 4.8 Sei f : D — R eine Funktion und xo € D. f ist genau dann in xq stetig,
wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dafs

|f(x) — f(x0)| < € fiir alle x € D mit |x — x| < 9.
Diese ist dquivalent zu der urspriinglichen Definition.

BewEIs. Ubung.

Es gibt zwei Verschéarfungen des Begriffes der Stetigkeit.

Definition 4.9 f : D — R ist gleichmiflig stetig, wenn zu jedem ¢ > 0 ein § > 0
existiert, so daf fiir alle x,y € D mit |x —y| <6, |f(z) — f(y)| <e.
f: D — R ist Lipschitz-stetig, wenn eine K > 0 existiert, so dafs

[f(z) = f(y)] < K|z —y]
fiir jedes Paar x,y von Punkten aus D.
Es ist klar, daff jede Lipschitz-stetige Funktion gleichméfig stetig ist und jede gleichméfig

stetige Funktion stetig.
Die Umkehrung gilt nicht.

BEISPIELE. Die Funktion z — 22 auf R ist stetig, aber nicht gleichméBig stetig. Die Funk-
tion x — /2 auf [0,1] ist gleichmifig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig. (Die Funktion
V& wird unten definiert).

Allerdings gilt folgender Satz:

Satz 4.10 Jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen, beschrinkten Intervall ist
gleichmdpfig stetig.

BeEWEIS. (Widerspruchsbeweis). Wenn die stetige Funktion f nicht gleichméfig stetig
wire, dann gébe es, fiir jedes n, Punkte x, und y, mit |z, — y,| < &, aber |f(z,) —
f(yn)| > € fiir ein festes positives e. Es existieren konvergierende Teilfolgen (z,,) und
(Yn,)- (Frage an den Leser: Warum kann man annehmen, dafi diese zwei Teilfolgen die
gleichen Indexmengen haben?). Aus der ersten Bedingung folgt: limy x,, = limy y,, . Sei
a dieser Limes. Es gilt dann: limy f(x,,) = limy f(y,,) = f(a), was offensichtlich im
Widerspruch zu der zweiten Abschitzung steht.

Inversfunktionen: Eine Funktion f: D — R ist
monoton wachsend, falls x <y impliziert f(z) < f(y);
streng monoton wachsend, falls z < y impliziert f(z) < f(y);
monoton fallend, falls x < y impliziert f(x) > f(y);
streng monoton fallend, falls x < y impliziert f(x) > f(y).

Falls f : [a,b] — R stetig und streng monoton wachsend, dann ist das Bild von f das
Intervall [A, B], wobei A = f(a), B = f(b) (dies folgt aus dem Zwischenwertsatz). f ist
dann eine Bijektion von [a,b] auf [A, B]. Wir kénnen daher die Inversfunktion oder
Umkehrfunktion f~! von [A, B] — [a, b] wie folgt definieren:

v=f"y) = y=[fl(a)
Satz 4.11 In der obigen Situation ist die Umkehrfunktion =1 stetig.
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BEWEIS. (Widerspruchsbeweis): Wire die Inversfunktion f~! nicht stetig, dann giibe es
eine Folge (y,,) mit folgenden Eigenschaften: y, — d in [A, B] aber |z, — ¢| > € fiir ein
festes € > 0, wobei d = f(c) (Warum?). Hier ist (z,,) die Folge z,, = f~!(y,). Wir koénnen
tibergehen zu einer konvergenten Teilfolge (x,,, ). Sei ¢; der Limes dieser Folge. Dann gilt:
¢ # ¢y aber f(c) = f(¢;). Dies widerspricht der Injektivitdt von f.

]
Unter Verwendung dieser Tatsachen konnen wir unsere Liste von speziellen Funktionen
erheblich erweitern:

Die Wurzelfunktionen: Wir definieren eine stetige Funktion = +— 2" fiir jede Rational-

zahl r. 2" ist definiert fiir r = n € N. Fir r = % (n € N) definieren wir die Funktion

y — y'/™ als die Inversfunktion zu x — z" d.h.

:L’:yl/" — y=2a".

Diese Funktion ist auf R definiert und stetig (da x +— 2™ eine Bijektion von R, auf Ry
ist).

Falls r = g eine Rationalzahl mit p und ¢ natiirlichen Zahlen, dann definieren wir die

Funktion x + 2" als 2" = (:L‘l/ q)p. Fiir r < 0, definieren wir

1

x T

=

Die Logarithmusfunktion: Die Logarithmusfunktion In ist definiert als die Inversfunk-
tion von exp. D.h. z = Iny <= y = expx. Da exp eine Bijektion von R auf R, ist In
eine stetige Funktion von R, auf R. Es folgt aus der Funktionalgleichung der Exponen-
tialfunktion, dafl Inzy = Inz + Iny.

Die verallgemeinerten Potenzfunktionen: Wir kénnen jetzt die Funktion z +— x®
fiir ein allgemeines a € R wie folgt definieren: z® = exp(a/ln z).

BEMERKUNG. Da Ine = 1, konnen wir ab jetzt exp(x) als e” schreiben.

Weiter interessante Funktionen, die als Inversfunktionen von einfachen Funktion definiert
werden, sind die Invers-trigonometrischen Funktionen (arcsin, arccos usw.).
Wir beschlielen dieses Kapitel mit einigen Erweiterungen des Limesbegriffes:

Definition 4.12 Sei f eine Funktion, deren Definitionsbereich D ein Intervall K, oo|
enthdlt. Wir schreiben: lim,_,, f(z) = a, falls gilt:

zu jedem € > 0 existiert K1 > K, so daff |f(x) — a| < € falls v > K;.

lim, , o f(x) = a wird analog definiert.
Wir schreiben: lim,_,, f(x) = oo, falls gilt:

zu jedem K > 0 existiert € > 0, so daf$ f(z) > K, falls 0 < |x — a| < e.

Aufgaben

Aufgabe 64. Berechne, falls existent, lim,_, cos %
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Aufgabe 65. Berechne, falls existent,

V14322 —+/1—=322
lim .

x—0 x

Aufgabe 66. Berechne, falls existent,

o3t —T2?—1
llm e —
T—00 ;(,’4 + 7

Aufgabe 67. An welcher Stelle ist die Funktion

xH{x (z € Q)

—z  (sonst)
stetig?

Aufgabe 68. Auf welchen Intervallen sind die folgenden Funktionen stetig bzw. Lipschitz-
stetig?

fiz—=Vr (xeR,) g:x—>% (z € R\ {0}).

a) [1,2]; b) |0, 1].
Aufgabe 69. Gelten folgende Aussagen?

a) f: D — R ist Lipschitz-stetig und D beschriankt impliziert f beschrinkt.

b) f,g: R — R Lipschitz-stetig impliziert fg Lipschitz-stetig;

¢) f,9: R — R Lipschitz-stetig und beschrénkt impliziert fg Lipschitz-stetig.
Aufgabe 70. Seien f und g stetige Funktionen auf [0,1], so daB f(z) = g(z), falls =
rational. Zeige: f = g.

Aufgabe 71. Sei p ein Polynom ungeraden Grades. Zeige: p besitzt mindestens eine
Nullstelle.

Aufgabe 72. Sei A C R beschrankt, f : R — R. Gilt die Aussage f(A) ist beschrénkt,
falls f stetig; falls f gleichméaf stetig;

falls f Lipschitz-stetig?

Aufgabe 73. Berechne die Grenzwerte

. ( sin x ) . tanhz
lim exp lim .
x

z—0 z—0 x
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Aufgabe 74. Die Funktion f : R — R erfiille die Bedingung;:
() - F)] < 2= — 1),
Zeige: f ist gleichméfig stetig.
Aufgabe 75. [ sei eine stetige Funktion auf [a, b]. Zeige: Die Funktion
x> sup{f(t):t € [a,z]}
ist auch stetig.
Aufgabe 76. Sei f stetig und injektiv auf |0, 1[. Zeige: f ist monoton.
Aufgabe 77. Sei f :[0,1] — [0, 1] stetig. Zeige: f besitzt einen Fixpunkt.

Aufgabe 78. Seien f und g auf R, definiert und es gelte: g(z) = f(z?). Zeige: lim, o, f(z) =
A = lim, . g(z) = A.

Aufgabe 79. Sei
z (x rational
f@) = { ( )

x*  (sonst).

Zeige:
Jip 1) =0 Jip )= 1
Fiir welche ¢ €]0, 1] existiert lim,_,. f(z)?

Aufgabe 80. Beweise direkt, dafl die Funktion z + 22 — 72 + 6 auf R stetig ist.

Aufgabe 81. Sei f auf [0, 1] beschrinkt und es gelte:

1
flaz) =bf(z) (0<z<-),
a
wobei a,b > 1. Zeige: f ist an der Stelle 0 stetig.

Aufgabe 82. Sei [ : [a,b] = R, z € [a, b]. Setze

osel f320) = intsup{| () = F(5)| s | — w0l < =,y — ol < 1.

Zeige: f ist im Punkt xg stetig <= osc(f;zo) = 0. Definiere:

osea(f) = it {sup | f(x) ~ f(o)| | — 9] < -}
Was bedeutet die Bedingung: osc,(f) = 07
Aufgabe 83. Sei (a,) eine Folge, a eine reelle Zahl. Definiere eine Funktion f : D — R
wie folgt. D = {% :n € N}U{0}, f(%) = an, f(0) = a. Zeige:
a, = a <= f stetig.

Aufgabe 84. Sei f : [a,b] — R monoton wachsend. Zeige: Fiir jedes xy € ]a, b] existiert
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flzg) = lim,,_, .+ f(z) und f(zy) = lim,,_, . f(xzg) — f(xy) heift der Sprung von f
im Punkt zy. Beweise: Es gibt hochstens abzidhlbar viele Punkte zy, fiir die der Sprung
nicht-null ist.

Aufgabe 85. Sei f : [0, 1[— R rechts-stetig im Punkt 0 und so, da f(z?) = f(z) (z €
[0, 1]). Zeige: f ist konstant.

Aufgabe 86. Sei f : R — R so, daB f(x + y) = f(x) + f(y). Zeige: Falls f einen
Stetigskeitspunkt besitzt, dann hat sie die Form z + cz.

Aufgabe 87. Zeige: Falls f : [0,1] — R stetig und injektiv, dann ist f streng monoton.

Aufgabe 88. Sei f eine stetige Funktion auf R und (z,,) eine Folge, so dafl 11 = f(z,)
fiir jedes n. Zeige: Falls die Folge (x,) konvergiert, dann ist der Limes ein Fixpunkt fiir

f.

5 Differentiation
Definition 5.1 Sei f: D — R. Dann ist f im Punkt xy differenzierbar, falls
T = fw)

T—xT0 Tr — X

auf der Menge D \ {x¢} existiert. Der Limes ist dann die Ableitung von f im Punkt
xg, geschrieben f'(xq). Falls die Ableitung in jedem Punkt aus D existiert, dann ist f

differenzierbar und die Funktion
z = f(x)

ist die Ableitung von f. Falls diese Abbildung stetig ist, dann heifst f stetig differen-
zierbar.

Wir kénnen dann die n-te Ableitung rekursiv definieren. f ist n-mal differenzierbar, falls
f" existiert und (n — 1)-mal differenzierbar ist. Die n-te Ableitung f™ von f ist dann die
Ableitung von f™=1. Falls f™ stetig ist, dann ist f n-mal stetig-differenzierbar.

Es ist klar, dafl eine differenzierbare Funktion stetig ist.

Die Definition der Differenzierbarkeit kann wie folgt umgeschrieben werden.

es existiert eine Zahl a, so dafl die Funktion

f(#) = f(wo)
T T — X
a (=)

(z # x0)

auf D stetig. (a ist dann die Ableitung von f im Punkt z). es existieren
Zahlen a und eine Funktion p auf D \ {z¢}, so daf}

f(x) = f(xo) + (& = xo)a + p(2)

und
lim p(:l:) = 0.
T—=T0 X — T
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Wiederum ist a die Ableitung f'(xo).

(Carathéodory) Es existiert eine Funktion ¢, die an der Stelle z, stetig ist,
sodaf

f(x) = f(xo) + (z — xo)p(x).
a = ¢(x9) ist dann dort die Ableitung von f.

Man verifiziert, dal die bekannten Gesetze beziiglich den algebraischen Operationen gel-
ten:

die Summe f + g von zwei differenzierbaren Funktion ist differenzierbar und
es gilt (f+9)' ="+

das Produkt f - ¢ von zwei differenzierbar Funktionen ist differenzierbar und
es gilt: (f-9) = fl.9+ -9

die Inverse einer differenzierbaren Funktion g ohne Nullstellen ist differenzier-
bar und es gilt:
1\’ q
<g) g

Weniger trivial ist die folgende Tatsache:

Satz 5.2 (Die Ketttenregel.) Seien f und g differenzierbare Funktionen, so daff die Zu-
sammensetzung g o f existiert. Dann ist letzere differenzierbar und es gilt

(gof) =(g"of).f" dh (gof)(x)=g(f(x)).f'(z)

BEWEIS. Wir betrachten einen Punkt x und setzen y = f(z). Aufgrund der Differenzier-
barkeit von f und ¢ kann man schreiben

fle+h) = fx)+hf'(x) + p(h)
9ly+k) = g(y)+kg'(y) +o(k),
mit limy,_,o &}?) = 0 und lim @ = 0. Setzen wir k(h) = h.f'(x) + p(h), so bekommen

WIr

goflz+h)—goflz) = g(f(x)+k(h)—g(f(x))
= k(h

Man kann nachpriifen, daf das Restglied 7(h) = p(h)¢'(y) + o(h.f'(x) + p(h)) die Bedin-

h
gung limy, . Lh) = 0 erfillt.
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Wir bemerken hier, dafl es auch eine “punktweise” Version der Kettenregel gibt, die aber
etwas Vorsicht bei der Formulierung benotigt.

BEISPIELE.

[. Konstante Funktionen: Es ist klar, dafl die Ableitung einer konstanten Funktion
gleich der Nullfunktion ist.

II. f: 2+ cx auf R. In diesem Fall ist die Ableitung die konstante Funktion c.
IT1. Fiir die Funktion f:z — 2" gilt f/(z) = na™ L.
IV . Die Exponentialfunktion: Es gilt:

exp(z + h) — exp(z)

wl) =y
B , exp(h) — 1
= et TR
. exp(h) —1
— exp(z).

V. Die Sinusfunktion:

sin’ () _ lim sin(z + h) — sin(x)
h—0 h
h

2 cos( 2Lt

) sin &

= lim
h—0

) h ) sing
- @%me§0'©ﬂhm>

— COS T.

Ahnerlicherweise gilt: cos'(z) = — sin z.

VI. Die Betragsfunktion: Diese Funktion ist an der Stelle 0 nicht differenzierbar.

Einseitige Ableitungen: Die Funktion des letzten Beispiels ist das typische Beispiel
einer Funktion, die zwar nicht differenzierbar ist, aber einseitige Ableitungen besitzt.

Definition 5.3 Setx € D und f : D — R. f heifst von rechts differenzierbar oder
rechtsseitig differenzierbar im Punkte x, falls

o) = 1 LW 1)

h—0+ h

existiert. f heifst von links differenzierbar oder linksseitig differenzierbar im Punk-

te x, falls
o) = i L = 1)

h—0— h

existiert. Z.B. gilt abs (0) =1, abs_(0) = —1.
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Stiickweise-stetig-differenzierbare Funktionen: Eine Funktion f : [a,b] — R heifit
n-mal stiickweise-stetig differenzierbar, falls endlich viele Punkte a; < as < --- < a;
existieren, so daf

f ist auf [a,b] \ {a1,...,ax} n-stetig differenzierbar;

fiir jede i < n und r < k existieren die einseitige Ableitungen ff)(ar) und

9(a,).
Z. B. haben Treppenfunktionen diese Eigenschaften.

Satz 5.4 (Satz iber die Ableitung der Umkehrfunktion.) Sei D ein abgeschlossenes In-
tervall, f : D — R eine stetige, streng monotone Funktion, und ¢ = f~' : E — R die
Umkehrfunktion, wobei E = f(D). Ist f differenzierbar und f'(x) # 0 (x € D), dann ist
¢ differenzierbar und es gilt:

1 1

Fi@) (o)

BewEIs. Wir fixieren zp und yo = f(zo) und betrachten die Differenzquotienten:

o'(y) =

(y = f(2)).

Y—"%Y T — To
and ,
T — Zo Y —Yo

wobei y = f(z). Da f und die Umkehrfunktion stetig sind, gilt:

T — Ty = Y — Yo

Wir bekommen daher das gesuchte Ergebnis, wenn wir zum Grenzwert (als © — ) in

der Beziehung
T —To _ <y—yo)1
Y—Y% T — Zo

iibergehen.

BEISPIELE.

[. Da In die Umkehrfunktion von exp ist, gilt:

W)= -+ 1
~exp/(Inz)  exp(lnz) z

II. arcsin arccos, arctan: Das sind die Inversfunktionen zu sin, cos und tan. Genauer,
wir betrachten die Inversfunktion zu der Funktionen
T
sin mit Definitionsbereich } 33 [
cos mit Definitionsbereich ]0, 7|
und

tan mit Definitionsbereich ] —g, g [

Es gilt damit:

1 1 1
aresin () = <——  arceos'(s) = ————  arctan(s) = .
X

Va2 V1— 22




5 DIFFERENTIATION 32

Definition 5.5 Sei f : |a,b[ — R eine Funktion. f hat in x € ]a,b] ein lokales Mini-
mum, wenn ein € > 0 existiert, so dafs fir alley mit |z —y| < e f(z) > f(y). Ein lokales
Minimum wird dhnlicherweise definiert.

x ist ein lokales Extremum, falls es entweder ein lokales Mazximum oder ein lokales
Minimum ist.

Satz 5.6 Eine Funktion f : [a,b] — R sei auf [a,b] stetig und auf |a, b differenzierbar.
Dann gilt fiir jedes lokale Extremum x €|a,b] f'(x) = 0.

BewEIs. Ubung.
| ]

Satz 5.7 (Der Satz von Rolle.) Sei f : [a,b] — R differenzierbar und es gelte: f(a) =
f(b). Dann existert ein Punkt xy € |a,b[, so daf f'(x¢) = 0.

BEWEIS. Ist die Funktion konstant, so ist die Aussage trivial. Wenn nicht, existiert eine
Stelle x1, so daBl entweder f(x1) > f(a) oder f(z1) < f(a). Im ersten Fall, wiahlt man xz

so, daB f(zo) = sup{f(x): x € [a,b]}.

Satz 5.8 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung.) Sei f : [a,b] — R stetig und in |a, b|
differenzierbar. Dann existiert ein & in |a,b[, so dafs

f(0) = f(a) = f(E)(b—a).
BEwEIS. Fiir den Fall, wo a = 0, b = 1. Man wendet den Satz von Rolle auf die Funktion
fi(@) = flz) = (1 —2)f(0) +2(f(1))

aln.
|

Korollar 5.9 Seien f und g stetige Funktion auf [a,b], die im offenen Intervall |a,b[
differenzierbar sind. Dann existiert £ in |a,b], so dafs

BewErs. Ubung.
]

Satz 5.10 Sei f : [a,b] — R stetig und in ]a,b| differenzierbar. Falls ' = 0 auf |a, b,
dann ist f eine Konstante.

BewEIS. Ubung.
| ]

Satz 5.11 Sei f : [a,b] — R stetig und auf |a,b| differenzierbar. Falls f' > 0 auf ]a,b],
dann ist f streng monoton wachsend. Falls f* < 0, dann ist f streng monoton fallend.

BewEIs. Ubung.
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Regel von L’Hospital. Sei f und g differenzierbar in der Néhe eines Punktes ¢ und es
gelte:

fe) =g(c) = 0;

g und ¢’ haben keine Nullstellen in einer Umgebung von c;
"(z
lim, . =7 existiert.
g'(x)

/(=)

Dann existert lim,_,. —— und es gilt:

g(x)
f(x)

lim =——= = lim f'(z)
T—c g(x) T—C g’(x) '

/
BEWEIS. Wir beweisen diese Aussage fiir den einseitigen Limes lim,_,.,. Sei L = lim,_, ., %
g (x
Wihle 6 > 0, so dafl
/
f/(a:) — L| <,
g'(x)
falls z €]c,c+ d]. Sei 0 < h < §. Es existiert £ € |c,c + h[, so daBl
fle+h) (: fle+h) = f(C)) _F©
gle+h) \ glc+h)—glc)) g'(&)
Damit gilt:
’f (c+h) L’ oy
glc+h)
n

Satz 5.12 (Der Satz von Taylor.) Sei f : [a,b] — R n-mal differenzierbar und sei xq ein
Punkt in |a,b]. Dann existiert zu jedem x in [a,b] ein & zwischen xo und x, so dafs

n—1 f(k) (370)
k!

F(E)

(SL’ — .To)k + ol

f(@) = flxo) +

(x — x)".

BEWEIS. 0.B.d. A. nehmen wir an, da8 zo = 0, z = 1. (Sonst betrachten wir die Funktion

g(t) = f(wo +t(z — 20)).)

Wir definieren Funktionen F' und G auf [0, 1] wie folgt:

nol pk—1)
PO) = £(1) = 3 fgyy (L=

k=1
bzw.
Git)y=(1-t)"
Es existiert ein & mit 283:258; = 2:8 Dies ist das gesuchte Ergebnis.
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Falls f in der Néhe von zy unendlich oft differenzierbar ist, dann heift die Reihe

0 (k) (o
Zf k(' 0)(1‘—1‘0)k
k=0 ’

die Taylorreihe von f an der Stelle x;.

Siehe unten fiir weitere Uberlegungen zum Thema Taylorreihen.

Aufgaben

Aufgabe 89. Berechne die Ableitung der Funktionen

\/exp zeosvr VT

Aufgabe 90. Zeige:
2y’ < ax + By,
wobei z,y, «, § positiv sind, mit o + f = 1. (Berechne den Extremalwert der Funktion

r = 2%’ — ax).

Aufgabe 91. Beweise die Holdersche Ungleichung

1 1
n n P n q
S < (z ) (zyz) ,
j=1 j=1 j=1
wobei z; > 0,y; >0, p,q > 1, %-1- % =1)

Aufgabe 92. Sei f eine stetig-differenzierbare Funktion auf [a, b]. Zeige: f ist Lipschitz-
stetig.
Aufgabe 93. Beweise die Regel von Leibniz:

n

(f-9)™ =) (Z) ART A

k=0

2 ) (9999)

Berechne (z*sinx

Aufgabe 94. Bestimme die Taylorreihe von Inz an der Stelle g = 1. Fiir welche z > 0
konvergiert die Reihe?

Aufgabe 95. Betrachte die Funktion

B P (x #0)
f@)_{o (z = 0).

Zeige: lim, o p() exp(=z) = 0 fiir jedes Polynom p. Bestimme die Taylorreihe von f an
der Stelle 0. Ist f durch diese Reihe darstellbar?
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Aufgabe 96. Sei f zweimal stetig differenzierbar. Zeige:

lim fla+2h) — 2}]:2(61 +h) + f(a) _ f”(a).

h—0

Aufgabe 97. Zeige:

lim 2-2[b(1 + az)’ — a(l + bx)¥ + (@ — b)(1 + aba?)}] = %ab(a _p).

z—0

Aufgabe 98. Sei f zweimal differenzierbar, mit |f(z)| < A, |f"(z)| < B (x > K). Zeige:
[f'(#)] < \/2(AB) (z =2 K).
Aufgabe 99. Sei f eine Funktion auf [a, b], sodal

[f(@) = fW)] < Alz —y|* (2,y € [a,b)]).
Zeige: f ist konstant.
Aufgabe 100. Bestimme die Extremalwerte der Funktion

r— ™l —x)"

auf [0, 1].

Aufgabe 101. Seien f, g, h stetig-differenzierbare Funktionen auf [a, b]. Zeige: Es existiert
eine Punkt &, so dafl
fla) g(a) h(a)

det | f(B) g(b) R(b)| =o0.
f1€) g€ W)

Aufgabe 102. Zeige, mit Hilfe der Potenzreihendarstellungen von sin und cos, dafl

sin’(z) = cosx cos'(r) = —sinx.
Aufgabe 103. Zeige, daf die Carathéodorysche Definition der Differenzierbarkeit zu Be-

dingung (1) dquivalent ist. Beniitze die Carathéodorysche Definition, um die Kettenregel
bzw. den Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion zu beweisen.

6 Das Riemannsche Integral

Wir erinnern kurz, daf eine Funktion A : [a,b] — R eine Treppenfunktion ist, falls es eine
Unterteilung
a=xg <z < ---<xp,=0>

des Intervalls gibt, so dal h auf |x;_1, x| konstant ist fiir jedes k. Es ist klar, dafl die
Treppenfunktionen einen Vektorraum bilden, d.h. dafl die Summe h; + hs und ein Produkt
Ah wieder Treppenfunktionen sind, falls hy, ho, h Treppenfunktionen sind, und [/ ein Skalar.
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Falls ¢ der Wert von h auf dem Intervall |zy_1, x| ist, dann ist das Integral fab h(z) dz

von h die Summe
n

Z Ck(ZL‘k — {L‘k_l).

k=1
Dieses Integral ist positiv und additiv d.h. es gilt:

/ab(h1+h2)(a:)d:c _ /abhl(a:)d:ch/abhg(:c)dx
/a ) de = 1 / (o) de

b b
h < hy impliziert / h(z) dz S/ hy(z) dz.

AuBlerdem

Wie aus der Mittelschulmathematik bekannt ist, versucht man, das Integral einer allge-
meinen Funktion durch Approximation von oben und unten mit Treppenfunktionen zu
bestimmen:

Definition 6.1 Sei f : [a,b] — R eine beliebige beschrinkte Funktion. Man setzt ff*f(:c) dx
gleich

b
inf{/ h(x)dz : h eine Treppenfunktion mit f < h}

und f:*f(:c) dx gleich
b
sup{/ h(z)dx : h eine Treppenfunktion mit f > h}.

BEISPIELE. Falls f eine Treppenfunktion ist, dann stimmen die Ober- und Unterintegrale
von f iiberein. Falls f die Funktion

{ 1 falls z rational
xTr —

0 falls x irrational,

dann ist das Unterintegral 0, das Oberintegral dagegen 1.

Eine beschrinkte Funktion ist dann Riemann-integrierbar, falls

ab*f(:c) dx = /ab*f(a:) dx.

Der gemeinsame Wert ist dann das Integral von f—geschrieben

/a o) de

Die Definition kann man wie folgt umschreiben:

Satz 6.2 Eine beschrinkte Funktion f : |a,b] — R ist genau dann integrierbar, wenn zu
jedem € > 0 Treppenfunktionen hy und hy existieren mit

b b
hi < f<hy und / ho(z) dx—/ hi(z)dr <e.

Satz 6.3 Jede stetige Funktion ist integrierbar.
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BEWEIS. Sei
a=ty<t;<---<t,=b

eine Partition von [a,b]. Fiir k = 1,...,n setzen wir

=inf{f(x):x € [t;_1, ]} M; = sup{f(x): x € [ti_1, ]}

Wir definieren die Riemann-Summen:

Es ist klar, daf§ f Riemann-integrierbar ist, falls man fiir jedes € eine Partition finden
kann, so daf |S(f) — s(f)| < e fiir diese Partition.
Falls aber f stetig ist, dann existiert fiir jedes € ein §, so daf§ aus |z — y| < § folgt

|f(z) — f(y)] < b; Wiéhlen wir dann eine Partition, so da8 |t; — ¢;_1] < § fiir jedes i,
—a
dann gilt [S(f) — s(f)| <e.

u
Weiters gilt:
Satz 6.4 Jede monotone Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar.
BewEIS. Ubung.
u

Es ist wiederum klar, dafl f + ¢ und [f integrierbar sind, falls f und ¢ es sind. Weiters
ist das integral monoton d.h. f < g fiir integrierbare Funktionen f und ¢ impliziert

I f(x)de < ["g(x) do

Satz 6.5 (Mittelwertsatz der Integralrechnung.) Seien f,h : [a,b] — R stetige Funktio-
nen, wobei h > 0. Dann existiert ein & € [a,b], so dafs

[ rwnear =5 [ wya

BEWEIS. Wir setzen m fiir das Infimum und M fiir das Supremum von f auf dem Intervall.
Es gilt dann:
mh(z) < f(x)h(z) < Mh(z)

m/ 2) dz </ F@)h(z) de < M/abh(:c) do

Damit gibt es ein 1 € [m, M], so daB

/a ’ F@)h(z)de =7 / b h(z) dz.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt, dafi n = f(¢) fir ein £ € [a, b].

und damit
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Sei jetzt I ein Intervall (offen, halb-offen oder geschlossen), das den Punkt a enthélt. Falls
f I — R, dann heifit die Funktion

F:x»—>/jf(t)dt

eine Stammfunktion von f. (N.B. Falls b < a, dann definiert man fab fl@)de =— [ f(z)d
Der Name hat seinen Ursprung in der Eigenschaft, die im folgenden Satz erwahnt wird:

Satz 6.6 [ ist (stetig)-differenzierbar und es gilt F' = f.

BEWEIS. Sei x( ein Punkt aus [a, b]. Wir berechnen

1 :L'Q+h
lim E(F(xo + h) — F(xp)) = lim — /

h—0 h—0 h

Nach dem Mittelwertsatz bekommen wir

lim — f (&n)-h,

h—0 h
wobei &, zwischen zy und x¢ + h liegt. Es ist klar, daf der Grenzwert f(zo) ist.
]

Allgemein heifit jede Funktion F' mit der Eigenschaft F’ = f eine Stammfunktion von f.
Allerdings gilt: Seien F; und F, Stammfunktion von f. Dann ist F; — F5, eine konstante
Funktion (entscheidend hier ist die Tatsache, dafl der Definitionsbereich ein Intervall ist).
In anderen Worten f; f(t)dt ist, bis auf eine Konstante, die einzige Stammfunktion von
f. Manchmal schreibt man [ f fiir eine Stammfunktion von f.

Satz 6.7 (Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung.) Sei f : I — R eine
stetige Funktion mit Stammfunktion F'. Dann gilt fir alle a,b € I,

/ f(x)dx = F(b) — F(a).

BewErs. Ubung.
]

Wir haben daher folgende Methode, um fab f(x) dz zu bestimmen. Finde eine Funktion
F mit f als Ableitung. Dann ist der Wert des Integrals F(:E)}Z (= F(b) — F(a)).

Satz 6.8 (Satz tiber partielle Integration.) Seien f und g stetige Funktion mit Stamm-
funktionen F' und G. Dann ist FG — [ fG eine Stammfunktion fiir Fg d.h.

/ " Fg(t) dt = F(2)G(x) — / "G di

Die Substitutionsregel. Sei ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar und f : I — R stetig
mit ¢([a,b]) C I. Dann gilt:

b #(b)
/ Floo)dOdi= [ i) ds

(a)



6 DAS RIEMANNSCHE INTEGRAL 39

BEWEIS. Dies folgt aus der Kettenregel. Denn falls F' eine Stammfunktion von f, dann
ist (F o ¢).¢' eine Stammfunktion fiir f o ¢.

Aufgaben

Aufgabe 104. Berechne folgende Integrale:
b bq b
/ % dx, / —dx, / sinx dx.
a a x a
Aufgabe 105. Berechne Stammfunktionen fiir

1 1
cosT, expa, ; :
P V=22 1+a?

Aufgabe 106. Berechne Stammfunktionen fiir

d
z*, €, sin(lz), sinh(lz), .
T

Aufgabe 107. Berechne die unbestimmten Integrale

dx

/fﬁa)j;ix /axdib, /tanxda;, /sec(x)dx, /\/%72) /m

Aufgabe 108. Zeige, wie man eine Stammfunktion fiir jede Funktion der Gestalt x—}ra
bzw. m berechnen kann. Zeige damit, wie man mit Hilfe von Bruchdarstellungen
jede rationale Funktion explizit integrieren kann.

Aufgabe 109. Berechne Stammfunktionen fiir

cosaxsin fr, Va®— a2,

1
NCEDIED)

Aufgabe 110. Berechne mit Hilfe der partiellen Integration:

/ 2™ du, / e dr, / e sin bx dx, / sin” x cos" x dx.

Aufgabe 111. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit von beschrénkter Variation, falls

K > 0 existiert, sodafl
n—1
Z |f(@ip1) = f(@)| < K
k=0

fiir jede Partition a = xg < x1--- < x, = b. Das kleinste solche K heifit die Variation
von f (geschrieben Var (f)). Zeige:
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jede monotone Funktion ist von beschrankter Variation; falls f von beschrank-

ter Variation ist, dann ist die Funktion
z — Var (fg.])

monoton steigend;

jede Funktion von beschrinkter Variation ist die Differenz von zwei monoton-
steigenden Funktionen;

es existieren nicht stetige Funktionen von beschréankter Variation;

falls f stetig und von beschrankter Variation, dann ist die Funktion
z = Var (o)

stetig.

7 Konvergenzkriterien (uneigentliche Integrale)

In diesem Kapitel betrachten wir unendliche Reihen )7 | a,, wobei (a,) eine Folge von
reellen Zahlen ist. Die Reihe konvergiert gegen s (oder s ist die Summe der unend-
lichen Reihe), falls s,, — s, wobei s,, die n-te partielle Summe Y ,_ ay ist. Fiir Reihen
hat das Cauchykriterium folgende Gestalt:

Satz 7.1 > 7 a, konvergiert genau dann, wenn gilt: Zu jedem € > 0 existiert N € N,
so dafs

m

>

k=n+1

< € fiir alle m > n > N.

Falls die Reihe nicht konvergiert, dann sagt man, daf} sie divergiert.

Falls die a, nicht-negativ sind, dann ist die Folge der partiellen Summen monoton-
steigend. Damit gibt es in diesem Fall nur zwei Moglichkeiten:

entweder sind die partiellen Summen beschrinkt und die Reihe konvergiert;

oder die Summen sind nicht beschriankt und die Reihe divergiert. (Man schreibt

dann manchmal ) a, = 00).

Man sieht sofort, daf eine Reihe Y > | a, nur dann konvergieren kann, wenn a, — 0.

Denn
Qp = Spy1 — Sn — S —5=0.

Es gibt aber divergente Reihen ) >° | a,,, mit a,, — 0.

L. . . . . .
BEISPIEL. Y — divergiert. Denn wir kénnen die partiellen Summen s,x+1 von unten wie

folgt abschétzen:

2k+1
11 1 1
Sok+1 = 1—|—§—|—(§—|—Z)+...+( § E)
m=2k+4+1
1
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Damit sind die partiellen Summen nicht beschrankt.

1
BEISPIEL. Die Reihe > 7 | — konvergiert fiir alle natiirlichen Zahlen k > 1.
n

Wir zeigen dies fiir den Fall £ = 2. Fiir den allgemenen Fall, siche unten. Wir haben die
Abschéitzung:

2k+171 1 1 2k+1,1
= = ltptgp ot 2 5
n=1 n=2k
k or
< < 2.
- Z (27’)2 —
r=0

BEMERKUNG. Es gilt sogar
I 2 i I mt
n2 67 4=at 90

(siche unten (Kap. IX) oder die Vorlesung: “Funktionentheorie”).

n=1

Wir bringen jetzt einige Kriterien fiir die Konvergenz bzw Divergenz von Reihen:
Leibnizsches Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen
Sei (a,) eine monoton fallende Folge von positiven Zahlen mit lim a,, = 0. Dann konver-

giert die Reihe Y > (—1)"a,,.
BEWEIS. Fiir die partiellen Summen s; gilt:

So 18t monoton fallend;
Sor_1 ist monoton steigend;
Sok—1 < Sok-
Daraus folgt: L = limy, s9,, und L' = limy, Sop_1 existieren. Aulerdem gilt:
L — L' =lim sg; — lim 89,1 = lim(Sg, — Sox_1) = lim ag; = 0.

Daraus folgt leicht, dal die Reihe konvergiert.

konvergiert. (In der Tat ist der Grenzwert In2).

(="

BEISPIEL. 7,

Definition 7.2 Die Reihe >~ | a, heifit absolut konvergent, falls Y >, |a,| konver-
giert.

Es folgt aus dem Cauchyschen Konvergenzkriterium, dafl die Reihe dann konvergiert.

Denn
n n
D <) .
k=m k=m

1
Das Beispiel ), (—1)"— zeigt, daB eine Reihe konvergent sein kann, ohne absolut kon-

vergent zu sein. Wir reden dann von einer bedingt konvergenten Reihe.

Majorantenkriterium. Sei ) ¢, eine konvergente Reihe mit nicht negativen Glie-
dern. Dann konvergiert die Reihe > 7 | a,, falls die Folge (a,) von (¢,) majorisiert wird
(d.h. |a,| < ¢, fiir jedes n).
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BEWEIS. Es gilt dann
n n
2 al <D e
k=m k=m

Damit ist das Konvergenzkriterium von Cauchy erfiillt.

]
Da die Konvergenz oder Divergenz einer Reihe nicht beeinflufit wird, wenn man endlich
viele Glieder verdndert, geniigt die Bedingung: Es existieren N € N ;und K > 0, so dafl
la,| < Kec,, fallsn > N.
Aus dem letzten Satz folgt das folgende Kriterium:

Vergleichskriterium. Seien (a,) und (b,) zwei Folgen mit positiven Glieder. Falls [ > 0

a
existiert, so dafl b—" — [, dann gilt: > a, konvergiert <= ) b, konvergiert.
n

BewEIS. Ubung.

]
Quotientenkriterium. Sei > a, eine Reihe mit nicht-verschwindenden Gliedern. Es
gebe ein A mit 0 < A < 1, so dafB3

Ap+y1
G,

< )\ fir alle n.

Dann konvergiert die Reihe (absolut).
BeEWEIS. Es folgt leicht aus der Voraussetzung, dafl man die Reihe durch eine (konvergie-
rende) geometrische Reihe majorisieren kann.

"
Wurzelkriterium. Sei 3" a,, eine unendliche Reihe und es gelte: lim |a,|'/™ = ), wobei
A < 1. Dann ist die Reihe (absolut) konvergent.
BEWEIS. Wiederum kann man die Reihe mit einer geometrischen Reihe majorisiern.

"

BEMERKUNG. In der Tat reicht die Bedingung limsup, lan|'/™ = X < 1 fiir die Konver-
genz. Ahnlich geniigt die Bedingung:

Ant1
Qn,

<1

lim sup

beim Quotientenkriterium.

BEISPIELE.

n2
LY ™, P konvergiert (Quotientenkriterium).

an+1

1
II. Y —. Wir wissen, dafl diese Reihe divergiert. Es gilt aber < 1 fiir jedes n
n

n

1/n

bzw. |a,|'/™ < 1 fur jedes n.

1 1
III. Die Reihen }_ — und ) — zeigen, dafl die Quotienten- und Wurzelkriterien keine
n

Information liefern, wenn die entsprechenden Limiten gleich 1 sind.

Divergenzkriterien: Analog zu den obigen Kriterien, gibt es welche, die Divergenz be-
stimmen. Wir erwdhnen drei davon:
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Satz 7.3 Fulls die Reihe ), a, von nicht negativen Gliedern divergiert, dann auch ), by,
falls b, > a,, fiir jedes n.

Falls die Reihe ), a, die Bedingung lim
die Reihe.

Falls die Reihe ) a, die Bedingung lim \an\l/" — [ erfillt, wobei | > 1, dann divergiert
die Reihe.

— | erfillt, wober I > 1, dann divergiert

An4-1
a

n

Satz 7.4 Sei) - a, absolut konvergent. Dann konvergiert jede Reihe, die aus der Reihe
durch Umordnen entsteht, und zwar gegen die gleiche Summe. Genauer: Fiir jede bijektive
Abbildung o : N — N konvergiert die Reihe Y " | Gom) gegen a =y . ay.

n=1

BEWEIS. Sei € > 0 gegeben. Wir wihlen N; so, daB >~ |a,| < €, wenn n > Nj. Sei
dann N so, dal {c(1),...,0(N)} D {1,..., Ni}. Es gilt dann fiir m > N

m m Ny Ny
Zaa(k) —a| < Zaa(k) _Zan + Zan_a’
k=1 k=1 n=1 n=1

< Z lan| + € < 2e.

n=N1+1
|

Fiir bedingt konvergente Reihen gilt dieser Satz nicht. In der Tat kann man jede solche
Reihe so umordnen, das sie divergiert oder gegen jeden willkiirlichen Wert konvergiert!!
Denn sei ) a,, eine Reihe. Wir zerlegen diese in die Differenz von zwei Reihen mit nicht-
negativen Elementen Y a und Y a,,, wobei

+_{ a, (a,>0)

0 sonst

bzw.
—a, (a, <0)

a =
" { 0 sonst.

Man sieht leicht, dal > a, genau dann absolut konvergent ist, wenn diese zwei Reihen
konvergieren. Andererseits divergieren beide , falls > a, bedingt konvergent ist. Sei jetzt
L eine willkiirliche Zahl. Man konstruiert eine Umordnung, die gegen L konvergiert wie
folgt. Zunéchst wihlt man geniigend viele positive Glieder, dafi die Summe grofler als L
wird. Dann nimmt man negative Elemente, damit die Summe wieder kleiner als L wird
USW.

Beziiglich des Verhaltens von Reihen gegeniiber den algebraischen Operationen gilt:

Satz 7.5 Falls die Reihen ) a, und ) b, konvergieren, dann konvergiert auch die
Summe ), (a, +by,) (natirlich gegen Y an+ >, by).

Falls Y7 a, und Yy " b, absolut konvergent sind, dann ist auch Y > ¢, (mit ¢, =
> itj—n @ibj) absolut-konvergent. Aufierdem gilt:

e (55

n=1
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BEWEIS. Seien a und b die Summen der entsprechenden Reihen bzw. A und B die Summen
der Reihen der Absolutbetrige. Wir zeigen lim,,_, Zzo:l ¢, = ab. Wahle N so, daf

(oo ar) Oh_o br) — ab| < € fiir n > N;
Y ore lak| < e fir n > N;
Y ore bk < e firn > N.

Dann gilt, fiir n > 2N,

n

ch—ab

k=0

<e(l+A+B).

BEISPIEL. (Die Exponentialreihe.) Betrachte die Reihe ) ) — T Ausdem Quotientenkri-
n!

terium sieht man leicht, daf§ die Reihe fiir jedes x € R konvergiert, und zwar absolut. Wir

schreiben exp z fiir die Summe. Insbesonders, e = exp(1) = > 7  — ist die Eulersche
n!

Zahl.

Aus der Formel fiir das Produkt von zwei absolut-konvergierenden Reihe berechnet man
den

Satz 7.6 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion.) Fir z,y € R gilt:

exp(z + y) = exp(x). exp(y).

l‘
BEWEIS. Sei a; = -
)

Daraus folgen einige Eigenschaften der Exponentalfunktion:

fir z € R, gilt expx > 0;

exp(—x) = (exp(w))
expn = e" fir n € Z.

Weitere Beispiele von Funktionen, die man mit Hilfe von geeigneten Reihen definieren
kann sind:

Die trigonometrischen Funktionen: Wir definieren:

> L 2k
cosr = Z(—l) o]

k=0

s 2k 41

sinx = Z 2k:+1)

k=0

Die Reihen konvergieren absolut fiir jedes z € R (Quotientenkriterium). Aus der Defini-
tion sieht man unmittelbar, dafl
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cos0=1,sin0=0;

cos(—x) = cosz, sin(—x) = —sin x;
cos(x + y) = cosx cosy — sin x sin y;
sin(z + y) = sinx cos y + cos z sin y;

cos?(z) + sin’(z) = 1;

) . Tty . T—Y
sinz — siny = 2 cos sin ;
2 2
LTty L r—y
CcoST — Ccosy = —2sin 5 sin 7

BEWEIS. (1) und (2) sind trivial. (3) und (4) beweist man mit Hilfe der Cauchyproduktes,
wie bei der Funktionengleichung der Exponentialfunktion. Da wir spéter einen einfacheren
Beweis geben werden, verzichten wir hier auf die Komputation. (5), (6), (7) folgen aus (3)

und (4).

Weitere trigonometrische Funktionen: Mit Hilfe der Funktionen sin und cos kénnen
wir folgende weitere trigonometrischen Funktionen definieren:

sin x
tanx = oS ;
(@) = —
cosec (z) = :
sinz’
COS T
cotan (z) = e
1
sec (x) = p———

Selbstverstéandlich sind diese Funktionen nur fiir die « definiert, fiir die die entsprechenden
Nenner ungleich Null sind.

Die Eigenschaften dieser Funktionen kann man aus den entsprechenden Eigenschaften von
sin und cos ableiten. Z.B. gilt folgende Summenformel fiir tan:

tanz + tany

t =
an (v +y) 1 —tanztany

Uneigentliche Integrale:

I. Integrale mit unendlichen Integrationsgrenzen: Sei f : [a, 00— R eine beschrinkte
Funktion. Falls

lim ' f(x)dx

Cc— 00 a

existiert, ist das Integral faoo f(z) dz konvergent und wir definieren

/OO f(z)dx = lim cf(:z:) dx.

c—00 a

Ahnlicherweise definieren wir die Existenz und den Wert von ffoo f(z)dx bzw.
Jg f(2) dz fiir eine Funktion f, die auf | — 0o, a] bzw. auf R definiert ist.
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I1. Integrale, wobei der Integrand Singularititen hat bzw. nicht beschréankt ist. Sei etwa
f :]a,b] — R so, daB fiir jedes € > 0, die Einschrinkung der Funktion auf [a + €, b]
beschrankt und integrierbar ist. Falls

b
lim f(z)dx

e—0+ ate

/ @)

Wir bemerken hier, dafl es Kriteria fiir die Konvergenz und Divergenz von uneigentlichen
Integralen gibt, die analog der obigen Kriteria fiir Reihen sind. Weiterhin unterscheidet
man zwischen absolut-konvergenten und bedingten konvergenten Integralen. Z. B. konver-

sinx
S ’ dx

existiert, setzt man den Wert von

gleich dem Limes.

giert das uneigentlich Integral fooo % dx (sein Wert ist g—siehe Ubungen). fooo
dagegen divergiert.

BEISPIELE. Betrachte die Integrale

und )
1
— dx.
0o ¢
Das erste Integral konvergiert genau dann, wenn o > 1, das zweite wenn o < 1.

Integralkriterium fiir die Konvergenz von Reihen. Sei
f:[l,o[= R

eine nicht negative, monoton fallende Funktion. Dann konvergiert die Reihe >~ f(n)
genau dann, wenn das uneigentliche Integral

/ f(x)dx
1
konvergiert.

BeEwEIS. Daf3 die Konvergenz des Integrals diejenige der Reihe impliziert, folgt aus der

Tatsache, daB 32~ f(n) das Integral einer Treppenfunktion ist, die von f majorisiert

wird. Andererseits ist >, f(n) das Integral einer Treppenfunktion, die f majorisiert.
n

1 1
BEISPIELE. Die Reihe )7 | —. Mithilfe des Satzes kénnen wir sofort ableiten, da§ )~ —
ne ne

konvergiert fiir « > 1 und divergiert fiir o < 1.

Aufgaben

Aufgabe 112. Fiir welche x € R konvergieren die Reihen
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Aufgabe 113. Zeige:

> k+3 - 1
Zk )(k+2) ZQk: S

k=1

Aufgabe 114. Welche der folgenden Reihen konvergieren?

o o n o
Zl+n4’ Zl+n4’ Z 1/n

n=0 n=0 n=1

Aufgabe 115. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

falls Il < 1, dann konvergiert ) a,; falls a,, —b, — 0 und > b, konvergiert,

Qn

dann konvergiert auch ) a,;
falls > a,, konvergiert, dann konvergiert auch > a?;
falls 3~ a? konvergiert, dann konvergiert auch > a,;

falls apyq1 + -+ + ag, — 0, dann konvergiert Y a,,.

Aufgabe 116. Zeige:
S
“n(n+1)...(n+k) klk

n—

Aufgabe 117. Zeige

_ n n+1
Zl ra’ ! = 1-(n —(i_llzxx)j o (x #1).

Fiir welche x konvergiert die unendliche Reihe Y 02 ra™ '?

Aufgabe 118. Sei k die Summe der unendlichen Reihe > 7 15 L Zeige:

11 3
4 oo+ =+ =k
tmtest T

Aufgabe 119. Fiir welche a, b, konvergiert die Reihe

(a—10b)+ (a®> = b*) + (a®> = b*) +...7
Aufgabe 120. Sei f eine nicht-negative, monoton fallende Funktion von R, — R. Zeige:
>0, f(n) konvergiert <= Y >, 2" f(2") konvergiert. (Cauchy Verdichtungssatz).

1
n®lnn

Aufgabe 121. Beniitze die letzte Aufgabe, um die Konvergenz der Reihe )

untersuchen.

zu
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Aufgabe 122. Fiir welche x konvergiert die Reihe

Z <a+Z—1)xn?

Aufgabe 123. Fiir welche x konvergiert die Reihe

Za(oH—l)...(a—l—n—1)6(6+1)...(6+n—1)xn?
ny(y+1)...(y+n—-1) '

Aufgabe 124. Formuliere eine Version des Vergleichkriteriums fiir die Konvergenz von

Reihen, die fiir uneigentliche Integrale giiltig ist.

Aufgabe 125. Zeige: Das uneigentliche Integral fooo M ge ist bedingt konvergent.
x

* sinx T
de = —.
0 x 2

(Differenziere den Ausdruck F(y) = [;° e ™2 dx bezgl. y).

Aufgabe 126. Zeige:

Aufgabe 127. (Kriterium von Raabe) Zeige: Falls
B

<1-%
n

an+1

)

G,

wobei § > 1, dann konvergiert die Reihe ) a, (asolut).

8 Konvergenz von Funktionen-Folgen und -Reihen

Definition 8.1 Sei (f,) eine Folge von Funktionen von D C R in R. Wir sagen, dafs
fn» punktweise gegen eine Funktion f konvergiert, falls gilt: f,(z) — f(z) fir jedes
reD.

Dies ist der natiirliche Konvergenzbegriff fiir Funktionen. Allerdings, wie wir sehen werden,
ist fiir viele Zwecke ein subtilerer und stérkerer Begriff unerléaflich:

Definition 8.2 Seien (f,,) und f wie oben. Dann gilt: f, konvergiert gleichméfig gegen
f, falls: Zu jedem € > 0 existiert ein N, so daf | f.(z) — f(z)| < € fir alle x € D und alle
n > N.

BEIsPIELE. Es ist klar, dafl jede gleichmé&fig konvergente Folge punktweise konvergiert.
Die folgenden sind Beispiele von Folgen, die zwar punktweise konvergieren, nicht aber
gleichméBig.

folz)=2" (0<x<1).

_n (0 <r< %)
fal(z) = {0 =0 oder = E]%a 1]).

Die Definition von gleichméfliger Konvergenz kann man folgendermafien umschreiben:
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Definition 8.3 Se:i f eine beschrankte Funktion auf D. Wir definieren
[ flloc = sup{|f(z)| : x € D}.

Falls f unbeschrdnkt ist, dann setzen wir || f||e = 00.
Satz 8.4 f, konvergiert genau dann gleichmdf$ig gegen f, wenn gilt:
1o = fllc =0

Satz 8.5 Sei (f,) eine Folge von stetigen Funktion auf D, die gleichmdfig gegen f auf
D konwvergiert. Dann ist [ stetig.

BEWEIS. Fixiere einen Punkt ¢ aus D und € > 0. Es gibt ein N € N mit || f, — fl < 3,
fallsn > N. Da fy stetig, existiert ein 6 > 0, so daf8 | fx (z) — fn(w0)| < 5, falls [ —zo| < 4.
Es gilt dann, fir |z — x| < 4,

|f (@) = fwo)| < [f(x) = ()] + [fn(2) = (o) + [ fa(20) — flao)] < e

Konvergenzkriterium von Weierstraf3. Sei f,, : D — R eine Folge von Funktion auf
D mit der Eigenschaft, daB8 > || ful/cc < co. Dann konvergiert die Reihe ) f,, absolut
und gleichméflig gegen eine Funktion f. Daher gilt: Falls jedes f,, stetig ist, dann auch f.
BewEIS. Ubung.

Potenzreihen: Eine Potenzreihe ist eine Funktionenreihe der Gestalt

oo
an(x — 20)".
n=0
Um die Schreibweise einfach zu halten, werden wir meistens annehmen, dafl xq = 0.
Typische Beispiele sind die Reihen, die wir verwendet haben, um die Exponentialfunktion
bzw. sin und cos zu definieren.

Satz 8.6 Sei ) - a,z" eine Potenzreihe, die fir xo # 0 konvergiert. Dann konvergiert
die Reihe absolut fiir jedes x mit |z| < |zo|. Auflerdem konvergiert die Reihe gleichmdfig
auf jedem Intervall der Form [—a,a] mit a < |xo|. Damit ist die Funktion

o)=Y ana”

auf | — |xol, |o|| definiert und stetig.

BEWEIS. Da ) a,xj konvergiert, ist die Folge (a,xf) beschrankt. Sei K > 0 so, da8
la,xy| < K fiir jedes n.
Fiir die Reihe > a,2z"™ mit |z| < |z¢|, kann man den Term a,z" wie folgt abschétzen:

xn
an | — )z
Lo

Damit konvergiert die Reihe absolut (Vergleich mit einer geometrischen Reihe).
Der Beweis der zweiten Behauptung ist dhnlich.

n

K.

|anxn| =
Lo
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Definieren wir

R =sup{z >0: Z a,x" konvergiert },
so gilt: > a,x™ konvergiert fiir jedes  mit |x| < R. AuBerdem ist die Konvergenz absolut
und gleichméBig auf jedem Intervall [—a,a] mit a < R. Fir |z| > R divergiert die Reihe.
(Fir den Fall |z| = R bekommt man i.A. keine Auskunft).
R heifit der Konvergenzradius der Reihe. Aus dem Wurzelkriterium bekommt man die
folgende explizite Formel fiir R:

1

" lim sup,, |a, |/

Beispiele von Potenzreihen: Wir haben schon die Potenzreihendarstellungen von exp,
sin und cos kennengelernt. Weitere Beispiele sind:
die binomische Reihe

= [«
1 = " (-l<zx<l,aeR
rer =3 (7)o (rer<iacm
bzw. die hyperbolischen Funktionen:
o0 x2m+1
inhx = e —
i mzo(gmﬂ)!
& me
coshx:mzzom.

Satz 8.7 Sei (f,) eine Folge von stetigen Funktion auf |a,b], die gleichmdifSig gegen f
konvergiert. Dann gilt:

b b
/ flz)dx = lim [ f,(z)dz.

BEWEIS. Die Aussage folgt sofort aus der Abschiatzung:

/ab f(z)dx — /abfn(a:) dx

Die oben angefiihrten Beispiele zeigen, daf eine dhnlich Aussage fiir punktweise Konver-
genz nicht giiltig ist.

< (b=a)[lf = fallo:

Satz 8.8 Sei (f,,) eine Folge von stetig differenzierbaren Funktionen auf [a,b], die punkt-
weise gegen f konvergiert. Weiters sei die Folge (f)) der Ableitungen gleichmdflig kon-
vergent. Dann gilt: f is (stetig)-differenzierbar und

F'(x) = lim_fi ()
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BEWEIS. Wir setzen g = lim f! und fixieren x € [a,b]. Wir haben die Beziehung:

hle) = i)+ [ 16

Wir lassen n gegen oo gehen und bekommen

Da g stetig, gilt:

BEISPIEL. Das Beispiel
falz) = - sinng
zeigt, daf eine Funktionenfolge gleichméfig konvergieren kann, ohne dafl die abgeleiteten

Funktionen konvergieren.

Aus diesem Satz folgt:

Korollar 8.9 Sei )"~ a,z" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius R. Dann
ist die Funktion f : x v~ > 7 a,z" auf |-R, R[ (unendlich oft) differenzierbar und es

qgilt:
(o.0]
= Z na,x" 1.
n=1

BEWEIS. Der Konvergenzradius der Reihe Y na,x" ! stimmt mit dem von Y a,z" iibe-
rein (warum?)
"

Taylor Entwicklungen: Wir kehren zuriick zum Thema der Taylorentwicklungen. Wir
erinnern daran, daf eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion auf dem Intervall 1
die Darstellung

/ a (n) a
f(z) = f(a) + fl)(x—a)jL +fn'<)(:c—a)”—|—Rn+1(a:)
FI(E)
hat, wobei a ein Punkt im Inneren von [ ist. Hier hat das Restglied die Gestalt ' (x—
n!

a)™*1)_ In der Praxis interessiert man sich fiir Abschitzungen des Restgliedes. Daher ist
die folgende Formel fiir R, oft niitzlich:

Satz 8.10 Es gilt:

Royi(z) = % / m(a: — )" fOH (1) dt.
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BEWEIS. Induktionsbeweis:
n = 1: Es gilt

f@) =@+ [
n —1 — n: Es gelte

Roz) = — ; / “(o = 1) () .

(n—1

Mit partieller Integration, sieht man, dafl

a

Ro(z) = —f® (t)w I+ /m Mf(nﬂ)(t) dt

n! n
") (g T (x—t)"
= B [EL e
f"(a)

= T @—a)"+ Ru(2).

BEMERKUNG. Man sieht sofort, daf§ das Restglied die Wachstumsbedingung

lim Lnﬂ(x) =
r—a (l‘ — a,)n

erfullt.

Definition 8.11 Sei f : I — R eine unendlich oft differenzierbare Funktion, a € I.
Dann heifst

n!

o [ (a) n
Ty() =) (z —a)
n=0
die Taylor-Reihe von f.

Zunéchst machen wir keine Aussagen, die Konvergenz dieser Reihe betreffend. In der Tat
kann passieren

dafl die Reihe nicht konvergiert (aufler im Punkt a, wo sie ja immer konver-
giert);

daBl die Reihe konvergiert, aber nicht gegen f.

B e~ (x #0)
f(:v)—{ 0 (z=0).

Die Taylor-Reihe dieser Funktion ist die Null-Reihe ), 0.2".

BEISPIELE.

Natiirlich ist dieses Beispiel eher pathologisch. “Normalerweise” konvergiert die Taylor-
Reihe, und zwar gegen f. Zum Beispiel: Ist eine Funktion als Potenzreihe Y 7 a,(z —a)"
in der Nédhe von a defiiniert, dann konvergiert die Taylor-Reihe von f um a gegen f.
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Aufgaben

Aufgabe 128. Seien (f,,) und (h,) gleichméBig konvergieriende Funktionenfolgen. Zeige:
a) Es gilt nicht i.a. da f,g, gleichméBig konvergent ist;
b) Falls (f,,) und (g,) zusétzlich gleichméfig beschriankt sind, dann gilt: f,, g, konver-
giert gleichméBig.

Aufgabe 129. Sei (f,,) eine Folge von stetigen Funktion auf [0, 1], die punktweise gegen
f konvergiert. Zeige: Die Konvergenz ist genau dann gleichméfig, wenn gilt: f ist stetig
und (f,,) ist gleichgradig stetig.

Aufgabe 130. Beweise den Satz von Dini: Sei (f,,) eine Folge von stetigen Funktionen auf
[0, 1], die punktweise gegen eine stetige Funktion f konvergiert. Falls die Folge monoton
fallend ist (d.h. f,41 < f, fiir jedes n), dann ist die Konvergenz gleichméBig.

Aufgabe 131. Sei (g,) eine monoton-fallende Folge von Funktionen auf [a, 0], die gleichméBig
gegen 0 konvergiert. Zeige: Die Reihe Y (—1)"g, konvergiert gleichmiflig.

Aufgabe 132. Sei (g,) eine gleichméfig beschrankte, monoton-fallende Folge von Funk-
tionen auf [a, b], bzw. Y f, eine gleichmifig konvergierende Funktionenreihe. Zeige: Die
Reihe > fng, konvergiert auch gleichméafig.

Aufgabe 133. Sei (a,) eine positive, monoton-fallende Folge. Zeige: Die Reihe > a,, sin nx
konvergiert genau dann gleichméfig auf R, wenn na,, — 0.

Aufgabe 134. Es konvergiere die Reihe > a,,. Zeige: Die Dirichlet-Reihe > a,n~* kon-
vergiert gleichméBig auf [0, col.

9 Fourier-Reihen

Definition 9.1 Seien f und g etwa stickweise-stetige Funktionen auf dem Intervall [a, b].
Wir definieren das Skalarprodukt (f|g) von f und g wie folgt:

b
(o) = [ Flalgta)da.
Es gilt (vgl. die Vorlesung “lineare Algebra”):

(flg) = (glf) (cflg) = c(flg) (fir+ folg) = (filg) + (f2lg)

fiir Funktionen f, g, fi, fo und reelle Zahlen c.
AuBerdem ist (f|f) > 0, falls f # 0. Damit definieren wir

1= v (f1F)-
Es gelten dann folgende Ungleichungen:
[(F19)] < £ 1llg]l (Cauchy-Schwarz Ungleichung)

und
If+ gl < IFIl -+ llgll (Minkowski-Ungleichung).
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Definition 9.2 FEine Folge (¢,,) von stetigen Funktionen auf [a, b] heifit orthogonal, falls
gilt: (¢m|pn) = 0, wenn m # n. Die Folge ist orthonormal, falls zusdtzlich: ||¢,|| = 1
fiir jedes n.

BEISPIELE. Beispiel Die Folge (¢,,) ist orthonormal auf [0, 27], wobei

1 CcoS Nx sin nx

bo(7) = —=, ¢an-1(x) = T Pon () = NG

Falls (¢,) ein orthonormales System ist und f Riemann-integrierbar ist, dann ist die Reihe

(n=1,2,...).

ch¢n wobei ¢, = (f|¢n)

n

die Fourier-Reihe von f bezgl. (¢,). Falls (¢,) die Folge der trigonometrischen Funk-
tionen (wie oben) ist, dann sagt man einfach Fourier-Reihe.
Die klassische Fourier-Reihe ist damit

f(z) ~ % + ;(an cos nx + by, sin nx),

21

wobei a, = L [7 f(t) cosntdt, b, = + 0% f(t) sinnt dt.

Die folgende Aussage motiviert diese Definition:

Satz 9.3 Fulls die Reihe ), ¢, ¢, () gleichmdfig auf [a,b] konvergiert, dann ist die Sum-
me eine stetige Funktion mit Fourier Koeffizienten (c,).

BewErs. Ubung.
]

Satz 9.4 Sei (¢,) orthonormal auf [a,b] und sei f stetig mit Fourier-Reihe Y, ca¢n
und mit partiellen Summen s,. Setze

th = Z br o,
k=0

wobei (bg, . .., b,) eine willkiirliche Folge von Zahlen ist. Es gilt:

b b n n
[ 1@ - ta@Pdr = [ 1) de =3 aP + Y o - bl
a a k:O ICZO

Daher gilt:
b b
/|f<x>—sn(x)\2dx§/ |f(x) = to(2)|? de.

BEWEIS. Es geniigt, den Ausdruck fiir fab |f(x) — t,(x)|? dv zu beweisen. Dazu siehe die
Vorlesung “Lineare Algebra”.
]
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Satz 9.5 Seien f, (¢,) und (¢,) wie oben. Dann gilt:

% b
1) Z len|? < / |f(x)|*dx  (Besselsche Ungleichung)
n=0 a
und damit konvergiert die Reihe Y. |c,|?;
2) Es gilt:
0 b
Z len|? = / |f(x)|*dz  (Formel von Parseval)
n=0 a

genau dann, wenn lim,,_, fab |f(z) — sn(x)|*dz = 0.

BewErs. Ubung
| ]

Wir sagen, dal das System (¢,,) vollstindig ist, wenn die zweite Bedingung oben gilt.
Z.B. ist das trigonometrische System auf [0, 27] vollstindig (Beweis unten—siehe auch
Vorlesung Analysis III).

Wir untersuchen jetzt die (punktweise) Konvergenz der Fourier-Reihen von stiickweise-
stetigen Funktionen.

Eine solche Funktion f heifit stiickweise Lipschitz-stetig, falls die Einschrankung von
f auf den Intervallen |a, a;[, Jai, as[, ... Lipschitz-stetig sind (ay, ..., a; sind die Singu-
laritéiten von f).

Satz 9.6 (Das Lemma von Riemann-Lebesque.) Sei f Riemann-integrierbar auf [a,b].

Dann gilt:
b

lim f(z)sin(ax + B)dx =0

a—00 a

fiir jedes B € R.

BEWEIS. Schritt 1: Die Aussage gilt, falls f die charakteristische Funktion X, eines
Intervalles ist (direkte Komputation).

Schritt 2. Die Aussage gilt, falls f eine Treppenfunktion ist. Dies folgt aus Schritt 1 und
der Linearitét des Integrals.

Das Ergebnis folgt jetzt aus 1 und 2 mit einem Approximationsargument.

Dirichlet-Integrale. Wir untersuchen Integrale der Gestalt

6 .
/ o(2) sin ax .
0 :E

Satz 9.7 (Jordan.) Sei g stickweise Lipschitz-stetig auf [0,0]. Dann gilt:

sin ax

lim [ g(x) dr = g(0+).

a—00 0
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BEWEIS. Wir schreiben

P . h . B P .
/ g(t)sm at g — / [(6) — g(0+) sin ot it + g(0+)/ sin at gt +/ g(t)sm at gt
0 0 0 h

t t t t

Nach dem Lemma von Riemann-Lebesgue konvergiert der dritte Term gegen 0, wenn
o — OQ.
Der zweite Term konvergiert gegen

. ha :
' '
lim ¢(0+) / Smto‘ dt = lim g(0+) / %dt: gg(()—i-).
0 0

a— 00 a—00

Der erste Term konvergiert gegen 0, womit der Satz bewiesen ist.
]

Um diesen Satz anzuwenden, verwenden wir folgende explizite Formel fiir die partielle
Summe

Sp(x) = % + Z(ak cos kx + by sin kx)
k=1
der Fourier-reihe von f.
Es gilt ndmlich:

2 /% fla+2t) + fla —2t)sin(@n + 1)t
0

5n() = - 2 sint

BEWEIS. Dies folgt direkt aus der Formel

Wir bezeichnen diese Summe mit D,,(t) (Dirichlet-Kern).
]

Satz 9.8 Sei f stiickweise stetig auf [0,2x]. Dann gilt: Die Fourier-Reihe von [ konver-
giert genau dann an der Stelle x, wenn der Limes

dt

lim
n—oo 7T

2/5 flz+2t)+ f(x —2t)sin(2n + 1)t
; 2 /

fir ein § > 0 ezistiert. In diesem Fall konvergiert s,(x) gegen diesen Limes.

Daraus folgt leicht:

Satz 9.9 Sei f stickweise Lipschitz-stetig auf [0,2x]. Dann konvergiert s,(x) (punktwei-
se) gegen den Wert 3(f(z+) + f(z—)].

BEwEIS. Wir setzen
fx+2t) — f(x —2t)

2

g(t) =

auf [0, 5] und verwenden den obigen Satz.

BEMERKUNG. An der Stellen 0 und 27 konvergiert die Fourier-Reihe gegen %[ f(O+) +
f2m=)].
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Césaro Summierbarkeit der Fourier-Reihe Das Konvergenzverhalten der Fourier-
Reihe wird durch das sogenannte Césaro Verfahren verbessert. Wir definieren

so() +---+sn(x).
n+1

on(7) =

Es gilt dann

o) = 2 /”/2 flz+2t)+ f(z —2t) sin(@ +1)t\? it
(n+1)m Jy 2 sint

(Beweis—Ubung. Man berechnet die Césaro-Mittel K, (t) der Dirichlet-Kerne).

Satz 9.10 (Satz von Fejér.) Sei [ stickweise stetig, dann konvergiert o, (z) fir jedes x

(und die Summe ist wie oben). Die Folge konvergiert gleichmdfig auf jedem abgeschlosse-

nen Teilintervall von [0, 27|\ {a1, ..., a,}. Insbesonders konvergiert die Folge gleichmdfig

auf [0, 27|, falls f eine stetige Erweiterung zu einer piriodischen Funktion auf R besitzt.

Es folgt aus diesem Satz, dafl das trigonometrischen System auf [0, 27] vollstindig ist.
Aufgaben

) (2), wobei fo(z) = (22 —1)". Zeige: (¢,) ist auf [—1,1]

Aufgabe 135. Sei ¢(z) = S
orthogonal. Berechne ¢y, . .., ¢u.

Aufgabe 136. Sei f : [—7, 7] — R gerade. Zeige:

oo

ag

5 + E Q, COS NI,
n=1

wobei a, = % fow f(t) cosnt dt. Was ist das entsprechende Ergebnis, falls f ungerade?

Aufgabe 137. Zeige:

x_ﬁ_zzsmnx (0 <z < 2m)

n=1
x? 7T2+2§:cosnx (0<z<2m)
— =TT - — T T
2 3 — n2 -
Aufgabe 138. Zeige:
> 1n 2n — 1
— O<ax<
nzl o1 O<o<m)

™ cosZn—l
= — — <z < .
x g “2n—1e 0<z<m)
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Aufgabe 139. Zeige:

n
n=1
2 o n
o T (—1)" cosnx
x—§+4; > —nm<z<m)

Aufgabe 140. Zeige:

4 . [cosnx wsinnx
2 2
" =g +4E ( . ) 0<x<2m).

n=1

Aufgabe 141. Zeige:

o0 .
8 n sin 2nx

COSI’:%ZM (0<l’<7T)

n=1

Wias ist der entsprechende Ausdruck fiir sin 27
Aufgabe 142. Berechne die Fourier-reihen (auf [—m, 7]) von x cosz, x sin x.

Aufgabe 143. Berechen die Four-reihen der 2m-periodischen Funktionen In ’sin 5 }, In }cos %}

, In }tang )

Aufgabe 144. Beniitze die Formel von Parseval, um folgende Identitdten zu bekommen:

1 2 1 a4 <1 76
2@ Lwtw 2w o

Aufgabe 145. (Gibbsches Phénomen): Sei f die Funktion 2H — 1 (genauer: Die 27-

periodische Erweiterung der Einschrankung dieser Funktion auf [—m, 7). Zeige:

4 sin(2n — 1)z
V@)= s T T
2 .. sin2nt
b) sp(x) = — ;
) sn(2) 770 sint
¢) Die Funktion s, auf ]0, 7| hat lokale Maxima und Minima an der Stellen z,,, = $%=

(m=1,2,...,2n —1);

d) s, (%) ist ein absolutes Maximum der Funktion;

- sint
©) limy oo s, (35) = 2 [ = dt ~ 1179,
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10 Anhang

10.1 Die Konstruktion der reellen Zahlen

Wir haben gesehen, dafl die Menge Q der rationalen Zahlen einen geordneten Korper
bildet. Wir skizzieren jetzt zwei Methoden, die es erlauben, aus Q einen vollstédndig ge-
ordneten Korper zu konstruieren.

I. Dedekindsche Schnitte (Motivation: Jede reelle Zahl z erzeugt eine Zerlegung

{lyeQ:y<z}bzw. {y e Q:y >z}

von Q in zwei disjunkte Mengen).
Wir definieren: ein Dedekindscher Schnitt ist eine Zerlegung Q = A U B von Q, wobei

A und B disjunkt sind und A # 0, B # 0;
falls x € A und y € B, dann ist = < y;
A hat kein grosstes Element.

Wir definieren R als die Familie der Dedekindschen Schnitte von Q. Man kann dann
zeigen, dafl das soeben definierte R die gewiinschte Eigenschaften hat.

Cauchy-Folgen: (Motivation: Jede reelle Zahl ist der Grenzwert einer (Cauchy)-Folge
aus Q). Man betrachtet die Familie Q, deren Elemente Cauchy-Folgen aus Q sind. Darauf
definiert man eine Aquivalenzrelation ~ wie folgt:

(rn) ~ (8p) <= 15— 8, — 0.

R ist die Familie aller Aquivalenzklassen d.h. Q|..

Wir bemerken, dafl es zweckméfiger ist, diese Konstruktionen zunéchst auf Q. anzuwen-
den (und damit R, zu konstruieren). Es ist dann leichter, die arithmetische Eigenschaf-
ten nachzupriifen. Die Konstruktion von R aus R, ist dann vollig analog dem Ubergang
N — Z und bringt keine weiteren Schwierigkeiten mit sich.

Wir beenden diesen Anhang mit dem Cantorschen Beweis, dafl R {iberabzihlbar ist. Dazu
verwenden wir die Tatsache, dafl jede reelle Zahl x zwischen 0 und 1 eine Dezimalentwick-
lung 0, aqa, ... hat. Wir verwenden einen Widerspruchsbeweis d.h. wir nehmen an, dafl
die Zahlen aus ]0, 1] abziahlbar sind. Wir kénnen sie damit wie folgt auflisten:

111

ry = 0,a7a505 ...
ry = 0,ala3a;...
r3 = 0,aa3a;. ..

(um Zweideutigkeit zu vermeiden, verwenden wir keine Entwicklungen, die mit 99999. ..

enden). Es ist dann leicht, ein Element 0,b}0303 ... zu konstruieren, das nicht auf der
Liste steht, indem man die Diagonale aja3aj . .. entlanggeht und jede Zahl entsprechend
abéndert.

10.2 Logik
10.2.1 Grundbegriffe der Logik

Wir stellen im folgenden einige Begriffe der Logik zusammen, die notwendig sind, um
eine gewisse Abkldrung und Normierung des Gebrauchs der Umgangssprache sowie eine
Stilisierung der Schreibweise mathematischer Sétze zu erreichen.
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Aussagenlogik: Wir verstehen unter einer Aussage ein (schrift-) sprachliches Gebilde,
fiir welches es einen Sinn hat, zu fragen, ob es wahr oder falsch ist. Eine Aussage soll
stets entweder wahr oder falsch (jedoch nichts Drittes, insbesondere nicht wahr und falsch
zugleich) sein (zweitwertige Logik). Es spielt dabei keine Rolle, ob wir tatséchlich festellen
konne, ob eine Aussage wahr oder falsch ist.

Symbole fiir Aussagen: A, B,C, ... oder p,q,7,...

Definition 10.1 A, B seien Aussagen. Dann definieren wir den Wahrheitswert |A| von
A wie folgt:

|A| =W & A ist wahr,

|A| = F :& A ist falsch,

A =B (oder |A| = |B|) & A und B haben denselben Wahrheitswert.

Beispiele fiir Aussagen:

“Paris liegt in Frankreich”, “4 ist eine Primzahl” sind Aussagen. Keine Aussagen sind:
“Wie spit ist es?”, “Komm her!”.

Die “Aussagenlogik” gestattet, aus gegebenen Aussagen A, B neue Aussagen zu bilden,
namlich:

A, (lies “nicht A”), die Negation von A,

AN B, (lies “A und B”), die Konjunktion von A und B,

AV B, (lies “A oder B”), die Disjunktion von A und B,

A = B, (lies “wenn A so B” oder “A impliziert B”), die Implikation von A auf B,

A < B, (lies “A genau dann, wenn B” oder “A édquivalent B”), die Aquivalenz von A
und B.

Diese Aussagen sind definiert durch die folgende “Wahrheitstafel” (das ist eine Tabelle,
in der der Wahrheitswert von Aussagen angegeben wird):

A B -A AANB AVB A=B A< B

W W F W W W W

W F F F W F F

F W W F W W F

F F W F F W W

Zusitze:
Wie die Tabelle zeigt, ist A V B genau dann wahr, wenn wenigstens eine
der beiden Aussagen A, B wahr ist, die Disjunktion “V” entspricht also dem
nichtausschlieenden “oder”.
Bei der Implikation “A = B” nennt man A die Pramisse, B die Konklusion.
Die Implikation ist definitionsgemifl genau dann falsch (siehe Wahrheitstafel),
wenn A wahr und B falsch ist. Im Sinne der Aussagenlogik ist demnach der
in der Umgangssprache als Unsinn empfundene Satz “Wenn der Schnee griin
ist, dann ist Paris die Hauptstadt von England” eine wahre Aussage.

Vereinbarung:

Um Klammern zu sparen, vereinbart man:

“—=" bindet stédrker als “A”, “V7, “=7, ‘o7,

“A”, “V” binden stérker als “=", “&”.

Wir schreiben demnach z.B.

- AN B statt (mA) A B oder AN B = C statt (AAB) = C.
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Definition 10.2 FEine Verkniipfung von Aussagen A, B,C, ..., die unabhdngig von den
Wahrheitswerten von A, B, C, ... stets wahr (falsch) ist, heifft Tautologie (Kontradik-
tion).

Regeln des logischen Schlief3lens

Satz 10.3 A, B,C seien beliebige Aussagen, T sei eine Tautologie und K eine Kontra-
diktion, dann gilt:

a) 7(mA)=A

b) =(ANB)=-AV-B (De MORGANsche Regel)

¢) 7°(AV B) =-AN-B (De MORGANsche Regel)

d) A= B=-(AAN-B)

e) A= B =-B = —A (Kontrapositionsregel)

f) A= B=ANAN-B= K (reductio ad absurdum)

g) A= B=(AN-B=C)AN(AAN-B = —=C) (reductio ad absurdum)
h) (A=B)AN(B=C)=(A=0C)=T

i) A B=(A= B)AN(B=A)

j) (A= B)NA=B=T

k) AN(BVC)=(ANB)V (ANC) (Distributivgesetze)

1) AV(BNC)=(AV B)A(AVC) (Distributivgesetze)
m) (AVB)VC =AV (BVC) (=:AV BVC(C) (Assoziativgesetze)
n) (ANB)AC=AN(BAC) (=1 ANBAC) (Assoziativgesetze)

BEMERKUNG.

Die Beziehungen des voranstehenden Satzes beweist man mit Hilfe von Wahr-
heitstafeln.

Die in voranstehendem Satz zusammengestellten Beziehungen heiflen Regeln
des logischen Schlieflens; sie werden beim Beweis mathematischer Sétze
benutzt.
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Aussageformen und Quantoren:

Definition 10.4 FEine einstellige Aussageform A(...) ist ein sprachlicher Ausdruck
mit einer “Leerstelle” und einer Klasse M wvon Objekten, sodafs gilt: Durch Einsetzen
eines Objektes a aus der Klasse M entsteht eine Aussage A(a). (Statt der Leerstelle kann
auch ein Buchstabe als Platzhaltersymbol stehen.)

Mit Hilfe einer einstelligen Aussageform bildet man die Aussagen

/\ A(a) (Generalisierung)

aeM

\/ A(a) (Partikularisierung),

aeM

deren Wahrheitswert definiert ist durch

a) =W & fir alle a € M ist A(a) wahr

A Ala)

aeM

b) \/ Ala)| =W & es ezistiert ein a € M, so daff A(a) wahr ist.
aceM
BEMERKUNG.

“A” heit Allquantor (A ohne Querstrich, Gedéchtnisstiitze!),

“V7 heifft Existenzquantor. Falls kein Miverstdndnis moglich ist hinsicht-
lich der zugrundeliegenden Klasse von Objekten, schreibt man einfach A, A(A)

und \/, A(a) statt A\, ., A(a) und \/ ., A(a).
Ist A(...) eine einstellige Aussageform mit der Leermenge als zugehoriger
Klasse von Objekten, dann definiert man

/\ A(a)  ist eine Tautologie und

\/ A(a)  ist eine Kontradiktion.
a€l

Satz 10.5 Sei B eine Aussage, A(...) eine Aussageform, dann gilt:
a) 2(N\, A(A)) =V, (-A(a)) (De MORGANsche Regeln)
b) ~(\, A(a)) = A\, (~A(a)) (De MORGANsche Regeln)
¢) BA (A, Aa)) = N\ (B A Aa))
4) BV (A, Al
(

)
a)) =
a))

)
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9) (B=V,Aa)) = V,(B = Ala))
h) [(Aa Ala)) = B] =V, (Ae) = B)
1) (V. Ala)) = B = A, Ala) = b)

Definition 10.6 Eine zweistellige Aussageform A(...",...") ist ein sprachlicher Aus-
druck mit einer “ein-gestrichenen” und einer “zwei-gestrichenen” Leerstelle zusammen
mit zwei Klassen M' und M" von Objekten, sodaf folgende zwei Bedingungen gelten:

1. Durch Einsetzen eines Objektes a aus M’ in die eingestichene Leerstelle von A(...",...")
einsteht eine einstellige Aussageform A(a, . . .”), deren Leerstelle die zweigestrichene
Leerstelle von A(...",...") ist und deren Eisetzungsklasse M" ist

2. Durch FEinsetzen eines Objektes b aus M" in die zwei-gestrichenen Leerstelle von

A(.. ") entsteht eine einstellige Aussageform A(... D), deren Leerstelle die
eingestrichene Leerstelle von A(...",...") ist, und deren Einsetzungsklasse M’ ist.

BEMERKUNG. Drei- und mehrstellige Aussageformen werden analog der voranstehenden
Definition erklért.

Mit einer zweistelligen Aussageform lassen sich durch Kombination von Generalisiertung
und Partikularisierung folgende 8 Aussagen bilden:

/\/\Aab /\/\Aab /\\/Aab \//\Aab
\//\Aab /\\/Aab \/\/Aab \/\/Aab

Dabei ist z.B. die Aussage \/, /\b (a,b) genau dann wahr, wenn es mindestens ein Objekt
a der Klasse M’ gibt, sodaf fiir alle Objekte der Klasse M"” die Aussage A(a,b) wahr ist.
Fiir eine zweistellige Aussageform gelten folgende Beziehungen:

a) /\/\A(a, b) = /\/\A(a, b)
a b b a

8) \V V Ala,b) =\/\/ Ala, )
7) - ( AN\ Ala, b)) =\/\/ ~A(a.b)

5) E ( AV Ala, b)) =\/ A\ ~A(a.b)

Ist A(...",...") eine zweistellige Aussageform, fiir die die erste und zweite Einsetzugsklasse
miteinander tibereinstimmen (M’ = M"” := M), dann schreibt man:

/\ A(a,b) statt /\ /\ A(a,b)

abeM a€M beM
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und

\/ statt \/ \/ A(a,b).

a,be M aeM beM

\//\A(a, b) und /\\/A(a, b)

sind im allgemeinen nicht wahrheitsgleich!

Vorsicht:

64

BEISPIELE. Wir setzen einige der Definitionen bzw. Aussagen der Vorlesung mit Hilfe

dieser Schreibweise um:

Die Folge (z,,) konvergiert gegen z: AoV yen Apsy |70 — 2] <€

Die Folge (f,,) konvergiert punktweise auf [a, b] gegen f:

ANV Alh@-J@l<e

e>0 xe[a b] NeNn>N

Die Folge (f,,) konvergiert gleichméBig auf [a, b] gegen f:

AV N Alh@-J@l<e

e0 NeN xe[a b] n>N

Das Prinzip der mathematischen Induktion:

(/\A :>An+1>

neN

neN

11 Ubungsaufgaben mit Losungsvorschligen

= N\ A(n)

Es folgt eine Liste von Ubungsbeispielen, die nach Themen gegliedert sind. Die numerier-

ten Beispiele sind Routine, die buchstabierten dagegen zum Teil eher anspruchsvoll.
(Bemerkung: Einige dieser Beispiele sind auch im Text integriert.)

Zum Schluf} finden sich einige ausgewéhlte Losungshinweise.

11.1 Ubungsaufgaben
11.1.1 Thema—Funktionen

z+1 t—2
LSl (o) = 5 g = 122

Berechne f(O), f(l)v f(2)7 f(_2)7f (_%)7 f(\/é)
(Das gleiche fiir g und h.)

, h(u) =u® — 1.

2. Berechne h(a), h (1), h(a + 1), 2h(2a) (h wie in 1.).

3. Zeichne den Graph einer “typischenFunktion f auf dem Intervall [0,5]. W&hle zwei

Punkte x1, x5 und zeichne die Punkte

(x1 +x27f (:1:1 +x2)) | <az1 +:c2’ (@) + f(z2)

2 2 2

2

)
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f(x1) ‘;‘ f(x2) = (2£22) by, f(z1) JQF f(x2) <

< f(®E2)? Wie schaut der Graph der Funktion

TR (GRS ()

2
< f (%), fiir jedes Paar xy, 257

Was bedeutet geometrisch die Bedingung;:
f (m-;m) bzw. f('r1> + f('r2>

2
aus, wenn gilt: M
flay) + flwa)
2

> f(xle) bzw.

4. Funktionen einer Funktion (Zusammensetzung oder Verkniipfungen zwei Funktio-
nen): Bestimme y als Funktion von z, wenn

y:zQ7 z:x—i—l;y:\/z—l—l, zztanQ(:c),
(bzw. u als Funktion von w, wenn
u=1v%0v=w+1;u=tanhv,v=+w—1).
5. Sei f(z) = 2% —x, ¢(x) = sin2z. Bestimme f (¢ (%)), o(f(1)). Gilt f(o(z)) =
¢(f(x))?
6. (Implizite Funktionen). Bestimme y als Funktion von z, wenn gilt:
Py =L -h =124y =
(bzw. u als Funktion von v, wenn gilt:

u?+ 0?2 =1;uv=3;u*+uv+1=0).

7. Bestimme den natiirlichen Definitionsbereich der Funktionen:
y=l-lnz;y=n(z+3);y=Vd-21;y= a5y =1—-v1—2a2

8. Eine Funktion f auf R ist gerade, wenn f(t) = f(—t), ungerade, wenn f(t) =
—f(—t). Was bedeutet das geometrisch? (Zeichne den Graph einer “typischen” ge-
raden bzw. ungeraden Funktion.)

Welche der folgenden Funktionen sind gerade bzw. ungerade?

y=a* 222 u=t—1t* 2=2%y=cosx; y =sinz; y =sinz — cosz; y = tan .
9. Die Funktion e” erfiillt die Gleichung

e*tY = e*.e¥. Wir definieren:

coshz :=1(e” + ¢7), sinhz 1= L(e® — 7).

Zeige:

cosh?z — sinh?z = 1;

(cosh(z + y) = cosh z cosh y 4 sinh z sinh y;

sinh(x 4 y) = sinh x cosh y 4 cosh z sinh y).

10. Jetzt definieren wir:

1/ iz —ix 3 1z —ix
cosx = 5 (e +e77), sinz := o (e —e7).
Zeige:
cos? & + sin® x = 1;

(cos(x +y) = cosx cosy — sinxsiny;
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sin(z + y) = sinz cosy + cos xsiny).

(Hinweis: 7 ist die Quadratwurzel von —1. Man rechnet damit genau wie man mit
Buchstaben rechnet, mit der zusétzlicher Information, dass > = —1).

Zusétzliche Aufgaben

A. Berechne f(0), f(1) f(2), f(=2).f (=3). f(V2)
fir f(z) ="72% -2z + 1, f(t) =sinh 7t?, f(e) = €2 + 1.

B. Untersuche (mit Taschenrechner, Mathematica usw.) die geometrische Gestalt (Null-
stellen, Maxima, Minima usw.) der folgenden Funktionen:
e®; Inx; sinx; cosx; tanx; sinhx; coshx; tanha; 22 + 3z + 4; m; |22 — 1;

T -+ + |z — ,{L‘+ — | — ’;;;;; 027 ,l‘+ .
1 1 1 1z1$1x1x1x12x2x2221

r—27 -2 -2 x—27 x—2’

C. Sei ¢(t) = t* + 1. Berechne ¢(t%), (¢(1)).

D. Wie 4. mit
y=2z=Vaths=Vht=u —2Tre=n*—1P, n=".
E. Wie 6. mit

ry=C;2% =5 Inz+In(y +1) =4; 27 (2? - 2) = 2® + 7.

F. Wie 7. mit

y = arcsin(z — 2); y = arccos(l — 22); y = Insinz; y =In, 2; y = (22 + 2+ 1)73/2

G. Was ist f o g, wobei g : x + sin 5

fry—2y/1—y??

H. Falls ¢(x) = i—:, zeige: ﬂz)(;ﬂ(yy)) - 1$—|—_xyy'

I. Falls f(z) =In ;—i’ zeige: f(x)+ fly) = f <f:;yy>.
J. Falls f(x +vy) = f(z) + f(y), zeige:
a) f(0) =0

b) f(nz) = nf(x) (neZ)
c) flre) =rf(x) (reQ)

K. Zeige: sin(—z) = —sinx

cos(—x) = cosx

sin(z +7) = —sinx
cos(x + ) =7

sin(r 4 §) = cosx
cos(x + §) = —sinz
tan(z +y) = 2500

sin2x = 2sinx cosx

cos2x = cos?x —sin’ x
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11.

12.

13.
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3¢ —3sin?xcosx

sin 3z = 3sinz cos? x — sin’

COS 3T = COoS

cosdx =7
sindx =7

sin A +sinB = QSinAJF—BcosA_—B

cos A+ cos B = QCOSAJ'_—BCOSA_—B

cos A — cos B =7

sinh(x 4+ y) =7
cosh(x +y) =7

V 1), arccoshx = In(z + V22 — 1)

arcsinhz = In(z

i T
Zeige: sin 75 7

:ﬁ)

; S N s
(Hinweis: sin § = 3, cos § = %°.

6

11.1.2 Thema—Differentiation

Wir verwenden die folgenden Tatsachen:

ddmx =nz" ! Llng =1 Lev—r 4 d

) dx z’ dx ) dx dx

(f9) =fg+ 19, U/ f) == (fog) =Ffogy, (“F="5 ).

Differenziere die folgenden Funktionen:

y = (2% — 3z + 3)(z* + 2z — 1);

f(@) = 2

u =3t + 27t — 2;
_ (s4+4)2,

V="

1y = x arcsin x;
y = Insin Ve32.

Differenziere die Funktionen:
—_ n 3 .

y = cos” x sin n.x;
a1 .

y = sin" x cos nx;

y = cosh” x sinh nax;

y = sinh™ x cosnz.

+VaT T
Y2(\/34 1), cos & = %(\/g—l),tan%:2—\/§.

~sinr = COST, - COST = —sinx.

d

ay
dx

&8l

67

Zeige: Folgende Funktionen sind Losungen der entsprechenden Diffentialgleichungen:

y=sinz:y" +y=0;
y = sinwx : y" + w?y = 0;
dty 4

= . - . . ] . 4 = .
e bzw. e ™ bzw. cosnx bzw. sin nx : n
dx
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

UBUNGSAUFGABEN MIT LOSUNGSVORSCHLAGEN 68

ou Ou 0?
Berechne 8_Z’ 8—;, 8—:1:1; usw. wobei
u(z,y) =z +y;
u(z,y) = zy;
u(z,y) = 2+ y*

1
u(z,y) = — PR
1
u(z,y) = ————.
(z,y) (22 + y2)°

Zeige: folgende Funktionen zweier Variablen sind Losungen der entsprechenden par-
tiellen Differentialgleichungen:

ou  0%*u

n t) = —n? 2t : 7 .

U, (7,t) = exp(—n-7°t) cosnmw % = 557
82u 82u

n\4, — ] h : I - =0.
U (x y) Ccos nx sinh ny o2 + 8y2

0? 2 o2
U(Jfay, Z) = sin mx cos ny exp(—z m2 + n2) : “ + ¢ + Y = 0.

ox?  0y? 022
Sei p > 1, y > 0. Bestimme das Minimum der Funktion:

p
T xy (x > 0). (Hinweis: Bestimme die geometrische Gestalt der Kurve (Ma-
p

thematica, Taschenrechner) und berechne die Stelle, wo die Ableitung verschwindet).

Sei F(s W f f(z)e **dz.
Was ist F’( )?

Sei F(p) = [;° f(t)e P'dt.
Was ist F '(p)?

Differenziere: cos? x, sin® . Zeige: cos® x +sin? z = 1. Was sind die Ableitungen von
tanz, cot x usw.?

Bestimme die entsprechenden Formel fiir die Ableitungen der hyperbolischen Funk-
tionen sinh z, cosh x, tanh x usw.

Zusétzliche Aufgaben

. Wie 1. mit

w=(t*=3t+3)(t* +2t—1)
e=mn’+6n—27.

. Wie 3. fir

y =sin(narcsinz) : (1 — 22)y” — xy’ +n?y =0
y = eaarcsinx . (1 _ .TQ)y” o xy/ o OéQy =0.
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C. Berechne gradf = <ﬂ a—]yc), wobei f(z,y) = 2? — y?; e* cos y; wy? + 23y

oz’ O
bzw.
of of o : _ 1
(3. 92,52). wobei f(a,,2) = e bow. ay? 4y + 1 bow. —beg

D. Zeige: die Kurvenschar y = cx ist die Losung der Differentialgleichung

W = ¥ bgw. 22 + 2az + y? + 2by = 0 der Gleichung (22 + y?)y" — 2zy” + 2yy” —
ny + 2y = 0.
(Bild!")

E. Bestimme die Differentialgleichungen der Kurvenscharen:
Yy =cx
Y =cr+ \/1—1——02
(14 221+ y)? = ea?
y? —2cx — =0
y=(cx+Inz+1)"!
Yy = cx? + 2
(x—a)? +y* =1
y = ae** + be % + ce®
ax® + by? = 1.
F. Zeige:
sin A cos B = 3(sin(A + B) + sin(A — B))
sinAsinB= 7

cosAcosB= 7
G. Aus y = cosz < = = arccosy und die “Formel” Z—Zj = 4 (fiir eine genauere
dy
. . . . d -1
Behandlung siehe Kap. V, Seite 31 des Skriptums) zeige: iy arccosy = T
d o d _
(4 aresiny = 7, -arctany = 7).
H. diarcsinhx = 7, Larccosh = ?, Larctanhz = ?
i dx dx

[. Sei x = e*. Bestimme die Differentialgleichung von y als Funktion von z, falls IL‘2 & pr
dy _

/ Z 2 / 2z
J. Falls y = ¢(2), zeige Z‘g =¢"(2) (£)" +¢'(2) %5

K. Es gelte: (1—z )d—y —xﬂ = (. Setze: x = cost. Was ist die entsprechende Gleichung

dx?
fiir y als Funktion von t7

L. Falls 1’2% + x;l—i —y=0und z = %, bestimme die Differentialgleichung fiir y als

Funktion von t.

M. Falls 4 de ( @)2 -y (%)2 = 0, bestimme die Differentialgleichung fiir x als Funktion

dx
von .
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N. Sei f(z,y,2) = . Zeige: Af =0.

Ve 2—l—y 22
O. Sei f(z,y) = r"cosnf
g(z,y) = r"sinnb.
Zeige: Af = Ag =0 (r = /2% +y?, 0 = arctan ¥).
P. Zeige: 3 (uv) 3;2’ +odudv 4y, ng

dx dx
( < (uv) 7,

dm3
4 > (wow) = 7
2 u
(3 =7
Q. Zeige, daBl folgende Funktionen Losungen der entsprechenden Differentialgleichung
sind:

y=e sinz; y" — 2y +2y=0
y=xsinz; 22" — 22y + (2> + 2)y = 0
y=ax"t + b 2%y =n(n+ 1)y

y = (arcsinz)?; (1 — 2%)y" —ay’ =2

SC+6 x

y=E—y =1—y?

da? *ﬁz’
3 .oaxr” dx
R. Zeige: a7 = [
. . . d d d? d?
S. Was bedeuten geometrisch die Bedingungen ¢ >0, 32 <0, -4 > 0, 4 <07
(Hinweis: Zeichne y = z, 2%, 23, ... und bestimme die Regionen, wo die Ungleichun-

gen giiltig sind.)
T. (die Kettenregel): Bestimme Z—‘Z, wobei y = 3u? — 1, u = 32? + 1
y=3u?—4u— 15 u=213-5
y—— w=>5r>—2x+4
y=32+435 =%+ 5

U. Berechne die Formel fiir £ f(z"), 4 f(z)", &L cos f(z), L f(cos ).

11.1.3 Thema—Integration

Wir verwenden:

JU @) +g(@) de = [ f(z)de+ [g(x)dz
f flz)dx = F(b ) (a), falls F' eine Stammfunktion von f, d.h. F' = f

[ f(z)g(z)dx = )g(z) — [ F(x (F eine Stammfunktion von f) (partielle
Integratlon)

ot =g (1)

[ ~dr=Inz

fcosxd:p =sinz, fsinxd:p = —CoST

[ e dr = e".
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22.

23.

24.

25.
26.

27.
28.

29.

30.
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Was sind die Stammfunktionen von cosh x bzw. sinh 27

(Hinweis: Benutze die Formel: sinhz = 3(e* — e™%) usw.)

Aus den Formeln: cosz = 3(e™ + ), sinz = (e — e”™) leite die Formel fiir
[ coszdz und [sinzdx ab.

[Inzdz.

(Hinweis: partielle Integration — 1 -Inz.)

Sei I,, = fooo the~ dt. Zeige:

a) [0:%
b) Ly="-1,,

c¢) Berechne: I, I, I5.
[(Vz+ 1) =z +1)da
| @y

[ @ sin 2z dx

[a"Inzdx

2T . .
Berechne: fo sin nx sin mx dx

27
fo cos nx cos mz dx

2T .
fo sin nx cos mx dx

(Hinweis: sin A cos B = $(sin(A + B) + sin(A — B)) usw.)

Zusétzliche Aufgaben
Bemerkung: Einige Beispiele verwenden die Substitutionsregel: [ f(u(z))u/(z) dx =
[ f(w)du

Zeige: fooo tre~otdt = B

B. f t2n 1 —atht 2an+1

(Hinweis: Substitution: u = ¢? — dann wie 4. oder A..)
e i
(Hinweis: wie B. Benutze die Formel: [;° e dt = ?)

= [ f(x)e*™™* dx ist die Fouriertransformation von F. Was ist die Fourier-
transformation von f’? (Hinweis: Partielle Integration.)

Das gleiche fiir die Laplacetransformation F'(p fo e Pt f(t)

Berechne: fol(ln r)*dx.

)

Berechne: I, = [ z*(Inz)?dz. (Hinweis: Berechne &=

.7 dz _ s
Berechne: [ —*— <— —m)
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5V 67
L Zelge fO (5— Cosa:)2 - ;/_88
f _ 157
0 (6— 4cos:1:3 1000 -
J. Sei A= [e*cosxdr, B= [e*sinzdz.
1) Zeige: (Partielle Integration) A = ie‘” cosx + %B, B = 2e"sinxy — %A.

2) Berechne: f e cosxdr, f e sinx dr.

)
3) Berechne: [ e cosbz dx, [ ™ sinbx d.
)

4) Zeige: fog e coswdr =

da™

. z n z_
K. Zeige: f02 x"e™ cos v dr = L (‘32 “).

-

jus jus
Berechne: [? ze** cosz dx, [;? 2°e™ cos v dx usw.

Berechne: fog elatdz ..

[ arctan z dz. (Hinweis: partielle Integration).

o =z E

Setze I, = [ sin" x dx.

Zeige: I, = —L coswsin™ ' w + L, .
Berechne: Iy, I, I, I3, 1.

P. Setze J,, = f (ng

Zeige: Jpi1 = = Sy + 272‘—;1Jn.

2n (14z2)"
Berechne: Jy, Jo, J3, ...

11.1.4 Thema—Fourierreihen

(Benutze: cosnm = (—1)", cos (n+ 3) 7 =0, sinnr =0, sin (n + 1) 7 = (1)

Die Fourierreihe von f auf [—m, 7] ist @ + "> (a, cos nx + by sin nx) mit a, =

L[ f(x)cos nads, by = L [T f(x)sin nada.

Die Fouriercosinusreihe (bzw. Fouriersinusreihe) von f auf [0, 7] ist @+ | a,, cos nx
(bzw. Y07, by sin nx), wobei a, = 2 [7 f(x) cos nxdx, b, = 2 [ f(x)sin nx dz.)

31. Zeige: Die Fouriersinusreihe der konstanten Funktion 1 auf [0, 7] ist
—ZSIHQn_l _ 4 sinx+lsin3x+
n—1 7 3 )

32. Die Fouriersinusreihe der Funktion f(x) = x auf [0, 1] ist

2 (_1)n+1 )
— E SINNTT.
s

n

33 & 34. Die Fourierreihe der Funktion f(z) =0 (x € [—7,0)), f(z) =z (x € [0, 7)) ist

(=1 =1 —1)"
%+; {%cosnx—usinnx .

n
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35.

36.&37.

38.

39.

= 9 a w =

Q

UBUNGSAUFGABEN MIT LOSUNGSVORSCHLAGEN 73

Die Fouriercosinusreihe der Funktion f (x) = 2% auf [0, 7] ist

—+4Z " cos nx

Die Fourierreihe der Funktion e* aus [—7T, 7| ist

2sinh 7 )"

(cosnz — nsinnz)

(Hinweis: Bsp. J, Bl 2)
Bestimme die Fourierreihe der Funktion f auf [—7, 7], wobei

-1 (x € [—m,0[)
f(:c):{ 1 (x € [0,n].

Bestimme die Fourierreihe der Funktion f auf

fx) =

[—7, 7], wobei
T
2

4>|>1

. Bestimme die Fouriercosinusreihe dieser Funktion auf [0, 7].

Zusétzliche Aufgaben

Bestimme die Fourierreihe der Funktion f auf [—m, ], wobei f(x) = 23.
Bestimme die Fourierreihe der Funktion f auf [—7, 7], wobei f(x) = |z|.
Bestimme die Fourierreihe der Funktion f auf [—7, 7], wobei f(x) = cosax
Bestimme die Fourierreihe der Funktion f auf [—7, 7], wobei f(x) = sin ax.

Bestimme die Fouriercosinusreihe der Funktion f auf [0, 7], wobei f(z) = sinpz (p
eine ganze Zahl).

Bestimme die Fouriersinusreihe der Funktion f auf [0, 7], wobei f(z) = z(m — z).

Bestimme die Fourierreihe der Funktion f auf [—7, 7], wobei f(z) = In|sin §|, bzw.
die Fourierreihe auf [0, 27].

. Bestimme die Fourierreihe der Funktion f auf [—n, 7], wobei f(z) = In|cos §|, bzw.

die Fourierreihe auf [0, 27].

Bestimme die Fourierreihe der Funktion f auf [—m, 7], wobei f(z) = In|tan 5|, bzw.
die Fourierreihe auf [0, 27].

Sei f eine Funktion auf [—h, h|. Zeige: Die Fourierreihe der Funktion hat die Gestalt
nm
=3 n b ' —] )
ao+z [a cos + Sin ”
wobei
/ f(x cos@dx / f(x sin@dx

(Hinweis: Betrachte die Funktion g(z) = f(nx/h)).
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K. Zeige:
sin ¢ cos ("+21W
COS ¢ + cos2¢p + - - -+ cosng = 3
Sln 5
(Zeige:
sin ¢ sin (e
sin ¢+ sin2¢ + - - - + sinng = 3 2
Sln 5
Zeige:
b+ o8s30+ -+ cos(2n — 1)p = 02N,
cos cos -+« +cos(2n — = .
2sin ¢
Hinweis: Aus sin A cos B = L(sin(A+B)+sin(A—B)) folgt: sin £ cos ¢ = L (sin % — sin
( 2 g 2 2
sin % cos2¢ = (sm % — sin 32¢) Usw.

L. Sei f eine Funktion auf [0, 7] mit der Eigenschaft, dass f(x) = f(7m — z). Zeige: Die
Fouriersinusreihe von f hat die Gestalt >~ bopi1sin(2k + 1)z (d.h. die geraden
Koeffizienten verschwinden).

M. Berechne
1 1 1
1+?‘|‘§‘|‘" +—2+
11 (=1)"
l_ﬁ ?""JF e + ..
1+ =+ L,
327 (2n - 1)
(Hinweis: 22 = = + 437 | L= (p € [—m, 7)),
a? = gt A (empr —mshn) (5 [0, 27)).)

11.1.5 Thema—die schwingende Saite

41. Wir betrachten die schwingende Saite (fiir € [0, 2]) mit Anfangsbedingung:
f(z,0) = hx (z€]0,1]),2h—hx (z €[L,2]) (h > 0). Berechne die Fouriersinus-

reihe fiir z und zeige, dass

_ 8h o Hmt (2m —rz  (2m— )t
T 2m —1)2 2 2

m:l

die Losung ist.

42. Sei 0 < € < 1. Lose die Gleichung fiir den Anfangswert

{% gemﬂ)

hzx h
Ti-e T 1=

fx) =

5):
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43. Verwende die Methode der Trennung der Variablen um Losungen der Gestalt V (z,y) =
X(2)Y (y) der Laplaceschen Gleichung

o’V 0*V
—+ — = 0
ox?  Oy?

zu bekommen.

44. Verwende die Methode der Trennung der Variablen, um Losungen der Gestalt
V(z,y,t) = X(2)Y (y)T(t) der Gleichung
o’V oV . 0*V
o2 0z Oy?

zu bekommen.

45. Verwende die Methode der Trennung der Variablen, um Losungen der Gestalt V' =
R(r)®(0) der Laplaceschen Gleichung (zweidimensional in Polarkoordinaten) AV =
0, wobei

vV 1oV 10*V
AV =Ge e T

zu bekommen.

46. (Das Dirichletproblem: fiir den Kreis.) Man sucht eine Funktion u von zwei Variablen
r, 8 (Polarkoordinaten) mit 0 < r < 1, 0 < 0 < 27, sodafl AV = 0 und V(1,0) =
f(0).

a) Zeige: Fiir jedes n sind 7" cos nf, r" sinnf Losungen der Laplaceschen Gleichung.
b) Benutze die Fouriersinusreihe $ag + Y o, a, cosné + b, siné von f, um die die
Losung als Reihe darzustellen.

47. Lose das Dirichletproblem wie oben mit

1 (0<6<m)
f(e):{—l (m < 6 <2m).

48. Wir betrachten jetzt die Gleichung Pu — Pu op schwingenden Saiten mit Rand-

o2 922
bedingung
u(z,0) =0, u(0,t) = u(m,t) =0
du

5 (2,0) = g(x) (g eine vorgegebene Funktion).

Zeige: Die Funktionen
Up(z,t) = sin nxsin nt  (n € N)
sind Losungen der homogenen Bedingungen.

49. Benutze die Fouriersinusreihe von ¢, um die Losung von 48. als unendliche Reihe
zu bekommen.

50. Lose 48. mit Anfangsbedingung g(z) = z(7 — z).

Zusétzliche Aufgaben
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A. Die Laplacesche Gleichung in sphérischen Koordinaten (xr = rsinfcos¢, y =
7 sin 6 sin ¢,

z =rcosf) ist

o*’V 20V 1 0*V 1 0%V  cosf OV

Av=2Y 29, L 9V, oY
o7 v ar sn?6 o 2o | 12 o0

B. Zeige: Die Losung der Gleichung 2 atg = 8m2 Y+ ‘g ¥ mit Randbedingungen u(x,y,0) =
fz,y),

du

S (2,9,0) =0, u =0 falls # = 0 oder m bzw. y = 0 oder 7 ist

o0
g Ay sin ma sin ny cos tvm? + n?,
m,n=1

wobel Ay = fo fo (x,y) sin mx sin ny dx dy.

C. Zeige: Die Funktion
+Zanexp —n?t)cos nx (v € [0,7],t > 0)
n=1

ist eine Losung der Gleichung 2% = g— mit Randbedingungen $%(0,¢) = 0, 3%(7,t) =
0.

Wie soll man die a,, wihlen, damit u(x,0) = f(x)?

D. Wie oben C fiir

und Gleichung 2% = Pu oy (0,t) =0, u(1,t) = 0.

- 8$27

11.1.6 Thema—Induktion

51. Beweise:

~ ,  nn+1)(2n+1)
Zk o 6

n 2 2

+1)
Sop = it
k=1 4

52. Zeige: 2" > n? (n > 4).

53. Zeige:
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o4.

55.

56.

o7.

58.

99.

60.
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(Bernoulli-Ungleichung) Zeige:

(14+z2)">14nx (z>-1,neN).

Seien xy,...,x, (n > 2) reelle Zahlen (alle positiv oder alle negativ aber > —1).
Zeige:

Zeige:
2" <nl (n>4).

Seien m,n € N. Zeige: Es gibt (eindeutig-bestimmte) nichtnegative ganze Zahlen ¢
und r, so daf
n=qm-+r, 0<r<m.

(“Division mit Rest”).
(Abelsche partielle Summation) Zeige:
n n—1
> apb = Auby + > Ap(br — brga),
k=1 k=1
wobei A, = >0 | ay.

Zeige:

Il
=

(-4

2"l <pl <™ (n>1).

Zeige:

Zusétzliche Aufgaben

Zeige:
NN+ 1" N <nl < NWn" N (N>1,n>N).
Zeige:
n\ 1 1
— < — (keN
(k:) ST o)
Zeige:
1+ LY < o <3
n) — k! —
k=0
Zeige:
ny 1 |
-n
3) 73
Zeige:
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F. Es gibt
n!

ny!.. . ng!
Moglichkeiten, n = ny +- - - +mn; Objekte auf k Kéastchen K, ..., Kj so zu verteilen,
daBl n; Objekten in K, ..., ny Objekte in K}, liegen.

G. Sei p das Polynom t" + a;t" '+ - - -+ a,, mit Nullstellen \;,...\,. Falls s, = El 3

zeige:
k—1
ka, = — Z Qi Sk—i-
=0
H. Zeige:
2n - 2n - - 2n
0 1 n
[. Zeige:

J. Zeige: m-n=n-m (m,n € N).

K. Zeige:
> () =t e
L. Berechne: . §
n L (1
(k) bzw. Z(—l) (k:)
k=0 k=0
M. Zeige:
- <k+j) B <k+n+1)
=N "
N. Zeige:
o) +3(0) + n2"!
1 2 3 B
O. Zeige:
i35 @m-y ) §
n+1—  246....2n — | 2n+1
P. Zeige: sinnf = i%:O (2 +1) sin2 1 g cosn—(2i+1) g
cosnf = i%:() (2)(—1)"sin* 6 cos™ .

Q. Zeige: = (uv) =30 (M) uo),

R. L-a® = a*(Ina)".

dx™

S. Cgi—"nsm:c = sin (a:—i— "2”),;;—ncosx = cos (SL’+ "”)
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61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.
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11.1.7 Thema—reelle Zahlen, Konvergenz

Zeige: V2 + /3 ist irrational. (Hinweis: Betrachte die Summe und das Produkt von

V243 und v2 — /3.

Seien py, ..., p, positive Zahlen mit p; 4+ - - -+ p, = 1. Dann gilt:

min(ay, ..., a,) < prag + -+ + ppa, < max(ay,...,a,).

Seien a,b > 0. Zeige:

Vab < a;b.

Die Familie aller reellen Polynome bildet einen Ring. Die Familie aller rationalen
Funktionen bildet einen Kérper. (Die Familie aller nxn Matrizen bildet einen Ring.)

Seien (ay)j_, und (by)r_, endliche Folgen von reellen Zahlen. Berechne die Diskri-
minante der quadratischen Funktion

t > (axt + )%
k=1

Beweise damit die Cauchy-Schwarz Ungleichung

(Se0) = (£4) (£2)

Seien x4, ..., x, positive Zahlen. Zeige:

(35n) (520)

Berechne lim,,_, ., fiir die folgenden Ausdriicke:

n*>—2n+1 6(—1)"n+11  3n?—20n
n?—6 n?—-5 "’ n+1

Sei p eine nicht-triviale Polynomfunktion. Zeige:

1
im 20D
n—oo  p(n)
Berechne
. . —m
lim lim
n—oom—oo 1 + M
und

—m

lim lim .
m—oon—oo 1, + 1M
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70. Sei (a,) eine Folge, die gegen a konvergiert. Zeige:

1
—(a1+ -+ a,) = a.
n

Zusétzliche Aufgaben

A. Sei z eine reelle Zahl und & eine natiirliche Zahl und setze

@ _ ﬁx—zﬂ.

m=1

()2 05)0)

Zeige:

B. Beweise die Identitéit von Lagrange:

(Z akbk> = <Z CL%) (Z bz) — Z (akbj —ajbk)z.

1<k<j<n
(Konsequenz: Ein zweiter Beweis der Cauchy-Schwarz Ungleichung).

C. Fallsa; > ay >--->a, und by > --- > b,, zeige:
k k k

D. Zeige: die Menge aller reellen Zahlen der Gestalt a + bv/2 (a,b € Q) bildet einen

Korper.
E. Seien ay,...,a, positiv. Zeige:
a; + - an,
vay ... a, < 1t +
n
F. Fiir eine Zahl z setze
x (x >0)
|| =
-z (x<0)

Zeige:
1
|z +y| <l|z|+y| |zy| = |z|.ly| und sup{z,y} = §($ +y+lz—yl).

Was ist die entsprechende Formel fiir inf{z, y}?

G. Zeige:
|a| — o] < [la] = [b]] < |a —b]

bzw.
l|a| — |b]] < |a+ b]

(a,b € R).
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H. Zeige:

(a,be R, a#0,b#0).

I. Sei n eine natiirliche Zahl, die nicht das Quadrat eines p € N ist. Dann ist \/n
irrational. Zeige v/2 ist irrational.

J. Seien a,b,c,d reelle Zahlen mit b > 0, d > 0, sodafl % < ¢ Zeige: atc liegt

d b+d

) a 1
zwischen 7 und —.

d
K. Berechne sup A, inf B, wobei
1
A:{E+(—1)”:neN}
bzw. |
A={(-D)"(1+ ﬁ) :n € N}
L. Seien A, B Teilmengen von R. Zeige:
sup(A U B) = max(sup A, sup B).

Was ist der entsprechende Ausdruck fiir inf(A U B)? Gilt eine &hnliche Formel fiir
sup(AN B)?

M. Seien A und B Teilmengen von R. Zeige: Es gilt sup(A + B) = sup A + sup B aber
nicht immer sup(AB) = sup A.sup B. Fiir welche Mengen gilt diese Formel? Finde
eine Formel, die im allgemeinen Fall giiltig ist.

2b
N. Seien a und b positive Zahlen. Zeige: v/2 liegt zwischen % und & J; 2
a
zwei liegt niher bei v/27)

. (Welche der

O. Diskutiere wie man Addition und Multiplikation auf R definieren kann (beniitze
sowohl die Konstruktion mit Cauchy-Folgen als auch mit Dedekindschen Schnitten).
Beweise dann einige einfache Eigenschaften dieser Operationen (etwa Existenz von
Inversen, Assoziativitéit).

3a, +1
an + 3

P. Sei (a,) so, daB a,+1 = und a; > —1. Zeige: a,, — 1.

Q. Sei (ay) so, dal
aZ,;=a,+6 (an41>0).

Zeige: Falls a; > —6, dann a,, — 3.
R. Seien a und b reelle Zahlen. Untersuche, ob die Folge

an® 4+ 13n?

n = bnt +4n2 +1

konvergiert oder divergiert.
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71.

72.
73.

74.

75.
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Seien a und b reelle Zahlen. Die Folge (a,,) ist wie folgt rekursiv definiert:

a; = a,as = b,a, = 5(%—1 + ak—2)-
Bestimme den Grenzwert.

Berechne den Limes der partiellen Summen der Reihe

> 1
24n2—1'

n—=

Man berechne das unendliche Produkt

o0

[I

n=2

nd—1
n3+1

d.h. den Limes der Folge
k

pk:H

n=2

nd—1

nd+1

Seien a und z( positiv und (x,,) rekursiv wie folgt definiert:

1 a

Dann ist (z,,) eine Cauchy-Folge. Der Limes ist eine positive Zahl b, soda§ b* = a.

Zeige: Eine Folge reeller Zahlen konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist
und genau einen Haufungspunkt besitzt.

11.1.8 Thema—Stetigkeit

Y313 Vz3+4

V71
vr—b—+va—b

x2_q2

Berechne lim,_,
(a > b).

Berechne lim,_.,,

Sei y = z?. Zu einem € > 0 berechne ¢ > 0, sodaf} |z — 2| < § = |y — 4| < e.

y=5mio=2y= 30 0=3).
Sei
0 (x < 0)
) (z €[0,1])
f(@) —2?+4x—2  (ze(L,3])
4—z (x > 3).

Ist f stetig?

Fiir welchen Wert von « ist

stetig?
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77,

78.

79.

80.

UBUNGSAUFGABEN MIT LOSUNGSVORSCHLAGEN 83

Berechne, falls existent lim,_.q cos %
Berechne, falls existent,
. V14322 — /1 — 322
lim .
z—0 X
Berechne, falls existent,
3t T2 -1
lim ——.

T—00 :L‘4 + 7

An welcher Stelle ist die Funktion
. { T (r e Q)

—x  (sonst)
stetig?

Auf welchen Intervallen sind die folgenden Funktionen stetig bzw. Lipschitz-stetig?
1
fiz—=Vr (reRy) grr—— (x € R\ {0}).
a) [1,2]; b) ]0,1].

Zusétzliche Aufgaben

(limg, 4 :\/*/_%, lim, (1 — ) tan 5F.)

Gelten folgende Aussagen?

a) f: D — R ist Lipschitz-stetig und D beschrankt impliziert f beschrinkt.
b) f,¢9: R — R Lipschitz-stetig impliziert fg Lipschitz-stetig;

¢) f,9: R — R Lipschitz-stetig und beschréinkt impliziert fg Lipschitz-stetig.

Seien f und g stetige Funktionen auf [0, 1], so daB f(z) = g(z), falls = rational.
Zeige: f =g.

D. Sei p ein Polynom ungeraden Grades. Zeige: p besitzt mindestens eine Nullstelle.

Sei A C R beschriankt, f: R — R. Gilt die Aussage f(A) ist beschrénkt,

falls f stetig;
falls f gleichméf stetig;
falls f Lipschitz-stetig?

Berechne die Grenzwerte

. sin x . tanhz
lim , lim )

z—0 xT
Die Funktion f : R — R erfiille die Bedingung:

|f () = fy)] < 2(e = 1).
Zeige: f ist gleichméBig stetig.
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H. f sei eine stetige Funktion auf [a, b]. Zeige: Die Funktion

x> sup{f(t):t € [a,z]}
ist auch stetig.
I. Sei f stetig und injektiv auf |0, 1[. Zeige: f ist monoton.
J. Sei f:1]0,1] — [0, 1] stetig. Zeige: f besitzt einen Fixpunkt.

K. Seien f und g auf R, definiert und es gelte: g(z) = f(2?). Zeige: lim, ., f(z) = A
— lim, . g(z) = A.

L. Sei
flx) = {:p (x rational )

x* (sonst).
Zeige:
g F) =0 ) =1
Fiir welche ¢ €]0, 1] existiert lim, . f(z)?
M. Beweise direkt, daf die Funktion x — 22 — 7z + 6 auf R stetig ist.

N. Sei f auf [0, 1] beschrdnkt und es gelte:

1
flar) =bf(x) (O0<w<)
wobei a,b > 1. Zeige: f ist an der Stelle 0 stetig.

O. Sei f:[a,b] = R, x € [a,b]. Setze

osel o) = it supd{1 () = S|+ o= w0l < 51y — o] < 3}

Zeige: f ist im Punkt z stetig <= osc(f; o) = 0. Definiere:

. 1
oscy(f) = nf{sup |f(z) = f(y)| : | =yl < —}.
Was bedeutet die Bedingung: osc,(f) = 07

P. Sei (a,) eine Folge, a eine reelle Zahl. Definiere eine Funktion f : D — R wie folgt.

D= {% . e N}U{0}, f(%) — . £(0) = a. Zeige:
a, = a <= f stetig.

Q. Sei f : [a,b] — R monoton wachsend. Zeige: Fiir jedes z, € ]a, b| existiert f(zg) =
lim,, .+ f(z) und f(zy) = lim, . f(xzg) — f(xy) heifit der Sprung von f im
Punkt zy. Beweise: Es gibt hochstens abzahlbar viele Punkte xq, fiir die der Sprung
nicht-null ist.

R. Sei f : [0,1[— R rechts-stetig im Punkt 0 und so, daf f(2?) = f(z) (z € [0,1]).
Zeige: f ist konstant.
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Sei f: R — Rso,dal f(x+y) = f(z)+ f(y). Zeige: Falls f einen Stetigskeitspunkt
besitzt, dann hat sie die Form x — cx.

T. Zeige: Falls f : [0,1] — R stetig und injektiv, dann ist f streng monoton.

81.

82.

83.
84.

85.

86.

87.

38.

89.

Sei f eine stetige Funktion auf R und (z,,) eine Folge, so daf x,,,1 = f(z,) fiir jedes
n. Zeige: Falls die Folge (z,,) konvergiert, dann ist der Limes ein Fixpunkt fiir f.

11.1.9 Thema—Wiederholung

Berechne die Fouriercosinusreihe der Funktion sin z auf [0, 7].

T . _ 2 4 cos 2nx 1 _ 1, oo =~ _
(Zeige: |sinw| = =2 — 2377 2300 (2 € R); 20 5m7 = 35 Domet (n2-1) —
1 _z )

2 T 4
Berechne die Fouriercosinusreihe bzw. Fouriersinusreihe der Funktion f = 7 —z auf
[0, 7].

. o0 1
Wir “berechnen” fo ST .
X
Berechne G(t fo sin z dz.

Berechne F'(t), wobei F(t) = J’OOO e—txsi% de.

Zeige fooo % dr = 7.
(Hinweis: [ - 747 dt = arctant.)
Betrachte die Glelchung

u =% (0<az<mt>0)
(0 t) =0, Z(mt)=0
) = b, g(x 0) =0 (elastischer Stab).

Q

|Q:&

:Qa

(z,
Zeige uy,(x,t) = cosnxcosnt ist eine Losung der Gleichung (mit Ausnahme der
inhomogenen Bedingung u(x,0) = bx).

Die Losung hat die Gestalt
1 4b & 1
§b7r - — Z m cos(2n — 1)z cos(2n — 1)t

(Hinweis: Berechne die Fouriercosinusreihe von bz auf [0, 7].)

Sei f eine Funktion in einer Variablen. Dann ist u(x,t) = f(x +t) + f(x —t) eine
.. : Pu __ D%

Losung der Wellengleichung 5 = 57

Sei f eine Funktion auf [0, 7], f die ungerade 27-periodische Erweiterung von f.

Zeige

= slf(@ =)+ fla+1)]

l\DlH
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ist die Losung der Wellengleichung mit Randbedingungen

ou

u(z,0) = f(x), E@’O) =0, u(0,t) =u(m,t)=0.

x4+t

(ulc >=§[f<x—t>+f<x+t>1+§ JARGLG)

—t

u

= at2 mit Randbedingungen

ist eine Losung der Wellenglelchung

ou

u(z,0) = f(z), E(w,()) =g(z), u(0,t)=u(mt)=0).

1 sinh ny
u(z,y) = 2—a0y + Z - COS NI

ist eine Losung der Laplacegle1chung Au=0auf {(z,y): 0 <z <m0<y<7}
'lL T 3

mit Randbedingungen 32 = 0 falls z = 0, v = 7, u(x,0) = 0, y( ,
die (a,) die Fouriercosinuskoeffizienten von f sind d.h. a, =

11.1.10 Thema—Differentiation

1
SL’G ) 100 +vVT  arccosz T

S TvE @ Tia? — arctan z.

Differenziere (1 —
Differenziere Ins(Ing(Ins x)), (Inz)*.

Berechne eine geschlossene Formel fiir 1 + 2z + 322 + -+ - +na" ! und 24+ 2 - 32 +
3-4z%+ - +n(n—1)z"?

Verifiziere direkt den Satz iiber die Ableitung von Inversfunktionen fiir den Fall

Was ist wobei p = asin 267

d€4 Y
Was ist 3™, falls y = ;—ﬁ?

Berechne die Ableitung der Funktionen

\/exp zeosvr VT

2°y? < ax + By,

Zeige:

wobei x,y, a, § positiv sind, mit a + 5 = 1. (Berechne den Extremalwert der Funk-
(Beweise die Holdersche Ungleichung

tion z — 2%9” — ax).
1
n n n q
o< ($0) ()
=1 j=1 j=1

wobei z; > 0,y; > 0, p,q > 1, %—i—%: 1. Hinweis: o = %, B =1 o r=ly=")

=
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Bestimme die Taylorreihe von Inz an der Stelle o = 1. (Fiir welche x > 0 konver-
giert die Reihe?)

Beweise die Regel von Leibniz:

(Fa)™ =Y (Z)j*“gm—“.

k=0

Berechne (22 sin )99,

Zusétzliche Aufgaben

Sei f eine stetig-differenzierbare Funktion auf [a, b]. Zeige: f ist Lipschitz-stetig.

B. Betrachte die Funktion

B P (x #0)
ﬂ@_{O(xzm.

Zeige: lim,_,oexp (%) exp (;—21) = 0 fiir jedes Polynom p. Bestimme die Taylorreihe
von f an der Stelle 0. Ist f durch diese Reihe darstellbar?

Sei f zweimal stetig differenzierbar. Zeige:
2h) — 2 h
g L0 20 =20 W)+ F@)
h—0 h?

Zeige:

wl=

7
lim 2 ~*[b(1 + az) —a@+ﬁ@%+0r—ﬁﬂ+am%ﬂ:igwm—b)
T—

Sei f zweimal differenzierbar, mit |f(z)| < A, |f"(z)| < B (z > K).
Zeige: |f'(x)] < 2V AB (x > K).

. Sei f eine Funktion auf [a, b], sodafl

[f(2) = )l < Alz —y|* (2,y € [a,b)]).
Zeige: f ist konstant.
Bestimme die Extremalwerte der Funktion
r— (1l —x)"
auf [0,1], (m,n € IN).
Seien f, g, h stetig-differenzierbare Funktionen auf [a,b]. Zeige: Es existiert eine

Punkt &, so dal
fla) g(a) h(a)
det | f(b) g(b) h(b)| =0.
J1(&) g€ h(g)
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[. Zeige, mit Hilfe der Potenzreihendarstellungen von sin und cos, daf3

sin’(r) = cosx cos'(x) = —sinz.

J. Zeige, dafl die Carathéodorysche Definition der Differenzierbarkeit zu Bedingung (1)
dquivalent ist. Beniitze die Carathéodorysche Definition, um die Kettenregel bzw.
den Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion zu beweisen.

K. (Anwendungen von L’HOPITAL)

1
. T . 1
llmx_>1 T—1-Inz’ hmx_,oo(ax — 1)1‘

VZ—/To+/T—T0
\/z2—x2

x—%sinm—%tan$ Insin 2z

hmx_mo R hmﬂ“_m Insinz *

limy sz, , limg s (sinz — tanx)

L. Taylorreihen:
In £ =7, tan g =7, 2L =7 In(z 4+ /1 +22) =7, 1= =7, In(1 4 €") =7

1—x =

M. Berechne den Ausdruck

(1+ (@)

v

als Funktion von den Ableitungen von r(6) (

N. Bestimme y™ fiir y = 2*, y = Inz, y = a®.

O. (Formel von FAA di BRUNO.)

D= Y et (22) (2

k1+2kn+-4nkn=n

P. Bestimme das Maximum bzw. Minimum von y = 2* auf [0, ool
Q. Sei y = y(z) eine Kurve, (zg,yy) ein Punkt in der Ebene. Sei
V(z) = (z = x0)* + (y(x) — 50)*.
Berechne 27, 657‘2/. Wann ist 22 = 0?7 (Geometrische Interpretation?)

R. Sei A(z) = [a;;(z)] eine n x n Matrix, sodaf die Elemente Funktionen von x sind.
Berechne eine Formel fiir £ det[a;;(z)].

11.1.11 Thema—Integration

101. Berechne

d
/ﬁ, /$'2V5.T3+2d$'.
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104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.
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/ x / dx
dz; —_.
r+4 z(z —1)
/xsin 2z dx; /x - 3% dux; /xtaandx; /arctan Vada.

/ _dr t*=1+ux) / _dr_ _wde (xr = asint)
=1+42); ; = :
N 14z Va2 —a?

Berechne direkt (d.h. mit Hilfe von Riemannschen Summen) fol e” dz. (Hinweis:
1—a™t! )

verwende die Partition 0,+, 2, ... 2= 1 und die Formel 1 +a+---+a" = 15—,

Berechne wie im 105. das Integral ff % dx. (Verwende die Partition 1,a,a?, ..., a",

wobei a = {/2.)

Zeige:

dx 1 224+ V2x+1 1
/ v NG In ot 1 + ﬁ[arctan(\/ix +1) + arctan(v2z — 1)].

Zeige:

ax 2
/:EQGM dr = 6—(302 — 22 + ﬁ) (a #0).

a

E . .
Fiir F,,, = [ sin™ zcos" xdx  (m,n € Np), zeige:

s 1 m—1 n—1
FO,O = 57 FO,I = Fl,O = 17 Fl,l - 57 Fm,n = me2,n (I Fm,n2) .

m+n m-+n
(Zeige:
7 ™(2p)!(29)!
WA 2Rt plgl(p + g
7 _ (2p)'q'(p + q)12*
P20+l p!(2p + 2¢ + 1)!
plg!
F: —).
P G g )
Sei I,, = [ sin" z dx, sodass Iy, = %@’;”g, Lo = %
(Vgl. Bsp. 109.)
Damit gilt:
Iy, 1.35.---.(2n—1) T
= 2 1)—=1|.
Tomir 246 o 3
(ES gllt 0 < [2n+1 < [2n < [2n717 also
1 < IQn <IQn_1:27’L+1_>1.

T Ion1 T Langa 2n
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. Zeige, wie man eine Stammfunktion fiir jede Funktion der Gestalt m—}ra bzw.
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Damit gilt:
[2n

[2n+1

Dies ist die Formel von WALLIS:

2244.--- 2n—-2)2n—-2)2n 7w
133 @ni-n@ni—1) 3"

Zusétzliche Aufgaben:

. Zeige:
! z2 > 6_%
[ S E R e
. Zeige:
144 4
t*(1—t 22
/ Q dt = — — .
T 7
Berechne fol t4(1 —t)*dt und zeige: 2 — oz <7 < 2 — .

. Seien f,g : [0,1] — R stetig. Zeige: fol flz)g(z)dx < (fo )2 d:p) (fo )2 d:p) l.

1

fo x)dr < (fo pd:p) (fo qdzp>_.

. Berechne die Ableitungen der Funktionen

2

x (ff sin? tdt) 1 b 1
F(z) = / sin® t dt, / —— 7 dt, / ——— dt,
a 3 1+ sin®t + ¢2 . L+t2+t

wobei p, ¢ > 1, % +% =1 (vgl. Bsp. 98.).

. Berechne folgende Integrale:

arcsin
re Ydx; ztan® z dz; dx.
/ / vo+1

. Berechne Stammfunktionen fiir

sin x sin 2z
arcsin r + arccos z, 3z +2)" e e
cos? x 1+ cos?z
Berechne Stammfunktionen fiir
x 3+ T 1 ' 1

20+ 1’ 3—xa’ x(x —1) V8 + 62 — 922

1
z2+azx+b
berechnen kann. Zeige damit, wie man mit Hilfe von Bruchdarstellungen jede ratio-

nale Funktion explizit integrieren kann.

. Berechne Stammfunktionen fiir

e ' Vit x2

vVer + 17 xlnx ' @z — 12
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J. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit von beschriankter Variation, falls K > 0 existiert,
sodafl

Z|f (wi1) — fla)| < K

fiir jede Partition a = g < x1--- < x, = b. Das kleinste solche K heiflt die
Variation von f (geschrieben Var (f)). Zeige:

jede monotone Funktion ist von beschréankter Variation;

falls f von beschrénkter Variation ist, dann ist die Funktion
z = Var (f|a.q)

monoton wachsend;

jede Funktion von beschrankter Variation ist die Differenz von zwei monoton-
wachsenden Funktionen;

es existieren nicht stetige Funktionen von beschrankter Variation;

falls f stetig und von beschrankter Variation, dann ist die Funktion
2 = Var (fla.q))
stetig.

111. Berechne s, und den Wert der Summe fiir die (konvergenten) Reihen:

1 N 1 - 1 i 1
1-2 2.3 n(n+ 1) “—~ n(n+1)

1 1 =
T3 35" <nz1 on —1) 2n+1)>'

112. Welche der Reihen konvergieren?

™ 1
sin o 2 (n+1)(n+4)

113. Welche der folgenden Reihen konvergieren?

Yo Y- Va)

n?+1

114. Welche der folgenden Reihen konvergieren?

1 n
ZE(\/anH—x/n?—”—l)? Z(n+1)!'

115. Welche der folgenden Reihen konvergieren?
1 n+1 1 1
— ln—"- -1 n+1 . -1 n+1 )
Z\/ﬁnn—l7 Z( ) 2n —1’ Z( ) In(n + 1)

116. Zeige: > nz™ ! konvergiert, falls |z| < 1.
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Zeige: > W konvergiert, falls x > 0 oder x < —2.
Fiir welche Werte von «, 8 konvergieren die Reihen

nf/n a

D
Zno‘ [Vn4+1—2yn++vn—1]?

Sei

1

ne?

{an = #, falls n kein Quadrat,

falls n ein Quadrat.

Zeige: > a, konvergiert, falls o > %

Zeige:

" 1—(n+1)z" + na™t!

r—1
E re’ = — (x #1).
— (1—2)

Fiir welche x konvergiert die unendliche Reihe Y 2, ra” 17

Zusétzliche Aufgaben:

Berechne:

1 1 1
2(371—2)(371—1—1); Zn(n+1)(n—|—2); Zn(n+3)'

Zeige: > a2 < oo, Y b2 < 00, = > a,b, konvergiert.

Sei k die Summe der unendlichen Reihe )7, # Zeige:

11 3
1 — k.
TEtEtT]

. Fiir welche a, b, konvergiert die Reihe

(@ —10b) + (a® —b*) + (a®> = b*) +...7

Sei f eine nicht-negative, monoton fallende Funktion von R, — R. Zeige: >~ | f(n)
konvergiert <= > 7 2" f(2") konvergiert. (Cauchy Verdichtungssatz).

Beniitze die letzte Aufgabe, um die Konvergenz der Reihe ) zu untersuchen.
nelnn
Zeige:
- k+3 i 1
— k(k+1)(k +2) — k(k s

. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
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a
falls =1 < 1, dann konvergiert Y ay;
G,

falls a,, — b, — 0 und >_ b, konvergiert, dann konvergiert auch > a,;
falls 3 a, konvergiert, dann konvergiert auch >_ a?;

falls 3~ a2 konvergiert, dann konvergiert auch > a,;

falls apyq1 + -+ + ag, — 0, dann konvergiert Y a,,.

I. Zeige:

[e.e]

1 1
Zn(n+1)...(n+k):m'

n=1

J. Welche der folgenden Reihen konvergieren?

nZ:O 1+n? nzz(] 1+n? ; (nl)t/n

K. Fiir welche = konvergiert die Reihe

L. Fiir welche x konvergiert die Reihe

Za(a+1)...(a+n—1)6(5+1)...(6+n—1)xn7
nly(y+1)...(y+n—-1) '

M. Formuliere eine Version des Vergleichkriteriums fiir die Konvergenz von Reihen, die
fiir uneigentliche Integrale giiltig ist.

N. Zeige: Das uneigentliche Integral fooo T ge ist bedingt konvergent.
x

O. (Kriterium von Raabe) Zeige: Falls
B

<1l--
n

Ap+1
G,

wobei > 1, dann konvergiert die Reihe > a,, (absolut).

P. Sei (a,) eine positive Folge, sodafl > a,, konvergiert. Zeige: > b,, konvergiert, wobei

bn = Yay...Qy.

11.1.12 Thema—Fourierreihen und Konvergenz von Funktionenfolgen

121. Zeige:

x:ﬂ—stmnx (0 <z < 2m)

n
n=1

122. Zeige:

x—:ﬂx—ﬁ——i—QZCOSMC (0 <z < 2m).
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123. Zeige:
4 2. [(cosnr msinnzx
2 _ % o _
" =g +4;< > " ) 0 <z <2m).
124. Zeige:
8 i n sin 2nx (0<z<n)
cosr=— ) ——— r < 7).
T i An? —1
Wias ist der entsprechende Ausdruck fiir sin 27
125. Berechne die Fourier-reihen (auf [—7, 7]) von z cosz, xsin x.
(Gibbsches Phanomen): Sei f die Funktion 2H — 1 (genauer: Die 2m-periodische
Erweiterung der Einschrankung dieser Funktion auf [—, 7]). f hat die Fourierreihe
4 o sin(2n—1)z
f@)=—2ua— —7
126. Zeige: Y, cos(2k — 1)z = Jsn2ne,
(Hinweis: sin z cos(2k — 1)z = % (sin 2kz — sin(2k — 2)x).
2 T sin 2nt . 4 n  sin(2k—1)z . . |
127. s,(z) = —Jo oy dt, wobei s, (z) = = >/ *5—. (Differenziere!)
1
128. Die Funktion s, auf |0, 7[ hat lokale Maxima und Minima an der Stellen z,, = 5%
(m=1,2,...,2n — 1) (I6se die Gleichung -Ls,(z) = 0 und berechne j—;gsn(x)).
129. s, (%) ist ein absolutes Maximum der Funktion;
= sint
130l sy (55) = 2 [ == dt - ~ L1179,
Zusétzliche Aufgaben
L . : :
A. Sei ¢(z) = 5 'fr(b )(:c), wobei f,(z) = (22 — 1)". Zeige: (¢,) ist auf [—1,1] ortho-
"n!
gonal. Berechne ¢q, ..., ¢4.
B. Seic, = 5+ S lcoskd baw. s, = SO sinkf. Zeige: lim Gt o 0 und
n
lim S 3 cot 20 (0 kein Vielfach von 27).
n
C. limﬁ%7r secr —tanx = 0.
D. Zeige:
sin(n + 1)z
————— =1+2cosx +2cos2x + -+ 2cosnx
sin 5o
bzw. )
s1‘nna: =2cos(n — 1)z +2cos(n —3)x +....
sin

Berechne damit:

T o 1 4
/ sin(n + 3) 50
0

1
sin 20
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.
sin nx

- dx
o sinz

T . 2
/ (sgl nx) .
0 sinx

E. Sei > a, eine Reihe mit a,, > 0 und es gelte:

n 1 1
mi_y 1o(2)

an, n n
Zeige: Falls a > 1, dann konvergiert die Reihe, falls a < 1, dann divergiert sie.
Falls

bzw.

bzw.

a.f  ala+1)B(B+1)
E a, =1+ 1 + 127(7 + 1) +
zeige:

le_w+0(i)
n

an n?

F. Sei > a, eine Reihe mit beschrinkten partiellen Summen (s,), b, eine Folge, die
monoton gegen Null konvergiert. Zeige: > a,b, konvergiert. (Beniitze die Identitét

arby + -+ 4 anby, = 51(by — b2) + 52(b2 — b3) + -+ - 4 5,by).
G. Fiir welche Werte von k konverigert die Reihe
> i/t 1) —2vn+/(n—1)}.

H. Zeige:

i n® +9n+ 5 5
— (n+1)(2n+3)(2n+5)(n+4) 36
[. Berechne den Grenzwert der folgenden Funktionenfolgen. Ist die konvergenz gleichméfig?

falz) = nz(1 —2)"  (z€[0,1]);

sin nx
mla) =" (€ R);
:L,Qn

J. Sei f : NxN — R eine Doppelfolge und setze g,(m) = f(m,n). Zeige: Falls g, — ¢
auf N, wobei g(m) = lim,,_,, f(m,n), und

lim (lim f(m,n))

m—o0 N—o0

existiert, dann existiert lim,, ,, .o f(m,n) (und beide Grenzwerte stimmen {iberein).
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K. Sei F,(z) die n-te partielle Summe der Reihe Y f,(x). Wir nehmen an, daf (F,)
gleichméfig beschrankt ist. Sei (g, ) eine fallende Folge von Funktionen, die gleichméfig
gegen Null konvergiert. Seige: die Reihe ) f, g, konvergiert gleichmafig.

L. Welche der folgende Reihen sind gleichmiflig konvergent auf [0, 1]7

1
Zg{log(ern) —logn};
-z ,
>
n

'Z‘ .
Z n3/2 4 n3/ig2’

(=1)"
Z n®logn’

M. Fiir welche o > 0 ist die Reihe
> (1 —2)%a™(1-a")
auf [0, 1] gleichméfig konvergent?
N. Fiir welche Werte von = > 0, « > 0 und 3 > 0 ist die Reihe
Z n®z”?
1+ n2x?
konvergent? Zeige: Die Reihe ist auf [0, 1] gleichméBig konvergent <— 0 < a <1

, B> a+ 1 und daB sie auf [1, oo gleichmédfig konvergiert <= 0 < a < 1 und
B <2

O. Sei ) ) )
sinx +sin2x + - - -+ sinnx
O-n(x) == .

n

Zeige: o,(x) — 0 fiir jedes = € R. Ist 0,(z) gleichméBig konvergent auf den Inter-

vallen [$7, 7] bzw. [0, $7]?

P. Betrachte die zwei Potenzreihen

F) =Y ane g(z) = baz"

mit Konvergenzradien r bzw. R. Sei z so, dal |z| < R und »_ |b,2"| < r. Dann gilt:

fog(z)= chzk,

wobei ¢, = Y apby(n) mit

g(z)" = Z bk(n)zk
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Q. Es habe p eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R und p(0) = 1. Zeige: Es existiert

1
0 > 0, sodafl — eine Potenzreihedarstellung

p
=D @ (21 <9)

besetzt.

Sei Y a, eine konvergente Reihe. Zeige: > a,x™ konvergiert gleichméBig auf [0, 1].
Daraus folgt der Satz von Abel:

lim g a,r’t = E Q-
r—1—

Seien (f,) und (h,) gleichméBig konvergieriende Funktionenfolgen. Zeige:
a) Es gilt nicht i.a. da} f,g, gleichméfig konvergent ist;

b) Falls (f,,) und (g,) zuséitzlich gleichméfBig beschrinkt sind, dann gilt: f,,g, kon-
vergiert gleichmafig.

Sei (f,,) eine Folge von stetigen Funktion auf [0, 1], die punktweise gegen f konver-
giert. Zeige: Die Konvergenz ist genau dann gleichméfig, wenn gilt: f ist stetig und
(fn) ist gleichgradig stetig.

Beweise den Satz von Dini: Sei (f,,) eine Folge von stetigen Funktionen auf [0, 1],
die punktweise gegen eine stetige Funktion f konvergiert. Falls die Folge monoton
fallend ist (d.h. f,41 < f, fiir jedes n), dann ist die Konvergenz gleichmifig.

Sei (g,) eine monoton-fallende Folge von Funktionen auf [a, b], die gleichmiflig gegen
0 konvergiert. Zeige: Die Reihe ) (—1)"g, konvergiert gleichmafig.

. Sei (g,) eine gleichméBig beschriankte, monoton-fallende Folge von Funktionen auf

[a,b], bzw. > f, eine gleichmifig konvergierende Funktionenreihe. Zeige: Die Reihe
> fugn konvergiert auch gleichméafig.

Sei (a,,) eine positive, monoton-fallende Folge. Zeige: Die Reihe > a,, sin nx konver-
giert genau dann gleichméfig auf R, wenn na,, — 0.

Es konvergiere die Reihe Y a,. Zeige: Die Dirichlet-Reihe > a,n™* konvergiert
gleichméBig auf [0, co.

11.2 Losungsvorschlige

11.2.1 Thema—Funktionen

1.

a) f(0) =-0.5, f(1)=-2, f(2)= undefiniert
(=2) =025, f(-0.5)=—-0.2, f(v/2)~ —4.12132
b) g(O) 9(1) =05, ¢(2)=0
g(—2) = g(—0.5) =5, g(\/2) =~ 0.24264
¢) h(0) = h1)=0, h(2)=7
h(=2) = h(—0.5) = —1.125, h(v/2) ~ 1.82843
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2. h(a)=0a*—1, h(i)==%-1
ha+1)=a*+3a>+3a+1—1=a-(a*+3a+3), 2h(2a)=2-(8a>—1)

3. Beispiel: f(z) :=2% 21=0, z3=5
ergibt die beiden Punkte (2.5,6.25) und (2.5,12.5)
Graph der Funktion ist Gerade bzw. jede Verbindungsgerade zwischen zwei Punkten
des Graphen der Funktion liegt stets {iber bzw. unter dem Graphen der Funktion.

4. ) y=2>+2r+1; y=/tan?(z) +1
b) u=w?+ 2w+ 1; wu = tanh(v/w — 1)

)
5. ¢(7/12) = 0.5, f(0.5) = —0.375

f(1)=0, ¢(0)=0
Da ¢(1) = sin2, f(sin2) ~ —0.15747 kann man die Reihenfolge der Funktions-
auswertung (hier) nicht vertauschen.

6. a) y = +v1— 22 oder y = —v/1 — 22

y=—++/b*-22/a? — b? oder y = —/b? - 22 /a® — b?

y = /a3 — 23

b) u = ++v1—12v% oder u = —/1 — v?

u=3/v

u=—v/24/v2/4—1oder u=—v/2—/v?/4—1
7. RT, | —3,00[ |- o00,2.5]

R ohne die Nullstellen des Nenners, d.s. 1 und 2

[_171]

8. gerade: spiegelbildlich symmetrisch zur y-Achse (Beispiele f(z) := 0, ¢, 22, 2%, cos z, —?)
ungerade: punktsymmetrisch zum Ursprung (Beispiele f(x) := 0, z, —x, sin z, — sin z)
gerade, weder noch, weder noch, gerade, ungerade, weder noch, ungerade

9. a) cosh®z = (e* + e727 4 2¢0)
sinh® z = 1(e% 4 72 — 2¢0)
cosh’z —sinh’z = 2(e¥ + e +2 — ¥ — ™2 +2) = 1

b) cosh x cosh y + sinh z sinh y
= 1(2e"Y 4 2¢7*7Y) = cosh(z + y)

c.) sinh x cosh y — cosh zsinh y

10. a) cos T =
+ e —2ix 26 )

COS .§L’+S T = ( 2@1+€f2ix+2_€2im_6722‘:1:_’_2):1
b) coszcosy — sinxsiny

— i(eim-i—iy + e—ix-i—iy + eia:—iy + e—ia:—iy) o
= i(Qe””“y + 27 W) = cos(x + y)

1 (ix+iy _ —ixtiy _ pir—iy —ix—1y
iz (e e e +e )
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c.) sinzcosy + cos T siny
— i(elerzy _ 67@1'+2y + T _ oy + (elm+zy + 672£B+Zy — e T eflmfzy))
_ 1 Tty —iT—1Yy\ _ o
= 5 (2e 2e ) = sin(x + y)

C.p(t))=t"+1 # t"4+22+1=(¢(t))* firallete R\ {0}

3. Sei y = sinwz. Es gilt dann 3y = wcoswz, ¥’ = —w?sinwz. Also vy’ +y = 0.

Falls y = ena:’ gllt yl — nenm’ y// _ n2€nx’ y/l/ — n3€7w:’ y(w) — n4enx — n4y.

4. Fir u = prew gilt 5= = @)

0*u -2 4?22 —y?)

o2 o (:L,Q +y2)2 + (xz +y2)3 o (:L,Q +y2)3'

5. Fiir u,(z,t) = exp(—n?n?t) cosnrz gilt

ou

o = —n*n? exp(—n’7r?t) cosnmx

0*u

57 n*n? exp(—n?r’t) cos Tna.
T

6. Fir f(x) = % — xy gilt

fl(x) =o' —y —also fl(z) =0 &z =yt

(stillschweigende Annahme: y > 0).
Dann gilt:

o) =Ty =y (1),
p

T

yP=1 U p

99

(In der Tat ist dies ein Minimum und es gilt daher ?p —xy > L (1;;;) x,y > 0,

oder % + (’%1) Y71 >y, oder 5’% + %q > 1, wobei g = ’%1.)

7. F'(s) = \/% [ (—iz) f(x)e " da.

8. F/(p) = J(~1)f (t)e Pt

9. L cos?r = 2cosz(—sinz)
X
2

%sin T = 2SN T CoST.

Also - (cos? z + sin® z) = 0. Daraus folgt: cos? z + sin® z ist konstant.

Setzt man x = 0, so sieht man, dass cos? z + sin?z = 1.
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11.2.2 Thema—Differentiation

13. Sei y = sinwz. Es gilt dann y’ =wcoswr, iy’ = —w?sinwx. Also vy’ +y = 0.
Falls y = €™, gilt ¢/ = ne™, y" = n2e™, y" = nde™®, y(¥) = nte™® = nly.
14. Fir u = 2+y2 gllt (xﬁ#)g,
9*u —2 4z 2(a? —y?)

o2 - (:c2 +y2)2 + (:1:2 +y2)3 o (:c2 +y2)3'

15. Fiir u,(z,t) = exp(—n?n?t) cos nmz gilt

ou

o = —n*n? exp(—n’7r?t) cosnmx

0*u

ez n?n? exp(—n?r?t) cos Tna.
x

16. Fiir f(z) = %7 — xy gilt

1

fl(x) =21 —y —also f'(z) =0 & 2 = yrT

(stillschweigende Annahme: y > 0).

Dann gilt:
_p_
o) =y =yt (1),
p p
(In der Tat ist dies ein Minimum und es gilt daher Z- P (L2) x4 >0,
P - yP P

oder%+( )yp1>xy,oder +y>1 Wobelq—pl)

17. F'(s) = \/%7 ffooo(—m)f(:c)e’isxd:c.
18. F'(p) =[5 (—=t) f(t)e Pdt.
19. % cos® x = 2cosz(—sin )

d 2

-z sin“z = 28In x cos x.

Also —(Cos x +sin®z) = 0. Daraus folgt: cos? x + sin® z ist konstant.
Setzt man x = 0, so sieht man, dass cos?x + sin®z = 1.
11.2.3 Thema—Integration

21. fsinhxdx:%fex— e Fdxr = (ex+e_x)zcoshx

22. [coszdr =3 [+ e ™dr =5 (e —e ™) =sinx
[sinzdr =5 [¢® —e ™dp =—5(e” + ) = —cosx

23. flnxdx:fl-lnxd:p:xlnx—fx-%dx:xlnx—x
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24.

25.
26.

27.
28.

29.

30.

31.
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Sei I, = [;7t"e " dt.
= J e = [ = !
b) Sel F, = [tre *dt. Dann ist F,_; = [t" e dt = %t"e*at + 2F, (partielle
Integration). Davon folgt dass I, =2 - I;, 1
c) I, = a%, I, =2 =, I3 =

5

f(ﬁ+1)(x—ﬁ+1)d$=f1—$+x2 +:de_x+§ 3

J (23%3)2 =522 -3)""

[zsin2zdr = —fxcos 2z + 5 [ cos 2z drx = —3x cos 2z + §sin 2z

[a"Inzde = le 2" Hlnx — n}rl [ a"dx = #Ix"“ Inz — (njl)gx"“

fo% sin nx sinma de = 3 027T cos(n —m)x — cos(m + n)x de = 5[——sin(n — m)z —
——sin(n +m)z]§" = 0, fiir n # m.

f02 cos nx cos max dx = 5 OZW cos(n —m)z + cos(n + m)z de = 3[——sin(n —m)z +
——sin(n +m)z]§" = 0, fiic n # m.

fo% sin nx cosmz da = 3 fo% sin(n +m)z +sin(n —m)x dz = §[— = cos(n +m)z —

—— cos(n — m)z]§" = 0, fiir n # m.
Sei A= [e*cosbrdx, B = [ e sinbzdx.
A= e‘”% — ¢ [ e sinbx do = e sinbx — B,

b
B = —eowcosbz %fe‘”” cosbx dr = —Le® cosbx + 2A

b b

Damit hat man das Gleichungssystem
bA 4 aB = e* sin bx

—aA+ bB = —e* cos br

und die Losung

1

A= T (be” sin bx + ae™® cos bx)
1

B = m(ae‘” sin bz — be® cos bx)

11.2.4 Thema—Fourierreihen

x) = an sin nx

mit

/ f(z) sin nx dz
0

/ sin nx dx
0

COS nNx

no

(=)

2
™
2
™
2
™
2
™
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32.

33.&34.

33.

34.

mit

102

n ungerade
n ungerade

flx) = i b, sin nx
n=1

3

f(z)sin nx dz

x sin nx dx

cosnx 17 2 [T
r| +— cos nx dx
n 0 T 0

S~

AN 30 3

>]|[\3|—|

(1),

f(z) = % —i—Zancos n:L’—i—ansin nz,

wobel

ag = —

(siehe 32).

™

Sy
o =,
I
l\D'|=i

f(:c)da::l/ﬂ:cdx:
s ™ Jo

3

f(x) cos nx dx

|
3

T cos nx dx

™ 1 T
E— / sin nx da:}
o MJo

s

o\:‘\

N 3= 3=

sin nx
T

n

iy
x sin nx dx

(-1
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35.

36.&37.
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2 s
_ 2
an, = —/ x“ cos nx dx
0

T

2 73 272

a —= _— = —
0 T3 3

2 iy
_ 2
a, = — T° cos nr dx
™ Jo
s 1 T
—2—/ Z sin nxd:p}
0 n Jo

T 1 T
+ — / COS Nx da:]
o "Jo

2 | ,sin nx
x

n

4 COS N
= —— |-z
n

f(z) = % + Zancos nx + b, sin nx,

n=1
wobel

™

an = e’ cos nx dx

—T
s

e Tsin nxdx

b, =

A= N
— —

|
3

also

[ 1 2
ap = —/ e"dr = —(e" —e ") = —sinh nx.

™) us T

Wir verwenden jetzt die Formel

ax 1 ar s axr
/ e cos brdr = s [be™® sin bx + ae®™ cos b
ar : 1 ar s axr
/ e’ sin brdr = m[ae sin bx — be™ cos bz
(vgl. BL. 2, Bsp. J).
L lnet sin e+ o cos |
a, = ———[ne’sin nx + e” cos nx
w1+ ) .
n = ———[e"sin nx — ne” cos nx
m(1+n?) -

Usw.
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11.2.5 Thema—die schwingende Saite

41. Wir entwickeln f(z,0) in eine Fouriersinusreihe, vgl. Blatt 3.

bn:%-/o f(z,0) - sinnx dx
2 2 T 2
— / hx— sinnz dr + — / (2h — h—z) - sinnx dz
s T Jr)2 n
4h 4h T
=3 / x-sinnw dr + — - / (mr — z) - sinnx dz
7T w/2
ar n 4h 7T/2 7r/2
p t:It_2 <_x/n.cosngj) —|—/ 1/n-COS77,37d37
m 0 0
4h (7 ™ —z T "1
+_2 —'<—COSTL.T) — — - COS NI + — -cosnz dx
T n w/2 n w/2 /2 n
4h (- 1 /2
= = (2—:: cos(nm/2) + 0+ (n_ smnx) o )
4h /-
+ — - (—ﬂ - (cosnm — cos(nm/2))
T n
— 1 T
— ((% - CoOSNm + % : cos(mr/Q)) + F - sinn 7r/2) )
4h — 1
= F . (2_:: . Cos(nﬂ'/Q) + ? -sian/Q -0
4 -
(T P
2 (- (1) costn/2)
— 1
- (%(—l)n + % -cos(nm/2) +0 — pel sinn/2 )
—2h 4h 4h 4h
= . 2)+ —— 2—-——(—1 — 2
WTZLlh cos(nm/ 2)h .2 -sinnm/ ; 7Tn( )" + cos(mr/ )
Sy Gy | L 2) + —— - 2
+8}7Lm< ) ™ -cos(nm/2) + m2n? sinnr/
= W - sin nﬂ'/2
Also

b4k = b4k+2 =0

___8h . — _,8h _ gnmje—_, Sh
burr = gy SR U2 = Sy ST/ = oy
__ 8h ___8h ___—8h
bires = g gy SR F3IT2 = S g sndT/2 = g g
woraus folgt:
—1)7*18h
by =0 b = g

und damit die behauptete Reihendarstellung.

Differenzieren von

m

(2m — 1)mx

+1
sin - COS
1 2

8h —
:_22 2m

71-ml

liefert:

104
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_ 8h o (2m — )m(—1)™ (2m — 1) (2m — 1)7t

T2 P 2(2m — 1) - COS 5 . COS 5

ton(a,f) = —W82h ni (2m2—2(12);7r2_(1)12)m+1 L m —2 Drz M
wnlt) = —W82h ni (2m21227r_(_1;)m+1 L m = Drz  (2m = 1)t

(1) = —WSQh ni (2m2—2(12):rL7T2_(I)12)m+1 i (2m —2 ) eos M

Also ist die Differentialgleichung u,, = uy, erfiillt.
u(z,0) = f(z,0) gilt wegen des Fourierreihenansatzes.
w(0,t) = u(2,t) = u(z,t) = 0 ist erfiillt wegen sin 0 = sinw = 0.

42. b, —7%/0 f(j: sinnz dz Z*ET 9 / f(y) sinnmwy dy

“h
2( —ysmmrydy+
0 €

h <<y—cosn7ry)

€ nm

1 (1 —y)sinnmy dy)

+/61_cosn7ry dy)
0 0 nm

=2

h —cosnmy |1 —cosnmy . |1 L cosnr
e (e () [ ey
1—e€ nmw e nmw € . nmw
h —ecosnme €
=2|—(—— —5 5| )
€ nmw n°m lo
h — COSNT  COSNTE —cosnm  ecosnme  sinnmy |l
+ = + 2 - 2]
€ nmw nmw nmw nmw n°m le
h —ecosnme sinnme
=2|=( +—5 —0)
€ nmw nem
h —(=1)" + cosnme —1)™ — ecosnme sin nmwe
< S ey -0+ W)) ]
1 —€ nmw nm nmw
—h cos mre hsinnme h 1—¢ h sinnme
=2 55— T cosnme + 55
encm 1—€¢ nr 1—€¢ n°rm
2h (1 N 1 ) 2h
= sin nmwe = sin nme
n’m? e l—¢ €1 —en’r?

43. Der Ansatz V(z,y) = X(z) - Y (y) erfordert zuerst die partiellen Ableitungen
Ve =X'(2)Y(y) und V., = X"(2)Y (y) sowie
Vy = X(2)Y'(y) und V,,, = X(2)Y"(y)
Eingesetzt in die partielle Differentialgleichung erhalten wir:
Viw + Viyy = X"(2)Y (y) + X (2)Y"(y) = 0 fiir alle (x,y) aus dem Giiltigkeitsbereich
der Differentialgleichung
Somit folgt
X"(z)/X(x) = =Y"(y)/Y (y) = ¢ = const.
und damit die beiden gewthnlichen Differentialgleichungen
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44.

45.

46.
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X"(z) —cX(x) =0und Y"(y) + cY(y) =0,

welche die beiden linear unabhingigen Lésungen eVe® und e Ve bzw. V=% und
e V=% besitzen, welche sich abhéngig vom Vorzeichen von ¢ durch sinh und cosh
(Fall ¢ > 0) bzw. sin und cos (Fall ¢ < 0) ausdriicken lafit.

Zusammen: V(z,y) = (AeV*® 4 Be V) (CeV=% + De~V~-)

Ahnlich wie in 43.) bilden wir zuerst die partiellen Ableitungen zum Ansatz
Ve, y,t) = X(2)Y(y)T(t) :

Vi=X(@)Y(y)T'(t) und Vi = X ()Y (y)T"(t) sowie

Viw = X"(2)Y (y)T(t) und Vy,, = X (2)Y"(y)T(t)

Eingesetzt in die partielle Differentialgleichung erhalten wir:

XYT" =X"YT 4+ XY"T fiir alle (z,y,t)

Mittels Division durch XYT'(# 0 vorausgesetzt) folgt

T// X// Y// A 3

= + 7y = ¢ = const. (analog wie in 43.))

Somit mufl 7" der gewohnlichen Differentialgleichung

T"(t) — ¢T'(t) = 0 geniigen und es gilt

X'(x) | Y'(y)
X(x) ~ Y(y)
woraus analog folgt, dafl
X//<.§U>
X(x)

:C7

Y'(y)

=c¢—d = const.
Y(y)

= d = const. und

Zusammen erhalten wir:
V(2,y,t) = (Ae¥® + Be V) (CeV® 4 DemVi) (BeVe 4 FemvVe)

Wir verwenden - so wie in U 46 - die Variable 6 statt ¢.

Wir bestimmen wieder zuerst die partiellen Ableitungen

V., = R'(r)®(0),V,, = R'(r)®(0) und Vp = R(r)®'(0).

Eingesetzt in die Laplacegleichung in Polarkoordinatendarstellung erhalten wir:
AV = R'® + LR + 5 RV =0

Durch Division mit R® und Multiplikation mit r erhalten wir

R”(r) R’(r) @”(9) .. e 1 )
2 _ _
T ) +r R(r) + B0) 0 fur alle (r,0) des Giiltigkeitsbereiches der Laplace

gleichung, woraus wie schon vorher folgt

LR Ry __2'(0)
R(r) = R(r) o(0)

Also muB8 R bzw. ® der gewohnlichen Differentialgleichung

r’R" +rR — cR = 0 bzw. ®" + c® = ( geniigen.

Wir denken an ¢ = n? also ¢ > 0. Der Ansatz R(r) = r® fiihrt auf die Lésungen

R(r) = rve.

Die Losung R(r) = 7~V scheidet aus, da diese Funktion bei r = 0 unbeschrinkt ist.

Also V(r,0) = rVe(AeV=% 4 Be~V~=%)

= ¢ = const.

1.Zeile: Lies r, 0 statt r, ¢
3.Zeile: ™ cosnf, r™ sinnf statt r™ cos @, r" sin 6

a.) Sei v := 1" cosnb, w = r"sinnf

Da (gilt auch fir n =0,n = 1)

v, =nr"tcosnl, v, =n(n—1)r""2cosnd
vg = —nr"sinnf, vgg = —n’r" cosnb

w, =nr" tsinnb, v, =n(n—1)r"2sinnd
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48.

49.
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vg = nr’cosnf, v = —n’r"sinnd

folgt in Polarkoordinaten tatsichlich
Av =n(n —1)r"2cosnb + nr"~'=! cosnf — n27“” 2cosnf = 0 und
Aw = n(n —1)r"?sinnd + nr"~' "L sinnd — n?r"?sinnd = 0

b.) Wegen a.) ist jede Linearkombination der Funktionen aus a.) selbst wieder eine
Losung der Laplacegleichung in Polarkoordinaten, also ist

u(r,0) == ag + Z(anr" cosnb + B,r" sin nf)
n=1
fiir beliebige a,,,n € Ng, S,,n € N wieder eine Losung.
Diese freien Parameter ziehen wir nun dazu heran, um die Randbedingung V' (1, 6) =
f(0) zu erfiillen, und zwar
ap = Q,an = ay, B, = b, fir n € N, wobei die a, und b, die auf Blatt 3
definierten Fourierkoeffizienten sind.

Anwendung von 46.b.) unter Beriicksichtigung der 27-Periodizitit von sin bzw. cos
f(0) ist bzgl. m eine ungerade Funktion, daher gilt:

=0
by = %/% F£(8) sinnd do
0
= l (/wsinne d6’+/2ﬂ—sinn0 d@) _ l <_COSW9 T —cosnb 27r)
71'1 0 - 7T2 n 0 n -
:%(—cosmerl—i-costr—cosmr)I%(l—cosmr):%(l_(_l)n)

Also b,, = 0 fiir n gerade und b,, = % fiir n ungerade. Also

Z ~lsin(2n —1)0
m(2n — 1

Da

() = —n?sinnxsinnt, (uy,)ze = —n?sinnx sin nt

ist die partielle Differentialgleichung erfiillt.

Da sin 0 = 0 = sinnr sind die die ersten drei (= die homogenen) Randbedingungen
erfiillt.

Wie in 46.b.) ist wieder jede Linearkombination

= Buttn(, 1)
n=1

der u,, aus 48.) eine Losung der partiellen Differentialgleichung sowie der 3 homoge-
nen Rand- bzw. Anfangsbedingungen, d.h., die Parameter (3, konnen dazu verwen-
det werden, die 4.Bedingung (=2.Anfangsbedingung) zu erfiillen.

Da

o.0]
= E Bpn sin nx cos nt
n=1
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fithrt diese Bedingung auf

Vi(z,0) = Zﬁnn sinnzx = g(x)
n=1

108

Waihlen wir ,, := b, /n mit b, den Fouriersinuskoeffizienten nach Blatt 3, haben wir
eine Reihendarstellung fiir die Losung der partiellen Differentialgleichung in 48.)

gefunden.

50. Anwendung von 49.)
b, = %/ g(z)sinnz dr = —/ x(m — x)sinnx dr = —/ (rz —:EQ)sinn:E dx
™ Jo 0

o1.

0 m
Als Teilprobleme 16sen wir

™
. part.Int. — COSNT
A::/ rsinnx der = ———
0

(="

r = —T

0 n n

) n
sowie .

. part.Int. — COsSnx |™ cos nx
B = sinng dr "=" 22— 4+ 2x dx

0 n 0 0 n
—-1)" sinnx |T T sinnx 1" cosnx
- —7r2u+0+2 T—s—| — — dx | = _quﬂ (0 -0+
n n 0 0 n n

==l 2 (-
Damit ergibt sich fiir

T

™ T cosnx 1" sinnx |T
+/ d CD" oy
0

n? o

n3

_2 oy 2 (_ 20" 2D 2 1y _ 4 q1_(_1n
b= 2(rA— B) = £ (—n? L 4 w2 — L1y — 1)) = (1 - (1)),

also b, = 0 fiir n gerade bzw. b, = % fiir n ungerade und damit fiir die Reihe

e}

V(z,t) := 8
T

@1t sin(2n — 1)xsin(2n — 1)t
n —

n=1
11.2.6 Thema—Induktion

n=1y

n — n + 1: zu zeigen ist:

Z 12 (n+1)(n+2)(2n + 3)
k=1 6
Induktionsannahme: .
ij B n(n+1)(2n+1)
k=1 6
n+1 n
LS=) kK = k24 (n+1)2
k=1 k=

1
1)(2 1
_ n(n + )6< n+1) + (n+1)* (Induktionsannahme)

= RS (einfache Algebra).

™

0

)
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52. Wir zeigen zunichst (n + 1)? < 2n? oder n? — 2n — 1 > 0 fiir (n > 4). Aber
n*—2n—1=(n—-12?-2>0fallsn > 3.

Z.z. 2" >n? (n>4)
n=4 LS=2'=16, RS=4%=16y

n — n + 1 Induktionsannahme 2n > n?.

Z.z. 2" > (n+1)2

LS = 2.2">2p® (Induktionsannahme)
> (n+1)>2
55. (54. ist der Spezialfall 21y = 29 = --- =z, = x.)

Induktion: LS =142 RS =1+ z1y/
n — n + 1 Induktionsannahme: (1 +21)...(14+z,) > 142, + - + 2.

1.7.
(I+x)(1+x)...(01+x,) >1+2+ -+ 2.

Wir multiplizieren: x(1 4 z,,41) (N.B. 1 + x, > 0).

(I+21)Q+2)...L+zp1) > Q+z+-+2,) (1 +2011)
= 14z + T+ T+ +20)

'

>0
> 14214+ Tpe1-
58. Induktion: n =1 LS = a1b; = RS
n — n + 1 Induktionsannahme:
n n—1
D apb = Anby + Y Ap(br — brgr)-
k=1 k=1
Es gilt dann:
n+1 n
Z agby = Z arb + ny1bni1
k=1 k=1
n—1
= A.b, + Z Ak(by — bky1) + ans1bpy1 (Induktionsannahme)
k=1
n—1
= Aub, + Z Ap(br, = brg1) + Anprbngr — Apbn
k=1
= Appibpi + Z Ap(by — b1).
k=1

59. Aus (1+z)" = Y1 (")a" folgt (Differentiation):

n(l+z)" ! = zn: r(ﬁ) ",

Setze jetzt x = —1.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.
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Wir zeigen n! < n"

n=1 LS=1=RS.
n—-n+1
Induktionsannahme n! < n™.

2.7.
(n+ 1! < (n+41)".

Aber
(n+1)!

I
3
=
=
AN

n+ 1)n™ (Induktionsannahme)
n+1)(n+1)" = (n+ 1)"*

IN

11.2.7 Thema—reelle Zahlen, Konvergenz

V2 ist irrational: Nehmen wir an, v2 = %, p,q € N. Dann ist 2¢> = p%. Weil
p = 2Mpy, ¢ = 2"qq fiir geeignete m, n € Ny, po, go ungerade, heisst es, daff 22" T1g2 =
2?mp2 und das ist ein Widerspruch.

Sei A =2+ 3, B=+2—+/3. Weil A+ B = 2v/2 kénnen nicht beide Zahlen A
und B rational sein. Weil A- B = —1, ist entweder A und B rational oder A und B
irrational. Es miissen also A und B irrational sein.

Sei a = min(ay,...,a,) und A = max(ai,...,a,). Dan ist

a=a(pr+-+pn) <apr+ -+ appn < Alpr+ -+ pn) = A.

Seien a,b > 0. Dann

\/@S%—i_b & dab < a* +b0* +2ab & 0< (a— D)

Die Familie aller reellen Polynome bildet einen Ring: Die Axiome der Addition sind
erfiillt (0 ist das neutrale Element und p 4+ (—p) = 0 fiir jedes Polynom p). Es ist
auch p(¢s) = (pq)s und p(q + s) = pq + ps fir alle Polynome p, g, s.

Die Familie aller rationalen Funktionen bildet einen Koérper: Die Axiome der Ad-
dition sind erfiillt &hnlich wie bei der Polynomen. Multiplikation is komutativ und
associativ; 1 ist das neutrale Element der Multiplikation. Fiir alle Polynome P, Q) # 0
ist g . % = 1. Fiir alle Polynome Py, P, P3, und @1, @2, Q3 # 0 ist %(% + %) =
PPy PPy

Qi Q2 @1 Q3

Die Familie aller n x n Matrizen bildet einen Ring: Die Axiome der Addition und der
Multiplikation sind erfiillt (die 0-Matrix ist das neutrale Element der Addition, die
Einheitsmatrix ist das neutrale Element der Multiplikation). A(B+C) = AB+ AC

fiir alle Matrixen A, B, C'.

Die Diskriminante der quadratischen Funktion f(t) =Y 7 _, (axt + by)? ist

D(t) = 4 ((Zakw YA bi)) .

k=1

Weil f(t) > 0 fiir alle t € R ist D(¢t) < 0 fiir alle t € R und die Ungleichung ist
damit bewiesen.
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66. Setze ar = \/x; und b, = \/%_k in die Cauchy-Schwarz Ungleichung.

3n2—20n
n+1

. ( J—k _ k _
T J:I&Z =)=t

nHm
lim (n—|— = lim E ( )nj k—
n—oo n—oo ]

Sei p(t) = apth + -+ + ap. Dann ist

n?—2n+1
n2—6

6(—1)"n+11
n2—>5

67. lim,_ oo =1, lim, =0, lim,, = 00.

68. Es ist

und fir m < k

n k n k—1
pln+1) a4 tag oE a2+ P gk
lim ———= = lim 25— lim _
n—00 p(n) n—00 aknk+---+a0 =% 00 aknk k+a/k 1n(k 1)— k+ ‘+a0n—]{;
69.
lim lim = lim -1 = —1
n—oom—oo 1, + 1M n—o00
lm lim " = Jim 1=1

m—oon—oo 1, + 1M m—o00

70. Sei e > 0 gegeben. Fiir 1 < m < n ist

1
E = g(a1+---+an)—a

:)%(a1+...+am)—%a+%((am+1—a)+...+(an—a)) .

Weil lima, = a, die Folge (a,) ist beschrankt. Es existiert also A > 0 so, daf}
la| < A fiir alle £ € N. Wéhle m € N so daB |a; — a| < ¢ fiir alle k > m, ™A <,
und ™|a| < e. Dann ist

EgﬂA—i—T\aH—n e < 3¢,
n n

und lim +(a; + -+ + a,) = a.

11.2.8 Thema—Stetigkeit

Y3 13— V314 -0

71. limg_ oo o

72l IR < lim, L, TV DOETAET)

3 r—a . 1 . 1
Mmoo Vrrvasy — We—a oy (Vebivass) — davas:
73. y—4d=2—4=(x—2)(x+2). Also gilt |[y—4] < |z—2||z+2| < 34, falls |[z—2| < §

und |z — 2| < 1. Wihle also § = min (£, 1).

74. Ja.
75. a=1.
76. Da COS% =1 firx = ﬁ, bzw. —1 fiir x = m, existiert der Limes nicht.
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7.

78.
79.
80.

81.

82.

83.

84.

85.
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li V14322 —+/1—322 1+322—(1-322)
my 0 0.

(V1+3224+V/1-322)

= hmm%O -

4_ 72
3x*—Tx 1:3

hmx—)oo 1‘4-‘1-7

Die Funktion ist nur an der Stelle x = 0 stetig.

Beide sind stetig. Beide Lipschitz stetig auf [1, 2], nicht aber auf |0, 1].

11.2.9 Thema—Wiederholung

sinz = @ +3%> | a, cosnz mit a, = 2 [7 f(x) cosnz dz also ag = 2 [ sinzdr =2

2 ™
a, = -— sin x cosnx dx
™ Jo

L1l st e mya (1+n) /7r
= — cos n)x cos n)x
T |1l+n 1—-n 0

{ 4_1 n =2m

T TAm2-1
0 falls n ungerade

| sinz| ist die 27-periodische gerade Erweiterung von sinz (x € [0, 7]). Daher gilt:

— AN cosnt i) jedes - aus R.

| sinz| = % 7 Zun=1 4n2_1

Setzen wir x = 0, so bekommen wir:

2 4 1 > 1 1
0=--=-y —— dh. L E——
T ﬂ;4n2—1 ;4712—1 2

Setzen wir x = 7, so bekommen wir:

o
2 4 COS N

1==_2
T T 4n? — 1
also
2 cosnmt  w (2 = (=1)" 1
oSt _ T2 1) qn S
J e sina de = (tQ—il)(te_m sinz—e ' cos ) (Blatt 2, Losung J), also [~ e ™ sinz dx =
1
t+1)°
F(t) = /0 et 512:1: de = F'(t) = —/0 e sinz dr = t2_+ 1 (Bsp. 83.)
Daher gilt: F'(t) ist eine Stammfunktion von %, also F'(t) = —arctant + ¢ (c eine
Konstante).

Aber limy_ F(t) = 0, lim;_, arctant = 7 (Bild!). Daher gilt: F'(t) = arctant + 7

und damit F'(0) =

IR ||
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86.

87.

88.

89.

90.
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24, ,
U, = Ccosnrcosnt= o = —n“cosnxcosnt =
ou ou ou

— = —nsinnzcosnt = —(0,¢ m,t) =0.
ox ozr 5201 = 890( )

ou ou

— = —ncosnzsinnt = z,0 0.

ot ot pl ) =

0%u

or?’

Wir berechnen die Fouriercosinusreihe fag + >°°° . a,, cos nz fiir bz, also
5 ¢o n=1%n )

2 [T 2 (bx®\ "
ag = —/ bxdazz—(i) =br
T Jo ™\ 2 0
2 [T .
an, = —/ bx sin nx dx
™ Jo
2b
= — zsin ne dx
T Jo

20 [[—cosnz 1™ 1 [T
= — —_—x| +- cosnzdzx |?
T n o nJo

Fir u(z,t) = f(x +t) + f(z —t) gilt: % =fx+t)+ f(x—1)

Nach 88. gilt: 2
[0, 7])

o _ L[ f(z—t)+ f(z+1)], also 2(2,0) = [~ f(x) + f(z)] =

8:1:2

= atg . Randbedingungen: u(z,0) = %[f(x) + flz

&%u

ox? "

113

Die Funktionen u(x,y) = y bzw. u,(x,y) = sinh ny cos nx sind Losungen der Lapla-
ceschen Gleichung. Damit ist u(x,y) = 3boy + Y., bn sinhny cos nx eine Losung.

AuBerdem gilt: % = 0 falls z = 0 oder , u(z,0) =0,

1 o
u(z, ) = §b07r + Z by, sinh n cos nz.

n=1

Falls f(x) die Darstellung

1
§a0 + ay, COS NI

hat, (d.h. a, = 2 fo ) cos nx dx), dann wéihlen wir b, sodafl

2
—bow — g dh. by = 22

11.2.10 Thema—Differentiation

A1 = 25100 = —6002°(1 — 25)*.

dzx
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92. (Inx)® = e*nn® — daher

d d
%(lnx)x — emlnlnx%CL’lnlnx)
d
= (lnx)® <ln Inx + xd— In lnx)
T
1
= (lnx)® <lnlnx+xi ) _)
lnz =z
(Inz)” (Inlnx + 1
= nr nlhhx +—1.
Inz
93. %(1+x+...+xn):%<%)'
Daher
g gt = (@) Da®) + (1 =™
s
1= (e et
(1 —22).
94.
1 1+x 1+2x e 1
dy d1 - '
o gzt == 2(1+x+1—:c)
1
- i
de 1
dy — cosh’y’
. COS. 2
e gjli ) COSh2 g M Sleht’ dass % B g%f/’ da 1j$2 - 1—ta1nh2y ~ cosh? yEsiith -
Costh_

—z 2—(1+=x —
96. y:h—m: 1(+Z):1+ix:2(1+x) E

Daraus folgt leicht:
Y™ =2(=1)"(1 4 z) " nl.

98. %(xayﬁ—ax):0(:)a:pa*1y5—oz:0(:)x:y% =y (daa+pg=1).
Dies ist ein Maximum (Bild!).
Damit gilt: 2%y® — ax < y*y® — ay® = (1 — a)y, d.h. 2%y° < ax + By.
Setze

n n

» ’ 7 vj
X:Z'x]7 Yzzy]7 xzza y:?7 o =
j=1

j=1
Es gilt dann:
SY (N < im Y
X X)) “pX qY
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Wir summieren beide Seiten iiber j und bekommen %5 Z?Zl x;y; < % + é =1.

XrYy
Daraus folgt 37, z;y; < X»Y's QE.D.

99, A ng = CN=hl (g > ),

xn

Damit ist die Taylorreihe

OO _ n(_1)n—1 0 —1)n1
Inzy + Z (@ nffo) ( )n = Z %(w - fur xo=1.
n=1 n=1

)

100. Induktionsbeweis: n = 1/

n — n + 1 Induktionsannahme:

(f-g)™ = (”)f(k (n—k)
k=0 k
: S (n+1) — (n+ 1 n+1fk)
Zu zeigen ist:  (f - g) = Z .
k=0
Aber (f-g)™Y = ((f-g)™
k
k=0
n+1 n n
= Zf(k)g(n+1_k) [((l{; 1)) + (k)] Indexverschiebung
k=0 N
n+1
n+1 ]
( N )f(k)g( +1 k)\/
k=0
d9999 d9998 9999 . 9998 d9997
(x2 sinx)9999 - xQd 5990 Sz + 9999 - Zxd 9993 ST + 5 $ 2 oar Sii

= —z?cosx — 19998 sin = + 9999 - 9998 cos .

11.2.11 Thema—Integration

101. a)
dz 1du 1v™ 1
2 ot -3t (u=22-3).
/(2:10—3)5 w2 3-a- gk (u=2-3)
b)
1 1 5
/:L’2\5/a:3+2d:c:g/Udezl—S(x3+2)g (u =2 +2).
102. a)
Cogre [ (- dr—a—dln(4) (2> —4)
2149 = ) Kk n(x T :
, . 1 —1 1
b) Zunéchst Partialbruchzerlegung: —— = — + :
z(z—1) =z x-—1
Also

/%:/@*;1) dr=ln— (2> 1)
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103. d)
/arctan Vredr = 2/yarctanydy (y = V)
2
= yarctany — / 1 —:ly- 7 dy
1
2
_ tany — [ (1 d
y” arctany /( 1+y2) Yy
= y2 arctany — y + arctan y
= (z+1)arctan x — /.
104. a)

/ dz J 2tdt (2= 1+2)
———dx = — = x
1+vr+1 1+1

= 2/(1—&) dt = 2(t — In(1 + 1))

= 2(Var1-In(l+Vz+1)).

105. Fiir die angegebene Partition ist die Riemannsumme:
n—1 1
1, 1 (1—(en)"
S Lem 1 (#> el
- n n 1—en
=0
(Denn lim,_,o (1 — e7) = lim,, o i(l —e¥)=-1.)

106. Fiir die angegebene Partition ist die Riemannsumme:

Y —a) = S(a—1) = nlo—1) = (V1) = In2.

(Denn lim, 00 2(¥/2 — 1) = lim, o4 5(2?’ —1)=1n2)

1 1
/:EQGM dr = :EQ—e‘””—/Z:E—e‘”” dx
a a

108.

QI Q|-

8
V)
)
Q
3]
|
ISHEN
7N
Q|
8
s
)
|
Q|
)
s
)
=¥
S
~_

I
@‘“@
N
Y]
|
)
Q8
+
QM|[\3
~_

109. Fiir F,,, = fog sin” x cos™ x dx gilt

™

2 T
F = d = —
= ]

s

2
FLO = / sinzdx = ]_, FO,l =1
0

> 1.,
Fip = sma:cosxda:zésm x
0

[=IIF
|
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2
F., = / sin z cos” zsin™ ! x dx
0
_ n+1 x g _ n+1
e 3 —/ (m—l)sinm_gxcosacM dz
n+1 0 n+1
—1 [2
_ / sin™ 2 x cos"? x dx
n+1 J,
_ 1 D)
- / sin™ %z cos™ x(1 — sin® x) da
n+1 Jy
- om—1 m—1
- TL+]_ m—2mn +1 m,n
Daraus folgt
n+l+m-—1 - om—1
n+1 m,n_n+1 m—2n
also 1
Fon = = m—2mn-.
’ m—+n ’
™ 1w 2
110. Da In = Fn07 fOlgt IQ = FOO = -, Il = F10 = ]_, _[2 = F20 = ——, Ig = —.
’ ’ 2 ’ ’ 22 3
n—1
Daher I,, = F,, o = F,_20 nach 109..
Daraus folgt (Induktion)
1-3-5----- C2n—1)7w 2:4-6----- 2n
Iy, = = I
2-4-6----- 2n 2 1-3-5----- 2n +1

11.2.12 Thema—Fourierrheien und Konvergenz von Funktionenfolgen

111.
1 1 1.1 1 11 1
E e = (1 — = S S G =1-—
w=iataat ey "Wt G o) n+t 1
= 1
Sl
“—~ n(n+1)
11 1 11 11 1 1 1 1
L 4. = 2((1=2) (=) et — - (11—
T3 35T T ey 2GRt G T ) T

1 1
Zl 2n—1D)@2n+1) 2
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112. Da (x —sinz)' =1 —cosz > 0 und 0 —sin0 = 0, ist 0 < sinx < z fur =z € [0, 7].
Deshalb ist

O<§:s1n2 gi%zw
n=1 n=1

113. ] !
Z O < Z — (konvergent).
n— (n -1) 1
V- Vi—i= U
und die Reihe divergiert.
114.
1 n+n+1—(n*>-n-1) n+1
—(Vn24+n+1-vVn2—n—1) = =2
n( ) n(vnZ+n+1++vn2—n—1) n(vVn2 +n+1+vn2 —
1 1
> 2
(Vn?2+n+1" 2n
fiir n grofl genug, also die Reihe divergiert.
Fiir n grof ist
0< n < n 1 < 1
T+ T (n=Dnn+1) n2—-1" (n—1)%
und die Reihe konvergiert.
115. Da
In ”—J_r}
Ao h
ist fiir n grof
1 n4+1 1 W2 541 1 2 1
—  In—— = —_. n . — 1)y <2—. < 66—
\/ﬁnn—l Vo -1 <n—1 )< vn on—17 "p3’
und die Reihe konvergiert.
Da 5= monoton gegen Null konvergiert, ist die Reihe ) (—1)"" 515 konvergent
nach dem Kriterium von Leibnitz.
Da D) +1) monoton gegen Null konvergiert, ist die Reihe Z(—l)"*lm konver-
gent nach dem Kriterium von Leibnitz.
116. 1\
lim |2 | = 1im u = |z| < 1.
Ay, nx"—

117. Fiir x = 0 konvergiert die Reihe offensichtlich. Fiir x > 0 und = < —2 ist

1

(1+;)n+1 .
|z + 1]

(1+m:v)"

An1
an

= lim < 1.
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118. Da limnn = lime ™ = 1, ist fiir n grof3
(n+)? _ 2

< )
n® - n¢

1
— <
2n® —

also Y %ﬁn konvergiert fiir & > 1 und g beliebig.
Die Reihe Y % konvergiert fiir alle a € R. Fiir a < 0 ist dies klar. Sei o > 0; wir

konnen annehmen dafl a € N. Da

} n
lim =1,
n_)oo(n—(){—"—l) ..... n
ist fiir n grof
n® 1 n® <9 1 < 4
n' _1 ..... (n_a) (n_o{_|_1) ..... n 1 ..... (n_o{)_'n?
Es ist
W1 —2vn+ v — 1] = 2n~° n-vni-l
Vn+1+4+2yn++vn—1
1

IOV s RN Yy 1Y P

und fiir n grof3

—Q

Njw

I S—n_“[\/n+1—2\/ﬁ+\/n—1]§4n

n n
Die Reihe Y- n™*[vn+1 — 2y/n 4+ v/n — 1] konvergiert, falls o + 3 > 1, also fiir

1
a < —3.

N

W

=1

=1
DSy S+ o
n=1 n=1

also die Reihe fiir a > % ist konvergent.

119.

120. Induktion: n = 1 stimmt,
1= (n+2)2"" + (n+1)2""?

n+1

4 1—=(n+1a"+na™t?

r—1 n

re’ = +(n+1)a" =
; (1 —x)? (1—xz)?
’ 1
lim |22 | = tim Z 2 ) = o,
und die Reihe konvergiert falls |z| < 1.
zhtl_1

Mann kann auch benutzen, daf ra"~' = (2")’, und daB > 2" = T—1.



