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1 Metrische Raume, Folgen, Stetigkeit, Kompaktheit.

Definition 1.1 Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: X xX—=R

mit folgenden FEigenschaften:

d(z,y) >0 und d(z,y) =0 <= z=1y;

d(z,y) = d(y,x) (z,y € X);

d(z,z) < d(z,y) +d(y, z) fir alle x,y,z € X (Dreiecksungleichung).
d(x,y) ist der Abstand der Punkte x und y.

Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer Metrik.

BEISPIELE.

[. R ist ein metrischer Raum mit der Abbildung
d(z,y) = |z —yl.

II. Jede Teilmenge A eines metrischen Raumes ist selber ein metrischer Raum (man nimmt
die Einschrankung der Metrik von X als induzierte Metrik).

Definition 1.2 Normierte Riume. Sei V' ein (reeller) Vektorraum. Fine Norm auf V' ist
eine Abbildung || || : V — R, so daff

|z]| > 0 und ||z]| =0 <= z=0;

lLz]] = Jtlll=l (e R,z € V),

lz +yll < llzll + lyll - (z,y € V).

Fin normierter Vektorraum ist ein Paar (V)| ||), wobei V' ein Vektorraum ist und || || eine
Norm darauf.

Wir bemerken gleich, dafl jeder normierter Raum V' ein metrischer Raum ist, und zwar mit der
Metrik

d(z,y) = [l —yll.
Damit sind die folgenden Rdume auch weitere Beispiele von metrischen Radumen.
BEISPIELE.
[. Euklidische Rdume: Wir wissen aus der “Linearen Algebra”, dafl ein euklidischer Raum

ein Vektorraum V' mit einem Skalarprodukt ( | ) ist. (Das Beispiel ist R™ mit dem Ska-
larprodukt

(z]y) = Z §imi)-

Die Abbildung
]l =/ (z]x)

ist dann eine Norm auf V. Im obigen Fall ist diese Norm der euklidische Abstand auf R".
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IT. Teilmengen von R™. Die Metrik von I. induziert die Struktur eines metrischen Raumes
auf jeder Teilmenge von R™.

III. Die Supremums-Norm und die /!-Norm auf R™ werden wie folgt definiert:

llo0 = max{|&l};

Izl =) 16l
i=1
IV. Die Supremums-Norm || ||« auf C([a,b]). Dies ist die Abbildung

f = sup{|f(2)] : @ € [a, 0]}

Definition 1.3 Ist z ein Element eines metrischen Raumes und € > 0, dann ist die Menge
Uz,e) = {y € X : d(w,y) < ¢}

die e-Umgebung von x oder offene Kugel mit Mittelpunkt x und Radius e. Allgemeiner
heifst eine Menge N eine Umgebung von x, falls ein € > 0 existiert, mit U(z,e) C N. Wir
bezeichnen die Familie aller Umgebungen von x mit N (z).

Fine Teilmenge U von X heifit offen, falls U eine Umgebung von jedem Punkt x € U ist (d.h.
U ist eine Vereinigung von offenen Kugeln).

Fine Teilmenge A ist abgeschlossen, falls X \ A offen ist. Diese Definition kann man wie
folgt umschreiben: Ist U(x,€) N A # O fiir jedes e > 0, dann gilt x € A.

Eine weitere Charakterisierung von abgeschlossenen Mengen ist: A ist genau dann abgeschlos-
sen, wenn gilt: Fiir jede Folge aus A, die in X konvergiert, ist der Limes in A.
Man sieht leicht, dafy die Familie 7; der offenen Mengen folgende Eigenschaften besitzt:

0 und X sind offen;

falls U und V offen, dann auch U NV

die Vereinigung einer Familie von offenen Mengen ist offen.
(Diese Eigenschaften sind die Motivation fiir die Definition von allgemeinen topologischen
Réumen—siehe Anhang).
Eine Folge (z,) in einem metrischen Raum X konvergiert gegen = € X, falls zu jedem € > 0

ein N € N existiert, so dal d(z,,x) < ¢, falls n > N. Eine Folge ist Cauchy-Folge, falls zu
jedem € > 0 ein N € N existiert mit d(x,,,z,) < € fir m,n > N.

In Symbolen:
/\ \/ /\ (X, T,) < €.

e>0n,NeN mn>N
Wie fiir R zeigt man, dafl jede konvergente Folge in einem metrischen Raum eine Cauchy-Folge

ist. Das Umgekehrte gilt nicht fiir allgemeine metrische Rdume (betrachte etwa die Folge (—)
n
in |0, 1]). Daher die Definition:

Definition 1.4 FEin metrischer Raum ist vollstandig, falls jede Cauchy-Folge konvergiert.
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Fiir unsere Zwecke reicht der folgende

Satz 1.5 Jede abgeschlossene Teilmenge von R™ ist vollstindig.

Stetigkeit von Funktionen. Wie im Fall von Funktionen auf R, kann man die Metrik
beniitzen, um verschiedene Stetigkeitseigenschaften von Funktionen einzufiihren. f : X — Y
(wobei X und Y metrische Rédume sind) ist stetig im Punkt z € X, falls f(z,) — f(x),
wenn x, — x. (Aquivalent dazu: Fiir jedes ¢ > 0 existiert § > 0, so daB d(f(y), f(z)) < ¢, falls
d(xz,y) < 0). f ist auf X stetig, falls es in jedem Punkt stetig ist.

In Symbolen:

AAV N day) <= d(f), fy) <e

rzex e>06>0ye X

f ist ein Hom&omorphismus, falls f bijektiv und sowohl f als auch f~! stetig sind. Zwei
metrische Rdume X und Y sind hom6omorph, wenn ein Homémorphismus von X auf Y
existiert.

f ist gleichméBig stetig, falls zu jedem € > 0 ein 0 existiert, so daf fiir jedes Paar x,y € X,

d(f(z), f(y)) < & wenn d(z,y) <6, dh. Ao Voo Asyex d(@,y) <0 = d(f(2), f(y)) <e
f ist Lipschitz-stetig, falls ein K > 0 existiert, so dafl

d(f(x), f(y)) < Kd(z,y)

fiir jedes Paar z,y € X. Falls ein solches K mit K < 1 existiert, dann ist f eine Kontraktion.
In Symbolen:

\/ A\ dif@), fy) < Kd(z,y).

K<1lzycx

Folgender Satz ist die Basis von vielen Iterationsverfahren zur Losung von Gleichungen:

Satz 1.6 Der Fixpunktsatz von Banach. Se: X ein nichtleerer, vollstindiger metrischer
Raum und sei f : X — X eine Kontraktion. Wihle einen Startwert xq und definiere eine Folge
(x,) rekursiv wie folgt:

x1 = f(xo), x2=f(x1),.. ., Tps1 = fxn),....

Dann konvergiert (x,) gegen einen Fixpunkt von f, d.h. gegen ein Element x mit f(x) = x.
Auflerdem ist x der einzige Fixpunkt von f.

BewEIs. Ubung.
| ]

Ein metrischer Raum X ist folgenkompakt, falls jede Folge (x,) eine konvergierende Teilfolge
besitzt. Es ist klar, dafl eine abgeschlossene Teilmenge eines folgenkompakten Raumes selber
folgenkompakt ist. Daher kann man leicht folgende Version des Satzes von Bolzano-Weierstrafl
ableiten:

Satz 1.7 Fine Teilmenge A von R™ ist genau dann folgenkompakt, wenn sie abgeschlossen und
beschrdankt ist.
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BeEwEIS. Falls A nicht abgeschlossen oder nicht beschrénkt ist, dann ist es leicht, eine Folge ()
aus A zu finden, sodaf keine Teilfolge gegen einen Punkt aus A konvergiert. Man wéhle eine
Folge, die gegen einen Punkt zy &€ A bzw. gegen oo konvergiert. Fiir die Umkehrung geniigt es,
den Fall A = [],[a;, b;] zu betrachten. Dies wird wie beim eindimensionalen Fall (vgl. Analysis
I) bewiesen.

]

Satz 1.8 Seien X und Y folgenkompakte metrische Rdaume. Dann ist X x Y folgenkompakt.

BEWEIS. Sei ((zy,,y»)) ein Folge aus X x Y. (z,,) hat eine konvergente Teilfolge (z,, ). (yy, ) hat
eine konvergente Teilfolge (yy, ). Dann ist (2, ,¥n, ) eine konvergente Teilfolge der urspriing-
lichen Folge.

m

Satz 1.9 Sei X folgenkompakt und f : X —'Y stetig. Dann ist f(X) folgenkompakt.

BEWEIS. Sei (y,,) eine Folge aus f(X). Jedes y,, hat die Gestalt f(z,), wobei (z,,) eine Folge aus
X ist. (z,,) hat eine konvergente Teilfolge (x,, ) in X. Dann ist (y,, ) eine konvergente Teilfolge

von (Yn)-

Satz 1.10 Sei X ein folgenkompakter metrischer Raum. Dann ist ein Teilraum Xy von X
genau dann folgenkompakt, wenn Xy in X abgeschlossen ist.

BewEIs. Ubung.
| ]

Satz 1.11 Sei f eine stetige reellwertige Funktion auf einem folgenkompakten metrischen Raum
X (insbesonders auf einer abgeschlossenen, beschrinkten Teilmenge von R™). Dann ist f be-
schrinkt, und es existieren Punkte xo und x1, so dajf

f(zo) = sup{f(z) : z € X} f(zy) =inf{f(z) : z € X}.

BEWEIS. Vgl. Analysis I (fiir den Fall X = [a, b]).

Satz 1.12 Sei f eine stetige Funktion von einem folgenkompakten metrischen Raum X in
einen metrischen Raum Y. Dann ist f gleichmdfig-stetig.

BEWEIS. Vgl. Analysis I (fiir den Fall X = [a, b]).
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Fiir weitere topologische Begriffe und Ergebnisse siche Anhang.

Aufgaben

1.

10.

11.

Sei f: X — Y stetig. Zeige, daB I'(f) und X homoéomorph sind. (I'(f) ist der Graph
{(z, f(x)) :z € X}.

In den folgenden vier Beispielen bezeichnet X einen separablen metrischen Raum. (Ein
metrischer Raum ist separabel, wenn eine Folge (z,) existiert, sodal {z,} dicht in X

liegt, d.h. der Abschluf ist gleich X).

a) Ist (U;)ier eine Familie paarweise disjunkter offener Mengen, so ist I hochstens

abzahlbar.

b) Die Menge der isolierten Punkte von X ist hochstens abzéhlbar. (z ist isoliert in
X, falls {z} offen ist).

Jeder Teilraum Y von X ist separabel.
Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine abzihlbare Teiliiberdeckung.

Ist f: X — R eine beliebige Funktion, so ist die Menge

{y € X: lim f(z) existiert und ist von f(y) verschieden }

T—Y,TFY

hochstens abzdhlbar. (Fiir jedes Paar rationaler Zahlen p, ¢ mit p < ¢ besteht die Menge
{ye X : f(y) <p<q<limgy .,z f(x)} nur aus isolierten Punkten).

Bestimme eine Metrik d auf R\ Q derart, da8 (R \ Q, d) vollstindig und separabel ist.
Zeige, daf || || und || || Normen auf R" sind.
Zeige: Die Abbildung

n 1/p
Hlp: 2= (ZK#’)
i=1
ist eine Norm auf R™ (1 < p < 00).
Sei (X, d) ein metrischer Raum, A eine nichtleere Teilmenge. Zeige: Die Abbildung
da:x— inf{d(z,y) :y € A}

ist Lipschitz-stetig. Welche ist die entsprechende Lipschitz-Konstante? Welche ist die
Nullmenge von d 47

X metrisch, A(C X) abgeschlossen. Dann gilt:

A= (s < %] (da < %] —{r € X da(x) < %}).

Gilt in jedem metrischen Raum (X, d) : [d(z,.) < 1] = [d(z,.)] < 1]?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sei X ein metrischer Raum, M := P(X). Ist d(A, B) := sup{da(z) : * € B} eine Metrik
auf M?

Sei (X, d) ein metrischer Raum, f: Ry — R eine stetig Funktion so daf
F0)=0 flz+y) < flx)+ fy),

und f ist streng monoton wachsend. Zeige: d = f o d ist auch eine Metrik auf X.

Zeige: x, — x fir d < x, — z fiir d.

x
Wichtigstes Beispiel: = :
(Wichtigstes Beispiel: f(z) 1+x)
Seien V; und V5 Vektorrdume mit Normen || ||; bzw. || |2 und sei f : V; — V; linear.

Zeige: f ist genau dann stetig, wenn f Lipschitz-stetig ist.

Seien X, Y, Z Teilmengen von R"™. Zeige: Aus X ~ Y und Y ~ Z folgt: X ~ Z. (~
bedeutet “sind homéomorph”).

Zeige: Der Zylinder und das Mobius-Band sind nicht homomorph (anschaulicher Beweis).

Betrachte folgende Teilmengen von R bzw. R% a) QN [0,1]; b) {= + 1 :m,n € N}; ¢)
{(£, 1) :m,n e N}; d) {(t,cos1) : t € R} }. Bestimme

(i) die Haufungspunkte;

(ii) die Kondensationspunkte;

(iii) die Randpunkte.

Welche der folgenden Beziehungen gelten?
AUB=AU B;

ANB=ANB;

(AU B)° = A°U B°;

(AN B)? = A°N B°.

Eine Invers-Metrik auf einer Menge X ist eine Abbildung d von X x X in R™, sodaf3

d(z,z) =0;
d(z,y) = d(y, v);
d(z,z) > d(z,y) + d(y, 2).

Gib eine Beispiel einer Invers-Metrik an.

Sei f: R"™ — R" eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitzkonstante < 1.
Zeige: g = Id — f ist injektiv.

Zeige: g ist surjektiv, (¢ wie in 19.).
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2 Kurven und Flachen in R"”, Kurvenintegrale.

Definition 2.1 FEine Kurve in R" ist eine stetige Abbildung auf einem Intervall I mit Werten
m R™.

Wir verwenden den Buchstaben c¢ fiir Kurven und schreiben ¢ = (c¢y,...,¢,), wobei ¢; die
Komponenten von c sind.

BEISPIELE.
I. Die Kreislinie in R? ist die Kurve
c(t) = (rcost,rsint)
mit Definitionsbereich [0, 27]. Hier ist r > 0 der Kreisradius.
I1. Eine Gerade in R" ist eine Kurve der Form
c(t) = a+tb,
wobei a,b € R™, b # 0.
III. Die Kurve mit Parametrisierung
c(t) = (acost,asint, bt)
heifit eine Schraubenlinie in R3.
Definition 2.2 Fulls ¢ : I — R", sagen wir, daf$ ¢ differenzierbar bzw. stetig differen-
zierbar ist, wenn das Gleiche gilt fiir jedes c;.
d=(d,...,d)

ist dann die Ableitung von c.
Ahnlicherweise sagen wir, daf$ ¢ integrierbar ist, falls dies fiir jedes c; gilt und setzen dann

/abc(t)dt: </abcl(t)dt,...,/abcn(t)dt)_

In diesem Zusammenhang ist folgende Ungleichung wichtig:

‘/abc(t)dtH g/abHc(t)Hdt.

(|| || bezeichnet irgendeine Norm auf R™).
BEWEIS. Wir bemerken, daf§ das Integral fab ¢(t) dt der Limes der Riemann-Summen

> el (b — i)

k

ist. Aus der Dreiecksungleichung folgt:

D el (b — ti)

k

<3 eIt — tir).

k

Die rechte Seite ist eine Riemann-Summe fiir fab l|le(t)]| dt.
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BeispIEL. Falls ¢ und d diffenzierbar sind, dann auch die skalare Funktion ¢ — (¢(t)|d(t)), und

es gilt:
S (enla(n) = (@) + el (1),

(Beweis wie bei der Produktregel in R).

Bogenlinge. Sei ¢ : [a,b] — R"™ ein Kurve. Man definiert die Bogenlinge von ¢ wie folgt:
Betrachte zunéchst eine Unterteilung P

a=tog<t1<---<t,=0b

und bilde die Summe

Lp = lle(t) — c(tia)l.

(Wir verwenden jetzt ausschlieflich die euklidische Metrik.) Die Kurve heifit rektifizierbar
(mit der Bogenlange L), falls zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so da8 fiir jede Unterteilung
mit max |t; — t;_1| < 0 gilt

|L'p — L| < €.

BEeispiEL. Falls die Kurve c¢ stetig-differenzierbar ist (d.h. jede Komponente ¢; ist stetig-
differenzierbar), dann ist ¢ rektifizierbar und es gilt:

L:/ ¢ ()|] dt.

Als konkretes Beispiel berechnet man sofort, daf§ die Lénge der Kreislinie mit Radius r gleich
27r ist.

Der Tangentenvektor. Sei ¢ : I — R™ eine glatte Kurve. Falls ¢/(¢y) # 0, dann heifit ¢ ein
regulidrer Punkt der Kurve. Sonst ist ¢y ein singuliarer Punkt. Z.B. Ist der Ursprung eine
Singularitit der Kurve c(t) = (t%,t3) (Neilsche Parabel).

Die Kurve heifit glatt, falls jedes t € [a, b] ein reguldrer Punkt ist.

Falls ¢y ein reguldrer Punkt ist, dann ist

_ (to)
[l (o)

ein Tangenteneinheitsvektor zur Kurve im Punkt ¢y3. Die Gerade

Tc(tO)

t — c(to) +tc (to)
ist dann die Tangentialgerade zur Kurve an der Stelle ;.

Falls ¢ und d Kurven sind, so da8 ¢(ty) = d(t;) (d.h. der entsprechende Punkt ist ein Schnitt-
punkt der Kurven), dann ist der Schnittwinkel von ¢ und d an dieser Stelle der Winkel 6,
wobei

(¢ (to)|d'(t1))

e (o) 1’ (t0)

cosf =
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Definition 2.3 Parametertransformationen. Seien ¢ : [a,b] — R" und d : [a1,b1] — R"
zwei Kurven. Eine Parametertransformation zwischen ¢ und d ist eine stetig-differenzierbare,

bijektive Abbildung
(b : [CL, b] — [al,bl]

mit ¢'(t) # 0 fiir jedes t, so dafi ¢ = d o ¢. (Dann ist ¢=* auch stetig differenzierbar—siehe
Analysis I).

Falls ¢'(t) > 0 fiir jedes t, dann heif$t ¢ orientierungserhaltend, sonst ist ¢ orientierungs-
umkehrend.

BEMERKUNG.

[. Falls ¢ orientierungserhaltend ist, dann gilt
Te(t) = Ta(6(t)) (¢ € [a,b]).
(Fiir orientierungsumkehrende Abbildungen gilt:
T.(t) = =Ta(6(1)))-
II. Bogenldnge: Es gilt: L(c) = L(d).

Bogenlidngenparametrisierung. Sei c eine glatte stetig-differenzierbare Kurve. Wir schreiben

s = (1) = / ()] du

¢ ist eine Umparametrisierung und wir setzen v = co ¢~ 1. Es gilt also y(s) = c(t). v heiBit die
Bogenlidngenparametrisierung von c. Fiir Kurven v mit Bogenldngenparametrisierung gilt
die einfache Formel T, (s) = +/(s) fiir den Tangentenvektor.

Kurvenintegrale. Seien ay,...,a, stetige Funktionen auf einer Teilmenge U von R", ¢ ei-
ne stetig-differenzierbare Kurve in U. Wir definieren das Kurvenintegral der ersten Art
[.ai(x)dxy + - - - + ay(x) dz, als das Riemann-Integral:

b
/ [a1 (c())c\ (E) + - - + an(c(t)) e, (1)] dt.
(Andere Schreibweise: [ X -ds, wobei X das Vektorfeld (ay, ..., a,) ist).
Der Integrand

aydxy + -+ a,dz,

des obigen Integrals heifit eine Pfaffsche Differentialform. Wir betrachten solche Formen hier
als formale Ausdriicke, die iiber Kurven integriert werden. (Physikalische Veranschaulichung:
Die Differentialform stellt etwa ein Kraftfeld dar, das Kurvenintegral ist die von einem Teilchen
geleistete Arbeit, wenn es die Kurve durchlduft—fiir eine saubere begriffliche Erkléarung siehe
die Vorlesung “Differentialgeometrie”).

Ebene Kurven: Sei ¢ : I = [a,b] — R? eine ebene Kurve. In diesem Spezialfall ist

o= [ VErT Era
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die Bogenlidnge von c,
b
L= / VEE T () dt

die Gesamtlénge.

Falls (¢1)? + (¢2)® = 1, dann hat die Kurve Bogenléingenparametrisierung. Wir benutzen
wie oben den Buchstaben s fiir die unabhéngige Variable und ~ fiir die Parametrisierung. In
diesem Fall ist

T(s) = (71(s),72(s))
der Tangentenvektor zu v im Punkt s. Es gilt ||T|| = 1. Sei N = DzT. N heifit der Normal-
vektor an v und (T, N) bildet eine orthogonale Basis fiir R? (das begleitende Zweibein).

(D= ist der Operator der Drehung um 90°, d.h. D=((§, 7)) = (-=n,¢).)
Es gibt eine Funktion «, sodafl

dT dN
— = N — = —k(s)T(s).
7o = R(sN(s), === —r(s)T(s)
1
k heifit die Kriimmung von v an der Stelle s. p = ﬂ heift der Kriimmungsradius, C' =
K

1
~v(s) + (—N(s) das Kritmmungszentrum, falls x keine Nullstellen hat.
k(s

Kurvenintegrale, 2. Art: Fiir eine skalarwertige Funktion f definieren wir

/ﬁka/ﬂmmdm¢wW+@mﬁ

BEMERKUNG.

[. Fall ¢ eine geschlossene Kurve ohne Durchkreuzungen ist, dann ist das Kurvenintegral

1
5/(yd:c—xdy)

der Inhalt der von ¢ eingeschlossenen Fléche.
II. Falls X = grad f das Gradientenfeld einer skalaren Funktion f ist (siehe Kapitel 3), dann
gilt
X ds= 10 fta)
wobei a,b die Endpunkte von ¢ sind. In diesem Falls ist das Kurvenintegral wegun-
abhingig. Dies ist der Fall, wenn % = % (falls der Definitionsbereich von X “keine

Y x
Locher” hat).
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BEISPIEL. Berechne fc Xy dx + X5 dy wobei
X(z,y) = (y, —sinx), ¢ die Kurve t — (¢, %) (t € [0, 1])
X(z,y) = (x +y,x —y), ¢ die Kurve t — (cost,sint) (¢t € [0, 27]).
(1) Das Integral =
1 1
/ (t* -1+ (—sint) - 2t)dt :/ (t* — 2tsint)dt
0 0

(2) Das Integral =
2m
/ ((cost + sint)(—sint) + (cost — sint) cost)dt
0

2
= / (cos®t — sin® t)dL.
0

Raumkurven: Sei ¢(t) = (c¢i(t), ca(t), c3(t)) eine Kurve in R3. Wiederum definieren wir

s = / V@ (@) + (@)t

L = / VO T (G (6) dt.

¢ hat Bogenlidngenparametrisierung, falls

ds . \2 ) -\
E:(Cl) + (¢2)” + (¢3)" = 1.

Dann gilt: T(s) = 4/(s) ist ein Einheitsvektor — der Tangentenvektor.

T/
N(s) = () ist der Normalvektor
[T (s)]

B(s) = T(s) x N(s) ist die Binormale.

~—

Satz 2.4 FEs gibt eine positive Funktion k und eine reelle Funktion 7, sodaf

T = kN
N = —kT + 7B
B = —7N

1
k(s) heifit die Kriitmmung von ¢, 7(s) die Windung, p = — ist der Kriimmungsradius,
K
C = ¢(s) + p(s)N(s) das Kritmmungszentrum (7 ist ein Ma8 fiir die Abweichung der Kurve
von der Ebene, der Schmiegebene, die von T, N aufgespannt wird).

1
BEeispIEL. Die Schraubenlinie ¢(t) = —=(cost,sint,t). Es gilt:

V2

(€1)* + (é2)* + (¢3)? =1
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d.h. die Kurve hat Bogenldngenparametrisierung:

T(s) = ¢(s)= L(sin s,c088,1)

V2
T'(s) = %(COS s, —sin s, 0)
N(s) = (coss,—sins,0)
B(s) = N(s)xT(s)= %(sin s, —cos s, 1).

Aus T'(s) = k(s)N(s) sieht man, dafl x(s) = % Aus B'(s) = —7(s)N(s) und N'(s) =
1

%(COS s,sin s, 0) sieht man, dal 7(s) = ok

Fiir eine allgemeine Kurve c(t) = (c1(t),ca(t), c3(t)), d.h. nicht notwendigerweise mit Bo-

genldngenparametrisierung, gilt

N Y
el llé x|
N=BxN
_lexé| e €]
P lex e

BEISPIEL. Fiir ¢(t) = (1 +¢%,¢,t?) gilt
¢=(2t,1,3t%),¢ = (2,0,6t), ¢ = (0,0,6)
éx &= (—6t,—6t*, —2),[¢, ¢, ¢] = —12.
Daher gilt:

(36t2 + 36t + 4)2
(462 41+ 9t4)2

_ —12
TR
T (2t,1,3t%)
(42 41+ 9142
B — 16t, —6t%, —2) 1
3612 + 36t4 + 9t4)2
N - (—18t* +2, —4t — 18t3, 6t + 12t3)

(412 4 1 + 9t4)2 (36¢2 + 3614 + 4)2

BEISPIEL. Die Kugeloberfliche 22 + y? + 22 = R? entspricht dem Wiirfel
c(s,t) = (Rsinscost, Rsinssint, Rcoss) (0<s<m0<t<2m).

Die Kugeloberflache besitzt keinen Rand (genauer, der Rand ist gewissermafien trivial).
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Der Zylinder 2% + y? = 72,0 < z < h entspricht dem Wiirfel
c(s,t) = (rcoss,rsins, t) 0<s<2m,0<t<h.
Der Rand des Zylinders besteht aus den Kreisen
s+ (rcoss,rsins,0)

und
s+ (rcoss,rsins,h)

(mit geeigneter Orientierung).

k-Wiirfel, Ketten: Wir kénnen den Begriff einer Kurve wie folgt verallgemeineren:

Definition 2.5 Ein k-Wiirfel in R" ist eine glatte (etwa stetig-differenzierbare) Abbildung
c:[0,1]* — R". Eine Kette von k-Wiirfeln ist eine formale Kombination

nicy + -+ NG

von k-Wiirfeln, wobei die Koeffizienten n; ganze Zahlen sind. Falls ¢ ein k- Wiirfel ist, dann st
der Rand Oc von ¢ die k — 1-Kette

k-1
>_ (Do = D),
i=1
wobet ‘
330 : (th . ,tk,1> — C(to, ey tio, 1, Tivly .- ,tk)
bzw. A
8ZUC : (tl, BN 7tk—1) — C(to, e tio1, 0, tiv1, .- - ,tk)
Aufgaben

1. Integriere (22+y) dv+(—x+22) dy+yz dz entlang der Strecke von (0, 3,2) nach (—5,2,0).

/xdy—yd:c

z Y
dy — d
/ca:2+y2 TR

tiber der Kreislinie ¢(t) = (rcost, rsint).

2. Berechne

bzw.

3. Betrachte die Ellipse

wobei 0 < b < a, mit Parametrisierung

(acosf,bsin ).
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Wir setzen:

P = (acosf,bsinb),

P — —P
Q = (acos(0+g),bsin(0+g)):(—asin@,bcos@),
Q= -a

QQ) ist der zu PP’ konjugierte Durchmesser.
Zeige:
Der Tangentenvektor zur Ellipse an der Stelle P ist zu QQ' parallel;

PP’ halbiert jede Sekante zur Ellipse, die zum Tangentenvektor an der Stelle P parallel
ist;
falls die Sekante GG’ zum Tangentenvektor an der Stelle P parallel ist, und M der Mit-
telpunkt der Strecke GG’, dann gilt:

|GM|* _ |[PM||[P'M]|

0Q*  [OoP]* 7

(Zeige, dafl ein ¢ existiert, sodaB
G = (acos(0+ ¢),bsin(0 + ¢)), G = (acos(f — ¢),bsin(d — ¢))

der Inhalt des Parallelograms PQP'Q’ ist 2ab;

falls 7 = (—+/(a®> — 1?),0) bzw. Fy = (1/(a®> — 1?),0) die Brennpunkte der Ellipse sind,
dann gilt: |F\ P| + |FLP| = 2a;

der Winkelhalbierer von ZF; PF;, steht senkrecht auf den Tangentenvektor an der Stelle
P.

sei £ der Schnittpunkt der Strecken Fy P und QQ'. Zeige: |EP| = a.
4. Sei x(t) = (x(t),y(t)) = r(t)(cos O(t),sin f(t)) eine Kurve in der Ebene, mit Geschwindig-

keit v(t) = d_)t( und Beschleunigung a(t) = d_‘t/ Setze:

u,(t) = x(t) uy(t) = (—sinb(t), cosO(t)).

r(t)’
Zeige:
du, df
it dt'”

dg _ do e do (P (V) vd(de)
at eV T g T w T e o rrra\ )t

d
5. Die Beschleunigung eines Teilchens ist genau dann radial, wenn 7“2% konstant ist. (Be-

merkung: Aus der Formel

Al /t'r’(t)zﬁ’(t) dt

to

dA
fiir den Inhalt folgt dann: = ist konstant).



2 KURVEN UND FLACHEN IN RN, KURVENINTEGRALE. 15

10.

11.

Zeige: Die Kurve mit Darstellung r(1 +ecosf) = ¢ (Je|] < 1,¢ > 0) in Polarkoordinaten

ist eine Ellipse mit 0 als Brennpunkt und der Koordinatenachsen als Hauptachsen. (Die
. c c
Halbachsen sind dann ——— bzw. —).

- " ice
Ein Teilchen bewegt sich auf der obigen Ellipse mit radialer Beschleunigung. Zeige: a(t) =
K bei k QdA
——u,, wobei k = 2—.
cr? dt
Bestimme die Beschleunigung (als Funktion von r) eines Teilchens, das auf einer Ellipse
mit O als Mittelpunkt und mit radialer Beschleunigung sich bewegt.

Seien x und y vektorwertige Funktionen: Zeige:

d

d d_y d dx dy
dt

(dy) = (13 + (D), Lxxy) = (S xy) +xex D),

Zeige: Falls |x| konstant ist, dann gilt: x" L x.

Sei x die Lage eines Teilchens im Raum. Zeige: Falls die Beschleunigung radial ist, dann

ist x x v ein konstanter Vektor K, wobei K = |K| = QE'

GM dA K
Seia = ———u, und = =7 Dann existiert ein konstanter Vektor e, sodafl r+ (x|e) =
r

K? K?
e (d.h. die Gleichung von x in Polarkoordinaten ist r(1 + ecosf) = G—M)
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3 Partielle Ableitungen, Differenzierbarkeit, Taylor-Formel,
Lokale Extrema

In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Ableitung von Funktionen f : R™ — R". Allein die

Schreibweise liefert Probleme in diesem Fall. Betrachten wir z.B. ein Polynom in zwei Variablen,

etwa
p(z,y) = 13 + bzy + 3:103/3 — :E7y

oder in drei Variablen:
7+ 224 3zy 4+ yz + 2z — 170%yz.

Wie soll man aber das allgemeine Polynom in zwei Variablen schreiben? Versuche wie
a+bx +cy+da? +exy+ fy* 4 ...
sind offentsichtlich unbrauchbar. Besser ist

Qoo + A102 + a1y + a209€2 + anzy + GOQ?JQ + ...

§ : k,l
Ay .
k,l

Falls aber die Zahl der unabhéngigen Variablen grof§ ist, dann ist diese Schreibweise auch
unbrauchbar. Wir verwenden eine, die von L. Schwartz eingefiihrt wurde, wobei er den Begriff
eines Multi-Index verwendete.

oder

Schreibweise. Wir schreiben x = (zy,...,z,) fiir ein Element von R”. Ein Multi-Index ist
ein n-Tupel p = (p1,...,pn), wobei jedes p; € Ng. P bedeutet dann 2" ... 2E». Wir schreiben
auch

pl = p!..opy!
pl = pit-+pa

() = w0 ()

p < q < p; < fir jedes 1.

Das allgemeine Polynom 148t sich also wie folgt schreiben:
Z a,?.
lp|<k

Als ein Beispiel der Eleganz dieser Schreibweise formulieren wir den binomischen Lehrsatz wie
folgt:
Seien z,y € R™, p € (Ny)" ein Multi-Index. Dann gilt

P\ k p—k
T P — P,
wrir= Y (1)
0<k<p
Versuche, diesen Lehrsatz mit einer anderen Schreibweise zu formulieren, werden den Leser bald

von der Unentbehrlichkeit der Multi-Indizes iiberzeugen.

Beispiele von Funktionen mehrerer Variablen
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I. Lineare Funktionale:

m=2n=1:f(r,y) = ar+by+c
m=3n=1:f(x,y) = axr+by+cz+d.

allg.: f(z1,...,2m) = @121 + @2%2 + - - - + ATy, + d.
II. Quadratische Funktionale:

m=2: f(x,y) = ax®+ 2bry + cy® (insbesondere: 2? + 32, 2* — ¢?, xy, 2?)
m=3:f(x,y) = ax®+by*+cz* +dyz+ezx+ fry.

allg.: f(@1, ..., 2m) = D005 @175,

III. Funktionen, die als Kombinationen von elementaren Funktionen gebildet wer-

den:
1
fla,y) = (W +y?, ﬁasm(x +y),sin(2? + 2y + y2)>
T Yy
f(z,y,2) = (In(2® +y* + 22), " ¥ sin(|y + 2|)
Usw.

Definition 3.1 Se: f : U — R, wobeit U offen in R™ ist. Dann ist f im Punkt xo partiell-
differenzierbar bzgl. der -ten Koordinatenrichtung, falls

Dif(z) = lim [z +te;) — f(x)

t—0 t

existiert. (e; ist das i-te Basiselement (0,...,0,1,0,...,0), wobei die 1 in der i-ten Stelle ist).
Der Limes ist dann die i-te partielle Ableitung von f im Punkt x. Falls jede partielle
Ableitung D;f in jeden Punkt aus U existiert, dann ist f partiell differenzierbar und die
Funktionen

z+— D;f(x)

sind die partiellen Ableitungen von f. Fulls diese Ableitungen stetig sind, dann heifst f

stetig partiell differenzierbar. Andere Schreibweise

drei Variablen als a—f g baw. 6f 8f af

oz’ dy 0z’ Oy’ 0z
Falls f = (f1,..., fm) : U = R™ so ist, daf§ jedes f; (stetig) partiell differenzierbar ist, dann

sagen wir, daff f (stetig) partiell differenzierbar ist.

. Fiir eine Funktion f von zwei bzw.

8$‘Z‘

Definition 3.2 Sei f : U — R partiell differenzierbar. Der Vektor
grad f(z) = (D1f(2),..., Duf(x))

heifit der Gradient von f in x. (In Dimensionen 2 bzw. 3, grad f = (8f 8f) 210, <8f of af)_

oz’ 0 oz’ oy’ 0z
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Richtungsableitung: Falls f : U — R stetig partiell-differenzierbar ist und v ein Vektor aus
R™, dann ist
D, f(z) = (grad f(z)lv)
die Richtungsableitung von f in Richtung v. Die Bezeichnung stammt von der Tatsache, dafl
D, f(x) die Ableitung der Funktion
t— f(x+tv)

einer Variable an der Stelle 0 ist. Das folgt aus dem néchsten Satz:

Satz 3.3 Sei ¢ eine glatte Kurve in U und f : U — R eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Dann gilt:

%f(c(t)) = (c(t)| grad f(c(t)).

Dies folgt aus der Kettenregel (siehe unten).

Daraus sieht man (mit Hilfe der Cauchy-Schwarz Ungleichung), dafl der Gradientenvektor
grad f(z) folgende geometrische Bedeutung hat: Er ist die Richtung des steilsten Zuwachses
der Funktion f.

Satz 3.4 Sei f : U — R stetig partiell differenzierbar, wobei U eine Umgebung von x ist. Dann
gilt fir h € R™ mit ||h|| < €, wobei U(z,€) C U,

flz+h) = f(z) + (erad f(z)|h) + p(h),
p(h)

wobes limy,_,o ——— — 0.

I17]

Der folgende Begriff ist eine direkte Ubertragung der entsprechenden Definition fiir den eindi-
mensionalen Fall.

Definition 3.5 Sei U C R" offen und f : U — R™ eine Abbildung. f heifit in x € U (total)
differenzierbar, falls es eine lineare Abbildung

A:R"— R™

gibt, so dafs
fla+h) = fz) + Ah +[[h||(h) mat lim o(h) = 0.

Wir schreiben (Df), fir A—die Ableitung von f an der Stelle x. Falls (Df), existiert fir
jedes x € U, dann heifit f auf U differenzierbar. Die Abbildung Df : x> (Df), (von U in
My, die Familie aller m x n Matrizen) ist dann die Ableitung von f. Fulls Df stetig ist,
dann ist f stetig differenzierbar.

BEMERKUNG. Ist U C R" offen und f : U — R", dann ist f genau dann differenzierbar, wenn
alle f; : U — R (i =1,...,m) differenzierbar sind, wobei f = (fi,..., fn)
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Im folgenden Satz untersuchen wir die Beziehung zwischen Differenzierbarkeit und der Existenz
von partiellen Ableitungen.

Satz 3.6 Se: U C R" offen und f: U — R™.

i) f sei differenzierbar in x € U. Dann gilt: Alle f; sind in x partiell differenzierbar mit

ofi
aSL’j

(.T):CLZ']' (Z:L,m,jzl,,n),

wobei [a;;] die Matriz von (Df), ist;
ii) Seien die f; stetig partiell differenzierbar in einer Umgebung von x und

o on
e aSL’j

() firi=1,....mundj=1,...,n.

Dann ist f in x differenzierbar und es gilt
flz+h) = f(x) + Ah+[|h][e(h),

wobei

A = (a;;) und lim p(h) = 0.

h—0

Bezeichnung. Sei f : U — R™ differenzierbar in z. Dann heifit die (m x n)-Matrix

(D)) = J5te) = (50

die Funktionalmatrix oder Jacobi-Matrix von f in z.
BEWEIS.
i) Aus der Voraussetzung folgt
filw +h) = fi(x) + Y aih; + [|hl[@i(h)
j=1
mit limy_,o@;(h) =0 firi=1,2,...,m.
Fir j=1,2,...,nund h € R mit x + te; € U gilt dann:
filw +te;) = fi(z) + ayt + |t]es(te;)
mit lim, o ¢;(te;) = 0.
Daraus folgt
ofi i lej) — fi

Ox; t—0 t

i

= a;; + 15% 7g0i(tej) = a;j, q.e.d.
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ii) Esgilt firi =1,2,...,m

et h) = fi@) + 3 2 @ny + i)

= &rj

mit limy, 0 @;(h) = 0.

Dann ist
f(x+h) = f(x) + Ah + [|]|e(h),
wobei o o
a—xl(:v) . M(SL’) e1(h)
A= | wd () = |
u(z) ... He() Pm(h)

mit limy,_,o@(h) =0, q.e.d.

20

Satz 3.7 (Kettenregel): Seien U C R™ und V. C R™ offen und g : U — R™, f : V —
R* Abbildungen mit g(U) C V. Ist g in x € U differenzierbar und f in y = g(x) € V

differenzierbar, dann ist die zusammengesetzte Abbildung
fog:U—RF
i x differenzierbar, und es gilt:

D(fog),=(Df),o(Dg)s bzw. Jpog(x) = Jp(g(x))Jy(x).
BEWEIS. Sei A := J,(z) und B := Jf(y). Dann ist
9(x +h) = g(z) + Ah +[[h]|p(h) mit lim o(h) =0,

Fly+ k) = () + Bk +|[K][4(k) mit lm (k) =0
Wiéhlt man speziell
k= Ah+[|hl|e(h),

dann ist

K[ < [[ARIT R[] < (AN + e (R)DIR]]-

Insbesondere gilt limy, ok = 0.

flglz+h)) = flg(x) +Fk)
fg(x)) + BAh + Bl|hl|p(h) + [[E][y (k).
Mit
Ll

x(h) == Be(h) + ka) fiir b # 0, x(0) := 0,
|

|
ist [[x()[| < [I1Bllle(R)[| + (|l + [l (R)IDI[¢ (K)]], also limpo x(h) = 0, und

(fog)(x+h) = fg)(x) + BAh+ |[h[x(h).
Also ist Jpo4(x) = BA, q.e.d.
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In Koordinaten schaut das so aus:

Satz 3.8 Seien V. C R™, U C R" offen und f :' V. — R, g : U — R™ differenzierbare
Abbildungen mit g(U) C V. Dann ist

h:=fog:U—R

partiell differenzierbar und es gilt firi=1,2,...,n:

Oh (X1, ) = ) ﬁ(gl(x), . ,gm<x))%<x1, ).

O; o y; 0x;
BEWEIS. 5h oh
Jpog(2) = Jp(z) = <8—x1(x), e 8—%(x)) = grad h(z).
T(g()) = (%( 7)), ,%@w) — grad f(g(x))
Bo1 () 29 (z)
Jg(x) = :
Bam () Bam ()

BEISPIEL. Sei f die Funktion (z,y) — (3sinzy,e” ™%, 2z — 6), g die Funktion (u,v,w)
u? + 0% + w?
3y cosxy 3x cosxy
Ji(z,y) = |2ze”™ v’ 2y tv’

2 0
2u
Jy(u,v,w) = |20
2w

Jg°f<x7 y) = Jg(f<.§lf7 y))‘]f('rv y)
2(3sinzy)| [3ycosxzy 3xcoszy
= | 2(e” ) | | 2we Y 2yt
2(22 — 6) 2 0

BEISPIEL. Die wichtigsten Anwendungen der Kettenregel sind die Koordinatentransformatio-
nen: Z.B.
in R%:

¢1: (r,0) — (rcosf,rsinfd) (Polarkoordinaten)
in R3:
¢9: (r,0,C) — (rcosf,rsind, () (Zylinder- Koordinaten)
¢3: (r,0,¢) — (rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, r cos @) (sphirische Koordinaten).
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Es gilt etwa:
cosfsing —rsinfsing rcosfcosp
Jps(1,0,0) = |sinfsing rcosfsing rsinfcosp
cos ¢ 0 —7rsin ¢

Definition 3.9 Sei U C R" offen. Dann wird durch vollstindige Induktion definiert: Fine
Funktion f : U — R heifst k-mal stetig partiell differenzierbar, wenn f (k — 1)-mal stetig
partiell differenzierbar ist und alle (k — 1)-ten partiellen Ableitungen

D .Di,Di,f :U—=-R (1<iy<nfirt=1,....,k—1)

TR

stetig partiell differenzierbar sind.

Satz 3.10 Se: U C R" offen und f : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt
fiir jedes x € U und fiir allet,j =1,...,n

D;D;f(z) = D;D; f ().
BEWEIS. Die Behauptung ist klar fiir ¢ = j. Sei also 7 # 7 und x € U fest. Wir definieren
(s, t) = f(x + se; + tej)

¢ ist eine in einer Umgebung V des Nullpunktes (0,0) € R? definierte Funktion. Aus der
Definition folgt

Dip(s,t) = D;f(x+ se; +tey),
Dyp(s,t) = D;f(x+ se; +te;j).

Damit erhalt man weiter:

D2D1Q0(S, t) = D]sz<.77 + S€; —+ tej),
D1D2g0(87 t) = Dlef<x + S€; + tej)

Es gentigt also zu zeigen: Dy D1p(0,0) = D1 Dyp(0,0).
1) Sei t # 0 fest und
gb(s) = ()0(87 t) - ()0(87 O)
Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ist
d(s) = B(0) = s¢/(s1),
wo s7 ein fester Wert zwischen 0 und s ist, und
¢'(s1) = Digp(s1,t) — D1p(s1,0) = tDaDs(s1,11),
wo t; ein fester Wert zwischen 0 und ¢ ist. Also ist
@(‘97 t) - @(87 O) - ()0(07 t) + 90(07 0) = StD2D190(817 tl)

2) Ahnlicherweise gilt

@(Sv t) - @(Sv 0) - @(07 t) + @(07 0) = StD1D290<S27 t2)
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mit sy (bzw. t3) zwischen 0 und s (bzw. 0 und t).
Nach 1) und 2) ist
DyDyp(s1,t1) = D1Dap(s9,t2)

und

I ) = (0,0) fiir i = 1,2,
(s,t)gr(lom(s t;) = (0,0) fir 4

Da Dy Dy und Dy D5 stetige Funktionen sind, ist
DyD1p(0,0) = i DyD t1) = li DD t
2 190( ,O) (s7t)£r(lo,o) 2 190(51, 1) (o) t)g’f(lo 0) 2@(827 2)
= D1Dyp(0,0), q.e.d.

Korollar 3.11 Sei U C R" offen und f : U — R k-mal stetig partiell differenzierbar. Dann
151
Dik N DigDilf — Diﬂ(k) . 7r(2) Tr(l)f

fiir jede Permutation m der Zahlen 1,... k und 1 <1, <n firt=1,... k.

Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber k£ unter Verwendung der Tatsache, dafl
sich jede Permutation aus Vertauschungen benachbarter Glieder zusammensetzen 148t.
Damit kénnen wir DP f eindeutig definieren, falls p ein Multi-Index ist und f hinreichend glatt.

Satz 3.12 Sei U C R" offen, f: U — R k-mal stetig partiell differenzierbar, x € U, h € R™.
Dann st die Funktion
tg(t) == f(z +th)

in einem Intervall | — €, e[C R (e > 0) definiert und k-mal stetig differenzierbar, und es gilt

drg k' N
|a|=k
BEWEIS.
(1) Behauptung:
dtk Z Di, ... Dy, f(x+th)h, ... hi,.
..... Zk 1

Beweis durch vollstandige Induktlon iiber k: k=1:

%(t) — (grad f(z + th)|h) = ZDf -+ th)h

k—1—k:
drg

d n

i1ein_1=1

- ZDJ Z le71D11f<x+th>h“hzk*1 hj
j=1

i1 peyip_1=1

= Y Di..Dif(x+thh .. h.

11,0tk —1=1
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(2) Kommt unter den Indizes (iy,...,) der Index 1 genau aj-mal, der Index 2 genau -
mal,. .., der Index n genau «,-mal vor, so ist

Dy ... Di f(x + th)hs, = D .. Do f(x + th)hS* .. hen.

k!
Da es ' ' k-tupel (iy,...,i) von Zahlen 1 < i, < n gibt, bei denen die Zahl v
Qqi...0p:
genau a,,-mal vorkommt (v =1,...,n;01 + -+ -+ «a,, = k), folgt
k' a on a an
| Z Dy, ... Dy, f(x +th)hi, .. hy = > lel-“Dn f(z 4+ th)hs* .. hom,
11yeenip=1 |a|=k
und damit ist nach (1)
d*g k! o
() = > — D[ (@ +th)h®, qed.

|al=k
[

Satz 3.13 (Taylorsche Formel): Sei U C R™ offen, x € U und h € R", so daff x +th € U fiir
alle t € [0,1]. Sei f: U — R eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion. Dann ezistiert
ein 0 € [0,1], so daff

I m D f(w+0h),
lo| <k |a|=k+1

BEWEIS. Die Funktion g : [0,1] — R, wobei t — f(z+th) ist (k+ 1)-mal stetig differenzierbar.

Nach der Taylor-Formel fiir Funktionen einer reellen Veridnderlichen, existiert ein 6 € [0, 1], so

daB

ko 6) (k+1)
. g (0) ;g (0) k41
9 =2 = eyt

Es gilt fiir i =0,1,...,k

00 _ 5 Do),
o!

=i

e a0 D*f(z + 6h)
>

Jg N he
(k+1)! al ’

|a|=k+1

woraus die Behauptung folgt.

Korollar 3.14 Sei U C R" offen, x € Uh € R™ mit x +th € U fir alle t € [0,1]. Sei
f:U — R k-mal stetig differenzierbar. Dann ist

pethy = 30 I ooy

jal <k

wobei limy,_,o p(h) = 0.
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BEWEIS. Es existiert ein 6 € [0, 1], so da8
_ N D). o
flz+h) = ;;k She ;k'ra(h)h

_ D°f(x+0h) — D*f(x)

mit 7,(h) ' . Wegen der Stetigkeit von D®f ist limy_,q74(h) = 0.
a!
Mit o
Sp(h’) = Z TC'l(h’) ||h||k
|a|=k
folgt die Behauptung, da
|h| |hTt .. RS

= <1 fir |o| = k.
[AI[E ([A]le . [R]]o]

BEeispieL. Fir f = f(x,y) hat die Taylorreihe die Gestalt

DA I
“—~ mlnl 0mz0"y|,_,
7.B.
' o0 . :L,2m+1y2m+1
sinfey) = 3 (0™ g

m=0

Definition 3.15 Sei U C R" offen und f : U — R eine Funktion. Ein Punkt x € U heif§t
lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) von f, falls eine Umgebung V. C U wvon x

existiert, so daff f(x) > f(y) (bzw. f(z) < f(y)) fir alley € V.

Tritt in dieser Definition der Fall f(x) = f(y) nur fir x = y ein, so spricht man von einem
isolierten oder strengen lokalen Mazimum bzw. Minimum. Ein lokales Extremum ist ein
lokales Mazimum oder Minimum.

Satz 3.16 Se: U C R" offen und f : U — R eine partiell differenzierbare Funktion. Besitzt f
i x € U ein lokales Extremum, so gilt:

grad f(x)=0.

BEwEIS. Fir k =1,...,n sei
gr(t) = f(x + tey)

gx ist definiert auf einem Intervall [—¢, e[C R mit € > 0 und dort differenzierbar.
Hat f in z ein lokales Extremum, so hat g; in 0 ein lokales Extremum und es ist g (0) = 0.
Wegen

of

61 (0) = (grad f(z)ler) = - (a)

ist
0
grad f(x) = <8—xfl(x), O (x)) =0, qe.d.
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Definition 3.17 Sei U C R" offen und f : U — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Unter der Hesseschen Matrix von f im Punkt x € U versteht man die n xn-Matrix

Hess (f)(x) := [azgxk]

Hess (f)(z) ist symmetrisch, da

Of N PF

Definition 3.18 FEine symmetrische Matrix A € M,, heifit positiv (negativ) definit, wenn
alle Eigenwerte von A positiv (negativ) sind.
Die Matrix heifit indefinit, wenn sie mindestens einen positiven und einen negativen Eigenwert
besitzt. (Bekanntlich sind alle Figenwerte einer reellen symmetrischen Matriz reell.)
Wir verwenden folgende Tatsache (vgl. Vorlesung “Lineare Algebra”): Sei A € M, eine sym-
metrische, positiv definite Matriz mit den Figenwerten ly, ..., 1, und | = min(ly,...,l,). Dann
gilt fiir alle x € R™

(Az|z) > Uf]z||*.

Satz 3.19 Se: U C R" offen, f € U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Sei x € U
und grad f(x) =

i) Ist Hess (f)(x) positiv definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Minimum.
ii) Ist Hess (f)(z) negativ definit, so hat f in x ein isoliertes lokales Maximum.

ii1) Ist Hess (f)(x) indefinit, so hat f in x weder ein lokales Mazimum noch ein lokales
Minimum.

BEWEIS. Die Taylorentwicklung von f um x liefert

flz+h) ) + Z + o(h)[|h][%,

|af=2

wobei limy, o p(ht) = 0.

Es gilt:
D f(x
Q(h):zziz—ZDDf Zawhh_ (Ah|h),
|a|=2 i,j=1 z] 1
mit
h = (hi,...,h,) und (oy;) = A= Hess (f)(x).
Also ist

fl+h) = f(z) = Qh) + o(h)[[A][*.
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i) Ist A positiv definit und [ der kleinste Eigenwert von A, dann ist

1
Q(h) > SIh*

fir ||h|] < e.

|~

Es gibt ein € > 0, so daB |p(h)] <

1
(@ +h) = f@) = Q(h) + ¢(W)[IR]]* = ZI[AI[* >0
fiir alle h mit 0 < ||h|| < €, d.h.  ist isoliertes lokales Minimum von f.

ii) Ist die Hessesche Matrix negativ definit, so geht man zur Funktion —f iiber und hat
dadurch Fall ii) auf den Fall i) zuritickgefiihrt.

iii) Sei A indefinit. Wir miissen zeigen, dafl in jeder Umgebung von = Punkte 2 existieren
mit f(z') > f(x), als auch Punkte " mit f(z") < f(z).

Sei v ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert [ > 0. Wir kénnen annehmen, daf8 ||v|| = 1.
Fiir h :=tv,t > 0, gilt dann

(Ah|h) = £2(Avlo) = £1 = 1] ]2,

also ]
flx+h) = f(x) = U+ )R] >

I||h]]? > 0
5 |[h[]* >0,

o ] =

falls nur ¢ gentigend klein ist.
Ist w ein Eigenvektor von A zu einem Eigenwert p < 0 mit ||w|| = 1, so gilt fir h := tw,t > 0,
analog wie oben

Fla 4 h) = £(x) = Sl + o]l < JullAl” < 0

fiir gentigend kleines t.

BEISPIELE. Wir betrachten einige typische Beispiele von Funktionen f : R? — R

a) f(x,y) = a+ x>+ y?. Die Funktion f hat im Nullpunkt (0,0) € R? ein isoliertes lokales
Minimum, da

3 ttess (1= [y ]

Der Graph von f,

Ly ={(2,y,2) cR*: Z=a+x2+y2}
ist ein nach oben gedffnetes Paraboloid (wenn man sich die z-Achse als nach oben gerichtet
denkt).

b) f(z,y) = a — x* — y?. Hier liegt im Nullpunkt ein isoliertes lokales Maximum vor, es gilt
1 -1 0
§Hess (f)—{o _J.

Der Graph von f,
Ff = {(:L’,y,z) € R3 : Z:a—x2_y2}

ist ein nach unten getffnetes Paraboloid.
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c)

f(x,y) = a+ 2% — y* Der Gradient von f im Nullpunkt verschwindet, und es gilt

jies (= y O]

Die Hessesche Matrix ist also indefinit, es liegt weder ein lokales Maximum noch Minimum
Vor.

Der Graph von f,
Iy= {(z,y,2) cR*: z:a+x2_y2}7
ist eine sog. Sattelfliche. Lings der Achse x = 0 fallen die Werte von f vom Nullpunkt

aus ab, lings der Achse y = 0 nehmen die Werte von f vom Nullpunkt aus zu.

Ist die Hessesche Matrix in einer Nullstelle des Gradienten semi-definit, so lassen sich
keine allgemeinen Aussagen machen, wie folgende Beispiele zeigen:

h(zy) = 22+4
fQ(IL',y) = {L‘2
fa(z,y) = 2*+y>

Fiir alle drei Funktionen verschwindet der Gradient im Nullpunkt und es gilt

tess ()0 = [§ o] (h=1.2.2)

die Hessesche Matrix ist also positiv semi-definit.

Die Funktion f; hat im Nullpunkt ein isoliertes lokales Minimum. Die Funktion f, hat
im Nullpunkt ein lokales Minimum, das aber nicht isoliert ist (alle Punkte auf der Achse
x = 0 sind ebenfalls lokale Minima).

Die Funktion f3 hat im Nullpunkt weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum.

Aufgaben

1.

An welchen Stellen ist die Funktion f : (z,y) — yy/222 + y? (einmal) partiell differen-

zierbar? Berechne dort ihre partiellen Ableitungen.

Berechne die Jacobi-Matrix der Abbidlung
F i (2.y,2) = (cos(y + 2), sin(ay)).
Sei U eine offene Teilmenge des R". Fiir eine partiell differenzierbare Abbildung

f:U—=R" z— (fi(z),..., fu(x)),

sei
n

div f := Z % (Divergenz von f).
j=1 ="

Beweise:
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a) Sind f: U — R" und v : U — R partiell differenzierbar, so gilt
div (vf) = (grad v|f) + v div f.

b) Sind v, w : U — R partiell differenzierbar, so gilt
grad (vw) = vgrad w + w grad v.

4. rsei die Funktion (zy,...,2,) = /22 + -+ + 22 von R" in R. Zeige fiir x € R"\ {0}, €
R:
o

a) (grad r)(x) = @)
b) (grad r®)(x) = afr ()5~

5. Durch ) )
r =Yy ..
xym fiir (xvy) 7& (070)
u(x,y) ==
0 fir (z,y) =(0,0)

ist eine Funktion u : R? — R definiert.

a) In welchen Punkten ist u stetig?

b) In welchen Punkten ist u partiell differenzierbar?

2 2
0“u nd 0“u

c) Zeige, dafl 900y u D501

im Nullpunkt existieren und verschieden sind.

6. Sei U eine offene Teilmenge des R™ und v : U — R eine zweimal partiell differenzierbare
Funktion. Der Laplace-Operator A ist wie folgt definiert:

Av = div (grad v).
Man zeige

a)
n
9%
=5
j=1 8xj

Av =

b) Sind v,w : U — R zweimal partiell differenzierbar, so gilt
A(vw) = (Av)w 4 2( grad v| grad w) + v(Aw).
c¢) Fiir die Funktion
r:R"\ {0} = R,z — ||z]|,

und o € R gilt:
Ar® = ar® ?*(a — 2 +n).

d) Ist u : R — R zweimal partiell differenzierbar, so gilt

n—1

r(z)

A(wor)(z)=u"(r(x)) + u'(r(x)).
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10.

11.

12.
13.

(Umrechnung des Laplace-Operators auf Polarkoordinaten) Sei p die Abbildung

(r,p) — (rcos,rsin )

auf R% x R mit Werten in R?, wobei R} = {z € R : z > 0}. Fiir eine zweimal stetig
partiell differenzierbare Funktion

uw:R?=> R

beweise: o2 T L 5
_ O(uop) 10(uop) 18 (uop)

A = _
(Au)op or? r or 2 0p?
Fiir natiirliche Zahlen n, m mit 0 < n,m < N sei die Funktion u,,, definiert durch
unm : R? — R

(x,y) +— sinnzsinmy.

Vi sei der von den Funktionen t,,,,0 < n,m < N, erzeugte Untervektorraum des Vek-
torraums aller Funktionen R? — R.

a) Zeige, daB jedes Element von Vi beliebig oft partiell differenzierbar ist.

b) Beweise, dafl der Laplace-Operator A eine lineare Abbildung von Vyy in sich definiert.

¢) Bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren von A : Viy — Vy.

Bestimme die Taylor-Entwicklung der Funktion

r—y

T4y’

auf R% x R% im Punkt (1,1) bis einschlieflich Gliedern zweiter Ordnung.

fi(zy) =

In welchen Punkten hat die Funktion
fo(y) = (42”4 y7) exp(—a2® — 4y°)
auf R? — R lokale Extrema?

Berechne die stationdren Punkte der folgenden Funktionen:

2% — 2zy — y? + dx — 2u;

2? +dry +y? - 3+ y;

sin x cos y;

y? —sin?z;

(2% —y?)e @Y,

y? — 2y —y2? 4+ 22

Bestimme die Art der stationdren Punkten des obigen Beispiels.

Seien x1,...,x, n verschiedene Punkte aus R und yy,...,y, reelle Zahlen. Betrachte
folgende Funktion

n

Ela,b) = 3" [y — (az: + )

i=1
Fiir welchen Wert von a, b wird E(a,b) minimiert?
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4 Integrale, die von einem Parameter abhingen, Inte-
grale von Funktionen auf Teilmengen von R”

Wir erinnern daran, dafl eine Funktion A : [a,b] — R eine Treppenfunktion ist, falls es eine
Unterteilung
a=rg<T1<--<x,=>b

des Intervalls [a, b] gibt, so dafl h auf |zy_1, zx[ konstant ist fiir jedes k.

Es ist klar, wie man Treppenfunktionen auf R"™ definiert (Die Konstanzmengen sind jetzt
“Rechtecke” d.h. Produkte von Intervallen). Man kann damit den Begriff einer Riemann-
integrierbaren Funktion geeignete Funktionen mehrerer Variablen iibertragen, indem man Ober-
und Unterintegrale vollig analog definiert. Da ein viel allgemeinerer und effizienterer Integral-
begriff (das Lebesgue-Integral) in der Vorlesung “Analysis I1I” behandelt wird, verzichten wir
hier auf eine detaillierte Diskussion. Stattdessen werden wir iterierte Integrale behandeln. Dies
geniigt, um konkrete Integrale, die von praktischer Bedeutung sind, zu berechnen.

Integrale, die von einem Parameter abhingen

Lemma 4.1 Sei[a,b] C R und Q ein abgeschlossener Quader (d.h. ein Produkt von kompakten
Intervallen) im R™. f : [a,b] X Q@ — R sei stetig. (y;)ien sei eine Folge in Q mit im;_, y; =
¢ € Q. Dann konvergieren die Funktionen F; : x — f(x,y;) gleichmdfsig gegen die Funktion
F:xzw f(x,c).

BEWEIS. Sei € > 0. Da [a, b] X @ kompakt ist, ist f gleichmifig stetig, d.h. es gibt ein § > 0, so
daB

||(l‘,y) - (:Elay/)|| <o = |f(:E,y) - f(xlay/” <€
Zu 0 existiert ein N, so daB |[c — ;|| < 0 fiir i > N. Dann ist aber fiir i > N

|f(x,c) — f(x,y;)| < e fiir alle x € [a, b],

d-h [[F = El = sup{|f(z,¢) — f(z,4:)| - & € [a, ]} <€, qed,

Satz 4.2 Sei [a,b] C R, Q ein abgeschlossener Quader in R™ und f : [a,b] x Q@ — R stetig.
Dann ist die Funktion ¢ : QQ — R, wobei p(y) = fab f(z,y)dz, stetig.

BEWEIS. Sei (y;)ien eine Folge in @ mit lim; .. y; = ¢ € Q. Es gilt:
b b
o) = | Fiade uwnd o(c) = [ Pla)ds,
Da (F});en gleichmafig gegen F konvergiert, ist
b b
lim [ Fi(z)dz :/ F(x)dzx,
1—00 a a

also lim;_, ., p(v;) = (), q.e.d.
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Lemma 4.3 Seien I,I' C R kompakte Intervalle. (y;)ien sei eine Folge in I' mit lim; o y; =
ce€ ' und y; # c fir allei € N. f: I x I — R sei stetig und stetig partiell nach der zweiten
Variablen differenzierbar. Dann konvergieren die Funktionen F; : I — R, definiert durch

f(x,yz) - f(:L‘,C)
Yi— ¢

Fi(z) = (i € N),

gleichmapig gegen die Funktion F : I — R, wobe:

BEWEIS. Sei € > 0. Da D, f nach Voraussetzung gleichméflig stetig ist, existiert ein § > 0, so
daB

(*) Iy —y'| <6 = |Daf(x,y") — Daf (x,9y")| <e.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es fiir jedes ¢ € N ein 7; zwischen y;
und ¢ mit Fj(x) = Dof(x,n;). Wéhlt man N so grofl, daBl |y; — ¢| < 0 fiir ¢ > N, dann ist
|n; — ¢| < 0, also nach (x)

|Fi(x) = F(x)] = [Daf(z,m) = Dof (x,¢)] < e fiiri > N

und fiir alle z € I, q.e.d.
]

Satz 4.4 Seien I,I' C R kompakte Intervalle und f : I x I' — R stetig und stetig partiell
differenzierbar nach der zweiten Variablen. Dann ist die Funktion ¢ : I' — R, definiert durch

e(y) :Z/f(x,y)daf,
I
stetig differenzierbar und es gilt

dip(y) of (z,y)
d—y /Iid:p.

— 5

BEWEIS. Sei ¢ € I’ und (h,),en eine reelle Nullfolge mit ¢+ h,, € I’ und h,, # 0 fiir alle v € N.
Dann konvergieren die Funktionen F), : I — R, definiert durch

f($,0+hy)—f(l‘,0)

FV = )
() -
gleichméBig gegen die Funktion F': [ — R, wobei F(x) = a—(az, c). Also ist
Y
lim 2D =00 g /f(x’c+ h) = 1@.0) g = [ e
hy—0 h, hv—0 J h, I ay
Damit existiert g—j(y) =/ g—‘g(:p,y)d:p fir alle y € I’ und g—;j ist stetig, da g—‘:]; nach Voraus-

setzung stetig ist, q.e.d.



4 INTEGRALE 33

Eulersche Differentialgleichungen der Variationsrechnung

Sei I = [a,b] C R, ¢1,¢2 € R. Die Funktion L : (t,y,p) — L(t,y,p) von I x R x R in R sei
zweimal stetig partiell differenzierbar, R bezeichne die Familie der Funktionen ¢ : [a,b] — R,
sodafl ¢ zweimal stetig differenzierbar ist und ¢(a) = ¢1, ¢(b) = co. Die Abbildung

S:R—R

sei definiert durch

Gesucht ist nun ein ¢ € R, so dal S(¢) minimal ist, d.h. S(¢) < S(v) fiir alle ¢ € R.

Satz 4.5 Fine notwendige Bedingung dafir, dafs S(p) minimal ist fir ein ¢ € R, ist die
Giiltigkeit der Eulerschen Differentialgleichung

d oL , 8L oy
BEWEIS. Sei ¢ : [a,b] - R zweimal stetig differenzierbar mit
(*) P(a) = p(b) = 0.

Sei p € R so, dal S(¢) = min,er S(x). Fiir beliebiges € € R ist ¢ + € € R und damit

S(p) < S(p+e).
Die Funktion ¢ : R — R sei definiert durch
¢(€) = S(p + eph).

¢ besitzt fiir e = 0 ein Minimum, also ist

(x)

Wegen () ist

b d OL

AL
b d 0L

— _/0; ?/}(t) <Ea_p> dt

Damit erhélt man schliellich mit (xx)

d¢

0=--(0) = /b{ w+g—§(t7w,s@’)w}dt
/

b d oL
—(t ! dt.
{ t, 0, ¢) dtap(,so,so)}w
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(Wir haben zur Vereinfachung nur ¢, ¢', ... statt ¢(t), ¢'(t),... geschrieben.)
Mit dem anschlieBend bewiesenen Lemma folgt daraus

G 0(0).0) = 5 (060, ¢/(0) =0, qed

Lemma 4.6 Sei [a,b] C R mit a < b ein abgeschlossenes Intervall und f : [a,b] — R eine
stetige Funktion. Falls fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion

b [, = R mit w(a) = $(b) = 0
gilt:

[ rwpwa=o
dann ist f(t) =0 fir alle t € [a,b]. a

BEWEIS. Wegen der Stetigkeit von f geniigt es zu zeigen, dal f(¢) = 0 fiir alle ¢t €]a,b[.
Angenommen f(x) # 0 fiir ein ¢ €]a,b[. O.B.d.A. sei f(c¢) > 0. Dann existiert ein € > 0 mit

[c—¢e,c+¢€ Cla,b]

und
f(t) >0 fiir alle t € [c —€,c+ €.

Es gibt aber eine zweimal stetig differenzierbare nicht negative Funktion
¥ ]a,b] - R

mit ¢(c) > 0 und (t) =0 fiir alle t & [c — €, ¢ + €].
Da f1) stetig ist, gibt es wegen f(ci(c) > 0 ein §d mit 0 < § < ¢, so daf

f()(t) >0 fur alle t € [c — 9, ¢+ 0].

Da f1) nicht negativ ist, gilt
b cte c+0
[ rwuwa= [ ropwa= [ owio
Aus diesem Widerspruch zur Voraussetzung folgt f(t) = 0 fiir alle ¢ € [a, b], q.e.d.

Verallgemeinerung auf h6here Dimensionen

Sei [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall, ¢ = (¢1,...,¢,), d = (dy,...,d,) € R". R =
{¢ = (p1,...,0n) : [a,b] = R™ ¢ zweimal stetig differenzierbar mit ¢(a) = ¢, p(b) = d}. L :
(t Y1y s YUny P1y - Pn) > Lt Y1, oo Yy D1, - - -, Pn) VOO [a, b] X R X R™ — R sei eine zweimal
stetig differenzierbare Funktion. Ein reelles Funktional S : R — R sei definiert durch

S(w)z/ L(t, 1(1), -+ @n(t), 1(1), - - 0 (1))t
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Man kann auch hier zeigen: Ist fiir ein ¢ € R
S(p) < S(y) fur alle ¢ € R,

dann gelten die “Eulerschen Differentialgleichungen”

d oL )

(t, ¢(t), ¢'(t) =0
firie=1,...,n.

Das Integral von stetigen Funktionen mit kompaktem Triger
Sei jetzt f eine stetige Funktion von zwei Variablen, die auf einer Menge [ay, by X [az, bo| definiert

ist. Man definiert dann
[ twanavay= [ ( [ raac) a

Ahnlicherweise definiert man

/f(xl,---,l'n)dl‘l...dl‘n

als ein iteriertes Integral.
Wir werden unten zeigen, dafl diese Definition unabhéngig von der Reihe der Integrationen ist

dh. es gilt (fiir n = 2)
/(/f(x,y)d:c) dy:/(/f(x,y)dy) .

KC(R™) bezeichne die Menge der stetigen Funktionen f : R™ — R, sodafl K > 0 existiert mit

f(z) =0falls € R",||z|| > K. Ist f € K(R™), dann liegt [ f(x1,...,z,)dz, € K(R").

BEWEIS. Zunéchst ist klar, dafl das Integral existiert, da die Abbildung =, — f(x1,..., T, 1,T,)

bei jeder Wahl von (21, ..., 2,-1) in L(R) liegt. Die Abbildung (z1, ..., 2n—1) — [ f(z1,.. ., Zno1, Ty)day,

hat natiirlich kompakten Tréager. Nach den obigen Sétzen ist sie auch stetig.

Da die Funktion
(T1,. ey Tpoy) /f(:pl, e Ty, T )dTy,

in L(R™') liegt, kann man das Integral

/(/ f(xh"'?xn—laxn)dl‘n) dz,

bilden und erhilt wieder eine Funktion aus K(R"7?), usw. Also kann man jeder Funktion

f € K(R™) die Zahl

[(f):/(...((/f(xl,...,:cn)d:cn> daznl)...)dazl

zuordnen, die man durch iterierte Integration aus f erhalt.
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Satz 4.7 Das Funktional I hat auf IC(R™) die folgenden Eigenschaften:

I(f+ f2) = 1(H) + 1(f2)

I(af)=al(f) firaeR

I(f) >0 fir f >0

I(E'f) = I(f) firt e R", wobei E*f die Funktion x — f(x +t) bezeichnet

IO <TI0 — a)l||f|l, wenn Trf C []lai, bi] ist (d.h. f(x) =0, falls x ¢ [][a;, bi].)

(Il bezeichnet die Supremumsnorm von f).

BEWEIS. Das folgt unmittelbar aus den Eigenschaften des eindimensionalen Integrals fiir stiick-
weise stetige Funktionen.
]

Unser Ziel ist es, zu zeigen, dafl das Funktional I durch diese Eigenschaften bis auf einen Pro-
portionalitatsfaktor eindeutig bestimmt ist. Da man von einem Integral alle diese Eigenschaften
erwartet, haben wir somit den richtigen Integralbegriff gefunden. Der einzige Nachteil besteht
darin, dafl IC(R") eine fiir die Anwendungen zu enge Funktionenklasse ist. Wir miissen daher
zunéchst I auf eine gréfere Funktionenklasse erweitern.

Definition 4.8 Se:i f eine nichtnegative beschrinkte Funktion mit kompaktem Triger auf R™.
Wir nennen f integrierbar auf R", wenn fir jedes € > 0 Funktionen g,h € K(R") ezistieren
mit 0 < g < f<hundI(g—h)<e. Fir eine integrierare Funktion f versteht man unter dem
Integral I(f) die Zahl
I(f)y= sup I(9)= 1inf I(h).
SR el

Wenn f integrierbar ist, gibt es fiir jedes ¢ > 0 Funktionen g, h. € (R") mit 0 < g. < f < h,
und I(he) — I(ge) < €. Dann ist

I(ge) <supI(g) < inf I(h) < I(h)
9<f f<h
und somit tatsdchlich sup I(g) = inf I(h), womit gezeigt ist, daBl die Definition sinnvoll ist.

BEMERKUNG. Diese Definition ist im wesentlichen die Archimedische Exhaustionsmethode zur
Bestimmung des Inhalts eines Kérpers. Man approximiert die Funktion f von oben und unten
durch Funktionen, fiir welche das Integral bereits definiert ist.

Definition 4.9 Fine beschrinkte reellwertige Funktion f heifit integrierbar, wenn f* = max(f,0)
und f~ = max(—f,0) integrierbar sind. Man definiert dann das Integral durch I(f) =1(f")—

I(f7).

Satz 4.10 Mit fi und fa sind auch fi + fo, afi, fifa, max(fi, f2), min(fy, fo) und |f1] inte-

grierbar.
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BEWEIS. Wir konnen uns auf nichtnegative Funktionen beschrinken. Zu jedem e > 0 existieren
g1, 1,92, he € K(R") mit 0 < gy < fy < hy, 0< g0 < fo < hg, by <[fil| +1, ho <] fo]| +1
und I(h; — g;) < €.

Damit gllt g1 + go < f1 + f2 < hl + h2 und

I((h1 + h2) = (91 + g2)) = I(h1 — g1) + I(ha — g2) < 2e.
Weiters ist g1, g2 < f1, fo < hy, he und
I(hihy — g192) = 1((h1 — g1)h2) + 1(91(h2 — g2)) < (I[f2ll + DI (h1 — g1) + ([ /1l[ + DI (h2 — g2),
woraus die Behauptung fiir das Produkt folgt. SchliefSlich ist

= * + [ max(fu, fo) = L2 +2|f1 — f

und

win(f, fp) = 2L

Satz 4.11 Fliir integrierbare Funktionen f, f1, fo qult
I(fi+ f2) =1(f) + 1(f2)

Iaf)=al(f),a € R

I(f) =0 fir f >0

I(E'f)=1(f),t e R"

[L(H)] < 116 — ad)[|f], falls Trf C T]las, bi].

Beweis. Fir f; > 0, fo > 0 ergibt sich 1) sofort aus der Definition. Fiir beliebige fi, fo ist

fi+fo=(fi+fo)t = (fi+fo)” und daher I(fi+fo) = I((fi+f2)")—I((fi+f2)”). Andererseits
ist fi+ fa=fir +f — (fi + f5) und daher gilt auch

A+ +h+h)=Hh+R)T+U +f)

Da hier nur nichtnegative Funktionen vorkommen, gilt also
I(ff + )+ (i + f2)7) = I((fr + f2)°) + I(fT + f2)-
= I((fi+ f)7) = I((fr+ £2)7) = I(FD) + 1) = I(fr) = I(fa) = I(f) + I(f2).

Die anderen Eigenschaften ergeben sich analog.

Satz 4.12 Sei J : K(R") — R eine Abbildung mit den folgenden FEigenschaften:

J(fi+ f2) = J(f1) + I(f2)

J(af)=aJ(f),ac € R

J(f) >0 fiir f >0

J(E'f)=J(f),t€R"

|J()| < KT[(bi—a:)||f|| fiir jedes f mit Trf C [][as, bi] mit einer von f und Tr f unabhingigen
Konstanten K > 0.

Dann existiert ein 1 > 0 mit J(f) =UI(f) fir alle f € K(R™).
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BEWEIS. Sei J ein derartiges Funktional und M = [][a;,b;] ein kompaktes Itervall. Dann
existieren fiir jedes € > 0 Funktionen g, h € K(R") mit ¢ < xpy < h und J(h — g) < e. Daher
ist J(E'xn) = J(xum), weil auch E'g < E'xy < E'h und J(E'h — E'g) = J(h — g) < € gilt.
Ist insbesondere W' der Einheitswiirfel 0 < z; < 1, ¢ = 1,2,...,n und W ein Wiirfel der
Gestalt o' < x; < a* + %, dann gilt

T0ow) = 70w,

da alle diese Wiirfel gleiches Integral besitzen und £™ davon ganz W! iiberdecken. Wir zerlegen
nun den Raum R™ in achsenparallele Wiirfel WW; der Kantenlénge % Ist f € K(R™), dann ist f

1
gleichméiBig stetig. Fiir gentigend grofes k folgt dann aus |z —y| < z auch |f(x)— f(y)| < €. Sei

nun M = [][a;, b;] ein kompaktes Intervall mit ganzzahligen a;, b;, welches Tr f enthélt. Dann
wird M von endlich vielen W;’s iiberdeckt. Sei

l; = inf f(z) und p; = sup f(z).

reW; zeW;

D lixw < F <D mixw,

l
Sei J(xw1) = 1. Dann ist J(xw,) = R Aus 3) folgt

J(Xtoow) <00 <7 (D oo,

Es gilt dann

und

und daher l l
ﬁzli < J(f) < EZM
oder 1I1(3> Lixw,) < J(f) < U (> pixw,). Andererseits ist auch

I (Z l’iXWi) <I(f)<I (Z Mz‘XW—i)
und daher
[J(f) = U (f)] < 2] [ (b = a2).
Damit gilt J(f) =1I(f) mit | = J(xw,)-

Als einfache Folgerung aus diesem Satz ergibt sich, dal es in der Definition von I(f) auf die
Reihenfolge der Integrationen nicht ankommt.

Satz 4.13 Sei J(f) = [ ... ([ f(x1,...,2,) d2y,) dxy, . . . day,, wobei {iy,ia,...,i,} irgendeine
Permutation von {1,2,...,s} ist. Dann gilt J(f) = I(f).

Beweis. J(f) erfiillt 1) — 5) und J(xw,) = 1.
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Wir schreiben daher kurz I(f) = [g. f(2)dz, wobei do = dxy ... dx,, bedeutet.
Nun sind wir in der Lage, den bis jetzt nur vage umschriebenen Begriff des Fldcheninhalts oder
Volumens exakt zu definieren.

Definition 4.14 Ist A C R" und die Indikatorfunktion x4 integrierbar im R", dann nennt
man die Zahl m(A) = I(xa) das (n-dimensionale) Maf3 oder den Inhalt von A und nennt
A eine integrierbare Menge. (Fir n = 2 spricht man von Flicheninhalt, fir n = 3 von
Volumen. )

BEMERKUNG. Man erhélt auf diese Weise eine Klasse von integrierbaren Mengen, die alle jene
Mengen umfafit, welchen man {iblicherweise einen Inhalt zuschreiben mdéchte. Mit Hilfe des
Lebesgueschen Integralbegriffs kann man diese Klasse aber noch bedeutend erweitern (siehe
Vorlesung “Analysis I117).

Die Transformationsregel

Satz 4.15 Sei g = (g1,...,9,) ein C' Funktion auf U (offen in R™). Wir nehmen an, g ist
injektiv und det J,(x) # 0 auf U. Sei f stetig auf g(U). Dann gilt:

/g(w fla)do= /U fog(u)|det Jy(u)| du

fir jede stetige Funktion f auf g(U).

BEWEIS. (Beweisskizze) Wir betrachten das Funktional

f /Uf o g(u)| det J,(u)| du.

Man priift nach, dafl dieses Funktional den Bedingungen von oben geniigt. Daraus folgt die
Aussage des Satzes.

BEISPIEL. Berechne fv 2%z dxdydz wobei
V={(z,y,2): 2 +y* <a*0< z < h}.
Wir benutzen zylindrische Koordinaten d.h. die Abbildung
¢:(r,0,() — (rcosf,rsind, ()

»(V') =V wobei
V' ={(r,0,{):0<r <a,be|0,2r],0 < < h}.

h 27 a 4h2
/ 22 zdxdydz = / / / (1 cos 0)*r¢ drdfd¢ = e
1% o Jo Jo 8

Daher gilt:




4 INTEGRALE 40

BEISPIEL. Wir berechnen eine Formel fiir das Volumen des Rotationskorpers 0 < 22 + 3% <

(¢(2))% Es gilt:

b
V = / / / dxdydz
a J Jos(@4y?)<o(2)?

b 27 o(z)
= / dz / do / rdr (in zylindrische Koordinaten)
a 0 0

= 7 / ’ #(2)%dz

Anwendungen des Integrals:

1. Falls p(x,y, z) die Dichte an der Stelle (z,y, z) ist, dann ist

///G p(x,y, z) dudydz

2. Statisches Moment: Die Grofien

T, = //G/xp(xuyaz) dxdydz,
T, = ///yp(l“,y,Z) drdydz,
T, = /// zp(x,y, z) dedydz

sind die statischen Momente der Masse.

die Gesamtmasse von G.

3. Der Schwerpunkt von G ist der Punkt (z,y, z), wobei

[IJ zp(x,y, 2) dedydz T,

= — USw.

[[[ p(z,y, 2) dadydz ~ V

T =

4. Die Tragheitsmomente I, I,, I, im Bezug auf die z— (bzw. y—, z—) Achse ist:

I, —///y + 22)p(z, vy, 2) devdydz, — usw.

5. Das Potential der Massenanziehung eines Korpers G' mit Dichte p ist

e = [ et e e

(Das entsprechende Kraftfeld ist grad f).
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BEISPIEL. Berechne T,,T,, T, 7,9, z fiir die homogene Halbkugel {(z,y,2) = 2% + y* + 2? <
1,2 >0}, T, =T, = 0 (aus Symmetriegriinden)

1 VI=22 2
T, = ///zda:dydz = / zdz/ rdr/ de
V. 0 0 0

1 2
1—=2 ™
= 92 dz = —.
7r/0 5 zdz 1

3
T=0,§=02=2.

BEISPIEL. Berechne I, fiir die Kugel mit Massendichte 1. Es gilt:

2
Da die Gesamtmasse = g gilt

I, = ///(y2 + 2%) dzdydz = I, = I, wegen der Symmetrie

1
= g///(:cz—i-yz—i-zQ)dxdydz
9 1 pm p2w 8
= —/// T4sinvdrdvdu:—ﬁ.
3JoJo Jo 15

Aufgaben

1. Zeige: Mit A und B sind auch AU B, AN B und fiir B C A auch A\ B integrierbar. Ist
AN B =10, dann gilt m(AU B) = m(A) + m(B).

2. Zeige, daB} die durch
2
F(y) = / In(zy)dz, y € RY,
1
definierte Funktion F': R} — R stetig differenzierbar ist und berechne F".

3. Eine Funktion g : R*> — R sei definiert durch

2% fir (x,y) # (0,0)
= { @22 Y ’
9(z,9) { 0 fir (x,y)=

Zeige, dafl durch

o) = /0 g(z,t)dt und f*(z) = /0 (D1g) (. 1)dt.

Funktionen f, f*: R — R definiert sind, daf} f im Nullpunkt differenzierbar ist, und dafl
f'(0) # f7(0) gilt.

4. Sei I C R ein offenes Intervall, a € I und f : I xI — R eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Zeige, daf die durch

Fy) = / floy)de,  yel,
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10.

definierte Funktion F': I — R differenzierbar ist, und daf fiir alle y € I gilt

Y

F(9) = f(y)+ [ (Do) )

a

Anleitung: Beweise, daf§ die durch

M%Z%I/wﬂ%yﬂﬂ (v.2) eIx1,

definierte Funktion G : I x I — R stetig partiell differenzierbar ist und wende die
Kettenregel an.

Seien a,b,c,d € R, a < bund R := {f : [a,b] = R : f zweimal stetig differenzierbar,
f(a) = ¢, f(b) =d}. Mit £(f) werde die Bogenlénge der Kurve

g:la,b) — Rt (1, f(1)),
bezeichnet. Bestimme die Eulersche Differentialgleichung des Variationsproblems
((f) =min  (f € R)
und zeige, dafi die Gerade durch (a,c) und (b, d) ihre einzige Losung ist.
Berechne das Volumen des Ellipsoids

l‘2 y2 22

2 TrETe

/ dxdydz
alzty+z+1)7°

iiber dem Gebiet A, das von den Koordinatenebenen und der Ebene x+y+2 = 1 begrenzt
wird.

<1

Berechne

Berechne

/(3x2y+2y sin z)dzdydz
R
wobei R ={(2,y,2): =1<2<1,0<y<2,0<2< g}.

Sei erf (z) = [ e du. Zeige:
erf’ (z) = |, R e~ =" dudv, wobei R ein geeignetes Rechteck ist;
lim, oo fR e~ =" qudy = T

fooo e duy = @

Bestimme die besondere Gestalt der Transformationsregel fiir folgende Koordinatentrans-
formationen: Polarkoordinaten in R?, zylindrische Koordinaten in R?, sphirische Koor-
dinaten in R?.
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11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

Berechne folgende Integrale:

/(x2+y2)d:pdy, wobei R = {(z,y): 1 <2 <2 —-1<y<1};

R
/xsinydxdy, wobei R = {(z,y):0 <2 <1,2* <y < 2%},
R

/(fvy+2)dl°dy, wobei R = {(z,y):1 <y <2,y° <z <y’};
R

/xcosyda:dy, WobeiR:{(:U,y):()gygg,nggsiny};
R

43

/ xy dx dy wobei R das Dreieck mit Eckpunkten (1,0), (2,2) und (1, 2) ist.
R

1
/emyd:cdy, WobeiRz{(x,y):OSxﬁl—l—%,ngg?)};
R

/ (2% + 2zy) dx dy wobei R das Parallelogram mit den Eckpunkten
R
(1,3), (3,4), (4,6) und (2,5) ist.

Berechne Lo

/0 /x ) :U\/l—iy? dy dzx.
Berechne - N

/1 /1 7\/m dydzx.
Berechne

1

4 Vv ety
/ / =— dydz.
1 J1 Y

Berechne den Flicheninhalt zwischen den Kurven y = 222 und z = 4.

Berechne den Fliacheninhalt, Gewicht und Schwerpunkt des Gebietes zwischen den Kurven

r? —y?> =1 und x = 4 mit Dichte p(z,y) = z.

Berechne folgende Integrale:

/(:L’+3:z—y2)dxdydz, wobei R = {(z,y,2):0<2<1,-2<y<0,3<z<5};
R

/(az—i—z)d:cdydz, wobei R = {(x,y,2) :0<2,0<y,0<z,2+y+ 2z <3}
R

/:pyzdxdydz, wobei R = {(x,7,2):0<2,0<y,0<z,2* +y*+ 22 <1}
R

Berechne das Volumen des Gebietes

z1>20,202>20,...,2, 20,21 +220+---+2, <1
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19. Berechne die eulersche Differentialgleichungen fiir folgende Variationsprobleme:

L = \/1+p?+p2
= u(t,y1,y2)1/ 1+ p7 + pi.

= yV1+p*

L = Z 9i;(y)pip;, wobei [g;;] positiv definit ist.

i,j=1
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5 Der Satz iiber inverse Funktionen und der Satz iiber
implizite Funktionen

Definition 5.1 Eine C'-Abbildung f : U — R™, U offen in R", heifit C''-Isomorphismus
von U auf f(U), wenn f(U) wieder offen in R™ ist und eine C'-Abbildung g = f(U) — R"
existiert mit go f = Id und f o g = Id.

BEMERKUNG. Bei einem C'-Isomorphismus ist also speziell f : U — f(U) eine bijektive
Abbildung von U auf f(U). Die Abbildung g ist die zu f inverse Abbildung, f~!. Es wird
nun verlangt, dafl sowohl f als auch g stetig differenzierbar sind, d.h. daf§ beide Abbildungen
C'-Abbildungen sind. Es gibt C!'-Abbildungen f, die invertierbar sind, wobei aber g = f~1
keine C'-Abbildung ist. Ein Beispiel ist die Abbildung f auf | — 1, 1] gegeben durch f(z) = z3.
Hier ist g(z) = </, und g ist in = = 0 nicht differenzierbar.

Satz 5.2 Ist f ein C'-Isomorphismus zwischen den offenen Mengen U C R™ und f(U) C R™,
dann ist m = n und (Df), ist fir jedes x € U eine invertierbare lineare Abbildung des R"™ in
sich.

BeEWwEIS. Nach Voraussetzung gibt es g : f(U) = R"” mit go f = Id und f o g = Id. Daher ist
nach der Kettenregel fiir jedes v € U

(Dg) @) (Df)e =1d

d.h.
(Df)e(Dg) ) = 1d.

Die lineare Abbildung (D f), besitzt also eine inverse Abbildung und das ist nur méglich, wenn
m = n ist.
]

Hilfssatz 5.3 Sei U offen in R"™ und die Punkte x,y sowie deren Verbindungsstrecke in U
enthalten. Sei f : U — R™ eine C*-Funktion. Dann gilt

|f(y) = f(@)] <y — 2 sup (D f)oll,

wobei v die Verbindungsstrecke zwischen x und y durchlduft.

BEWEIS.

/Ol(Df)x-i-th(h)dt' < /01 (D f)gren(h)|dt

1
< [ Dl bl < sup ([ ) i
0

Hilfssatz 5.4 Sei U offen in R™ und seien z,y, xq € U. Wenn die Verbindungsstrecke zwischen
x und y in U liegt, dann gilt fir eine C*-Funktion f

W) = (@) = (Df)a(y = 2)| < ly = 2| sup [[(Df)o = (DS o]
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BEWEIS. Setze g(x) = f(z) — (Df)s ().

Definition 5.5 Eine Abbildung f heifit lokaler C''-Isomorphismus in einem Punkt x, wenn
eine offene Umgebung U von x ezistiert, so daf8 die Restriktion von f auf U ein C'-Isomorphismus
von U auf f(U) ist.

Es ist klar, daf8 fog eine lokaler C'-Isomorphismus in  ist, wenn ¢ ein lokaler C''-Isomorphismus
in z und f ein lokaler C''-Isomorphismus in g(z) ist.

Satz 5.6 (Satz tiber inverse Funktionen): Sei U eine offene Teilmenge des R™ und f : U — R"
eine C1-Abbildung. Sei xg € U und (Df),, : R® — R™ invertierbar.

Dann ist f ein lokaler Ct-Isomorphismus in xg, d.h. f bildet eine hinreichend kleine offene
Menge U um zoy C'-Isomorph auf eine offene Menge f(U) ab.

BeweEls. Wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, dafl (Df),, = Id ist. Weiters, dal o = f(z) = 0.
Wir fithren nun die Hilfsfunktion g(x) =  — f(x) ein. Dann ist g(0) = 0 und (Dg)p = 0. Da
Id und f C'-Abbildungen sind, ist z — (Dg), und daher auch = + ||(Dg).|| stetig. Wegen

(Dg)o = 0 existiert also ein r > 0, so daf fiir alle x mit |z| < 2r gilt ||(Dg).|| < 5

Aus dem Mittelwertsatz folgt dann

l9(2)| = lg(x) = g(0)] <[] sup [[(Dg)e|| < @

|z <2r

Insbesondere bildet g die abgeschlossene Kugel B(0,r) in die abgeschlossene Kugel B(0, g) ab.
Wir behaupten nun: Fiir jedes y € B(0, g) gibt es genau ein € B(0,7) mit f(z) =y, d.h. f ist
lokal invertierbar als Abbildung. Dazu betrachten wir fiir jedes feste y € B(0, 5) die Abbildung
gy, definiert durch

gy(z) =y+x— f(z).

Ist |z| < r, dann ist

g, (@) < |yl+ |z — f(@)] < |y|+ |g(@)| < =+ = =

[\l ]

Die Abbildung g, bildet also die abgeschlossene Menge B(0,7) in sich ab.
Auflerdem gilt:

B

l9y() — gy(2)| = lg(ar) — gle2) = / (D9)arst(reny (2 — 22)dt| <

nach dem Mittelwertsatz.
Aus dem Fixpunktsatz folgt somit, dafl g, einen eindeutig bestimmten Fixpunkt z mit |z| <r
besitzt. Aber aus g,(x) = x folgt f(z) =y.

Wir kénnen daher auf B(0, g) eine Abbildung f~! definieren durch f~(y) = x, wobei z das

eindeutig bestimmte Element mit f(z) = y bedeutet. Als néchstes zeigen wir, daf§ die so
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definierte Abbildung f~! stetig ist: Schreibt man nimlich x = x — f(z) + f(x) = g(z) + f(z),
dann folgt

|21 — 2a| < |f (1) — fw2)| + 9(21) — g(22)| < |f (1) — f22)] + %\1’1 — 1y

d.h.
|21 — 2| < 2[f (1) — f(22)]

also
(@) = [ (f (@) = Jan — o] < 2[f(21) = fla2)],
womit die Stetigkeit nachgewiesen ist.
Nun zur Differenzierbarkeit von f~1: Sei U = B(0, 2) und y,y1 € U,z = fHy), 11 = [ Hw).

1 1
Dann ist |z| < r, |x1| < r. Also ist ||(Dg).,|| < ,dh ||]Id = (Df)g, || < 5 < 1. Daher existiert

- i 1d — (Df)a,)
k=0
Wenn f~! differenzierbar ist, mufl gelten (Df~1),, = (Df);!. Wir bilden daher den Ausdruck
7 ) = ) — (DN =yl = |2 — 20 = (DF), (f () = @),

Da f in x; differenzierbar ist, gilt

F(2) = f(2) + (D) (o = 2) + Rlar,n) mit T 22

r—xT] ‘,j(] — Jj‘l‘

=0.

Daher gilt

@ — 21— (Df); (f(@) = fle))] = |2 =21 = (Df)s, (Df)ar (2 — 21) + R(, 21))]
< |(Df)s, (R(z,21))|

< N e — D) 2ty — .
Damit gilt
) )~ (0N -l

y—=u ly — 1l
weil wegen der Stetigkeit von f~! auch limxz = z; ist. Somit ist f~! differenzierbar in 3; und
es gilt
(Df Ny = (Df)z, = (Df) 5214
Nun sind alle Abbildungen y +— f~(y), 2 — (Df), und A € L(R") — A~! € L(R") stetig und
daher ist auch die zusammengesetzte Abbildung y — (Df™ 1), = (Df);_ll(y) stetig, d.h. f~1i
ein C''-Isomorphismus und f ist lokal C'-invertierbar.
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BEISPIEL.
1. Die Abbildung f : R™\ {0} — R™\ {0}, definiert durch f(z) = % ist ein C'-
x
Isomorphismus.

Zunéchst ist f injektiv, d.h. f(x1) = f(x) impliziert 1 = xo. Denn ist f(x1) = f(x9),
dann auch |f(z1)| = |f(x2)].

Es folgt: a1 = 22|

oP  Tol® d.h. |z1| = |z2| und schlieBlich z; = |z1|*f(x1) = |22 f (22) = 2.
1 2

Die Abbildung ist auch surjektiv, d.h. eine Abbildung auf ganz R" \ {0}, weil f~! = f
(einfache Rechnung).

1

Da x — e auf R" \ {0} eine C'-Abbildung ist, ist f ebenfalls C".
x

In diesem Fall 148t sich das Differential leicht direkt berechnen:

1 T +th T
Df)a(h) = lim - - -
(D)) tg%t<|x+th\2 |:c\2)

z|x|? + thl|z|* — z|z|* — 2t(x|h)x — xt?|h|?

—
150 t|z + th|?|z|?
hlz|> = 2(z|h)z 1

(|z[*1d — 2z2")(h).

[t el

Im Fall n = 2 ist z.B.

(fl(x,y),fz(:c,y)):( < y )

SU2 + y2’ .TQ + y2
und
1 {yQ — 22, —2xy ]

(Df) @y = m —2yz, a®—y?

2. Fiir die Abbildung g : R? — R?, wobei g(r,0) = (r cos 6, rsinf) gilt

cosf —rsind
det (Dg)(rp) = det [sine rcosf } -

Sie ist also fiir 7 # 0 ein lokaler C'-Isomorphismus.
Fiir r = 0 bildet g jeden Punkt (0,6) in (0,0) ab, ist also nicht mehr injektiv.
3. Eine Abbildung f kann in jedem Punkt z ein lokaler C!-Isomorphismus sein, ohne dafl f

global invertierbar ist. Ein Beispiel stellt die Abbildung z — e* der komplexen Zahlene-
bene in sich dar oder damit dquivalent die Abbildung

(z,y) > (e* cosy,e”siny) des R? in sich.
Hier ist
e*cosy —e’siny

(DF)y) = e’siny e*cosy
und det(Df)(z,y) = €** # 0. Trotzdem ist f(z,y + 27) = f(z,y).
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4. Die Abbildung A — A~! von der Menge aller invertierbaren n x n-Matrizen in sich ist
ein C''-Isomorphismus.

Bevor wir das beweisen, wollen wir uns iiberlegen, was das iiberhaupt bedeutet. Ist A =
la;r] eine n x n-Matrix, so konnen wir diese als das Element

2
n
(an,...,aln,...,anl,...,ann) ceR

interpretieren. Dann ist A — det A ein Polynom auf R™ und daher stetig. Das Urbild
der offenen Menge R \ {0} ist daher offen in R™. Dieses Urbild besteht aus allen n x n-
Matrizen mit det A # 0, d.h. aus allen invertierbaren n x n-Matrizen. Somit ist diese

A
Menge offen. Die Koordinaten von A~! sind von der Gestalt —Zk, wobei A; eine gewisse

Unterdeterminante, also wieder ein Polynom ist (vgl. Vorlesung “Lineare Algebra”) und
speziell stetig differenzierbar. Daher ist die Abbildung A — A~! eine C''-Abbildung. Wir
wollen nun ihr Differential im Punkt A berechnen. Das ist definitionsgeméf jene lineare
Abbildung H +— ¢(H), fiir welche

_|[(A+H)" - AT — ¢(H)|

lim

—0
| H|[ =0 || H |

ist.
Nun ist fiir alle geniigend kleinen H, d.h. ||H|| < 9,
A+ H) ' — AT =AU+ AT ' —A =T+ A H) AT - AT

= I-AT'TH+(A'H?*+.. )A - At
—ATTHA Y AT HATTHA T +

Daher ist ¢(H) = —A"'HA™!. Diese Abbildung ist klarerweise invertierbar. Daher ist
A — A7!in jedem Punkt ein lokaler C'-Isomorphismus und da sie invertierbar ist, ein
globaler C!-Isomorphismus, wie behauptet.

Satz 5.7 Sei f eine CP-Abbildung von einer offenen Menge U C R™ in R™. Ist det(Df), # 0
fiir ein o € U, dann bildet f=' eine hinreichend kleine offene Umgebung f(U) von f(xq) in U
ab und ist dort eine CP-Abbildung.

BEWEIS. Aus dem bereits bewiesenen Satz iiber inverse Funktionen ergibt sich, daf§ f ein C'-
Isomorphismus von einer Umgebung U von xy auf f(U) ist. Wir miissen nur noch nachweisen,
daB alle partiellen Ableitungen von f~! existieren und stetig sind, falls m < p.
Hierzu benétigen wir, daff die Elemente der Matrix A~! C'*°-Funktionen der Elemente von A
sind. Das folgt wieder daraus, dafl sie als Quotienten zweier Polynome in den Elementen von
A darstellbar sind. Nun gilt

(Df l)y - (Df)f—ll(y)'
Existieren alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung der Abbildung y — f~!(y), dann existieren
alle partiellen Ableitungen k-ter Ordnung der Elemente von (Df);-1(,) und da die Elemente
von A™! C>-Funktionen der Elemente von A sind, existieren alle partiellen Ableitungen k-ter
Ordnung der Elemente von (Df~!),, d.h. alle partiellen Ableitungen (k + 1)-ter Ordnung von
f~1. Diese sind iiberdies stetig. Das Verfahren endet bei k¥ = p — 1, da f nur p-mal stetig
differenzierbar ist.
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Ist f: U — f(U) ein C'-Isomorphismus, dann kann man f auf zwei Arten interpretieren,
entweder, wie bisher als Abbildung, welche jedem x € U einen eindeutig bestimmten Punkt
f(z) € f(U) zuordnet oder aber als eine Koordinatentransformation. Betrachtet wir etwa
die ebenen Polarkoordinaten.

= AT
0 = Arctg Ly
x
Halten wir § = ¢ konstant, so ergeben sich die Geraden Arctg % = ¢, d.h. % = tanc oder
y = (tanc)zx, falls ¢ # ig. Hélt man dagegen r = R konstant, so ergeben sich die Kreise

22 +y* = R? falls R # 0.

Diese Geraden und Kreise entsprechen also den Parallelen zur x- bzw. y-Achse bei den karte-
sischen Koordinaten. Jeder Punkt ist als Schnitt solcher Koordinatenkurven darstellbar. Diese
sind iiberdies eindeutig bestimmt, wenn man vom Nullpunkt absieht, der eine Sonderrolle spielt,
weil dort die Abbildung kein lokaler C''-Isomorphismus ist.

Implizite Funktionen

Bei der Beschreibung des Graphen einer Funktion f(z,y) verwendet man oft die “Niveaulinien”
f(x,y) = c. Sei etwa f(z,y) = 2? + y?. Hier hat die Gleichung f(z,y) = —1 keine Losung, die
Gleichung f(z,y) = 0 nur die Losung = = 0,y = 0, wihrend die Gleichung f(z,y) = 1 den
Kreis 22 4+ y* = 1 darstellt. In diesem Fall mochte man auch gerne y als Funktion y = g(x) von
x darstellen. Lost man die Gleichung 2 + y? = 1 nach y auf, so ergibt sich y = /1 — 22, d.h.
man erhélt zwei Funktionen y = v/1 — 22 und y = —v/1 — 22.

Betrachten wir den Fall 22 + y? = 1. Ist (z9,yo) ein Punkt auf diesem Kreis, wo die Tangente
parallel zur y-Achse ist, dann existiert eine offene Umgebung von xy auf der z-Achse, etwa
|z — €, 9+ €[, so daB auf dieser Umgebung eine eindeutig bestimmte differenzierbare Funktion
y = g(x) existiert mit yo = g(zo) und 2 + (g(z))? = 1. Man sagt, daf die Funktion y = g(x)
durch die Gleichung 2% + y? = 1 implizit definiert wird. Die hier skizzierte Situation ist typisch
fiir den allgemeinen Fall. Das zeigt der

Satz 5.8 (Satz iber implizite Funktionen F(z,y) = 0): Sei F' eine C'-Abbildung von einer offe-
nen Menge U C R? in die reellen Zahlen. Sei (xq,vo) € U. Setzt man voraus, daf F,(xo,yo) # 0
ist, so existiert eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f auf einer geeigneten
offenen Umgebung U(xo) des Punktes xqy, so daf$ f(zo) = yo gilt <— F(x, f(x)) = 0 auf
Ulxg) ist erfillt.

BEWEIS. Wir betrachten die Abbildung ¢ : U — R?, definiert durch

o(z,y) = (z, F(z,y)).
Dann ist

1 0
=F,(x,y),
Fx(l‘ay) Fy($ay) y< y)

wobei F, etwa die partielle Ableitung von F' bzgl. x bezeichnet. Da Fj(x¢, yo) # 0 ist, ist ¢ ein
lokaler C'-Isomorphismus in (xg, o). Es existiert also eine offene Umgebung V' (zg, o), deren
Bild ¢(V (zo,v0)) = W(xg,0) eine offene Umgebung des Bildpunktes

det(D¢)(m7y) = det

(0, Y0) = (20, 0)
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ist, auf welcher ¢ eine inverse C'-Abbildung 1 besitzt. Diese hat die Gestalt

Y(z,y) = (z,9(z,y))

mit einer C''-Funktion g(z,y).

Wegen ¢ip(z,y) = (z,y) auf W(zo,0) und ¢ip(z,y) = oé(x,9(x,y)) = (z, F(z,g(x,y))) ist
also F(x,g(z,y)) = y auf W(zg,0). Da W(xg,0) ein offenes Intervall der Gestalt U(xy) X
W(0) enthélt, ist auf U(xy) die Funktion f(z) = g(z,0) stetig differenzierbar und erfiillt dort
F(z, f(z)) = F(z,g9(x,0)) = 0. Damit ist der Satz bewiesen.

BEISPIELE.

1. Sei F(z,y) = #* + y* — 1. Hier ist F, = 2y # 0 aufler fiir die Punkte (£1,0). In die-
sen Punkten existiert auch keine Funktion der Gestalt y = f(z), die auf einer offenen
Umgebung von +1 definiert ist und dort 22 + (f(z))* — 1 = 0 erfiillt.

2. Sei F(z,y) = 2*y’—sin(x—y)+z = 0 und (29, y0) = (0,0). Hier ist F,, = bay*+cos(z—y)
und daher ist F,(0,0) = 1 # 0. Es existiert also eine Umgebung von x = 0, auf welcher
die Gleichung F(x,y) = 0 in der Form y = y(x) auflosbar ist.

3. Sei F(x,y) = y* — x. Hier ist F(0,0) = 0 und F,(x,y) = 3y?. Daher ist F,(0,0) = 0.
In diesem Fall 1i8t sich y> — 2 = 0 zwar in der Gestalt y = /z schreiben, aber diese
Funktion ist in = 0 nicht differenzierbar.

4. Wir betrachten wieder den Fall der Niveaulinien: Sei f(z,y) eine reellwertige C'-Funktion
auf einer offenen Menge U. Ist fiir jedes (z,y) € U mit f(x,y) = ¢ das Differential
(Df)zy) # 0, dann ist die Menge aller (z,y) mit f(x,y) = c eine glatte Kurve oder
besteht aus mehreren glatten Kurven. Man nennt diese dann Niveaulinien. Es geniigt zu
zeigen, daf fiir jeden Punkt (a,b) € U mit f(a,b) = c eine offene Umgebung existiert, auf
welcher die Menge aller Punkte (x,y) mit f(x,y) = c eine glatte orientierte Kurve durch

(a,b) bilden.

Nach Voraussetzung ist Df = (f,, f,) # 0, d.h. entweder f, # 0 oder f, # 0. Im ersten
Fall ist die durch f(x,y) = ¢ definierte implizite Funktion von der Gestalt x = ¢(y) und
im zweiten Fall von der Gestalt y = ¥(z).

Wir wissen bereits, dafl die implizit definierte Funktion f aus dem obigen Satz stetig

differenzierbar ist. Man kann die Ableitung wie folgt berechnen.

Wir haben in einer Umgebung von z, die Identitét F'(x, f(z)) = 0. Wenden wir darauf
die Kettenregel an, so ergibt sich

0= %F(w, f(x))=F,+ F,f'(x).

Da Fy(xg,yo) # 0 ist, ergibt sich daraus

Fx(xm ?/0)

f/(xO) - Fy(xo, Yo) '



5 DER SATZ UBER INVERSE FUNKTIONEN 52

BEISPIEL. Betrachten wir den Kreis 2% +y? = 1. Sei (29, yo) ein Punkt des Kreises mit 35 > 0.

Dann ist in einer gewissen Umgebung y = f(z) = v/1 — 22. Die Ableitung f’(x) kann hier
—x x .
direkt berechnet werden, f’(xr) = ——— = ——. Wendet man die obige Uberlegung an, so
f'(x) Vi ) g gung

erhalten wir F,, = 2z, F,, = 2y und daher ebenfalls f(z) = _Q_x _——

Y )
Ist in einem Punkt (g, yo) das Differential (DF)(zg.40 = 0, d-h. Fi(xo,y0) = Fy (w0, o) = 0, so
kénnen verschiedene Situationen vorliegen.
Es kann sein, daf (zg,yo) ein isolierter Punkt ist, d.h. dafl in einer Ugebung von (xg, yo) keine
weitere Losung von F(x,y) = 0 existiert, wie etwa im Fall F(z,y) = 2% + y* = 0. Oder aber es
kénnen sich mehrere glatte Kurven in diesem Punkt schneiden, wie etwa fiir F/(z,y) = 22 —y* =
0. Hier fallen also zwei Losungen zusammen.
Wir haben im obigen Satz vorausgesetzt, dafl I eine C''-Funktion ist und erhalten, daf die
implizit definierte Funktion f ebenfalls eine C''-Funktion ist. Wir wollen nun zeigen, daf f so
oft differenziebar ist wie F'.

Satz 5.9 Seien die Voraussetzungen vom Satz tber implizite Funktionen erfillt. Ist F' eine
CP-Funktion, dann ist auch f p-mal stetig differenzierbar.

BEWEIS. Wir haben beim Beweis dieses Satzes die Abbildungen ¢ und 1 betrachtet. Nach
Voraussetzungen ist jetzt ¢ eine CP-Funktion. Dann ist auch v eine CP-Funktion. Nun ist
Y(z,y) = (z,9(x,y)) und daher g(z,y) eine CP-Funktion. Da f(z) = g(z,0) ist, ist auch f eine
CP-Funktion.

]

Berechnung der héheren Ableitung von f Man geht von der Gleichung F, + F, f'(z) =0
aus und differenziert diese nach x:

0 = di(Fm(Lf(x)H Fy(z, f(2))f'(2)) = Fea(x, f(2))
Foy(, f(2))f () + Fya(, f(@))f'(2) + Fyy (2, f(2))(f'(2)*
Fy(, f(2))f" (),

/

+ o+

Daher gilt:
Fup + 2Fy f'(2) + Fyy (f'(2))?
7 .

Y

f'(w) =~

Setzt man hier f'(z) = —7 ein, bekommt man die Gleichung
Yy

() = 2, L F, — FmFy2 + F, (Fy)?

(Fy)?
Analog kann man hohere Ableitungen berechnen.
Wir betrachten jetzt eine C'-Funktion F(xy,ws,...,2,) von n Variablen, insbesonders die
Frage: Wann 148t sich z,, als Funktion x, = f(z1,...,2,_1) der iibrigen Variablen darstel-

len? Man zeigt vollig analog: Sei F' auf einer offenen Menge U definiert und xy € U mit
F(xz9) = 0. Ist F,, (o) # 0, so existiert eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funk-
tion f(zy,...,7,_1) auf einer geeigneten offenen Umgebung U((zY,...,2% ;)) des Punktes
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(29,...,2°2 Y e R" ! sodaB f((29,...,2% ) = 2p, und F(zy,..., 20 1, f(21,. .., 20 1)) =0
auf dieser Umgebung erfiillt ist.

Der Beweis verlduft genauso wie oben. Man betrachtet die Abbildung ¢ : U — R", definiert
durch

O(r1,29 .. Tp1, ) = (1, Tty F(21, -0 X1, T)).

Dann ist det (D¢),, = Fi.(xo) # 0 und daher existiert eine inverse Abbildung v, usw. Ist
F € C?, dann auch f.

Der Satz iiber implizite Funktionen kann als Prézisierung des heuristischen Prinzips aufgefaf3t
werden, dal man aus einer Gleichung in s Unbekannten immer eine Unbekannte ausrechnen
kann.

Allgemeiner wird man erwarten, daffi man aus m Gleichungen in m + n Unbekannten immer
m Unbekannte ausrechnen kann. Diese hdngen dann von den restlichen n Parametern ab. Es
muf allerdings gewéhrleistet sein, dafl die m Gleichungen wirklich m verschiedene Bedingungen
darstellen und nicht auf weniger Gleichungen reduziert werden kénnen. In der linearen Algebra
heift das, dafl die entsprechenden linearen Gleichungen linear unabhéngig sein miissen, d.h.,
dafl eine m x m-Untermatrix existieren muf}, deren Determinante von 0 verschieden ist.

Eine ganz analoge Eigenschaft mufl im allgemeinen Fall erfiillt sein, wie der folgende grundle-
gende Satz zeigt.

Satz 5.10 (Allgemeiner Satz tber implizite Funktionen): Sei F eine CP-Abbildung von einer
offenen Menge U C R™™" in den R™, die dem Element (z,y) = (Z1,. .., Tm,Y1,---,Yn) € U
eine Zahl zuordnet. Sei (xg,yo) € U mit F(zo,y0) = (0,0,...,0). Setzt man voraus, dafi die
Funktionaldeterminante

O(F, Fy, ..., Fy)
0
8(’3/1,’3/2, <. 7ym) 7&

ist, so existiert eine eindeutig bestimmte CP-Abbildung f auf einer geeigneten offenen Umgebung
U(zo) des Punktes zg € R™ in den R™, so daff f(xo) = yo gilt und F(z, f(z)) = 0 auf U(xg)
erfillt ist.

BEWEIS. Wir betrachten die Abbildung ¢ : U — R™*" definiert durch

¢(x,y) = (, F(z,y)) fir r € R", y € R™.

Dann ist ) )
1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0o ... 1 0o ... 0
det Dy, = det | 9F1 OB oh 0k 2%
Ory Ovy Oz, Oyi  Oynm
oF, 0F oF,, O0F,, oF,,
8.’171 61’2 al’n ayl aym e
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Das ist aber nichts anderes als

o Oim 2

det | _ (Fy,..., m).
................ IS
oF,, oF,,
-ayl aym-

Von hier ab verlauft der Beweis wieder genau wie oben.

BEISPIEL. Gegeben sei das Gleichungssystem
Filz,y,z,t) =2 + 2 + 22+t =1 =0

Fy(x,y,z,t) =23+ + 23+ -8 =0.

L&Bt sich in einer Umgebung des Punktes (0, —1,2, 1) aus diesen Gleichungen z und ¢ eliminie-
ren, d.h. kann man dort z und ¢ als Funktion von x und y darstellen? Dazu betrachten wir die
Funktionaldeterminante

O(Fy, Fy)
0(z, 1)

2z 2t

= det [322 3t?

] =6z2t(t —z) = —12 #0.

Da die Funktionaldeterminante # 0 ist, gibt es eine Funktion f(z,y) = (z(z,y), t(x,y)) mit

F'(z,y, 2(2,y),t(z,y)) =0,
d.h. die gesuchten Funktionen z(x,y) und t(x,y) existieren. Wir wollen nun die partiellen

Ableitungen % und 2 berechnen. Dazu bilden wir

ox y

0 0
%F’i(xvyv Z(l‘,y),t(l‘,y)) und a—yE(ZE,y,Z(ZL‘,y),t(ZE,y))

Wir erhalten im ersten Fall
20+ 222, + 2tt, =0
322 + 32%2, + 3t*t, = 0.

Im Punkt (0,—1,2,1) ergibt das
22, +1, =0

4z, +t, = 0.
Daher gilt 2,(0,—1) =0 und ¢,(0,—1) = 0.
Fiir die Ableitungen nach y erhalten wir analog

2y + 22z, + 2tt, =0

3y° + 32%2, + 3%, =0

oder
22y +t, =1
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4z, +t, = —1.
Dabher gilt z,(0,—1) = —1 und ¢,(0, —1) = 3.

Maxima und Minima mit Nebenbedingungen

Wir betrachten jetzt Extremalprobleme der folgenden Art: Man soll Maxima oder Minima fiir
eine Funktion f(z,y) berechnen, wenn = und y nicht unabhéngige Verdnderliche sind, sondern
durch eine Nebenbedingung ¢g(x,y) = 0 miteinander verkniipft sind.

Im Prinzip kénnte man stets eine Verénderliche durch die andere aus g(z,y) = 0 ausdriicken
und hétte das Problem auf Extrema einer Verdnderlichen reduziert. In der Praxis ist das aber
sehr oft schwierig. Hier erweist sich eine Methode, die auf Lagrange zuriickgeht, als besonders
niitzlich: Nehmen wir an, daf g auf einer offenen Menge U des R? definiert ist und dafl M =
{(x,y) : g(z,y) = 0} eine eindimensionale C''-Mannigfaltigkeit ist. Das ist definitionsgemif
genau dann der Fall, wenn fiir jeden Punkt (a,b) € M das Differential (Dg)p # 0. Wir
suchen einen solchen Punkt (a,b) € M, in welchem die Funktion f ein lokales Extremum
annimmt. Dazu betrachten wir eine lokale Parameterdarstellung fiir M in der Umgebung des
Punktes (a,b), etwa t — @(t) = (p1(t), p2(t)) mit ©(ty) = (a,b).

Dann nimmt die Funktion ¢ — f(¢(¢)) im Punkt ¢, ein lokales Extremum an. Daher gilt
f(p(t)) = 0 im Punkt ty oder (Df)ap(¢(to)) = 0. Weiters ist nach Definition von M die
Funktion g auf M identisch 0 und daher gilt g(y(t)) = 0.

Differenziert man diese Identitét im Punkt ¢, so erhélt man (Dg) ) (©(to)) = 0. Also steht
auch der Vektor ( grad g)(a,b) orthogonal auf dem Tangentenvektor ((ty). Da im R? die Vek-
toren, die auf einem festen Vektor senkrecht stehen, einen eindimensionalen Teilraum aufspan-
nen, mufl gelten grad f(a,b) = [ grad g(a,b) mit einer Konstanten [ oder anders ausgedriickt,
(Df)ap) = U(Dg)ap)- Im Koordinantenschreibweise heifit das:

fz —1lgz =0 und f, —lg, = 0.

Fassen wir diese Uberlegung zusammen, so erhalten wir die Lagrangesche Regel: Um die
kritischen Punkte der Funktion f(z,y) unter der Nebenbedingung g(x,y) = 0 zu bestimmen,
betrachte man die neue Funktion F(z,y) = f(z,y) — lg(z,y) mit einem Multiplikator [ und
betrachte die drei Gleichungen

f:v_lg:v
fy_lgy =0
g(z,y) =

Die allgemeine Situation ist wie folgt: Sei f eine Funktion von s Verdnderlichen und seien
1 < p < s Bedingungen an die x; gegeben, etwa g; = g2 = --- = g, = 0. Man bestimme lokale
Extrema von f unter diesen Nebenbedingungen.

Satz 5.11 Sei g : U — RP, (U offen in R, 1 < p < n), eine C-Abbildung und M = {z €
U:g(x) =0}. Fir jedes x € M sei das Differential (Dg), : R" — R? surjektiv. Sei weiters f
eine C'-Funktion, die auf einer offenen U C M definiert ist.

Dann gilt: Nimmt f in einem Punkt a € M ein lokales Extremum an, so existieren p reelle
Zahlen 1y, ... 1, mit

(Df)a = Z li<Dgi)a-
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BEWEIS. Nach Voraussetzung ist M eine k-dimensionale C''-Mannigfaltigkeit mit k = n — p.
Wir konnen daher eine lokale Parameterdarstellung ¢ : U — R", U C R®, U C RF offen,
finden. Es existiert tg € U mit ¢(tp) = a und fir jedes t € U hat das Differential (Dy),; den
Rang k.

Da g = 0 auf M ist, gilt go = 0 und daher speziell (Dg),(Dp);, = 0.

Das bedeutet, dal (Dgi)a,- .., (Dgp). im Annihilator des (n — p)-dimensionalen Teilraumes
Im (D), von R™ liegen. Da dieser Annihilator p-dimensional ist und (Dgi)q, - . ., (Dgp), nach
Voraussetzung einen p-dimensionalen Raum aufspannen, bilden diese Funktionale (Dg'), sogar
eine Basis des Annihilators (Im (Dy);,)°. (Siehe Vorlesung “Lineare Algebra”.)

Nach Voraussetzung hat f im Punkt a € M ein lokales Extremum. Daher hat fy in ¢, ein lokales
Extremum. Es muf daher gelten D(f¢), = (Df)a(Dg)s, = 0. Das Differential (D f), liegt also
im Annihilator von Im (D¢p),, und 1afit sich daher als Linearkombination der Basiselemente

(Dg;), darstellen, also (Df), = > 1;(Dg;),-

Dieser Satz kann folgendermaflen formuliert werden:
Sind in einer differenzierbaren Funktion y = f(xy,zs,...,2,) die n Verdnderlichen z4,..., z,
nicht nicht unabhéngig, sondern durch p unabhéngige Nebenbedingungen

gi(z1, . x0) =0, gp(x1, .. cyxy) =0, 1<p<mn,

miteinander verkniipft, so fiihrt man p zusétzliche Zahlen 4, ..., 1,, die sogenannten Lagran-
geschen Multiplikatoren ein und betrachtet die n + p Gleichungen

OF OF

—=0,...,— =0 =0,... =0
ax'l ) ’&L’n 9 g1 ) 7gp

fiir die n+ p-Unbekannten x4, ..., x,, l1,...,l,, wobei F' = f —(lyg1 +- - - +1,9,) gesetzt wurde.
Unter den im Satz angegebenen Voraussetzungen muf} jedes lokale Extremum eine Losung dieser
Gleichungen darstellen.

BEISPIEL. Man berechne das Minimum der Funktion

f@, . xp)=x+aa+-4x,  (2,>0)

unter der Nebenbedingung ¢(z1,...,2,) = x129...2, — 1 = 0.
Hier fithrt man F'(zq,...,2,) =21+ -+ x, — (21 ... 2, — 1) ein. Es muf} dann gelten:
oF T1...%n
=1-]l——=0
8.’172‘ ZT;

und z1...x, = 1.
Daraus erhdlt man x; = [ fiir alle ¢ und [ = 1. Es ist also das Minimum gegeben durch
f(1,...,1) = n. Anders ausgedriickt:

T Tn, Ti+To+ -+ Ty,

— .-+ ————— >n oder > Y1219, .. T,
/X1 ...Tp /X1...Tp n

fiir alle z; > 0. Das ist die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittel.
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Aufgaben

1.

10.

Sei f: R — R gegeben durch f(z) = § + x — arctg x. Zeige, dal f keinen Fixpunkt
besitzt. Zeige mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, da8 | f(z) — f(y)| < |z —y|
fiir alle x,y € R gilt. Ist das ein Widerspruch zum Fixpunktsatz?

Zeige: Sei f : R — R" eine Abbildung, welche eine abgeschlossene Menge M in eine
kompakte Menge K C M abbildet und |f(z) — f(y)| < |z — y| fiir alle z,y € M erfillt.
Zeige: Es existiert ein eindeutig bestimmter Fixpunkt fiir f.

Sei f eine zweimal stetig differenzierbare reellwertige Funktion auf R. Um eine Nullstelle
xg von f numerisch zu approximieren, kann man nach Newton folgendermafien vorge-
hen: Man gehe von einem beliebigen Punkt z; aus und betrachte die Tangente im Punkt
(21, f(z1)) und schneide diese mit der xz-Achse. Der so erhaltene z-Wert heifle z5. Nun
wende man dasselbe Verfahren auf x5 statt 7 an und erhélt x3, usw. Unter der Vorausset-

zung, dafl f das Intervall [a, b] in sich abbildet, z1 € [a, b] ist, f'(x) # 0und |¢'(z)| < ¢ < 1
f(z)
f'(x)
Sei U die Menge aller Punkte (r,0,0) € R3mit r > 0,0 < 0 < 27, 0 < ¢ < 7. Zeige, daB
U offen ist und daf} f definiert durch

auf [a, b] gilt mit p(z) =z — , zeige, dafl das Verfahren konvergiert.

f(r,p,0) = (rsingcosf, rsinpsind, rcos )

einen Diffeomorphismus von U auf f(U) bildet. Bestimme auch f(U) und die Funktio-
naldeterminante.

. Sei f(z,y,2) = (x +y+ 2,22+ y> + 22,23 + y3 + 2®). Bestimme die Menge aller Punkte

(x,y, z), in welchen D f nicht invertierbar ist.

Sei p(x,y) = (* — y?, 22y). In welchen Punkten ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus? Ist
¢ (global) invertierbar? Beschreibe ¢ in Polarkoordinaten.

Zeige, daf3

2+t -1 —2x
f(x7 y) = 2 2 ? 2 2
H+yr+2y+1 22 +y?+2y—1
einen Diffeomorphismus von U = {(z,y) : y > 0} auf den Kreis 2% + y* < 1 bildet.

Sei t — (a;x(t)) eine differenzierbare Abbildung von R! in die Menge der invertierbaren

d d
s X s-Matrizen. Berechne E<A<t>)_l und allgemeiner %(A(t))" fir n € Z.

Zeige: Sei U offen in R™ x R™ und sei f : U — RP? eine C''-Abbildung. Dann gilt fiir jedes
relU

(Df>m = ((le):va <D2f>m)a

wobei (D;f), das Differential der Abbildung x; +— f(z1,22) bei konstantem z und
(Do f ). das Differential der Abbildung xs — f(z1,x2) bei konstantem z; bedeutet.

Sei F(x,y) = 23 + y*> — 6zy = 0. Man skizziere den Graphen von F und bestimme
diejenigen Punkte, wo y als Funktion von = darstellbar ist. Man bestimme dort ¢/(z) und

y'(z).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Sei F(z,y) =y>+y— 2% =0 und (x9,79) = (0,0). Ist y in einer Umgebung von z, als
Funktion von x darstellbar? Wenn ja, berechne man y'(xo) und y”(x).

Dasselbe fiir zy* + 3logz — 4 = 0 in Punkt (1, 2).
1 3
Dasselbe fiir sinz + 2 cosy — 5= 0 im Punkt (%, ?ﬁ)

Fiir welche (z,y, z) 18t sich z als Funktion z = z(z,y) schreiben, wenn f(z,y,x) =
22 2
o + ‘Z—Q + 2 1 = 0 ist? Berechne dort z;, 2z, SOWie 2z, 2z und zy,.

Sei F(z,y, z) = 0 so, daB nach dem Satz tiber implizite Funktionen sowohl z = z(x,y) als
0z dx 0

auch z = z(z,y) und y = y(z, z) gilt. Man zeige, dafl dann a—;a—za—z = —1 gilt.

Unter der Annahme, dafl Fi(z,y,2) = 0 und Fy(z,y,2) = 0 zwei Funktionen y(z) und

z(x) definieren, berechne 3’ und 2’

Sei F(z,y,z) = xz + sin(xy) + cos(xz) — 1. Untersuche, welche Variablen sich in einer
Umgebung von (0,1,1) durch die anderen beiden ausdriicken lassen und berechne alle
partiellen Ableitungen zweiter Ordnung.

Sei Fy(z,y, z) = e®y+sinzz+log(1+2)—2 = 0 und Fy(z,y, 2) = sin(2?y)+y*+2°—4 = 0.
Welche zwei Variablen lassen sich in einer Umgebung des Punktes (0, 2, 0) durch die dritte
ausdriicken? Berechne die Ableitungen dieser Funktionen.

Besitzen die Gleichungen t> + 23 + 3%+ 22 =0, t + 2?2 + 92+ 22 —1=0,t+2+y+2=0
eine differenzierbare Losung x(t),y(t), 2(¢) in einer Umgebung des Punktes (¢,z,y,2) =
(0,-1,1,0)?

Bestimme die Ableitung ¢/(x) und y”(z), wenn y(x) durch die Gleichung (z* + y?)® —
3(z* + y?) + 1 = 0 definiert ist. In welchen Punkten ist y(x) nicht definiert?

Sei z = z(x,y) definiert durch z? — 2y* + 322 — yz +y = 0. Wo ist z nicht definiert?
Berechne das Differential Dz.

P q 1 1
Bestimme das Minimum von f(z,y) = r y—, wobei p >0, ¢ > 0und — + — =1 gilt
p q p g

unter der Bedingung, dal g(z,y) =2y — 1 =0, x > 0, y > 0, erfiillt ist.
Man leite daraus die Holdersche Ungleichung

zn:uivi < (/Zuff/z:vf
i=1

fiir u; > 0, v; > 0 ab.

Bestimme das Minimum von x + y unter der Nebenbedingung z* +y* =1, 2 > 0, y > 0,
k € N.

Mit Hilfe der Lagrangeschen Regel bestimme den kleinsten Abstand der Geraden ax+by =
¢ vom Nullpunkt.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.
36.
37.

Berechne den kleinsten Abstand des Punktes (3,12) von der Parabel y? = 6z.
72 2
Berechne das Maximum und Minimum von 2% 4 y? auf der Ellipse — + e 1.
a
Zeige, daB fiir jede symmetrische n x n-Matrix A = (a;,) das Maximum von f(x) = (Az|x)
auf |z| = 1 in einem Punkt x angenommen wird, fiir den Az = [z erfiillt ist.

Berechne den minimalen Abstand der Ebene 2z +x9 —23+14 = 4, 21+ 29— 23 +24 = —6
vom Nullpunkt im R*.

Sei k > 2 ganzzahlig. Man bestimme das Minimum von f(z,y) = 2% + 4* auf der Strecke
r+y=a,z>0,y>0.

Sei f(x,y) = (r—1)*+(y—2)% Berechne das Minimum von f auf g(z,y) = 2? —2xy+y* =
0. Gilt Df =1Dg im Minimum?

d
Berechne —y, wobei

dx
22y + 3yt =1,
(z+y)/(Va* +y?) =2
In(z? + xy) = 1.

Fiir
x =1 cosf bzw. y = rsin6,

,
berechne — usw.
ox

Minimiere
fla,y,2) =a* +y* + 2
mit Nebenbedingung
(=124 (y—2)%+ (2 —3)* =4.
Bestimme die Extrema von f mit entsprechenden Nebenbedingungen:

flz,y) = 2® —zy® 2® +y* = 1;

fla,y) =a® + 92 2% —ay? = 1;

f(x,y) =2z + 3y, 2% — 2wy + 2% = 1;
flr,y) =2 + 9>+ 22,30 —y + 22 = 14;
flr,y) =2+ + 2% (v —y)? =1, ayz = 1.

Bestimme den Punkt auf 22 — zy + y* = 1 mit kleinstem Abstand zu 0.
Bestimme Punkte auf 4> = 1 + 22 und 2y = x mit kleinstem Abstand.

Es gelte: (x — 2)? + (y — 2)? = 2. Berechne 0%y/0x 0.



5 DER SATZ UBER INVERSE FUNKTIONEN

38. Sei f glatt mit df/0z # 0. z sei bestimmt durch die Gleichung: f(x,y, 2) = 0. Zeige:

2
F (9f\? | 9 0°f ofof _ (91" _&?
0%z . 022 (8:1:) + 28183/ ox 8z  \ 0z Ozdy
ox? of\3 '
(Bz)

Berechne 92z/0z0y.

60
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6 Vektoranalysis

Differentialformen:
Eine Funktion von R" in R" ist die mathematische Realisierung eines Vektorfeldes. Wir kénnen
dies natiirlich verallgemeinern, indem wir Funktionen auf R"™ mit Werten in einem (abstrakten)

Vektorraum V' betrachten. Falls V' m-dimensional ist und (ey, . .., e,,) eine Basis dafiir, dann ist
jede solche Funktion durch ein m-Tupel (fi,..., f;,) von reellwertigen Funktionen darstellbar,
wobei

f:flel+"'+fmem-
Wir werden den Fall untersuchen, wo V' ein Raum von alternierenden Formen ist (siehe Vorle-

sung “Lineare Algebra”). In diesem Fall verwendet man folgende Basen:

1-Formen: Man bezeichnet die Basis mit (dzy,...,dz,). Eine allgemeine 1-Form hat damit
die Gestalt:
w = ai(x)dry + - + a,(z) da,.

(vgl. oben—Kap. 2)
(Konkret: Fiir n = 2 hat die typische 1-Form die Gestalt: w = adx + bdy;
n=3w=adr+bdy+cdz.

Bemerkung: Die Koeffizienten a, b usw. sind glatte Funktionen).

2-Formen: Die Basis ist {dz; dz; : 1 <i < j < n}. (also insgesamt (})).
(Konkret: Fiir n = 2: w = adz dy.
n=3w=adydz+ bdzdzx + cdxdy).

Die allgemeine Situation ist wie folgt: Eine k-Differentialform auf U C R" ist ein Ausdruck
der Gestalt

W = E ail___l-kda:il e d.I‘Zk

11 <t <--<ip

(N.B. In diesem Fall hat die Basis () Elemente).
Operationen mit Differentialformen: Man kann
a) zwel k-Formen auf R™ addieren (man summiert einfach die entsprechenden Koeffizienten);

b) eine k-Form mit einer [-Form multiplizieren (das Ergebnis ist dann eine k + [-Form). Man
multipliziert wie mit Zahlen, in dem man folgende Rechenregel beachtet:

dz;dv; = —dz;dz; und daher dx;dx; = 0.

c) eine k-Form differenzieren (das Ergebnis ist ein k + 1-Form): Dazu gentigen folgende
Rechenregeln:

Falls w eine Funktion f ist, dann ist das Differential df wie folgt definiert:

_of of

dz,,.

df

(Bemerkung: Man betrachtet glatte Funktionen als O-Formen).
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Falls
w= Z @y i dxy, . dx,,
i1 <ia<--<ig
dann gilt:
dw = Z da;, . dx;, ...dz;, .
i1 <ig<--<ip,
BEISPIELE.

I. Fir w = adx + bdy gilt:

II. Fiir w=adx + bdy + cdz, gilt

dc  0b da  Oc ob  Oa
dw = (8_y — @) dydz + <$ — 8_3/) dzdzx + <— — _y) dxdy.

II. Fir

gilt:

d) Man kann eine k-Form
w = Z @iy i, AYi, - . . dYi,

11 <t <--<ip
auf R™ mit einer glatten Funktion ¢ = (¢1,...,¢,) von R™ in R™ zusammensetzen.
Rechenregel: Man ersetzt dy; in w durch
do; = d e dz,,.
o 01, r1 + + o, x

Satz 6.1 Sei w eine k-Form, wy eine [-Form. Es gilt dann:
d*w =0;

d(w.wy) = (dw).w; + (—=1)Mw.(dw;);

d(wo ¢) = (dw o ¢), wobei ¢ eine geeignete glatte Funktion ist.

e) Integration von k-Formen entlang k-Wiirfeln: Sei ¢ : I¥ — U, (U offen in R") ein k-
Wiirfel. Falls w eine k-Form auf U ist, dann ist w o ¢ eine k-Form auf R* und hat damit
die Gestalt

a(xy,...,a)dxy ... dxy,

wobei a eine glatte Funktion ist. Wir definieren

/w:/ a(xy,...,xg)dzy ... dry.
c Ik

Satz 6.2 Integralsatz von Stokes. Sei ¢ ein k-Wiirfel in U, w eine (k — 1)-Form auf U.

Dann gilt:
/ w= / dw.
dc c
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BEWEIS. Siehe Vorlesung “Differentialgeometrie”.

Wir bringen einige Sonderfélle dieses Satzes:

Satz 6.3 Satz von Green. Seiw = Pdx + Q dy eine 1-Form auf U C R?, ¢ ein 2- Wiirfel in

U. Dann gilt:
oQ OP
fro= [[55 - 5] wes

BEeispiEL. Unabhingigkeit vom Weg. Sei w eine 1-Form auf U mit dw = 0. (Dies gilt
insbesonders wenn w die Gestalt df hat, wobei f eine glatte Funktion ist). Dann gilt fcw =0,
falls ¢ eine geschlossene Kurve ist und der Rand eines 2-Wiirfel in U.

Definition 6.4 Flichen. Eine parametrisierte Fliche in R? ist ecine stetig-differenzierbare
Funktion ¢ von einer offenen Teilmenge U von R? in R3.

BEISPIEL.

I. Eine Abbildung der Gestalt:
o(u,v) = xo + u.z + V.79,

wobei 2o € R? und z;, 25 zwei linear unabhingige Vektoren aus R? sind, ist eine para-
metrisierte Ebene.

I1. Die Abbildung
¢ : (u,v) — (sinwcosv,sinusinv, cosu)

ist die Parametrisierung der Einheitssphéire.

Eine parametrisierte Fliche ¢ ist regulér oder glatt, falls die Jacobi Matrix von ¢ immer Rang
2 hat. Dann sind die zwei Vektoren ¢y = D¢ und ¢ = Dy¢ linear unabhéngig. Wir definieren
den Normalvektor N(u,v) zur Fliche fiir die Parameterwerte (u,v) als

L o1(u, v) X ¢o(u,v)
N ) = 18 (o) X ol o)

BEISPIEL. Es gilt folgende Formel fiir ¢ X ¢s:

<8(¢2,¢3) 0(¢%, ') 6(¢1,¢2))
I(u,v) = I(u,v) = O(u,v)

wobei ¢ = (¢!, ¢% ¢%) d.h. ¢! usw. sind die Koordinaten von ¢ (nicht mit den partiellen
A(¢*, 9°)

Ableitungen ¢; usw. zu verwechseln). (————= etwa bezeichnet die Determinante der Jacobi-

O(u,v)
(u,0) = (¢*(u,v), ¢°(u, v))).

Matrix der Funktion

Die Ebene
{z: (N|z) = (N|p)}
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ist dann die Tangentialebene zu S an der Stelle p.
Falls S implizit gegeben wird,

S={(x,y,2): f(z,y,2) =0}
dann ist Y
gra
N = _SRCJ
|| grad f]|

Die 2-form
dF = Nydydz + Nodzdx + Nsdxdy

nennt man das Flichenelement der Fliche. (Bemerkung: Da man einen 2-Wiirfel ¢ als para-
metrisierte Fldche betrachten kann, sind diese Definitionen auch fiir solche Wiirfel giiltig).

Flichenintegrale der 2.ten Art. Sei S eine Fliche mit Parametrisierung ¢ : U — R3. Wir
definieren den Fldcheninhalt A von S wie folgt:

A= //U ||p1(u, v) X ¢po(u,v)| dudv.

Allgemeiner, definieren wir fiir ein Skalarfeld f auf einer Teilmenge V von R3, mit ¢(U) C V

[ ras = [[ rotwentonu o) x oafu o)) duc.

BEMERKUNG. Verwenden wir die Formel
(z x ylo x y) = lz]*[ly[|* — (z|y)?

aus der Vorlesung “Lineare Algebra”, so bekommen wir die Gleichung

A= // VEG — F?2dudv,
U

wobei E = (¢1|¢1), F' = (¢1]d2), G = (P2|02).

BEISPIEL. Sei ¢(u,v) = (u,v, V1 —u? —0v?) (u?+0v? < 1) die Halbkugel in R?. Dann ist das
Flachenintegral

/dS - // (1,0, —u(1 — 12 — v2)3) x (0,1, —v(1 — v — v*)})||dudv
S u?2402<1
_ // 1+u2+02+1—u2—v2dudv
u2+v2§1 (1 - u2 - UQ)

= // (1 —u? —v?) tdudv
u?24+02<1

Fliachenintegrale 1.ter Art: Sei S wie oben, F ein Vektorfeld auf S. Dann definieren wir das
Flichenintegral 1. Art [ F - dS oder [(F|N)dS als

//U(F o ¢|¢1 X Pa(u, v))dudv.
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Dies ist genau das Integral fsw, wobel w = Fidxadrs + Fodrsdr, + Fidxidzry d.h.
/(Fldl‘gdl‘g + ngl‘gdl‘l + ngl‘ldl‘g).
S

Fiir eine Masse, die iiber eine Flédche F' verteilt ist, gilt:

T, = // zp(x,y,2)dS
F

T, = // yp(z,y,2)dS
F

T, = // zp(x,y,2)dS
F

bzw. eine Masse, die iiber einer Raumkurve C' verteilt ist, gilt:
T, = / zp(z,y,2)ds
c
T, = / yp(z,y, z) ds
c
T, = / zp(x,y, 2)d s.
c

BEISPIEL. Berechne die Oberfliche der Halbkugel

2= f(z,y) = V(B> — 22 — ).

Da

or __ v of _ y

ox \/(RQ_xQ_yQ) y R2 — 22 — 2
gilt:
Oberflache

/ / dxdy
= R
o<eztyz<1 ) \/(R2—a? —y?)

R rdr

rdr R ——— = 27TR%

27 R
_ R/ / _ordr
0 o VR?-—1r? 0 (R? —1?)

Definition 6.5 Sei f eine Skalarfeld, d.h. eine glatte Abbildung von U in R. Dann schreiben
wir jetzt V f fiir das Gradientenfeld. Es gilt dann

V(f+g) = Vf+Vg;
V(f-9) = f-Vg+Vf-g
v(i) _ (g.Vf—2f~Vg).

g g
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Die Rotation eines Vektorfeldes: Sei f = (f1, f2, f3) ein Vektorfeld in R®. Wir betrachten
dw, wobei w die 1-Form f,dx + fody + f3dz ist. df ist auch ein Vektorfeld als 2-Form. Wir
bezeichnen dieses Feld mit curl f (oder rot f). Man sieht leicht (siehe oben), daf§

curl f = (Dyfs — D3 fa, D3fy — D1 fs, D1 fy — Daf1).

Manche Verfasser schreiben V x f fiir curl f.
Man kann die Rotation curl f als die formale Determinante

€1 €92 €3
det D1 D2 D3
fi fo Js

schreiben, wobei ey, 5, 5 die kanonische Basis fiir R? ist.
Es gilt dann:

curl (f +g) = curl f+ curlg;
curl (¢ - f) = ¢-curl f+ Vo x f.

(In der zweiten Gleichung ist ¢ ein Skalarfeld).
Das Feld f heifit rotationsfrei, falls curl f = 0. Ein Gradientenfeld grad ¢ ist immer rotati-

onsfrei (dies folgt aus der Beziehung d* = 0).
Die Divergenz: Falls f ein Vektorfeld ist, dann ist div f das Skalarfeld

Difi+---+ Dyfy
Dies wird manchmal als (V|f) geschrieben. (vgl. dw, wobei
w= fidry...dr,+...)
Es gilt dann

div(f+g) = divf+divg;
div(¢-f) = ¢-divf+ (Volf).

Auflerdem gilt:
div (curl f) =0

fiir jedes Vektorfeld f.
Definition 6.6 Der Laplacesche Operator: Dies ist der Operator
A f div(Vo),
der fiir Skalarfelder ¢ definiert ist. (Manchmal schreibt man V? fiir den Laplaceschen Operator).

Mit Hilfe der obigen Begriffe kann man folgende wichtige klassische Versionen des allgemeinen
Satzes von Stokes ableiten:

Satz 6.7 Der Satz von Stokes. Sei ¢ ein 2-Wiirfel in R, F ein Vektorfeld auf einer offenen
Menge U, die das Bild S von c enthdlt. Dann gilt:

/(curlF|N)d3 = / Fld.l’l —+ del’z -+ F3d.CL’3.
S Oc
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(Der Satz von Green ist der Spezialfall, wo der Wiirfel ¢ in R? liegt.)

Satz 6.8 Integralsatz von Gauf3. Sei ¢ ein 3-Wiirfel in U C R3, F = (Fy, Fy, F3) ein
Vektorfeld auf U. Dann gilt:

/didea:dydz:/ (FIN) dS

c dc

Dieser Satz wird oft wie folglt formuliert:

Satz 6.9 Der Satz von Gauf3. Sei V ein Gebiet in R? mit der Fliche S als Rand. F ein

Vektorfeld auf V. Dann gilt:
/// div Fdxdydz:// F.dS.
v s

1. Berechne fcyds, wobei ¢ die Kurve y = /= von x = 2 bis x = 6 ist.

Aufgaben

2. Berechne den Schwerpunkt der Kurve

x(t) = (t,t*,1) (1<t <3)
mit Dichte p(x,y, z) = vz
x
3. Integriere xy*dx + ydx entlang folgender Kurven von (0,0) nach (1,1):
der Geraden von (0,0) nach (1,1);
der Kurve y = 22

der Kurve z = 3.
4. Berechne [ (2? —2xy + y?)ds, wobei ¢ die Kurve (2cost,2sint) (0 <t < 1) ist.

5. Berechne [.(y + z)dydz + (z + z)dzdx + (x — y)dady, wobei T' das Dreieck mit den
Eckpunkten (1,2,-1),(3,1,0), (0,1, 1) ist.

6. Betrachte folgende Parametrisierung der n-Sphére:

1 = 1rcosfcospr...cosp, o

To = rsinfcos@y...cos ¢, o

T3 = T1Sing;cosdy...Cco8 P, o
Tpo1 = TSiN@, 3...Co8¢P, 2

Tn = TSin@, o.

=

(Diesfﬁr0§r§1,0§9§27r,—gg@-g

Transformation und damit das Integral

/dxl...d:pn
B

). Berechne die Jacobi-Funktion dieser

(\V]

wobei B die Einheitskugel in R" ist.
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7. Berechne
/ xdydz — zdzdx — dxdy,
s
bzw.
/ yidydz + 2dzdx — dxdy,
s
wobei

10.

11.

12.

13.

14.

S die obere Halbsphére ist;

S die untere Halbsphére ist;

S der Kegel x =rcosf,y=rsinf,z=3—-3r,0<r<1,0<60 <2

S ist der Paraboloid z = rcosf,y = rsinf,z = -3 +3r2, 0<r <1,0< 6 < 27.

Sei S die Flache {(z,y,2) : 2 = f(z,y), (z,y) € R}. Zeige:

[as- NH ) (2

Sei S die Flache © = rcos@,y = rsinf, z = f(r,0) (r,0) € R. Zeige:

- INE . (Of\?
/sds_/R\/l—i_(E> +r 2(%> rdrdf.

Berechne die Oberflache des Torus

x = (a+bcosh)sing,y = (a+ bcosh) cos ¢,z = bsin 0,
wobei 0 < b < a.
Berechne w o ¢, wobei
w = 4dx — dy + 3dz

und

c(t) =(2,5,—-3) +t(—3,2,7).
Berechne die 1-Form d <1)
r

Berechne w o ¢, wobei
w = 2dydz — dzdx + 3dxdy

und ¢ die natiirliche affine Abbildung von
U =1(0,0),(1,0),(0,1)] nach [(0,1,-2),(3,1,0),(—2,2,1)].
Sei
= v+ v* + w?
= UV +uw + vw

Z = uvw.

0
Berechne dx, dy, dz und beniitze die Cramersche Regel, um du, dv, dw und damit a—u
T
usw. zu berechnen.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.
21.

Beweise folgende Identitéten:

ou Ou dv v
dz + v dy = = o oy ) [ s
/acuv r+uvdy /C{U(&r ay)+u(8x a?J)} g
. ou Py o Ou 0?v 0u
1 u _ Ovy 9U 02 gy = - dx dy.
2/&: <v6:c uax) T (uﬁy v@y) Y /c<u0x8y vaxay) Y
ou 2
v—ds = [(vV?u+ (Vu|Vv))dzx dy;
dc on c

ou ov B 9 9
/ac (Ua_n —ua—n> ds = /C(UV u—uV)drdy.

Sei eine geschlossene Kurve der Rand dc eines 2-Wiirfels. Zeige: Der von der Kurve ein-
geschlossene Flicheninhalt ist A = % /. selwdy —ydr) = /. 0e T dy.

Berechne den Flédcheninhalt der Ellipse

1’2 y2
@ e !

bzw. des Asteroids
£2/3 +y2/3 _ g2/3

mit Hilfe von Kurvenintegralen.

Beweise die Formel:

/( grad f| grad g) dzdydz + /ngd:Edy = [ f(grad g|N)dS;
c c Oc

bzw.

/mm—ﬁwmwwzéqgmmm—@gMﬂMMS

Berechne den Schwerpunkt des Halbkreises 22 +y? <r? x> 0.

Berechne die Oberfliche der Kugel mit Radius R.



7 ANHANG 70

7 Anhang

7.1 Ubungsaufgaben mit Losungsvorschligen
7.1.1 Ubungsaufgaben

x = (&, () ist ein Vektor (eventuell von einer oder mehreren Variablen abhéngig).

(z|y) ist das Skalarprodukt, z*> = (x|x) (Skalarprodukt von x mit sich selbst), |z| = /(z|z)
(euklidische Lénge), x x y ist das Vektorprodukt, [z, y, z] das Spaltprodukt (= (z|y x 2)).

& ist der (komponentenweise) differenzierte Vektor.

1. Berechne (% + )2, (2|z), [, %, ©], wobei z(t) = (acost,asint, bt).
d d
2. Berechne d—(x|y) pn —(z x y), wobei z(t) = (t, —t2,3), y(t) = (sint, cost, 0).

2 2 2
3. Berechne % Ox 0w 0w Or 01’ wobel

ou’ Ou?’ Oudv’ Ov?’ 8u o’

z(u,v) = (6", 2u — v, vsinu).

0? 0%y
4. Berechne gz X wobel

o ou?’

z(u,v) = (uwv,uwv, —v%),  y(u,v) = (v*,u +v,v?).

e e e © X C 5,6, C :
5. Berechne ¢, ¢, ¢, |¢],|é x ¢, [¢,¢,¢], k= ¢ - C‘, T= [C ¢ - ], wobei
|f? & &?
c(t) = (3t —t*,3t%, 3(1 + t2)).
6. Das gleiche fiir ¢(t) = (acost, asint, bt).
96 o, 96
7. Berechne N(u,v) = ‘9” ‘9” wobei ¢(u,v) = (cosu cosv, cosusinv, —sin u).

u |

8. Berechne E, F,G, L, M, N fiir ¢(u,v) = (ucosv,usinv,u?), wobei

d¢p ¢ (0% 0¢ 9¢ 09
<8u 8u) F= (%’%) ¢= (8@ 61})

, _ [00 90 %) |00 09
= _%%%}/au o
[0 96 %67 |06 096
M= _%’%auav}/%xa
v o [20.90 #0] oo 00
T louw o o] |ou T v

9. Das gleiche fir ¢(u,v) = (ucosv,usinv, f(u)), (f eine beliebige, 2x differenzierbare
Funktion einer Variablen).
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.
20.
21.

22.

71

Bestimme die kartesische Darstellung der parametrisierten Kurven:

a) T =3t y=2+5t
b) x =Vt y=1—t
c)x=c¢e y=et

Seien x,y glatte vektorwertige Funktionen. Zeige:

d
7 @ly) = (@ly) + (zly)
d d
(Flexm=n fowd =2),
Sei z eine vektorwertige Funktion, mit ||z|| = 1. Zeige & L x.

Berechne die Bogenlénge der Kurven

c(t) = (1 —cost,sint) (t € [0,2n])

(c(t) = (t, tsint, tcost), te0,7]).
Berechne den Geschwindigkeitsvektor und die Geschwindigkeit des Teilchens mit Bahn

r = (cos®t,sin®t).
Berechne
/yzdx + zx dy + 2y dz,

wobei ¢ die Gerade von (b,0,0) nach (b,0,27g) ist.

Berechne
/yzdx + zx dy + xy dz,

wobei ¢ die Kurve ¢(t) = (bcost, bsint, gt) (t € [0,27]) ist.
Zeige: x X (y X z) = (z|x)y — (z|y)=.

Zeige: (x X y) X (z X w) = [w,x,y]z — [z, y, z]w.

Zeige: x x (y x 2)+y X (2 xx)+ 2% (z xy)=0.
Berechne: grad f wobei f(x,y,2) = (22 +y? + 2%)%.

Zeige: grad (fg) = (grad f)g + f(grad g).

(grad (g) =7).

Berechne: div f, wobei f(x) = T_a; mit r = ||z|| = /& + - - + &2

(Bemerkung: z ist ein n-Vektor.)
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Berechne: div f, divg, div f x g, grad (f|g), wobei

f('r7 y7 z) = <x27 y27 Z2)7 g<x7 y7 Z) = (yz7 Zx’ xy)'

(z,y, 2 sind Koordinaten in R3.)
1

Berechne: A <—>, A(r?), Af(r)
T

(r=llzll = V& + -+ + &)

Zeige: div (f x g) = (g|curl f) — (f|curlg).
(Notation: curl f (englisch) = rot f (deutsch).)

2

Betrachte die Funktion f(x,y) = ((z,y) #0).

x2 + 92

Berechne:

limlim  f(x,y),

z—0y—0
limlim  f(z,y).
y—0z—0
Existiert limy ) 0,0) f(2,9)?
Berechne die Jacobi-Matrix von
a) f(z,y) = (" +y,y°x)
b) g(x,y, z) = (zve”, —ye?).

Fir f(u,v) = (tan(u — 1) — e*, u® — v?), g(z,y) = (¥, o — y), berechne f o g und
D(f e g)(1,1).

Berechne die Anderungsrate der Temperatur eines Teilchens mit Bahn ¢(t) = (cost,sint, t)
im Temperaturfeld: T'(z,y, 2) = 2% + y* + 2%

Sei F'(z,y) = f(x 4+ g(y)), wobei f, g Funktionen einer Variablen sind. Zeige:
OF (O°F\ _OF (0°F
or \ozxdy ) Oy \ 0x?

(andere Schreibweise (D1, F')(D1 2, F') = Do F (D11 F)).

Verifiziere die Kettenregel fiir
fla,y) =zexp(a® +y°), g(t) = (e',e™)
(f(z,y) = (" +y" ) In/a? +y2, g(t) = (t, 1))
Sei f : R® — R differenzierbar. Berechne %, g, g, wobei

x=pcosfsing, y=psinfsing, 2z = pcosao.

(Genauer: %f o g usw., wobei g : (p,0,¢) — (x,y,2).)
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73
33. Berechne die Bogenldnge der Kurve

c(t) = (2t,1*,Int)

zwischen (2,1,0) und (4,4,1In2). ((t,tsint,tcost) zwischen (0,0,0,) und (7,0, —7).)
34.

Berechne die Taylorformel zweiter Ordnung von f(z,y) =

ar el der Stelle (0, 0)
Z Y
(f(.ﬁl], y) = €£B+y’ f(.ﬁl], y) = 67127?42 cos 1y,

f(z,y) = sin +y cos zy,

f(z,y) = "™ cosy).
35. Fir

flzy) = (2y,zy,zy?)
g(r,s,t) = (r2 — 3 rt— t2)
berechne Jy, Jy, Jfog, J¢ - Jg.

36. Sei F(z,y,2) = ( < Y

l+z4+y+z2 14+a4+y+2 1+a+y+=z

z
—1). Berechne explizit f~' und vergleiche J; und J;-1.

) (definiert fir = +y + z #
37.

Bestimme x, 7, T, IN, B fiir die Kurve

¢(t) = (Incost, Insint, v/2t)
(c(t) = (e’ cost, e’ sint, e').)

38.

Bestimme eine Formel fiir 7 und & fiir eine Kurve der Gestalt

(Benutze die Parametriesierung

c(t) = (¢, f(1),9(t).)
39.

. . . 0Pv 0w
Sei v(x,y) = xIn(z +r) — r mit r = /22 + y2. Zeig

ox?  Oy2 w471
40. Berechne die Taylorformel der Funktion

- 2202
fzy) = %—yw3+7y—2x+3y—4
an der Stelle (1,2) und berechne damit einen angenaherten Wert fiir f(1.02,2.03).
41.

Sei f eine homogene Funktion vom Grad k in x, %, 2 (d.h. f hat die Gestalt 2*F (
Zeige:

z oy
~)
of  of of
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.
49.
50.
51.

52.

53.

Sei X =axr+by, Y =cr+dy

mit ad — be # 0. Zeige:
of | of of of
x8x+y0y 8X+ oYy
Pz 0Pz
0xdy  Oyox’

Sei z = arctan % Zeige
Bestimme die Taylorreihe der Funktion

In(1 —z)In(1 —y).
Bestimme die stationdren Stellen der Funktion

2 = 223 + xy? + 52 + o>

a-+bxr+c
(e = (@ +12+2), 2 =ayla—a—y), s = 2t Yy TFa+2yTF ).

V14222

Zeige: A(f o ¢) = f'A¢ + f||grad ¢||?
(A(f-g) = f(Ag) + (Af) - g + 2(grad fgrad g)).

Bestimme grad f, div F' und rot F' in Polarkoordinaten
(f ist ein Skalarfeld, F' ein Vektorfeld in 2 Dimensionen).

Zeige: rotgrad f = 0 (f ein 3-dimensionales Skalarfeld).
Zeige: div rot ' = 0 (F' ein 3-dimensionales Vektorfeld).
AF = grad (div F') — rot rot I (F ein 3-dimensionales Vektorfeld).

Sei f eine Losung der Gleichung

0? f
Ox?

) of
+ 2212 2L oy — 2) 2L
y (y y)ay

B + 2%y? = 0.

Bestimme die Gleichung fiir f als Funktion von w,v mit v = 2y, v = —.

- 1 af 1 82f 1 . Of
Af—ﬁ{@( ar)+sin2¢802+sm¢5¢( gbaﬁb)}

(Verwende die Substitution x = rjcosf, y = rysinf, bzw. z = rcos ¢, r; = rsin¢ und
das Ergebnis fiir Polarkoordinaten.)

Zeige:

Untersuche die Extremalwerte von

z=afytya’—x (z=2"+y° =2 — 3" +97), =22+’ +ay,
zéyg—nyerQy—x, =2 +y? — 92y + 27, z=a'+y' — 227 + 4oy — 29%).

Berechne folgende Integrale:
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o4.

55.

56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

/(az2+y2)dazdy, wobei R={(z,y): 1 <2 <2, -1<y<1}
R

/xsinydxdy, wobei R = {(z,y): 0 <2 < 1,2° <y < 22%}
R

/R(a:y+2)dxdy, wobei R = {(z,y):1<y<2,9*° <z <y’}
/R:L’cosyd:cdy, wobei R = {(z,y): 0 <y < g,O <z <siny}

/R:cy dx dy wobei R das Dreieck mit Eckpunkten (1,0), (2,2) und (1,2) ist.
/Re:”ydxdy, wobei R = {(z,y):0<z < 1+10%,2§y§3}

/(:c3 + 2zy) dx dy,
R
wobei R das Parallelogram mit den Eckpunkten (1,3), (3,4), (4,6) und (2,5) ist.

Was ist die Entfernung von P = (1,2, 1.5) zur Kurve ¢(t) = (cost,sint,t) bzw. der néchst
gelegene Punkt @) auf der Kurve zu P?

(Zeige: PQ ist normal zu c.)

(Sei P = (z0, Yo, 20) ein Punkt in R3, ¢ eine Kurve mit P & c. Sei @ der nichst gelegene
Punkt zu P auf 0. Zeige PQ L c.)

Bestimme die Entfernung von (2, -2, 3) zu der Ebene

20+ 4y — 3t = 2.
Bestimme positive Zahlen x,y, 2z mit z +y + z = 100, z - y - 2 = maximum.
Berechne
/ zdA, wobei U = {(z,y) : 2* + y* < 25};
U

/ rydA, wobei U = {(z,y) : 2 > 0,y > 0,4 < 2% + ¢y* < 25};
U

wobei U = {1 <r <1+sinf,60 € [0, 7]} in Polarkoordinaten (Skizze).

1
/U /:1:2+y2’
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67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.
76.

7.

Berechne

1 T V2 T 2 VA—z2
/ / :cydyd:c—i—/ / dyd:c—l—/ / xydydz.
0 Jv1—z2 1 0 V2 J0

(Hinweis: Polarkoordinaten.)

Skizziere den Integrationsbereich fiir ff OIM f(x,y) dydx und bestimme die Grenzen als

iteriertes Integral der Gestalt: [ [ f(x,y)dz dy.

Berechne [, (2% tanz + y® 4+ 4) dA, wobei D = {(z,y) : 2* +y* < 2}.

(Hinweis: Benutze Symmetrie.)

d
Berechne d—y, wobei az? + 2bxy + cy? — 1 = 0.
x

(z* 4+ y* = 4a’zy, (cosx)? — (siny)* =0, (22 +y?)? =a*(z®> —y?), €*+e¥=2xy).

d2
(Berechne dann d—x:g )

Berechne das Minimum von x — y + z mit Nebenbedingung 22 + y? + 22 = 2.
(rmit 22+ 2y =3, x+y+zmit 22 —y>=1und 2z + 2 = 1.)
Zeige: in der Néhe des Punkts (x,y,u,v) = (1,1,1,1) lassen sich die Gleichungen
ru+you® =
2ud + Pt =
fiir v und v als Funktionen von z und y eindeutig auflsen.

2
Berechne % an der Stelle (1,1) (g—Z, g_:;’ g—z, % = usw.).

Falls F'(z,y) = 0, zeige:

d*y B F?F,, — 2F,F,F,, + F?F,,

— Y

dz? F3

(Unter welcher Bedingung an F' ist die Berechnung giiltig?)

2
3

Bestimme die Kriimmung der Kurve x5+ Y3 = as. (Berechne 3y’ und benutze die Formel

1

k= —Y— fiir eine Kurve der Gestalt y = f(z).)

(1+9?)
a

1 1

(l‘Q +y2 =

o= e

).
Berechne 3/, 3", y", falls 23 + y* — 3azy = 0.

Bestimme die singuliéiren Punkte der Kurve z3 + ¢y® = 3azy  ((2? + y?)? = 2a*(2* — 3?),
ot yt =2 —y)? Y + 20y = 2% + ).

a b .
Maximiere + mit Nebenbedingung atanz + btany = ¢ (a,b, ¢, u,v sind
UCOST  VCOSY

Parameter).
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78.
79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

Maximiere 2? + y? mit Nebenbedingung ax? + 2bxy + cy* = f. (Intepretation?)

Bestimme den héchsten und niedrigsten Punkt auf der Kurve 22 +y? = 2241, 2+y+22 = 0
22 2 22
(¥+—+§ =1, €x+my—|—nz:()).

Sei ¢ eine geschlossene Kurve. Der von ¢ eingeschlossene Flidcheninhalt kann als Kurven-
1
integral A = 5( [ xdy — ydx) dargestellt werden. Bestimme die entsprechende Formel in

Polarkoordinaten. Bestimme den Flécheninhalt, wenn ¢ die Kurve x5 + y% = af ist.

Sei f(r,y,2) = (x+y+ 2z, 2> +y>+ 22 23 + 93 + 23). Bestimme die Menge aller Punkte
(x,y, z), in welchen D f nicht invertierbar ist.

Sei p(x,y) = (% — y?, 22y). In welchen Punkten ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus? Ist
¢ (global) invertierbar? Beschreibe ¢ in Polarkoordinaten.

Zeige, dafl

2 4+y? -1 —2x
4y +2y+ 1722+ 2+ 2y + 1

fla,y) = (

einen Diffeomorphismus von U = {(z,y) : y > 0} auf den Kreis 2% + 3* < 1 bildet.
Sei t — A(t) = an(t) az(t) eine differenzierbare Abbildung von R! in die Menge
ax (t) ax(t)
d
der invertierbaren 2 x 2-Matrizen. Berechne — (A(t))~! und allgemeiner £(A(t))" fiir
n € 7.

(Sei t = (a;x(t)) eine differenzierbare Abbildung von R! in die Menge der invertierbaren

d
s X s-Matrizen. Berechne %<A<t>)_l und allgemeiner E(A(t))" fir n € Z.)

Sei F(x,y) = 23 + y*> — 6zy = 0. Man skizziere den Graphen von F und bestimme
diejenigen Punkte, wo y als Funktion von x darstellbar ist. Man bestimme dort ¢'(x) und

y'(@).

Sei F(x,y) =y>+vy —2* = 0 und (z9,y0) = (0,0). Ist y in einer Umgebung von x, als
Funktion von x darstellbar? Wenn ja, berechne man y'(xo) und y”(x).

Dasselbe fiir zy* + 3Inxz — 4 = 0 in Punkt (1, 2).

Dasselbe fiir sinz + 2 cosy — % = 0 im Punkt (%, 3;)

Fiir welche (x,y, z) 148t sich z als Funktion z = z(x,y) schreiben, wenn

f(z,y,x) = = + ?;—22 + C—z — 1 =0 ist? Berechne dort z,, z, sowie 2y, 2y, und 2.

Sei F'(x,y, z) = 0 so, daB nach dem Satz {iber implizite Funktionen sowohl z = z(x,y) als

auch x = z(z,y) und y = y(z, ) gilt. Man zeige, dafl dann %g—z% = —1 gilt.
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91. Berechne [, g yzdS, wobei S die Fliche mit der Parametrisierung
r=w, y=u4v, z=u—0v (u* +0* < 1)

ist.

22 4 2
4

92. Berechne [[ F -dS, wobei F(z,y,2) = (y,1,2) und S die Fliche z = 9 — fiir

0 < 2%+ y? < 36 sind.

93. Berechne ffs fdS, wobei f das Skalarfeld 2y* + 222 und S der Zylinder y? + 22 = 6,
0 <z <4 sind.

94. [ F -ds, wobei F(z,y,2) = (22,4z,5y) und ¢ die Kurve ¢(t) = (cost,sint,4) sind,
(bzw. F(x,y,z) = (2?2, 7y?, 2?), ¢ der Schnitt der Flichen {z+y+2 = 1} und {2*+y* =
9}).

95. folfag _cos V1 + cos? xdx dy.

rcsiny

96. Berechne [ [, cos (y n ) dzx dy, wobei R das Trapezoid mit den Eckpunkten (1,0), (0, 2), (0,2), (0,1
y+x
ist.
(Hinweis: u =z +y, v =2 — y.)
97. Berechne [[,e"*¥dxdy, wobei R = {(z,y) € R? : [z| + |y| < 1}.
(Hinweis: u =z +y, v =2 — y.)

2 2 2
98. Berechne [[[, dxdydz, wobei U das Ellipsoid x_ + ¥y Z— <1 ist.

b2
99. Sei F das Vektorfeld (f(z), g(y), h(z)). Zeige: curl F = 0.

100. Bestimme den Fldcheninhalt der Flache mit der Parametrisierung ¢(u, v) = (uv, u+v, u—
v) fiir u? + 02 < 1

(z=22+y? 1<a?2+y2<4).
101. Berechne fcyds, wobei ¢ die Kurve y = /= von x = 2 bis x = 6 ist.

102. Berechne den Schwerpunkt der Kurve x(t) = (¢,t%,1) (1 < ¢ < 3) mit Dichte p(z,y, z) =
Yz
—

103. Integriere zy?*dx + ydy entlang folgender Kurven von (0,0) nach (1,1):
der Geraden von (0,0) nach (1,1); der Kurve y = z?%; der Kurve x = 3.

104. Berechne [ (2* — 2zy + y®) ds, wobei ¢ die Kurve (2cost,2sint) (0 <t <) ist.

105. Berechne [.(y + 2)dydz + (x + z)dzdx + (¢ — y)dxdy, wobei T das Dreieck mit den
Eckpunkten (1,2, —1),(3,1,0),(0,1,1) ist.
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106. Betrachte folgende Parametrisierung der n-Sphére:

107.

108.

109.

110.

111.

X
X2

€3

Tn-1

T

7 cos 0 cos @1 . ..COS ¢,_o
7 sin 6 cos ¢y . .. CoS ¢y, _o

7 Sin @1 COS P3 . . . COS P2

7 SN ¢y,_3 COS Py, 9

7 Sin ¢,_o.

=

79

(Dies fir 0 <r < 1,0 < 0 < 27, —g < ¢; < —). Berechne die Jacobi-Funktion dieser

Transformation und damit das Integral

|B,| = / dxy ...dz, wobei B, die Einheitskugel in R" ist.

8 3
Hinweis: |Bs| = —2, |Bs| = T
15 6
Berechne
s
wobei

S die obere Halbsphére ist;
S die untere Halbsphére ist;

S der Kegel x =rcos@,y=rsinf,z=3—-3r,0<r<1,0<60 < 2m;
S ist der Paraboloid z = rcosf,y = rsinf,z = -3 +3r2, 0<r <1,0< 6 < 27.

[\]

xdydz — zdzdx — dxdy, bzw. / yidydz + 2dzdx — dxdy,
5

Sei S die Fliache {(x,y,2) : 2z = f(x,y), (z,y) € R}. Zeige:

B g 2 g 21_
[as= [ (2) + (2

Sei S die Fliache x = rcosf,y = rsind, z = f(r,0)

(r,0) € R. Zeige:

/SdS = /R \/1 + (%)2 + 72 (g—g)zrdrde.

Berechne die Oberfléche des Torus x = (a+bcos ) sin g,y = (a+bcosf) cos ¢, z = bsinb,

wobel 0 < b < a.

q

P 1 1
Bestimme das Minimum von f(z,y) = r y—, wobei p >0, ¢ > 0und — + — =1 gilt
q p

unter der Bedingung, dal g(z,y) =2y — 1 =0, x > 0, y > 0, erfiillt ist.

(Man leite daraus die Holdersche Ungleichung

zn:uivi < (/Zuf{‘/z:vf fiir u; > 0, v; > 0 ab.)
i=1
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112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.
121.

Bestimme das Minimum von z + y unter der Nebenbedingung z* +y* =1, 2 > 0, y > 0,
ke N.)

(Mit Hilfe der Lagrangeschen Regel bestimme den kleinsten Abstand der Geraden ax +
by = ¢ vom Nullpunkt.)

(Berechne den kleinsten Abstand des Punktes (3,12) von der Parabel y? = 6x.)

2 2
(Berechne das Maximum und Minimum von z? + y* auf der Ellipse — + = 1.)

a
Zeige, daB fiir jede symmetrische nxn-Matrix A = (a;) das Maximum von f(x) = (Ax|z)
auf || = 1 in einem Punkt x angenommen wird, fiir den Az = lz erfiillt ist. (Hinweis:
betrachte den Fall n = 2.)

Berechne die 1-Form d <1)

r

Berechne w o ¢, wobei w = 2dydz — dzdx + 3dxdy und ¢ die natiirliche affine Abbildung
von U = [(0,0), (1,0), (0,1)] nach [(0,1,—2),(3,1,0),(—2,2,1)].

Sei
r=u?+ v+ w?
Y = Uuv + uw + vw

Z = uvw.
Berechne dzx, dy, dz und beniitze die Cramersche Regel, um du, dv, dw und damit %
x
usw. zu berechnen.
Beweise folgende Identitéten:
Ju  Ou ov  Ov
d dy = - N dedu:
s [[{o(5=55) <0 (5 = 5) oo
1 ou v v Ou 0?v 0?u
— — —u— | d — —v— | dy= — dz dy.
2 /aU (vﬁx u@x) v (uﬁy v@y) Y /U (uﬁxﬁy v@x@y) v
2 2
Berechne den Flacheninhalt der Ellipse SL’_2 + 32—2 =1 bzw. des Asteroids /3 +¢y%/® = /3
a

mit Hilfe von Kurvenintegralen.

Beweise die Formel:
/ (grad flgrad g)dzdydz + / fAgdxdy = f(grad g|N) dS;
U U ou

bzw.

/ (fAg — gAg)drdydz = / (ferad g|N) — (ggrad f|N)) dS.
U oU

Berechne den Schwerpunkt des Halbkreises 22 + 3% <r? x> 0.

Berechne folgende Integrale:

// (2% + y*) dx dy wobei U das Gebiet zwischen y = 2,7 = 2 und y = 1 ist.
U
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122. Bestimme das Volumen des Durchschnittes der Zylinder

224+ y? =a® und 2% + 22 = d*
123. Berechne

/// (22 +y*+2?) dx dy dz wobei U das Gebiet zwischen x+y+2z =a, 2 =0,y =0,z =0 ist.
U

124. Bestimme das Volumen und den Schwerpunkt des Gebietes, das vom parabolischen Zy-
linder 2 = 4 — 22 und den Ebenen x = 0,y = 0, z = 6 und z = 0 eingeschlossen wird.

125. Berechne

1 1
/ / xy/1 —y?dydzx.
0 Jaz2

(Berechne ff IN ﬁdy dx; f14 A 6155_ dy dz.)

126. Berechne den Flicheninhalt zwischen den Kurven y = 222 und x = 4y2.

127. Berechne den Flécheninhalt, Gewicht und Schwerpunkt des Gebietes zwischen den Kurven
r? —y?> =1 und x = 4 mit Dichte p(z,y) = z.

128. Berechne folgende Integrale:
/(az+xz—y2)d:cdydz, wobei R={(z,y,2):0<2<1,-2<y<0,3<z<5};
R

/(erz)dxdydz, wobel R = {(z,y,2):0<2,0<y,0< z,x+y+2z <3}
R

129. Berechne

/:L’yzd:cdydz, wobei R = {(x,7,2):0<2,0<y,0< z,2° +y* +2* < 1}.
R

130. Berechne das Volumen des Gebietes
z12>20,202>0,...,2, 20,21 +220+---+2, <1

131. Fiir T = 23 — oy + 93, x = pcos ¢, y = psin ¢ berechne

8_T 3_T o*T O0*T 0T
Op’ dp \ 0p2’ 9pdl’ 002

ou
132. Berechne R falls U = 2%y und 2° + y =t und 22 + y> = 12

133. u? —v =3z +y, u — 20> = x — 2y. Berechne

ou v ou v
Ox’ 0x’ Oy’ Oy’
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134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

7.1.2

Zeige:
T b— b b? —1
[ () dr e (P2 s
0 a — CoSx a4+ Va2 -1
 d
(Berechne zunéchst fo _ % und integriere das Ergebnis von a nach b bzgl. a.)
o — COST

Berechne den gréfiten und den kleinsten Wert von z auf der Fldche

22% + 3y% + 2% — 122y + 4wz = 35.

[ o) [ ([ 252p)

/// Va2 +y?+ 22 dedydz,
U

wobei U das Gebiet zwischen der Ebenen z = 3 und dem Kegel z = /22 + y? ist.

Berechne

Berechne

Verifiziere den Satz von Green fiir das Integral
[y = atyde s @+ 7).

wobei ¢ der Rand des Gebietes zwischen y = 22 und z = y? ist.

Bestimme den Flédcheninhalt des Durchschnittes der Zylinder

224+ y? =a® und 2° + 22 = d*

Berechne
// rxdydz +ydrdz+ zdz dy,
S

wobei S die Oberfliche des Gebietes zwischen dem Zylinder 22 +y? =9, z =0 und z = 3
ist.

Losungsvorschlige
a) x(t) = (acost,asint, bt)
#(t) = (—asint,acost,b)
Z(t) = (—acost,—asint,0)
&4+ & = (—a(sint 4 cost),a(cost — sint), b)
(#+i)% = a®(sin® t+2sin t cos t+cos? t) +a?(cos? t—2sin t cos t+sin? t)+b* = 2a+b?
b) (&|z) = —a®sintcost + a®sint cost + b*t + b*t
c) T (t) = (asint, —acost,0)

cost sint 0 0
IXT=—a| sint xal| —cost = —a? 0 = 0
0 0 —cos?t —sin’t a?

i, #, 4] = (i]i x T) = a2 -b.
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2.

a) (z|ly) = tsint — t*cost

d
E(aj\y) =sint + tcost — 2t cost + t*sint = sint — t cost + t? sin ¢t
t sint —t3 cost
(xxy)= —t* | x| cost | = +t3sint
t3 0 tcost + t*sint
d —3t?cost + t*sint
E@Xy): 3t?sint + 3 cost
cost + tsint + t% cost
0
a—x = (ve™,2,vcosu)
u
82
8—32: = (v?e"™,0,—vsinu)
v
o2
5 g = (" 4+ uve", 0, cosu)
uOv
0
a—x = (ue"™,—1,sinu)
v
82
8—32: = (u®e",0,0)
v
o On ve’ ue"’ 2sinu + vcosu
0 <9 2 X -1 = | ve™(—sinu+ ucosv)
u v v COS U sin u e (—v — 2u)
Oz
a. s Uy -3 2
5 (u, u, —3v%)
O
w = (0, O, —62})
9y 2
— = (3u°, 1,0
7 (3u7, 1,0)
0%y
% = (GU, O, 0, )
621' 82y 0 6v 0
W X W = 0 X 0 = —36uv
v —6v 0 0

¢ = (3—3t%6t,6t)

¢ = (—6t,6,6)
¢ = (=6,0,0)
le| = V9 — 182 4 9t + 36t + 3612

= V94542 + 94 =3vV1 +6t2 + 4

83
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1—¢2 —t 2t — 2t
exé = 3 2 X 6 1 | =18 —1+¢2—22
2t 1 1 — 2 422
0
= 18 —1+1¢
1—t2
lexél = 18V2[t2 — 1]
—t 1 0
cxX'ec = 6 1 x—61 0 =-36 1
1 0 —1
[6,¢,¢] = (¢)éx ¢)=—36(6t—6t) =0

18V20t2 —1] 222 —1]

K =
27(1 4 612 +t4)3/2  3(1 + 612 + t4)3/2
T =0
7.
0p . . .
T (—sinwu cosv, —sinusin v, — cos u)
[J0) )
5 = (— cosusinv, cosu cos v, 0)
2
o6 06 O+C052ucpsv
— X — = 0 — cos“usinwv
ou ov . 2 . )
— sinu cosu cos® v — sin u cos v sin” v)
cos® ucos v COS U COS VU
= —cos?usinv | =cosu | —cosusinv
—sinwu cos u —sinu
0 0 . ;
99 X 99 |cosu|\/COSZUCOSQU+0082usm21) + sin® u
ou  Ov
|cosul we |-2.2])
= |cosu|=cosu (u€ |—=,=
272
9.
CoS v —usinov
¢, = | sinv Oy = U COS VU u >0
f 0
E=1+(f
F=0
G = u?
0 —U COS v —sinw
(buu = 0 (bvv —usinv (buv COS vV
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wf” cosv cosv
Go X Gy = | wf’sinv | =uf’| sinv
0 0
(¢u|¢v X (buu) = Uf”
—f'ucoswv
Oy X ¢y = | —flusinv
U
[u X ol =/ (f')?u? +u? = u/1+ (f')?
1/
L = fi
1+ (f)?
0
(bv X (buv = 0 =0
—usinvcosv + ucosvsinv
M=0
0 0
(bv X (bvv 0 - 0
u?sin? v + u? cos? v u?

(¢u|¢v X ¢vv) = f/u2

f/u2 f/u
N = =
w1+ (2 I+ ()
Yy —2
10. — =1
a) :
y—2 (y —2)?
=3 =3——
( bt ) 25
= (y—2)? - Sx=0
b) t >0
2 =
y=1—2a°
c)r=c¢, y=e'
Inx = lny =—t
Inr=—lny=1In-
1
r=—.
Y
11.
x\y dtzxzyz szyz‘i‘xzyz = (#[y) + (=)
d . .
SExy) =~ Zez,sz-yj = Zgz‘,j(%%’ + z:9;)

i#j i#j
= (¥ xy)+ (x x 9),

85
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wobei ¢; ; bestimmte Zahlen in {—1,1} sind.

L9, = S aly x 2) = (bly x 2) + (- (y x 2)) =[5, + Lol x =+ x 2

= [y, 2] + [z, 9, 2] + [z, 9, 2]
12. Aus 1 = ||z]|? = (z|z) folgt

d . . .
0 = 2 (alz) = (#lz) + (xli) = 2(blo)

13.

2 2
L= [T VEPT @R = [ ettt [1-0n
0 0

14.

V=T = (—3cos’tsint,3sin?t cost) = 3sint cost(— cost,sint),
|v| = 3| sint cost|.

15.
o(t) = (b,0,27gt), t€[0,1],

é(t) = (0,0, 2mg).
1
/yzd:p+z:pdy+xydz:/ 040+ 0dt =0.
c 0

16.
c(t) = (beost,bsint, gt), te€[0,2n],

¢(t) = (—=bsint,bcost, g)

2m
/yzd:c + zady + xydz = / —b2gtsin®t + b?gt cos® t + b*gsin t cos tdt
c 0
2m 1 2 1
= bzg/ t(—sin®t + cos®t) + 3 sin 2tdt = bzg/ tcos 2t + 3 sin 2tdt
0 0

1
= bzg[ét sin 2¢]5" = 0.

17.
(zlz)y — (z]y)=

= (n Z ZiTi — 21 Z LilYis Y2 Z Zili — Z2 Z Lilis Y3 Z Zily — 23 Z TiYi)

= =X (yxz).
18. Laut 17.
(2 x y) x (2 x w) = (w] x y)2 — (& x yl=)w = [w,2,5]2 — [2,, gl

= [w7x7y]z - ['ruyu Z]U},

weil [z, 2,9] = —[y, z, 2] = (=1)?[z,y, 2].
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19. Laut 17)
rx(yxz)+yx(zxz)+zx(xxy)
= (zlz)y — (zly)z + (2ly)z = (y|2)x + (y[z)x — (z]x)y = 0.
20.
grad f = a(a® + 4 + 2%)2 7 (2,4, 2),
falls a # 0; grad f = 0, falls a = 0.

31. a)
flgt)) = cexp(e® +e ) (z,y) € R?
(flg@) = exp(e” +e )2 +¢' —2¢7") teR
fl(xy) = exp(z® +y*) (1 + 222 2zy)
gty = (e, —e "
Pl = exp(e+ e+ 0,)

= exp(e® +e7H)(2e% + e —2e7h).

cosflsing —psinfsing pcosbcos o
(p,0,0) = | sinfsing pcosfsing psinfcoso

cos ¢ 0 —psin ¢
oh . .
% = sin¢(fycos@+ f,sinf) + f,cos ¢
% = psin¢(—fysinf + f,cosb)
g_f; = pcoso(frcosl+ fpsinfh) — psingo f,

0 0 0
(ﬁ:5$M@&®%L&:5§Mm&@%tﬁ:E%M&&@)

33. a) ¢(t) = (2,2t,7), tell,2]
1\ "2 2 1
/H )| dt = /(4+4t2+t—2) dt:/ (2t+;) dt
1
= [*+Int]|? =3+1n2
b) ¢(t) = (1,tcost +sint,cost — tsint) t € [0, 7]

L:/ 2+ tHY2dt = arcsinh(
0

)+ bureg
g\/ + 72

&\“

= arcsinh (

ol 3
N—

87
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35. f:R®—=R? g¢g:R*—=>R?> fog:R>*—=R?

2ay  a?

2r =2s 0
‘]f(xvy) - y2 T ’ Jg(T‘, Sat) - ( 2T 0 —2t )
y© 2xy
Fog(rs,t) = (2 — 2P — £), (% = )5 — )17 — ), (1% = )57 — £2))
2(r2 — 82)(r2 — 1) (r2 — §2)2
Ji(g(r,5,8)Jy(r,5,t) = 2o (r - 5%) ( oo )
(72 — 12)2 2(r? — 82)(r? — 12)
4r(r? — s2)(r2 —t2) + 2r(r? — s%)?  —4s(r? — s?)(r* — t?) —2t(r? — s%)?
= 2r(r? — %) + 2r(r? — s?) —2s(r? — %) —2t(r? — s%)
2r(r? — t2) 4+ 4r(r? — s%)(r* — 1?) —2s(r? — 12)? —4t(r? — s%)(r* — 1?)
= Jyoy(r, s,1).
36. f:R? — R?
1 A—zx —=z —x
—2z —2z A—-=z
=2 =S =S sy spt=0
r= T 5 = T r+s ==
1
[—(r+s+0) A=(rts+t)#
1
= f(r,s,t) = E('r,s,t)
1 B+r T T
Jp-1(r,s,t) = o s B+4+s s
t t B+t
1—r —r —r
Ji(f'(r,s,t)) = B -s 1l—s —s
—t —t 1—-t¢
= Jr(f7Hr, s, t) Jp-1(r, s,t) = 1.
37. a)
—sint cost s
“(t) = — V2 t4k—keZ
) <Cost’sint’\/_)’ 7 2" €
—1 —1 —2sint 2cost
c(t) = 0 t) = 0
&) (coth’sith’ )’ @) ( cos3t " sin®t’ )
lle]| = |sintcost|™?
—sint 1 V2
cost cos? t sin? t
EXC = % X _sir}2t - _C(\)égt
\/5 O sint2cost
llexél| =

sin®t cos? t
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39.

:L,:>T = sign (sin(t) cos(t —sin2t,0052t,\/§sintcost
T
¢
B = ﬁiB:(COSQt,—sinzt,ﬁsintcost)
¢x ¢
oy
= H|C|||§|| — /2| sint cost|
¢
cos? t —sin®t
N=BxT= —sint X cos®t sign (sint cost)
V2sint cost V2sint cost

= N = sign (sintcost)(—+/2sintcost, —v/2sint cost cos(2t))

\/5 _ 2sint
e e . o sin’t 2(:05:;15 _2\/5 .
(6,6, ¢]=(exéld)=| —2 o = ————— 7= —V2sintcost.
cgs? ¢ "0 ¢ sin® t cos3 t
sintcost

v(z,y)=xln(z+r)—r, r=+/22+y%(z,y) € R*\{(¢,0)]t <0}

ov 1+7r, T — Ty
—=In(z+7r)+=z —ry=In(z+71)+
or T+ T+
or =z ar y
sz—:—’ r, — — — —
Jdr r Yooy r
0
a—j;:ln(x+r)
o _
oy T+ T+ x4+
0*v o1+, 1
o2 x4+r T
@ . —(x+r)+y7“y__ 1 X y?
oy (x +1)? ozt r r(z4r)?
Ay — Po  Po 1 y? 1

@+8—y2_r+r(:p+r)2_x+r
24t 2ar 4y

n r(z+7r)?

C2r(z+r) 2

(w42 x4

= Av =
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40.
3 2,2
flz,y) = % —ya® + % —2e+3y—4—-2 ((z,y)=(12)
0 3 0 3zy?
8—£ = %—3y:p2+xy2—2—>—2,8—?];:%—x3+x2y+3—>7,
»’f 2 >*f 3y 2, 2
_— = — — = — — 4
522 6yr + y° — 8’8:1:83/ 1 3rrixy — 4,
Pf 3wy, O >
— = — — 4, —= = —6y > —12, —— = —6x + 2y — —2,
02 2 e " O3 4 " 0220y Ty
P f 3y FPf o 3z 3 0
0x0y? 2 e Toyr 2 2’ 0x3dy ’
4 64
0:?275;2 = 2 Wafyff =5 alle anderen Ableitungen = 0.
Taylorpolynom:
D*f(1,2) o
T:(0.02,0.03) = T;,_1(0.02,0.03) lek =2 0.02,009)
76(0.02,0.03) = 2
71(0.02,0.03) = 2+ (—2-0.0247-0.03) = 2.17
8 4
75(0.02,0.03) = 2.17¢ <—§(O.O2)2 +4-0.02-0.03 + 5(0.03)2)
= 2.1726
12 g 2 9 5 : 3 3
73(0.02,0.03) = 2.1726 + _€<0'02> — 5(0.02) (0.03) + 5(0.02)(0.03) + n(0.0?))
= 2.17262375

6 g<

3
T4(0.02,0.03) = 2.17262375 + <_6<0'02)3<0'03)+ ; 0.02)2(0.03)2+2—6(0.02)(0.03)3)

= 2.172623825

= exaktes Ergebnis.

0
Verwendete Notation: f, = 8—f, F = (Fy, By, F3)T etc.
i

A1, f(x,y,2) = 2"F (E, y) mit F € C', F = F(a,f3)

x T
k—1 k —z -y

l’fm+yfy+2fz = .il](l{}.]j‘ F+zx (Faﬁ_'_pﬁﬁ))

1 1
+y:ka5— + 22 F,—
x x

= ka"F — 2" 12F, — o 'y Fy + ya" T Ey + 22" F,
= ka*F = kf.
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e ()-(2 ) (2 (1)t (£ ) ()

Ox 0 Ox 0
Xix+Yf=X (fxa—X +fy8—§i-) +V (f:va—y + fya—iy/> =

d —c
B X(fxad—bc+fyad—bc)
—b a
¥ <fxad — be * fyad — bc)
dX —bY aY —cX
 ad—bc Jo t ad — be Ty

adx+bdy—bcx—bdyf n acx + ady —acx + bcy

= xf, +yfy qed

43. Zeigen Behauptung fiir x # 0:

ad — be v ad — be Jy

91

i) Direkte Folgerung aus dem Satz von Schwarz, da fir x #0: f € C®, f = f(z,y) = z.

ii) Nachrechnen:

—a? — g2 4 22

0z 11 221
Oy 1+z_§:c 2 +ytx 22+ g2
Oz UaP4yP)—z-22 yP—a? .
0xdy (22 + y2)2 (2?22
0z _ 1 v _ vy
or 1+g_§x2_x2+y2
0%z 1
= —1(z? 4+ y?) — (—y)2y) =
D90z (x2+y2)2( (" +y7) — (=y)2y)
2_ 2
T T
(22 + 12)?

I = II qed.

(ZL‘2 + y2)2
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44.

[e o]

In(l—z) = Zf z' mit f(r) =1In(1 —2), also f(0) =

fl(x) = 1—137 also f'(0) = —1

f'(@) = (61)_(;)12) ~a :1:5)2 = f"(0) = -1
fW(z) = % per Induktion, also f™(0) = —(n —1)!

[e.e]

—In(l-2) = Z&i Z—

i=1
(absolute Konvergenz fur|:p| <1)

=In(l—z)ln(l —y) = 2727
=1 j=1

45. Suchen Punkt mit (%, %) =0
a’ Oy

0

a—; = 622 +y?+ 10z (1)

0z

Fv i 2y + 2y =2zx(z+1) 2)=2x=—-1Vy=0
Y

= (1) 6+’ -10=0y’=4cy==+2
:>P1:<—1,2),P2:<—1,—2)

3
bzw. (1) 6x2+10:p20(:)x:0\/<6x+10:0@3x+5:0@x:—§)

)
= P;=(0,0), P, = (O, —g)

46. f ' R—R,¢:R" >R, feC? ¢ecC?

0? 0 0?
Alfed) = Fafed)+55(fed)+55(fed)

a9, ., a9 . ., ,
= B_x<f bz) + 8_y<f by) + &(f ®2)
= [TO2 A+ [ buat [0+ [ by + [0+ D
= f'A¢+ f"||grad ¢l

47. Polarkoordinaten AN II, S. 21
o(r,0) = (rcosf,rsinf) = (z,y)

92
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f = f(ff,y), F= F({L‘,y) = (Fl(xay)7F2(xay))t

a)
0 R
E(fogb) = (fwafy)¢r = (fa:afy)(coseaslne)
0 )
@(f 0d) = (fu,fy)0n = (fu, fy)(—rsinb, rcosh)’
= r(—sinéf, + cosbf,)
cos 6 sin 0
= V(fog) = ( —rsinf 7rcos6 ) v
bzw.
1 rcos) —sinf cosh =sind
V= rcos2 0 + rsinZ < rsind cos6 ) V(fod)= ( sin 6 @ ) V(fod).
b)
0 )
5<FI o¢) = (Fig, Fiy)or = Fiycosb + Fyy sinf
0
%(FQ 0¢) = (Foy, Foy)pp = —Foyrsing + Fyoyrcosd
= div(Fo¢) = cosOF, +sin0F, —rsin0F;, + rcos0F,,
bzw.
‘ B O(F1o¢) sinfd(Fro¢) . O(F,o¢) coshd(Fyo o)
divF = cos@ o " 50 +sind o + " 50 .

0 0 0 0 0 0
48. rotgrad f =V x Vf = (8_ny — @fy, @fm — 8_xfz’ 6_xfy - a—yfx> =0 (fecC).

49. div I'Otf: diV(FSy_FQzaFlz_F?)amFQx_Fly) :FSxy_FZmz+F1yz_F3y$+F22x_F1zy =
=0 (FecC?.

50.

grad (div F') — rot rot F' =
= grad (Fi, + Fyy + F3,) — rot (Fy, — Fy,, F1, — Fy, Foy — F1y)
= (Flag + Fouy + Fsps, Fiay + Foyy + Fays, Fia, + Foy + Fy,y)
(Fozy — Fryy — Froz + Fapzy Faye — Fooo — Fogy + Fiay, Fia. — Fipp — Fayy + Fy.)
(Fige + Fiyy + Fiaz, Foyy + Foos + Foug, Fioo + Fipw + Fyy)
(AF,, AF,, AF3) = AF fiir F € C°.

1 1
51. Aus u = xy, v = — folgt leicht x = uv, y = —.
y v

0f _9fou 0fov _of 19
9r  Oudz | wor ou’ v
af ofou Of Ov af 1 of 10f
8—?/:%8—?/4“%8—?/1‘4*%(—?):’&’0 .

2 2
Damit ist ﬂ = 4 (10f) = Lo (131}) = iﬂ USw.

922 9r \vou) wvdu \vou

Daher
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52.

o4.

55.

94
2 2 2 2
Wir verwenden die Tatsache: © = rcosf, y = rsinf = ng;JrgyJ; = gré %% :2 g 9];
Aus x = rycosf, y = rysinf folgt
orf o*f 0*f  0*f L1 1 82f L 1 62f LT 0 f
0x?  Oy: 022 Or? 1 or, 892 022"
Aus z = rcos ¢, r; = rsin ¢ folgt
62f+82f_82f 18f+182f
022 Or?  Orr  ror  r2og?
Also
0 f 1of 1 0%*f 1 JOf 1 0*f
Af = 27 —ZJ it ZJ
/ or? e ror  r2o¢p? + rsin ¢ Ory * r2sin? ¢ 062
0 f 190f 1 0*f 1 0%f 1 of [ 0¢0f
= oot — +— ing—-+
or2 " ror 162002 r2sin®¢ 002 ' rsing r O¢
da ﬁ = sin gb—f + %g — folgt aus dem entschrechenden Ergebnis fiir Polarkoordi-
0 r O0¢
T
naten).
1 2
/(x2+y2)dxdy = / (/ (w2+y2)daf) dy
R -1 \J1
2
1 3
= / <x+y2x dy
1\ 3
1
L8 1
— = ) 2 - .2 d
[ (3 TS y) !
Ny _w s
= | \gtv)dv= 3| =

1 222
/ rsinydrdy = / x / sinydy | dx
R 0 x2

1
= / x(cos #* — cos 22%) dx
0
1
( | 2 1 | 2)
sin x” — 5 sin 2x

1
inl ——=sin2 ).
<s1n 251n)

0

N~ N
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56.
2 y3
/(:py+2)d:pdy = / / (xy +2)dz | dy
R 1 y2
2 2 v
= / Y + 2% dy
1\ 2 "
2 7
= /1 <% + 2y° — % 2y2) dy usw.
58.

2 5y+1
/ rydr = / y/ xdx
R 0 1

70. Geméafl em impliziten Funktionensatz ist

dy  F,  2ax+2y  axr+by

dx __Fy __2bx+20y __b:ercy

sofern bz + cy # 0 fiir F9z,y) = 0.

71. Lagrange? L(x,y,zl) = (x —y + 2) + [(2® + y* + 2% — 2)
Vg = (2z,2y,2z) # (0,0,0) fiir g(z,y,2) =0 = Vg hat Vollrang

g—L = 1421z 1

a—é = —1+42y #l%o;i:y:—x:—y

oL = 142z
oL s o g 3 1 /3
—_— = —2: _— — — — J—
3 r+y +z 0:>4[2 2=0=1 i2 5

2 2 2 2
oh T (ﬁ—ﬁ@ i £ =[5 = N
2 2 2 2
"o (‘ﬁﬁ—@ i =5 = N,

72. Fi(z,y,u,v) = zu + you? — 2, Fy(z,y,u,v) = 2u® + y*v? — 2 = F(1,1,1,1) = (0,0)
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O(Fy, Fy) -+ 2yvu yu? (31
O(u,v) 3zu?  4y*d )\ 3 4
def = 9= regulir auflésbar nach (u,v)
o, Iy) w v\ (11
oz,y) v 2yt )1 2
i(3—; auay) (3 1)‘1<11)
v v = -
oo 3 4 12
1 4 1N (1 1) _ 1(32
9\ -3 3 12) 9\03
Ju 1
Also z.B.: —(1,1) = ——.
SO 7 83:( 1) 3
73. Sei F, # 0, so gilt nach Impl. Funktionensatz
dy _ Fu(ry()
dx Fy(z,y(x))
dZZy . (Fxx_'_me%)Fy_Fx(Fy:v"'_Fyy%)
de? F?
B _F;Fm —2F, Py Fpy + Fnyy
= 7

unter der Annahme F € C*(= F,, = F,,, Schwartz)

74. Es handelt sich im eine Asteroide.
F, existiert nicht in (0, £a), F), existiert nicht in (£a,0). Wir schlieen diese Punkte aus

F, #0.
2 2 !
yl — —FxF_l — T 1/3 _y—1/3 —$_1/3y1/3
3 3
_4,-221,-4/3 4,221 43
Y = 9Y °33 : 719 33Y :§(y%x7§+y ;x—g)
27Y

o y" B %(y1/3x_4/3+y_1/3x_2/3)
o (1+(y’)2)3/2 o (1+:E_2/3y2/3)3/2

g3y /3 g /313
3(22/3 + y2/3)3/2

=H =

75. F(z,y) = 2+ y* — 3axy = 0, F, = 3y* — 3az # 0.
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Die Bedingung F, # 0 schlieft nur die Punkte (z,y) = (0,0) und z,y) = (v/4a, v/2a) aus.

, F, 32" —3ay ay—a°

vy = _E_ 3y2—3ax_y2—ax
. —2a3xy
(y* — ax)?
— y/// _ 4a3xy2(ay - ZZE)
(y? — ax)®

76. Wir suchen jene Reihe?, wo F, = 0 oder F}, = 0.

F(z,y) = 2°+y®— 3azy

= 322 — 3ay

= 3y* — 3ax

= 0e®=aye (z,y)=(0,0)V (z,y) = (V2a, V4a)
= 0oy =ar e (z,y)=(0,0)V (z,y) = (Via, V2a)

S8 &
|

VF=0< (z,y) = (0,0).

77. Seiy, € (O, g) so, daf} vy, — g fiir u — oo = tan(y,) — 400, cos(y,) — 07.
0O.B.d.A. seien a, b, u,v > 0

tan(z,) = ———n bt;n@") — —00

so ein x, gibt es in (—g, %) mit z, — —%

a b
= f(Tn,yn) = + — +o00.
UCOSTy,  VCOSYp

78. Interpretation: Suche Punkt mit grotem Abstand auf Kegelschnitt. Hat nur Losung, falls
ein Ellipsoid vorliegt, i.e.: b* —ac < 0 A ¢f > 0 Zugang mit Lagrange!

L(z,y,1) = (2* + y*) + l(az® + 2by + cy® — f)

L

8_ = 2x+ 2alx + 2bly =0

Ox

L

oL = 2y~ 2bl + 2cly =0

dy

L

aa—l = ax® +2bxy +cy® — f =0.

Fiir den Sonderfall b = 0, a,c, f > 0, a # 0 erhélt man:

1= (r.y) = <i\/§,o> 1=~ () = <o,i f)

f

(maximaler Abstand) = ———.
min(a, c)
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79.

flz,y,2) g(z,y,

2)

98

g = ( 2317 2? _2; ) R,¢' = 2 fiir alle (z,y, z) mit g
g—i 20l 4+ p =0
" 1+2u
g_§ 2ul + p =0 [70e=y=—5.2=—5
o 10221 424 =0
oL ty+22=0= 1 ! !
- = T zZ = = —1.r = = — e
L 1
oL _ P4y - 1l=0=2>l=d-,r=y=241,2=%41
ol 2
hochster Punkt = (—1,—1,1)
niedrigster Punkt = (1,1,1).
. (t) = r(t)
z(t) = r(t)cost
y(t) = r(t)sint ’ t € a.b)
1P Lo L )
=>A = B (t(t) cost(r'(t)sint 4+ r(t) cost) — r(t) sint(r'(t) cost — r(t) sint) dt
1

2

b
= —/ r2(t)dt, falls r € C'[a,b].

Kurve: 2%/3 + y?/% = a'3 = z(t) = acos®t,y(t) = asin®t t € [0, 27]

= A

81.

6a?

-

[
[

o

<~

sin? 2t dt

(1 — cos4t)dt

sin 4y

Df =

Df ist invertierbar < det(Df) # 0.

det(Df) = 6(yz* —y°z — 22 + 222 + xy® — 2%y) = 6(2*

2)(z = y)(z — x).

= 6(y —

)

2
32

1

3,

1

8

2y
3y? 322

1

2z

1
= / [a cos® t3asin®t cost + asin® t3a cos® t dt

(y—2) —2(y° — 2%) + ay(y — x))

D(f) ist nicht invertierbar in {(z,y,2) : x =y} U{(z,y,2) : z =y} U{(z,y,2) : x = z}.
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82.

83.

|2r =2y
Df= [Qy 2$L’:|
det Df =42 +4y° =0 & 2=y=0

Die Abbildung ist f {iberall stetig differezierbar, darum ist es nach Satz 5.7 ein lokaler
Diffeomorphismus in R?\ {(0,0)}.
Es ist ¢(1,0) = ¢(—1,0), also ist ¢ nicht global invertierbar.

o(r, @) = (r* cos® ¢ — r*sin? ¢, 2r* cos ¢ sin ¢) = r*(cos 2¢, sin 2¢).

Ahnlich wie in 82. kann man beweisen, dafl f in U ein lokaler Diffeomorphismus ist. Es
ist
1@l = 5 ;
(z2 +y? +2y +1)
B (2% 4+ y* + 1+ 22%y% + 222) — 22 <1
(@t oyt 14 2222 + 202) + (dy? + 4oy + 202 + 4y + 4y3)

Die Ungleichung folgt aus der Tatsache, dal der Bruch die Form %, A, B,C > 0 hat,
wobei A+ C' > A — B ist. Dann muss man noch fiir jedes (s,¢) mit s* + ¢* < 1 ein
(x,y) € U finden, so daB f(z,y) = (s,1).

Es ist einfacher die Aufgabe in C (C steht hier fiir die komplexe Zahlen) betrachten.
Definieren wir “fétwas anders. Tauschen wir x mit y um, und nehmen wir die erste

Koordinate mit Minus:

g(x,y) = (

1 —a?—y? —2y
24y 4+ 2+ 1 22+ 92+ 20 +1)

Es geniigt zu beweisen, dafl g ein Diffeomorphismus von V' = {(z,y) : > 0} auf den
Kreis K = {(z,y) : 4+ y* < 1} ist. Schreiben wir z = z +4y. Dann berechnet man leicht,
daf g die Mobiustransformation

1—-2
h(z) = 1T,
ist. Die Mobiustransformation h ist auf C \ {—1} definiert, und komplex differenzierbar
(also auch total differenzierbar) mit h'(z) = (1;—2)2 # 0. Aus
1—2
14z
folgt, daf
I—w
I+w 7

d.h. die Inverse von h ist h. Es ist h(V) = K und h(K) =V, weil h({ci: c € R}) = {z:
|z| = 1}, und A(1) = 0.

84. Wir benutzen die Tatsache, dal (AB)' = A’B + AB’. Wenn wir die Gleichung

AA Y =T
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differenzieren, bekommen wir
AATHAANY =02 AA ) = -AA T = (AT = —ATAA
Ahnlich gilt
(A%) = (AA) = A/A + AA,

und fiir n € N
(An)/ — (An—lA)/ — (An—1>/A + AnflA/7

also bekommen wir mit Induktion, da8 fiir n € N
(An)/ _ Z AkAIAl.
k+l=n—1

Esist (A7!)" = (A")~! = A™™. Wenn wir in die Gleichung fiir (A™)" die Matrix B = A™!

einsetzen, bekommen wir

(A—n)/ _ (Bn)l _ Z B*B'B' = _ Z A—k<A—1A1A—1>A—l
k+i=n—1 k+l=n—1
- _ Z A*(kJrl)A/Af(lJrl).
k+l=n—1

85. (Wir benutzen Satz 5.8, und Seiten 51-52 des Skriptums.)
2 1 2
Fy(z,y) = 3y* =62 # 0=z # Sy’
y = y(z) in allen Punkten von
1,
D ={(x,y): F(z,y) = 0,2 # 5y},

Fm<x7y> _ 33:2 _6y
y(z,y)  3y?—6x

vy 2F FuFy — Py + Fyy (Fr)? 2(—6)(322 — 6y)(3y> — 62) — . ..
Y (x) - (F )3 o ’
v

86.
F,(0,0) =3y +1=1#0,

also y = y(x). ¢, y” berechnet man &hnlich wie im 85).

87.
Fy(z,y) =22y =4 #0,

also y = y(x). ¢/, y” berechnet man &hnlich wie im 85).

88.
Fy(xz,y) = —2siny =2 #0,

also y = y(x). ¢/, y” berechnet man &hnlich wie im 85).
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89.
2z

o
02

z = z(z,y), falls z # 0. Wenn wir die Gleichung

F, =

2 2 2
oyt 2(ry) L
2ttt —a 170
nach z differenzieren, bekommen wir, dafl
2x N 2z 0= x c?
—+ <z, = 2y = ———.
a? = a’ z

Ahnlich berechnen wir z,, und wenn wir diese Gleichungen noch einmal nach z oder y
differenzieren, bekommen wir z,,, 2z, und zy,.

90.
<x7y7z<x7y>> O 1'+1.sz_0:>21- = ——,

Ahnlich gilt

F.
T, = _Fy’
F,
Yo = —F
F,
also
22Tyl = —1

111. L(z,y,l) = — + =+ (1 — zy).
p q

V Nebenbedingung hat Vollrang fiir (z,y) # (0, 0).
oL _
oL _
o=
oL

Wzl—xyzO

1
Wl—lz=0 p ==y Ny=-=a2=y=1
T

P q
:>x—+y—21ﬁ'1rxy:1.
p q

. n 1 n 1
Seien |[ul], == (0, u?)"? und ||v]|, := (0, vf)"

i=1"1

1/q 1/p
Uy, ||v||q) 1
T = und = —
¢ (Hqu> ( S

1 u p/q 1 v qp
o —(Hvllqvw( ) +—( ) >1

) wn) e\

1

p

v
—_

1 1
= —x, + -~y
pF gk

Uk Vg

U 1
=p+ —(l[vllgon) = ¢ 2 e
<||u|lp) ! [lullpllullq
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1 1 "
IS IS B S B/ S
p g~ Tullllall,

n P n q
Z( il ) =1 < Uk ) q.e.d.
— \llullp = \llvllq

113. L(x, 1) = (Az|z) + (1 — (z]z)) = g(x) = >0 2 o = (21,...,2,)
Vg =2x #0 fiir x # 0.

0 0
a—xk(Aﬂx) = %Zaijxﬂj

i.j=1

n n
= E QAT + g ;LT + Qakkxk
j=1 i=1

= 2 Z QT
j=1
= 2(Ax|ac) = 2Ax
Ox B

8—L:2Ax—2lx:O:>Ax=l$-
ox

1
114, r = /37 o} ist eine O-Form, d (—) ist daher die 1-Form:
r
1
1 n a n ) 2
a <_) > (Z x]) dr,

115. ¢ : R? — R3
arr + by + ¢y
Ansatz ¢(z,y) = | asx + boy + 2
azr + bgy + c3

0 C1
1 = qb((), 0) = Co
—2 C3
3 aq + C1 aq 3
1 = (b(l,O) = as + Co = a9 = 0
0 az + C3 as 2
—2 bl + b1 —2
2 = (b(O, 1) = b2 + = b2 = 1
1 b3 + c3 b3 3
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Damit gilt
3r — 2y
o(z,y) = y+1
2z + 3y — 2

W O ¢ = 2d¢2d¢)3 — d¢3d¢)1 + 3d¢1d¢)2
= 2(dy)(2dx + 3dy) — (2dx + 3dy)(3dzx — 2dy) + 3(3dx — 2dy)(dy)
= ddydx — qdy dx + 4dx dy + qdx dy = 18dx dy.

116.

dr = 2udu+ 2vdv+ 2wdw
dy = (v+w)du+ (u+w)dv+ (u+v)dw

dz = vwdu+ uwdv + uvdw
dx 1lu 2v 2w du
= dy | = v+w u+w u+tv dv
dz VW UW UV dw
ou ou ou
du ? ? ? dx
dw = o o dz
d det Al det A2 det Ag
u g
det A’ detA’  detA

103

det A = 2(ut+v+w)(u—v)(u—w)(v—w)firu+v+w#O0ANuFvAuFwWAVF#wW

N dy +2(u+ v+ w)(v—w)dz
Y dy +2(u+v+w)(w —u)dz
(

det A, = u’(v—w)de + 2u(w? —
—w’)
N dy +2(u+ v+ w)(u —v)dz.

det Ay = v*(w —u)dr+2v(y?

v
w
det A3 = w?(u—v)dr+2w® —u

1
118. A= B fy(:p dy — ydx)
Ellipse:

v(t) = (acost,bsint) t € [0,2n]
v(t) = (—asint,bcost)

1 2m
=A = 5/ (acostbcost + bsintasint) dt
0

1 27
= —ab/ 1dt = abm.
2 0
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119. Sei F' = fgradg.

Behauptung folgt mit Satz 6.8 (GauBscher Integralsatz), da div F' = (fgrad g) = (grad f|grad g)+
fVvy.

Die 2. Identitét folgt aus 1. durch Vertauschen von f und g und anschliefende Subtraktion.
120. x2+y2 §T2, x>0
p(z,y) =1

M = // 1dyd:L’:z'r’2
T 2

T, = // ydydr =0
—VrE—g2

V=2 r 9
T, = // xdydx:2/ :c\/de:—g(r2—x2)3/2
- 0

VrZ—g2

=S = (T./M,T,/M) = (%T,O).

121.
2 px? 2 1 )
// 22 4+ yidady = / / 22 4+ yidydx = / [2%y + ~y°|7 dx
U 1 J1 1 3
2
1 1 1 1 1 1
4 6 2 3 2
- = - - _d - —_ — —_— = =
/1 b gat —at = gdr = [+ gt - gt — ol
122.
VaZ—z? VaZ—z2
:/ / / ldzdydx
—aJ—Va2—22 J /a2 22
VaZ—z? a ) ) 16 5
2vVa? — x2dydr = 4 a® — dx:?a .
—a Va2—z2 —a
123.

a pa—r pra—zT—Yy a ra—zx 1
/ / / 22 4+ y? + 22dzdydr = / / (%2 +yPz 4+ =220
o Jo 0 o Jo 3

a a—x 1
:// x2(a—x—y)+y2(a—x—y)—|—g(a—x—y)3dydx:...
0o Jo

124. Mit z = 6 ist das Gebiet nicht beschrénkt; wir betrachten den Fall y = 6. Weil p =1, es

ist m=1V.
6 2 pd—a? 6 2
:/ / / 1dzdxdy:/ / 4 — 22dxdy
0 0o Jo
/—dy—32
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2
Ty = / / / :Edzd:pdy—/ / Az — 23dxdy
0

:/[233 — 7' lfdy = 32

Yo = / / / ydzd:pdy—/ / y(4 — 2*)dxdy
0
:/ [4:p—§x Ny = ..
6 2
Z20 = / / zdzd;z:dy = / / 23" dady
o Jo Jo

0 4 1
/ 8 — 4x? + :E4dxdy = / 87 — =2 + —2°2dy =
o Jo 0 3 10

To Yo <o
(=, 2.2

Schwerpunkt = , =, —).
m' m’' m

125.
1 1 1 vy 1 .
x/1 — y2dydx = x/1 —y2dady = - V1—=y2z7|y dy
0 Jaz2 0
3 1
/ yv1l—y dy_— 1—9)]526-

126. Aus (z,2z%) = (442, y) folgt z = 273,

I

_3 §x]0 T 24

,J;

4
3

2\/7 27% 1 273
/ ldydx = / [y]gxf = \/_ — 22%dx =
0

0

127. Wir benutzen die Substitution x = cosht¢, de = sinht¢, a = 0 (cosh0 = 1), b > 0 s.d.

coshb = 4.
/ / 1dyd:c = 2/ Va2 — ldx

1
= 2/ sinh® tdt = / cosh 2t — 1dt = [5 sinh 2t — t]° =

4
m = / / a:dyd:v :/ 2V x? — ldx
V2?1 1

—3 (% — 1) ] =...
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4 pVzPol 4 b
Ty = / 22 dydr = / 22V a2 — ldx = 2/ cosh? t sinh? tdt
1 —Vz2-1 1 a

b b
1 1
2/ sinh?¢ 4 sinh* tdt = 2/ §(cosh 2t — 1)+ §(3 — 4 cosh 2t + cosh 4t)d

1
zz[zsmth...]g:

4 /221 R p—
Yo = / / rydydxr = 5/ I D=
1 J—va?-1 1
/4 ( 2 1)d [1 4 1 2]4
= r(x®—1)de = |-2" — zz"|]] = ...
) 4 2"

Schwerpunkt = (@, @).
m’m

128.
5 0 1 5 0 1 1

/ / / (z + 2z — y*)dadydz = / / [5332 + 521’2 —y*zlidydz = . ..
3 J—2Jo 3 J-2
3 p3-2z p3-2-22 3 32z

/ / / x+zdydxdz:/ / (x4 2)(3—x —2z)drdz = ...
o Jo 0 o Jo

129. - -
R=A{(r.¢,¢): 0§T§1,0§¢§§,0§@/}§§}-
= 12 cos 1.

T =1rcoscosp, y=rcosysing, z=rsiny,J

;TEJ cos® 1 sin ¥ sin 2¢ dpdipdr = —— / / 70 cos® ¢ sin 1 cos Zgb] dipdr

|
/ 1P cos® 1 sin dipdr

A
3/

1 x 1 /!
:—§/ 5[@0541/1]02dr:§/0 r5dr—@.

130. Fiir 0 < z<1und n € N sei
a a—Tn AQ—Tn—Tp—1—"""—I2

:/ / / 1dzidxsy . .. dx,
o Jo 0

Wir beweisen mit der Induktion, dafl

l\DI»—t

1

und damit V' = I,(1) = .
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Es ist I,(a) = a. Falls I,,(a) = %a", dann ist auch

n!

a aA—ZTn+1 (a—zpt1)—2p——22
Ii1(a) = / (/ . / ldxy ... dx,)de,
o Jo 0

a 1 a
= / L(a—t)dt =— [ (a—t)"dt
0 n:Jo

1 1 1
- _thrla:inJrl.
n!n+ 1[(& )l (n+ 1)!a

7.2 Gewohnliche Differentialgleichungen, Existenz und Eindeutig-
keitssatze

Definition 7.1 Sei U C R? offen und f : U — R eine glatte Funktion. Dann heifit die
Gleichung

(D) y' = f(z,y)

eine Differentialgleichung erster Ordnung. Unter einer Losung von (D) diber einem In-
tervall I C R wversteht man eine differenzierbare Funktion

p: I =R
mit
i) x € I impliziert (z, p(x)) € U;
i) ¢ (x) = f(z,o(x)) fir allex € 1.

f ist ein sogenanntes “Richtungsfeld”: In jedem Punkt (x,y) € U ist durch y = f(x,y) die
Steigung des Graphen von ¢ gegeben. Gesucht sind differenzierbare Funktionen, deren Graph
in jedem Punkt die vorgegebene Steigung hat.

Die allgemeine Situation ist wie folgt:
Definition 7.2 Ist U C R x R" offen und f : U — R" eine glatte Funktion, dann heifst

y/ = f(ff,y)

ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung. (x bezeichnet eine Zahl auf R,
y aus R™). Unter einer Losung dieses Systems tber einem Intervall I C R wversteht man eine
differenzierbare Funktion ¢ : I — R™ mit

i) Graph (p) C U;
i) ¢ (x) = f(z,p(x)) fir allex € 1.
Ausgeschrieben sieht die Gleichung so aus:

yi :f1<x7y17"'7yn)
yé = f2<x7y17"'7yn)

wobei y = (Y1, ..., yn) und f(x,y) = (fi(z,y),..., fo(z,y)).
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Definition 7.3 Ist U C R x R" offen und f : U — R glatt, dann heifst
y(n) = f(x7 y7 y,7 A 7y(n_1))

eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Unter einer Losung dieser Diffe-
rentialgleichung tiber einem Intervall I C R wversteht man eine n-mal differenzierbare Funktion

p: I =R
mat
i) {(z,0(2),¢(x),...,¢" V(@) o€} CU
i) oM (z) = f(z,0(x), ¢ (z),...,0"(2)) fir alle z € 1.

Zuriickfithrung einer Differentialgleichung n-ter Ordnung auf ein System von Dif-
ferentialgleichungen 1. Ordnung.
Sei 3o = y und y; = y@ fiir 1,2, ..., n—1. Dann ist das Differentialgleichungssystem 1. Ordnung:

y(l) =Y
Y1 = Y2
(F) Ko
Yn—2 = Yn-1

y1/171 = f(xa Yo, Y1y - - - ’yN—l)
gleichwertig mit der stetigen Differentialgleichung n-ter Ordnung und zwar gilt:
(1) Ist ¢ eine Losung des Systems, dann ist ¢ = (¢, ...,¢,_1) : I — R™ eine Losung des
Systems, wobei ¢; = ¢,
(2) Ist ¢ = (¢bo, - - ., Pn_1) eine Losung des Systems, dann ist ¢ = ¢q eine Losung der Gleichung.
BeEwers. (1) Trivialerweise ist ¢;(z) = ¢i1(z) fiir i =0,1,...,n — 2.
Goi(x) = 9" () = flz,p(@),¢'(2) ..., 0" V(2))
= f(xa gbO(x)’ gbl(x)v teey ¢n—1(x))
gilt, da ¢ Losung des Systems ist.
(2) ¢i(x) = piyr(z) fir i =0,1,...,n — 2
= dni(2) = 07" (@),
= 9y (¢) = ¢, 1(2) = f(,60(2), ... b ().

Mit ¢ = ¢y ist also
P (@) = fla, (@), " D(2)), q.ed.
]

Satz 7.4 Sei U C R x R", (z9,y0) € U, I C R ein Intervall und f : U — R™ stetig. Dann
geniigt eine stetige Funktion
p: I —-R"
mit Graph (p) C U und ¢(xo) = yo genau dann der Differentialgleichung
o(2) = f(z, p(x)) fiir alle z € 1,

falls die Integralgleichung

p(T) =yo+ /$ f(t,o(t))dt fir allex € T

erfillt ist.
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BEWEIS. Sei die Differentialgleichung erfiillt. Da ¢ und f stetig sind, ist auch ¢’ stetig und es
gilt

/ dode= [ jf(t, o(0))dt,

also

p(r) — () = /xf(t, p(t)dt.

Ist umgekehrt die Integralgleichung erfiillt, dann ist ¢ differenzierbar und ¢'(x) = f(x, ¢, (z)),
q.e.d.
"

Definition 7.5 Set U C R x R" offen und f : U — R" eine Funktion. Man sagt, f geniige
in U einer Lipschitz-Bedingung (in y) mit der Lipschitzkonstanten L > 0, wenn fir alle
(z,y), (z,y) € U gilt:

1f(z,y) = flz. 9| < Llly — ]l

BEMERKUNG. Sei U =Ix{y e R" : |[y—wol| <7}, € R, 0<r <oo. f: U — R” sei stetig
partiell nach yq, ..., y, differenzierbar. Dann geniigt f in jeder kompakten Teilmenge K von U
einer Lipschitz-Bedingung, wobei die Lipschitz-Konstante von K abhéngen kann.

BeEwEeIs. O.B.d.A. sei K =[a,b] x {y € R" : ||y — wol|| < p}. Dann ist K konvex. Wir setzen

dfi o
M:sup{‘a—g(:p,y)‘ : (x,y)EK,z,jzl,...,}.
j

ofi
M ist endlich, da 8—f stetig fiir i, =1,...,n.
yA

J
Fir (z,9), (x,y + h) € K liefert die Taylorentwicklung:

"0
j=1

Ji (z,7 + h;h)h;
Y;

mit 0 <h; <1firl,... n
Setzt man y = ¢y + h, dann ist fiir alle (x,y), (x,y) € K:

firi =1,...,n. Also ist

1 (@, y) = £z, 9)|| < nv/nM|ly —gl|,

und man hat mit L := ny/nM eine (von K abhingige) Lipschitz-Konstante, q.e.d.
]

Satz 7.6 (Eindeutigkeitssatz): Sei U C R x R™ offen und F : U — R"™ eine stetige Funktion,
die lokal der Lipschitz-Bedingung geniigt. Sind ¢ und py Losungen des Differentialgleichungs-
systems

y' = f(z,y)
iber einem Intervall I C R mit @1(xg) = pa(xg) fiir ein xg € 1, so ist p1(x) = po(x) fiir alle
rxel.
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BEWEIS. Wir zeigen, dafl ¢;(z) und ¢o(x) fiur alle z > z( iibereinstimmen. (Der Fall z <
geht analog). Sei
K:={x€l:x>xound ¢; = @y auf [z, z]}.

Zu zeigen ist also
K={xel:x>ux}

Sei b := sup K. Wir unterscheiden mehrere Fille:

(1) Ist b & I, dann ist I rechtsseitig offen und b ist Endpunkt von I (eventuell b = 0o0). Auf
[0, b] ist 1 = @9, alsoist K ={x € :x > xo}.

(2) Ist b € I, dann existiert eine Folge (z,) in K mit lim,, . 2, = b. Es ist ¢1(z,) = ¢a(x,)
fir alle v € N.

Da o7 und 9 stetig sind, ist auch ¢;(b) = p2(b). Also ist b € K.
(o) Ist b Endpunkt von I, ist man fertig.

(B) Ist b nicht Endpunkt von I, dann sei
¢ :=p1(b) = pa(b).
Es gibt ein ¢; > 0 und ein 6 > 0, so dafl in
Uy ={(z,y) e RxR": |z —b| <e,||ly—c|]| <}

die Funktion f definiert ist und einer Lipschitzbedingung mit der Konstanten L geniigt.
0O.B.d.A. ist €1 so klein, dafl

[lpi(x) —c|| <6 fir |z —b] <& (1=1,2).

1 x . .
Sei € := min(ey, ﬁ) > 0. ¢i(x) = c+ [, f(t,pi(t))dt fiir i = 1,2. Fiir [x — b| < ¢ gilt:

lor(e) — pale)l] < ' [ lst0) - f(t,soz(t))Hdt'

VAN

/ Lllwl(t)—wz(t)lldt‘

b
Llz =] sup [le(t) = pa()]]-

[t—bl<e

IA

Deshalb ist
sup |[p1(x) — @a(2)|| < Le sup |[|p1(t) — @2(t)],

|z—b|<e [t—b|<e

1
woraus wegen Le < 3 folgt:

sup [lgi () = pa(@)|] = 0.

|x—b|<e

Also ist 1 = g auf [b — €,b+ €] im Widerspruch zur Definition von b. Der Fall () kann also
nicht eintreten. Sonst ist aber immer K = {x € [ : x > z¢}, q.e.d.
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BeispieL. Wir bringen eine Beispiel einer Differentialgleichung, fiir die der Eindeutigkeitssatz
nicht gilt:

y/ _ y2/3.
Eine spezielle Losung ist ¢q(z) = 0 fiir alle z € R. Andere Losungen sind
1
() = 2—7(55 —a)? (a € R).

Es gibt mehrere Losungen ¢ mit ¢(a) = 0, ndmlich ¢, 1, und folgende zusammengesetzte
Losungen: Ist b < a und ¢ > a, dann ist ¢ definiert durch

Yp(z) fir = <b
o(z) = 0 fir b<z<c
Ye(x) fir z>c¢

eine Losung der Differentialgleichung mit ¢(a) = 0.

Satz 7.7 (Existenzsatz von Picard-Lindeldf): Set U C R x R™ offen und f : U — R"™ eine
stetige Funktion, die lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Sei (x,b) € U. Dann gibt es ein
€ > 0 und iber dem Intervall I = [a—e€,a+ €| eine Losung ¢ : I — R™ der Differentialgleichung

y' = [f(z.y)
mit p(a) = c.
BEWEIS. Es gibteine; > 0,eind > O0undein L > 0,sodaB U; := {(z,y) € RxR" : |z—a| < ¢,
lly —¢|| <6} C U und
1f(z,y) = f(z,9)[| < Llly — |

fir alle (z,v), (z,y) € U;.
Sei M :=sup{||f(z,y)|| : (z,y) € Ur}. Es gilt M < oo, da f stetig und U; kompakt sind. Setze

€ := min <e i)
o — 17 M .

Der Beweis beruht im wesentlichen auf dem Picard-Lindeldfschen Interationsverfahren:
Fiir z € I wird rekursiv definiert:

wo(x) == ¢
prale) = o+ [ fto® k=012,
Behauptung: Die Funktionenfolge (py)ren konvergiert gleichméBig auf I gegen eine Losung ¢
der Differentialgleichung.

(1) Zu zeigen: Die Funktionen f(¢,px(t)) sind definiert fiir alle & € N. Dazu geniigt es zu
zeigen:
|lpx () — ]| <6 fiir alle k € N.

Beweis durch Induktion nach k:
k = 0 ist trivial.
k—k+1:

[ors1(x) — ] <

/ ||f(t,g0k(t)Hdt‘ < |z —a|lM <eM <.
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(2)

Behauptung:
k41
_ < ML’*C%'
ln(e) = pu(@)l] < ML=
Beweis durch Induktion nach k:
k=0:
ler) - el = | | f<t,c>dtH < M|z —al.

k—k+1:

lorn (@) — pen(@)l| < ] /m<f<t,sok+1<t>>—f<t,sok<t>>>dtH

< |[ Hlierat) - ol
k+1 | pz k2
< MILT / |t — alF*tdt _ yppelz el
(k+ D! Ja (k +2)!

Fiir £ > 1 sei ¢ := ¢p_1. Dann ist

k
ok =0+ e
=

Da die Reihe Y2 ¢, auf dem Intervall I = [a — ¢, a + ¢] durch die Reihe

00 ¢ M
MLZ*IG_:_ Le_l
; a- gy

majorisiert wird, konvergiert die Folge (g )ren auf I gleichméafBig.
limys00 i (z) =: p(2) fiir alle x € [. Fiir k € N, z € I sei

oe(r) = [z, on(x))
o(x) = [flz,0(x)).
Nach (1) ist (z, ox(2)), (x,p(x)) € U fiir alle x € T und alle K € N. Daher ist

l¢r(z) = o(@)[| < Lllp(z) = o (@)]]-

Da auf I die Folge (¢k)ren gleichméBig gegen ¢ konvergiert, konvergiert dort auch (¢ )ren
gleichméfig gegen ¢. Fiir € [ ist dann

P@) = Jim pea() =t fim [ a0
- c+kli_>rgo/;¢k(t)dt:c+/ax¢(t)dt
= ot [ st

Nach dem Satz ist ¢ also eine Losung der Differentialgleichung mit ¢(a) = ¢, q.e.d.



7 ANHANG 113

BEMERKUNG. Sei U C R x R" offen und f : U — R eine geeignete Funktion.

(D) v = [y y™Y)

ist eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. Durch Zuriickfiihrung auf ein System
von Differentialgleichungen erhélt man den folgenden Satz:

Bei entsprechenden Voraussetzungen iiber f gibt es zu jedem (a,c) € U genau eine Losung ¢
mit ¢(a) = ¢o und ¥ (a) = ¢; firi=1,...,n — 1, wobei ¢ = (cq, ..., Cp_1).

Damit man eine eindeutige Losung einer gewohnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung
erhélt, mu man also als Anfangswert nicht nur den Wert der Funktion, sondern auch den
Wert der ersten (n — 1)-Ableitungen der Losung in einem Punkt a des Definitionsintervalls 1
vorschreiben.

In der Physik kommen héaufig Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir den Ort eines Teilchens
in Abhéngigkeit von der Zeit vor. Anfangswert ist hier Ort und Geschwindigkeit zu einem
bestimmten Zeitpunkt.

BEMERKUNG. Die Voraussetzung, dafl f einer Lipschitz-Bedingung geniigt, ist nicht notwendig.
Peano hat bewiesen, dafl die Differentialgleichung 3y’ = f(x,y) bereits dann eine Losung zu
einem vorgegebenen Angangswert besitzt, falls f nur stetig ist. Jedoch ist dann die Losung i.a.
nicht eindeutig (vgl. das Beispiel oben).

Aufgaben

1. Sei U eine offene Teilmenge des R? und f : U — R eine nach der zweiten Variablen stetig
partiell differenzierbare Funktion mit 0 ¢ f(U). Zeige, dafl durch jeden Punkt (zg,y0) € U
jeweils genau eine Losung der Differentialgleichungen

"= f(x AL P
(@) y' = f(z,y) bzw. (1I) V=)

geht, und daf die Losungskurven von (I) und (II) sich im Punkt (x¢,yo) rechtwinkelig
schneiden.

2. Lose folgende Differentialgleichungen:

(@ —2)y = '+
2ay(z+1)y = y'+1;
w(x® —6y*)dy = dy(z® + 3y®)du;
(ax + hy) dx + (hx + by)dy = O0;
(cosx —xcosy)dy — (siny +ysinz)dr = 0.

3. Bestimme die orthogonalen Kurvenscharen zu:

x> — 3:103/2 = ¢
?/2 = Cx;
vy = c(z—1)%

y = cln|z|
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4. Mit Hilfe des Picardschen Iterationsverfahrens bestimme die durch den Punkt (0, 1) ge-
hende Losung der Differentialgleichung

y=xy  (r,y €R).

5. Sei f: R? — R eine stetige Funktion, die in einer Umgebung jedes Punktes des R? einer
Lipschitzbedingung geniigt. Ferner gelte

f(=z,y) = —f(x,y) fir alle z,y € R.
Beweise: Ist a € R, so geht jede Losung
p:]—a,a— R

der Differentialgleichung
y' = f(z,y)

bei Spiegelung an der y-Achse in sich iiber.

7.3 'Topologische Riume

Ein topologischer Raum ist eine Menge X mit einer Topologie, d.h. einer Teilfamilie 7 von

P(X), sodaB
a) 0,X er;
b) UVer=UnVer
c¢) Falls (Uy)aca eine Familie aus 7 ist, dann ist die Vereinigung | J U, auch aus 7.

Die Mengen aus 7 heiflen offene Mengen. Analog zum Fall eines metrischen Raumes kénnen
wir folgende Begriffe daraus ableiten:

A ist eine Umgebung eines Punktes z, falls U € 7 existiert, mit x € U C A; A ist abge-
schlossen, falls X \ A offen ist; das Innere AY einer Menge A ist die Vereinigung aller U € 7
mit U C A; der Abschlu3 A von A ist X \ (X \ 4)°.

Falls A C X, dann ist x € X

a) ein Berithrungspunkt von A, falls jede Umgebung U von x nichtleeren Durchschnitt
mit A hat (d.h. z € A);

b) ein Haufungspunkt von A, falls fiir jede Umgebung U von z, (U \ {z}) N A # 0;

¢) ein isolierter Punkt von A, falls z € A aber x kein Hiufungspunkt von A (d.h. z hat
eine Umgebung U, sodaB U N A = {z}).

Mit A? bezeichnen wir die Menge aller Haufungspunkte von A. Es gilt also A = AU A%

Die Menge A ist perfekt, falls A = A? (d.h. A besitzt keine isolierten Punkte). Der Rand A
einer Menge A C X ist AN CA, d.h. die Menge aller Punkte z, sodafl jede Umgebung U von
x nichtleeren Durchschnitt mit A und C'A hat. JA ist abgeschlossen, und es gilt 9(0A) C 0A.
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Eine Folge (x,) aus einem topologischen Raum X konvergiert gegen x, falls gilt: jede Umge-
bung von x enthéilt fast alle z,,. Eine Teilmenge A von X liegt dicht in X, falls A = X. X ist
separabel, falls eine dichte, abzidhlbare Teilmenge von X existiert.

Eine Funktion f: (X, 7) — (X, 71) ist stetig, falls f~}(U) € 7 fiir jede offene Menge U C X;.
Ein Homdomorphismus ist eine Bijektion f, sodafl sowohl f als auch f~! stetig sind. Falls 7
und 77 Topologien auf X sind, dann sagt man, dafl 7 feiner als 7 (bzw. 7, grober als 7) ist,
wenn 71 C 7 (d.h. die Identitdtsfunktion 7 — 7y-stetig ist). Die Begriffe “gleichméBig stetig”,
“Lipschitz-stetig”, “Cauchy”, “vollstdndig” sind keine topologischen Begriffe und lassen sich
nicht mit Hilfe von offenen Mengen definieren (sieche unten—uniforme Réume).

Es gelten folgende Beziehungen (A, B sind Teilmengen des topologischen Raumes X):

AOO — AO
= A

|

)

AcB=A"c B und A C B;

AUB=AUB, (ANB)’ = AN B:

AY = A\ DA, A= AU0IA,

J(AUB) COAUIB, 0(ANB) C 0AUIB;
O(X\ A)=0A, OU =U \ U (falls U offen);

0A = ) & A gleichzeitig offen und abgeschlossen.

Eine Teilfamilie B von 7 ist eine Basis, falls jede offene Menge eine Vereinigung von Mengen
aus B ist. B; ist eine Subbasis, falls die Familie B aller Mengen, die endliche Durchschnitte
von Mengen aus B; sind, eine Basis bilden.

BEISPIELE. {{z}: 2 € X} ist eine Basis fiir die diskrete Topologie 7p (= P(X)) auf X.
{{z,y} : x,y € X,z # y} ist eine Subbasis, aber keine Basis.

{U(z,1) : 2 € X,n € N} ist eine Basis fiir die natiirliche Topologie 74 eines metrischen Raumes.
Falls der metrische Raum X zusétzlich separabel ist (etwa mit dichter Teilmenge {z,}), dann
ist {U(2n, =) }mq eine (abzéhlbare) Basis. In R ist die Familie

{lo.yl: 2,y e R,z <y}
eine Basis fiir die natiirliche Topologie. Die Familie
{lz, o0 z e R} U{] —00,y[: y € R}

ist eine Subbasis.

Es ist oft niitzlich, einige topologische Begriffe mit Hilfe von Basen bzw. Subbasen umzuformu-
lieren. ~ ~
Seien X,Y topologische Rdume mit Subbasen B bzw. B; und Basen B bzw. B;. Es gilt:

1.
f: X =Y ist stetig <:>/\ /\f(x)EU:> \/ (x e Ui A f(Uy) CU);

zeX UeB: U,€8;
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xn—>xinX(:)/\
UeB

(:L‘GU:>

rede \ zeU=
UeB

3. Sei A C X, x € X. Dann gilt:

usw.

Beispiele von topologischen Riumen:

116

VA :pneU>;

neN n>N

UnNA#0)

[. Wie wir gesehen haben, hat jeder metrische Raum eine natiirliche Topologie 7;. Die
offenen Kugeln bilden eine Basis. Insbesondere kann man auf jeder Menge X die diskrete
Topologie 7p definieren. In diesem Raum sind alle Teilmengen offen.

II.

Andererseits hat jede Menge X eine sogenannte indiskrete Topologie 7;. Hier sind nur

() und X offen. In diesem Raum konvergiert jede Folge gegen jeden Punkt! Auflerdem ist

jede Funktion mit Werten in einem solchen Raum

I1I.

definieren:

ch
TCC

V.

stetig.

Auf jeder Menge X konnen wir die ko-endliche bzw. ko-abzéhlbare Topologie wie folgt

{0y U{A C X : X\ A ist endlich}
{0} U{A C X : X\ A ist abzdhlbar}.

Die “particular point”-Topologie. Falls X eine Menge und xy € X, dann ist

Top ={U C X 1 29 € U U {0}

eine Topologie. In diesem Raum gilt: die konstante Folge (xg, x¢, o, . .

.) konvergiert gegen

jeden Punkt des Raumes. Andererseits gilt: Eine Folge konvergiert nur dann gegen x,
wenn fast alle z,, gleich x sind. Besonders wichtig ist der Spezialfall, wo |X| = 2. Dieser

Raum heifit der Sierpinski-Raum.

Die Sorgenfrey-Gerade: Dies ist der Raum R versehen mit der Topologie 73, mit Basis

{[z,y[ 2.y e R,z <y}

Tho ist feiner als die gewohnliche Topologie auf R. In (R, 7,,) konvergiert (x,) gegen
xr & x, — x fir die gewohnliche Topologie, und fast alle x,, sind gréfer-gleich z.

Weitere verwandte Topologien auf R sind

o mit Basis {[z, oo[: x
T mit Basis {]z, oof: x
7! mit Basis {] — oo, 2]
7! mit Basis {] — oo, z:

ER};
GR};
cx € R};

Die Beispiele oben zeigen, dafl verschiedene Topologien auf einer Menge durchaus die gleichen
konvergenten Folgen bestimmen koénnen. Daher ist es manchmal notwendig, den Begriff der
Konvergenz zu erweitern. Wir erwéhnen kurz zwei solche Moglichkeiten—Filter und Netze.
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Definition 7.8 Sei X eine nichtleere Menge. Ein Filter auf X ist eine nicht-triviale Familie
F wvon Teilmengen aus X, sodafs

a) Aec F=A#0;
b) ABeEF=ANBEeF;
c) Ae F, ACB= BeF.

Zum Beispiel ist die Familie N'(z) aller Umgebungen eines Punktes x aus einem topologischen
Raum X ein Filter (der Umgebungsfilter von z).

Eine Familie F von nichtleeren Teilmengen von X st eine Filterbasis, falls

ABeF=\/ CcAnB.
CeF

In diesem Fall ist

ﬁ:{BcX: \V ACB}

AeF

ein Filter auf X —der von F erzeugte Filter.

Weitere Beispiele von Filtern:

a) Sei A eine nichtleere Teilmenge von X. Dann ist {A} eine Filterbasis. Der erzeugte Filter
F(A) besteht aus allen Teilmengen von X, die A enthalten.

b) Sei (x,) eine Folge aus X. Dann ist die Familie aller Mengen der Form {z, : n > m}
(m € N) eine Filterbasis. Der erzeugte Filter ist der Fréchet-Filter der Folge.

Konvergenz von Filtern: Sei jetzt F ein Filter auf einem topologischen Raum X . Wir sagen,
daf§ F gegen x konvergiert (geschrieben: F-x ), falls gilt: Der Umgebungsfilter von x ist grober
als F (d.h. jede offene Menge U, die x enthdlt, ist aus F ). Zum Beispiel konvergiert eine Folge
(x,) genau dann gegen x, wenn der entsprechende Fréchet-Filter in diesem Sinn konvergiert.

Mt Hilfe von Filtern kann man viele topologische Begriffe ausdriicken:

a) Der Abschluf$: Sei A eine Teilmenge des topologischen Raumes X, x € X. Dann gill: x
liegt genau dann in A, wenn ein Filter F auf A existiert, so daf$ der von F erzeugte Filter
(in X ) gegen = konvergiert.

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dafl ein Filter auf A zwar kein Filter auf X, wohl aber eine
Filterbasis darauf ist. Wir nehmen an, dafl ein Filter F auf A existiert, sodafl der erzeugte
Filter /' gegen x konvergiert und zeigen: x € A. Sei U eine Umgebung von z. Es existiert ein
B € F,sodall B C U. Da B € F, existiert C € F mit C C B C U. Damit ist U N A # .
Sei umgekehrt z € A. Es gilt: U € N(z) = UNA#0. {UNA:U € N(z)} hat damit die
gewiinschte Eigenschaft.
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b) Eine Funktion f : X — Y zwischen topologischen Ridumen ist genau dann stetig, wenn
gilt: Fiir jedes x € X und jeden Filter F auf X,

F—=x= f(F)—= fly).

(f(F) bezeichnet den Filter auf Y, der von der Filterbasis { f(A) : A € F} erzeugt wird.)

Netze: Eine gerichtete Menge ist eine geordnete Menge (X, <), sodaB fiir jedes Paar z,y
aus X ein z aus X existiert, mit x < z,y < z.

Ein Netz auf einer Menge X ist eine Familie (z,)aca von Elementen aus X, die von einer
gerichteten Menge indiziert wird. Ein Netz (z,)qc4 auf einem topologischen Raum konvergiert
gegen z € X, falls gilt:

U offen in X, x € U = es existiert § € A, sodal} z, € U fiir a > .
Wie im Fall von Filtern lassen sich alle topologischen Begriffe mit Hilfe von Netzen definieren.
Zum Beispiel:

a) v € D = es existiert ein Netz (74)qca auf D, sodal 2, — ;

b) f: X — Y ist genau dann stetig, wenn gilt: Fiir jedes Netz (x,) auf X und jedes z € X,
To = = f(x,) = f(2).
In der Tat sind die Theorien von Netzen und Filtern dquivalent. Dies sieht man wie folgt:
Jedes Netz erzeugt einen Filter—den Fréchet-Filter (Definition wie im Fall einer Folge);
Jeder Filter definiert ein Netz: Sei F ein Filter. Dann ist F selber eine gerichtete Menge (wir
definieren A < B, falls B C A). Fiir jedes A € F wihle 24 € A. Dann ist (x4)cr ein Netz.
Die Konstruktion von topologischen Radumen

In diesem Kapitel diskutieren wir einige Methoden, um komplizierte Raume aus einfacheren zu
konstruieren.

A. Teilrdume: Falls (X, 7) ein topologischer Raum ist, dann besitzt jede Teilmenge A eine
natiirliche Topologie T4 = {UNA : U € 7}. Auf diese Art z. B. werden Teilmengen von R" mit
Topologien versehen. Wir listen einige einfache Eigenschaften von Teilrdumen auf:

(a) Falls B eine Basis fur 7 ist, dann bildet B4 = {UN A : U € B} eine Basis fiir 74;

(b) Im Falle eines metrischen Raumes (X, d) induziert 7 die von der Metrik d|, definierte
Topologie auf einer Teilmenge A;

(c) Falls f : X — Y eine stetige Funktion zwischen topologischen Réumen ist, dann ist die
Einschrinkung von f auf eine Teilmenge A stetig fiir die Topologie 74. Andererseits gilt:
Falls f seine Werte in einer Teilmenge B von Y annimmt, dann ist f 75-stetig;

(d) Eine Teilmenge C' von A ist 74-abgeschlossen < C hat die Gestalt C; N A, wobei C] in
X abgeschlossen ist. Insbesonders gilt: Ist A in X abgeschlossen, dann ist C' genau dann
in A abgeschlossen, wenn C' in X abgeschlossen ist.
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Eine topologische Eigenschaft heifit erblich, falls jede Teilmenge A eines Raumes mit dieser
Eigenschaft auch die Eigenschaft besitzt. Ein Beispiel einer solchen Eigenschaft ist die Metri-
sierbarkeit (d.h. die Eigenschaft, dafl die Topologie von einer Metrik induziert wird).

Das Beispiel des nicht separablen Teilraumes (R, 7p) der separablen Niemitskii-Ebene zeigt, daf3
Separabilitét keine erbliche Eigenschaft ist. Daher betrachtet man folgende Variante davon, die
trivialerweise erblich ist.

Definition 7.9 Fin topologischer Raum ist abzdhlbar erzeugt, falls 7 eine abzdihlbare Ba-
sis besitzt. Z.B. ist jeder separable metrische Raum abzdhlbar erzeugt. Es ist klar, dafS jeder
abzihlbar erzeugte Raum separabel ist. Teilrdume von abzdhlbar erzeugten Rdumen sind sel-
ber abzdhlbar erzeugt und damit separabel. Daher sind Teilrdume von separablen metrischen
Rdumen auch separabel.

Produktriaume: Falls (X, 7),. .., (X,, 7,) topologische Rdume sind, dann ist die Familie aller
Mengen der Gestalt
Uy x---xU,

(mit U; € 7;) die Basis einer Topologie auf X = [[!_, X; , der Produkttopologie.

Eigenschaften:

(a) Eine Funktion f von einem topologischen Raum Y in X ist genau dann stetig, wenn jedes
7 f stetig ist (my ist die natiirliche Abbildung von X in Xj);

(b) Eine Folge (z,) in X konvergiert genau dann gegen x, wenn gilt: m(x,) — m(z) fur
k=1,...,n;

(c) X ist separabel, falls jedes X} separabel ist;
(d) X ist metrisierbar, falls jedes X} metrisierbar ist.

Quotientenrdume: Viele Fliachen sind als sogenannte Quotientenrdume von Polygonen kon-
struiert. Z.B. ist der Torus der Quotientenraum von I? bzgl. folgender Aquivalenzrelation:

/

Ny=y)Vy=0Ay =1 Az=21)
V (y=1Ay =0Az=2)V(e=0A2"=1Ay=1)
vV @ =1rz=0Ay=1y).

(z,y) ~ (2" y) & (x =2

Wir untersuchen jetzt die allgemeine Konstruktion. Wir betrachten zwei Mengen X und Y
und eine Surjektion f: X — Y, d.h. Y ist der Quotientenraum von X bzgl. der Aquivalenz-
relation: © ~ y < f(z) = f(y). Falls X eine Topologie 7 besitzt, dann definieren wir die
Quotiententopologie 7 auf Y wie folgt:

T={UcCY:f'(U)er}

(d.h. 7 ist die feinste Topologie auf Y, fiir die f stetig ist). Die entscheidende Eigenschaft dieser
Topologie ist folgende: eine Abbildung g von Y in einen topologischen Raum Z ist genau dann
stetig, wenn g o f stetig ist.

BEISPIELE.
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[. Weitere Fléachen, die als Quotientenrdume von Polygonen darstellbar sind: der Torus, die
Bretzel, die projektive Ebene, die Kleinsche Flédche usw.

I1. Die Gerade mit zwei Urspriingen: Hier ist

X1 = {(flao):fleR}
X2 = {(gl,]_)Ié-lER}.

und Y = X U Xs|., wobei

X~Ye @@=y V (2=(E0Ay= (& 1)A&G#0)
Vo (z= (&, D) Ay = (&, 1) A& #0)
II1. Die eingezwickte Ebene: Das ist R?|., wobei

r~yer=yV(r= (6,00 Ay=(n0) (& meR)).
(Dies ist ein nicht metrisierbarer Quotientenraum eines metrischen Raumes).

Allgemeiner: Falls X ein topologischer Raum ist, mit Teilraum X, dann ist Y = X|. der
Raum X mit X, auf einen Punkt reduziert, wobei

r~yesr=yA(xe XNy € Xp).

BEISPIEL. Sei X ein topologischer Raum, X; = X x I, Xy = X x {1}. Der entsprechende
Quotientenraum ist der Kegel iiber X. (X x [ ist der Zylinder iiber X).

V. Graphen: Dies sind topologische Rédume eines sehr speziellen Types. Sie werden defi-
niert als Quotientenrdume von Geraden, indem man gewisse Endpunkte identifiziert. Die
formelle Definition ist wie folgt: I3, ..., I,, sind Kopien von [0, 1]. Wir bezeichnen die End-
punkte von I; mit P; bzw. Q;. {S1, ..., S, } ist eine Partition der Menge { Py, ..., P, Q1,...,Qn}.
Der entsprechende Graph ist der Quotientenraum X |, wobei X die disjunkte Vereinigung
L]I---1] 1. ist und ~ die Aquivalenzrelation

x~y<:>:c:y\/<\/ xESZ-/\yESi)

Unsere Konstruktionen von topologischen Raumen sind alle Spezialfille von zwei allge-
meinen Konstruktionen:

Initialtopologien: Gegeben ist eine Familie (X, 7o)aca von topologischen Réumen, eine Men-
ge X und fiir jedes a € A eine Abbildung f, von X in X,. Die Initialtopologie auf X ist die
grobste Topologie darauf, fiir die jedes f, stetig ist. Eine Subbasis fiir diese Topologie bildet
die Familie aller Mengen der Gestalt f,'(U,), wobei @ € A und U, in X, offen ist. Die charak-
teristische Eigenschaft der Initialtopologie ist die Tatsache, dafl eine Abbildung f von einem
topologischen Raum Y in X genau dann stetig fiir die Initialtopologie ist, wenn jedes f, o f
(von Y in X,) stetig ist.

Beispiele von Initialtopologien sind Teilrdume und Produkte. Weitere Beispiele sind:
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Unendliche Produkte: (X,,7,)aca ist eine Familie von topologischen Raumen. Sei X =
[] X. das kartesische Produkt, 7, die natiirliche Projektion von X auf X,. Die Produktto-
pologie auf X ist die von den 7, induzierte Initialtopologie.

Entsprechende Versionen der Aussagen iiber endliche Produkte (bzw. abzihlbare Produkte von
metrischen Rédumen) sind auch hier giiltig.

Projektive Limiten: Ein weiteres Beispiel einer Initialtopologie liefern die projektiven Limi-
ten, die wie folgt definiert werden. Gegeben ist eine Folge (X, m,) von topologischen Raumen
und (fiir jedes n > 1) eine stetige Abbildung 7, : X,, — X,,_1. Ein Faden ist eine Folge (z,) aus
dem kartesischen Produkt [~ X,,, sodaB m,(z,) = ,_ fiir jedes n. Die Menge X aller Faden
ist ein abgeschlossener Teilraum des Produktraumes [[°7; X,, und wird mit lingn bezeichnet.

BEISPIELE.

1. Durchschnitte: Sei Xy eine Menge, X,, eine Folge von Teilmengen, sodafl X,, C X,
fiir jedes n. Wir nehmen an, dafl jedes X,, mit einer Topologie 7, versehen ist, sodafl
Tn 2 Ta—1|x, fiir jedes n. (X,,) bildet dann ein projektives Spektrum und der Limes ist
der (topologische) Durchschnitt der X,,. Als konkretes Beispiel sei

Xo = C([0,1])
X, = C"([0,1]).

Der Durchschnitt ist der Raum C'*°([0, 1]) aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen
auf [0, 1]. Dieser Raum spielt eine wichtige Rolle in der Theorie der Distributionen.

2. Sei X,, = C([-n,n]) und sei 7, die natiirliche Restriktionsabbildung von X,, in X,,_;. Der
projektive Limes ist der Raum C'(R) aller stetigen Funktionen auf R. Die entsprechende
Topologie heifit die Topologie der fast gleichmifligen Konvergenz.

3. Das Beispiel X,, = [n, 0o, wobei X = N,enX,, = 0 zeigt, daB ein projektiver Limes trivial
sein kann. Der folgende Satz beschreibt Situationen, wo diese Pathologie nicht stattfinden
kann:

Satz 7.10 1. Falls jedes 7, surjektiv ist, dann ist auch die natiirliche Abbildung 7, von X
i X, surjektiv;

2. (abstrakter Satz von Mittag-Leffler:) Falls jedes X, ein vollstindiger metrischer Raum ist,
die 7, alle Kontraktionen sind und m,(X,,) immer dicht in X, 1 liegt, dann liegt 7,(X)
dicht in X, fiir jedes n.

Finaltopologien: Diese Konstruktion ist dual zu der der Initialtopologie. {(Xa, 7o) taca ist
eine Familie von topologischen Réumen, X eine Menge. Fiir jedes « ist eine Abbildung f, von
X, in X gegeben. Dann ist
{U cx: N\ V) e Ta}
a€cA

eine Topologie auf X—die Finaltopologie.

Beispiele von Finaltopologien sind Quotientenrdume. Weitere Beispiele sind disjunkte Vereini-
gungen und induktive Limiten.
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Zusammenhang:

Definition 7.11 Der topologische Raum (X, T) ist zusammenhingend, falls es keine Dar-

stellung
X=UUV

gibt, wobei U,V offen und disjunkt sind (aufler der trivialen Fille U = () oder V- =1(). Allge-
meiner: eine Teilmenge A C X ist zusammenhdngend, wenn A mit der induzierten Topologie
Ta zusammenhdngend ist. Diese Definitionen kinnen wie folgt formuliert werden:

(a) X ist genau dann zusammenhdingend, wenn ) und X die einzigen Teilmengen von X sind,
die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind;

(b) A C X ist genau dann zusammenhdngend, wenn gilt: Falls U,V disjunkte, offene Teil-
mengen von X sind, mit A CU UV, dann ist A C U oder ACV.

Beispiele von zusammenhdngenden Rdumen sind:
(Xo71), (X, 7ep) (Sfalls [X] = o0);
Rdume, die nicht zusammenhdngend sind:
(X,mp) (falls|X|>1), @Q, (R,Tho)-

Hilfssatz 7.12 Falls A ein zusammenhingender Teilraum von X ust, dann ist auch jede Menge
B mit AC B C A zusammenhdngend.

BEWEIS. Sei B wie oben mit B C U UV, wobei U und V' in X offen und disjunkt sind. Es
gilt dann UN A = 0 oder VN A = (), da A zusammenhingend ist. Damit ist U N A = () bzw.
VN A=0und daher U N B bzw. VN B = (. q.e.d.

]
Satz 7.13 FEine Teilmenge von R ist genau dann zusammenhdngend, wenn A ein Intervall ist.

BEWEIS.

(a) Wir beweisen zunéchst, dafi jedes Intervall I zusammenhéngend ist.

Fall 1) I = R: Sei U eine nicht-leere Teilmenge von R, die sowohl offen als auch abge-
schlossen ist. Wir zeigen: U = R. Wenn nicht, dann ist U eine disjunkte Vereinigung | J, I,,
von offenen Intervallen, wobei mindestens eines davon nicht gleich R ist. Damit hat dieses
Intervall einen endlichen Endpunkt a. Es ist klar, dafi a ¢ U aber a € U—Widerspruch.

Fall 2) I ist ein offenes Intervall. Dann ist I zu R homéomorph — q.e.d.

Fall 3) I ist ein abgeschlossenes oder halboffenes Intervall. Dann ist I der Abschluf seines
Inneren und damit zusammenhéngend nach dem Hilfssatz.

(b) Wir zeigen jetzt, dal eine zusammenhéngende Teilmenge von R ein Intervall ist. Es ist
klar, daf jede zusammenhéngende Teilmenge von R folgende Eigenschaft geniefit: Falls
a,b € A mit a < b, dann gilt: € A fiir jedes = zwischen a und b. (Sonst wire A in
] — 00, z[U]x, o[ enthalten). Es ist eine leichte Ubungsaufgabe zu zeigen, da Mengen mit
dieser Eigenschaft Intervalle sind.
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Satz 7.14 Sei A eine nicht-leere, zusammenhdngende Teilmenge eines topologischen Raumes
X, A eine Familie von zusammenhingenden Mengen, sodafi BN A # () fiir jedes B € A. Dann
ist AU (J.A) zusammenhingend.

BEWEIS. Sei AU (|JA) in U UV enthalten, wobei U und V' offen und disjunkt in X sind.
O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dal V' N A = (). Fiir jedes B € B gilt: U N B oder V N B ist
leer. Da BN A # (), kann nur der zweite Fall eintreten. Damit gilt

vnAu((JAa) =0

Korollar 7.15 (a) Sei A eine Familie von zusammenhdngenden Teilmengen von X, sodaf
NA nicht leer ist. Dann ist |J A zusammenhdingend.

(b) Sei X ein topologischer Raum mit folgender Eigenschaft: Falls x,y € X, dann ezistiert
eine zusammenhdngende Teilmenge, die sowohl x als auch y enthdlt. Dann ist X zusam-
menhdngend.

(c) Sei (A,) eine Folge von zusammenhingenden Teilmengen eines topologischen Raumes,
sodaf fir jedes n, A, N App1 # 0. Dann ist |J,, A, zusammenhingend.

Mit Hilfe dieser Kriterien sieht man leicht:
a) daB R™ zusammenhéngend ist;
b) (allgemeiner) dal Produkte von zusammenhingenden Réumen zusammenhéngend sind,;

c¢) dafl sternférmige (insbesondere konvexe) Teilmengen von R™ zusammenhéngend sind.

Satz 7.16 Sei f : X — Y eine stetige Surjektion, wobei X zusammenhdngend ist. Dann ist'Y
zusammenhdngend.

BEWEIS. Falls Y nicht zusammenhéngend wéire, dann wiirde eine nicht triviale Teilmenge U
von Y existieren, die sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Dann hiitte f~(U) die gleichen
Eigenschaften in X — Widerspruch.

]

Dieser Satz impliziert den klassischen Zwischenwertsatz der Analysis 1. Eine weitere Konsequenz
ist, dafl Quotientenrdume von zusammenhingenden R&umen auch zusammenhéngend sind.
Insbesondere sind die Fléchen, die als Quotientenrdume von Polygonen konstruiert wurden,
alle zusammenhéngend.

Falls z ein Element des Raumes X ist, dann definieren wir die Zusammenhangskomponente
C(x) wie folgt: C(x) ist die Vereinigung aller zusammenhéngenden Mengen, die = enthilt.
In einem zusammenhéingenden Raum X gilt: C(z) = X fiir jedes * € X. Andererseits gilt
fir X = @, daB C(z) = {z} fiir jedes x. Es folgt sofort aus der Definition und den obigen
Ergebnissen, dafi C'(x) zusammenhingend und abgeschlossen ist.

Es gibt einige Varianten des Begriffes “zusammenhéngend”, die manchmal von Bedeutung sind:
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Definition 7.17 Fin topologischer Raum (X, T) ist

a) lokalzusammenhingend, falls jeder Punkt € X eine Umgebungsbasis B(x) besitzt,
sodaf$ jedes U aus B(x) zusammenhdngend ist;

b) wegzusammenhingend, falls fir jedes Paar x,y € X eine stetige Abbildung c : [0,1] —
X ezistiert, sodaf$ c(0) =z, ¢(1) =y.

c) lokal-wegzusammenhingend, falls jeder Punkt x eine Umgebungsbasis B(x) besitzt,
wobei jedes U € B(x) wegzusammenhdngend ist.

Typische Beispiele von Rdumen mit der letzten Eigenschaft sind offene Teilmengen von R™.
Es ist klar, daB} wegzusammenhéngende Rdume zusammenhéngend sind. Sonst gibt es keine
Beziehungen zwischen diesen Eigenschaften. Es gilt allerdings:

Satz 7.18 Fualls X lokal-wegzusammenhdngend ist, dann gilt: X ist genau dann zusammenhdngend,
wenn X wegzusammenhdngend ist. (Damit stimmen die Begriffe “zusammenhingend” bzw.
“wegzusammenhdngend” fir offene Teilmengen von R™ dberein.)

BEMERKUNG. In der Funktionentheorie spielt dieser Satz eine wichtige Rolle—siehe Vorlesung
“Funktionentheorie” ).

Trennungsaxiome
Definition 7.19 Fin topologischer Raum (X, T) heifst

Ty, fallsw#yin X = \[(zeUAy¢U)V(z¢Unyel);

Uer

Ty, fallsx #y in X = V(xGUAy¢U);

Uer

Ty, fallsx # 1y in X = \/ UNV=0ANxzeUANyeV.
Uver

BEISPIELE. (X, 77) ist nicht Ty (falls |X| > 2). Der Sierpinski-Raum ist Tp, nicht aber T7.
(X, 7er) ist T7 aber nicht T3 (falls X unendlich). Metrische Raume sind 75.

Folgende Stabilitéitseigenschaften gelten trivialerweise fiir diese Eigenschaften:
(X,m)ist Thund 3 D 7= (X, 7)) Tb;

jeder Teilraum eines T>-Raumes ist T5;

Produkte von T»-Réume sind 77 (? =0, 1,2).

(Warnung: Quotientenrdume von 75-Réumen sind nicht notwendigerweise T5).

Es ist niitzlich, diese Definitionen umzuformulieren: Zum Beispiel sind folgende Bedingungen
dquivalent zur Tatsache, dal X ein 71-Raum ist:

a) jede einpunktige Teilmenge {x} von X ist abgeschlossen;
b) 7 ist feiner als 7.;

c) fir v € X gilt {z} = Nyepn) V-
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Falls X ein Ti-Raum ist und x € X bzw. yq,...,y, Punkte sind, die von x verschieden sind,
dann existiert eine Umgebung N von x mit y; ¢ N,...,y, ¢ N.

Daraus folgt leicht: Falls x ein Haufungspunkt einer Teilmenge A eines Tj-Raumes ist, dann
enthélt jede Umgebung N von x unendlich viele Punkte aus A.
Ein Raum (X, 7) ist genau dann 75, wenn

a) fiir jedes x € X gilt {z} = yepw) N; oder

b) falls z,y € X die Eigenschaft haben, da8 fiir einen Filter F auf X gilt: ¥ — z und
F — y, dann stimmen z und y iiberein (d.h. in T5-Réumen haben konvergierende Filter
(und daher konvergierende Folgen) eindeutig bestimmte Grenzwerte);

c¢) die Diagonalmenge A = {(x,z) : z € X} ist eine abgeschlossene Menge in X x X.

Daraus folgt: Falls f, g stetige Abbildungen von einem topologischen Raum X in einen 75-Raum
Y sind, dann ist die Koinzidenzmenge

{3: eX: f(x)= g(:c)}

abgeschlossen. Insbesonders, falls f und g auf einer dichten Teilmenge von X iibereinstimmen,
dann ist f = g.

Definition 7.20 (X, 1) ist regulér, falls fir jedes Paar z,C, wobei C' abgeschlossen und x ¢ C
disjunkte, offene Mengen U und V existieren mit x € U, C C V. (X,7) ist vollstindig
regulir, falls fiir x,C wie oben eine stetige Funktion f : X — [0,1] ewxistiert, mit f(zx) = 0
und f(C) = 1. (X, 1) ist normal, falls fiir jedes Paar C, D von disjunkten abgeschlossenen
Teilmengen von X, disjunkte offene Mengen U,V existieren, sodaff C C U, D C V. X ist

Ts, falls X Ty und requldr ist,
T3§> falls X Ty und vollstindig requldr,
Ty, falls X Ty und normal ist.

Es gilt die Kette von Implikationen:
T4:>T3% :>T3:>T2:>T1:>T0.

Nur die Implikation Ty = Ty ist nicht trivial (siehe unten).

BEISPIELE. Jeder indiskrete Raum (X, 7;) (mit |X| > 2) ist normal aber nicht Tj. Der
Sierpinski-Raum ist normal aber nicht vollstéindig regulér.

Der folgende Raum ist 75 aber nicht T5. Sei X =R, K = {1 : k € Z\ {0}}. 7 ist die Topologie

mit Basis
1 1 11
{}x—-m—i——[ﬁﬂ?#oa ”EN}U{]——7_[\K:”EN}-
n n n'n

(R, 7) ist Ty aber nicht Tj.
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Definition 7.21 Seien A und B disjunkte Mengen in einem topologischen Raum X . Dann sind
A und B schwach-trennbar, falls disjunkte offene Mengen U und V' ezistieren, mit A C U,
BCV;

stark-trennbar, falls eine stetige Funktion f : X — [0, 1] existiert, mit f =0 auf A und f =1
auf B.

Offensichtlich sind stark-trennbare Mengen schwach-trennbar. Mit Hilfe dieser Begriffe konnen
wir die obige Definition wie folgt umschreiben:

X ist genau dann Ty, wenn disjunkte Punkte schwach trennbar sind,

X ist genau dann (vollstindig) regulir, wenn gilt: jede abgeschlossene Menge ist von jedem
nicht in C liegenden Punkt schwach (stark) trennbar.

X st genau dann normal, wenn disjunkte, abgeschlossene Teilmengen schwach getrennt werden
konnen.

Satz 7.22 (X, 1) ist genau dann requlir, wenn fir jedes v € X die Familie {N : N € N (z)}
eine Umgebungsbasis fiir x ist.

Um die Definition der vollstdndigen Regularitit umzuformulieren, fithren wir folgende Schreib-
weise ein: Falls X ein topologischer Raum ist, dann bezeichnet C'(X) den Raum aller stetigen,
reellwertigen Funktionen auf X. Falls f € C'(X), dann schreiben wir

Z(f) = {zeX:f(x)=0}
C(f) = {zeX: flx)#0}.

Satz 7.23 (X, 7) ist genau dann vollstandig requldr, wenn T mit der Initialtopologie, die von
den Funktionen aus C(X) definiert wird, ibereinstimmt.

Wir werden jetzt zeigen, dafl aus T die Bedingung 77 1 folgt. Zunéchst die Bemerkung, dafi X
genau dann normal ist, wenn gilt: Sei C' abgeschlossen, U offen mit C' C U. Dann existiert eine
offene Menge V' mit

CCVCVCU

Fiir den néchsten Beweis beniitzen wir die sogenannten dyadischen Zahlen ();, wobei
Qi={reQ:r=~k2" mit k € Z,n € N}.
(g liegt dicht in R und die Familie
{lz,00f: 2 € Qa} U {] — 00, y[: y € Qu}
bildet eine Subbasis fiir die natiirliche Topologie auf R.

Satz 7.24 (Das Lemma von Urysohn.) Seien A, B abgeschlossene, disjunkte Teilmengen
eines normalen Raumes. Dann sind A und B stark-trennbar.
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BeEwEIs. Fiir jede dyadische Zahl r € [0, 1] werden wir unten eine offene Menge U(r) finden,
sodafl
ACU0) CUF) CU) =X\ B

und U(r) C U(r"), falls r < r’. Mit Hilfe dieser Familie definieren wir eine Funktion f wie folgt:
fl@)=inf{r:2eU(r)}.
Es gilt: f(x) =0 fir z € A, f(x) =1 fiir x € B;

{z:f(z)<a} = U U(r) (eine offene Menge)

r<a

{z:f(x)>a} = U X\ (U(r)) (auch eine offene Menge).

r>a

Damit ist f stetig. Wir miissen nur mehr die Mengen U(r) konstruieren. Zunéchst wihlen wir
U(%), sodaB

1
oo
Beim néchsten Schritt wéhlen wir U($) und

acv(yeu(}) v ev@)ev(d) sr e

usw.

Aus dem Lemma von Urysohn folgt die Implikation: T, = T} 1.

Satz 7.25 Der Satz von Tietze. Sei X ein Ty-Raum, A eine abgeschlossene Teilmenge,
f:A—[—1,1] stetig. Dann existiert eine stetige f : X — [—1,1], sodaf fla = f.

BEWEIS. Wir konstruieren induktiv eine Folge ( f,,) von stetigen Funktionen, sodafl f =2/
die gewiinschten Eigenschaften hat.

n = 1: Sei
1
A = {!EGA _1§f§_§}7
1
B, = {l’EAIgSfSl}
Es existiert eine stetige Funktion f; von X in [—é, é], sodafl f; = —% auf Ay bzw. f; = é auf
By. Sei gy = f — f1. Es gilt: g1(A) C —%, %] Wir setzen
2 2
Ay = { eA:—=< <——}
2 ! 3 =91="9
2 2
By = $€A3§§91§§}
— [=2,2], sodaB fo = —2 auf Ay und fo =

Wir bekommen eine stetige Funktion f : X
auf By. g = g1 — fo bildet A in [—g, %] ab. A
stetigen Funktionen auf X, sodafl

a) |fn\§<§)n auf X

2
9
uf diese Art konstruieren wir eine Folge (f,,) von
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b) ‘f—ifk‘g@)" auf A
k=1

f: S>> | f» hat dann die gewiinschten Eigenschaften.

Kompaktheit

Sei A eine Teilmenge einer gegebenen Menge X. Eine Uberdeckung von A (in X) ist eine
Familie ¢ von Teilmengen von X, sodaB A C |JU. Jede Teilfamilie von U, die A iiberdeckt,
heiBt eine Teiliiberdeckung. Die Uberdeckung U/ ist offen, falls jedes V' € U offen ist.

Definition 7.26 FEine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit quasi-kompakt, falls
jede offene Uberdeckung von A (in X ) eine endliche Teiliberdeckung besitzt. Man sieht leicht,
dafy A genau dann quasi-kompakt in X ist, wenn der Raum (A, Ta) quasi-kompakt ist. Der
Raum A heifit kompakt, falls er quasi-kompakt und T ist.

Die Definition der Quasi-Kompaktheit 18t sich wie folgt umformulieren. Jede Familie C von
abgeschlossenen Teilmengen von X hat die endliche Durchschnittseigenschaft. D.h.: Falls
NcecC = 0, dann existiert eine endliche Teilfamilie C4, ..., C,, von @), sodal C, N---NC, = 0.

Eine endliche Vereinigung C U - - - U C,, von quasi-kompakten Mengen ist auch quasi-kompakt.
Daher gilt: In einem T>-Raum ist eine endliche Vereinigung von kompakten Mengen wieder
kompalkt.

BeispiEL. Das Intervall mit drei Eckpunkten ist nicht kompakt, obwohl es die Vereinigung
von zwei kompakten Teilmengen ist.

Beispiele von kompakten Mengen sind abgeschlossene, beschrinkte Teilmengen von R”. Die
Réume (X, 77) sind alle quasi-kompakt aber nicht kompakt (aufler wenn |X| = 1). (X, 7p) ist
nur dann kompakt, wenn X endlich ist. (X, 7.f) ist quasi-kompakt.

Hilfssatz 7.27 Sei A eine kompakte Teilmenge des To-Raumes X, x ¢ A. Dann sind x und A
schwach-trennbar.

BEWEIs. Sei y € A. Es existieren disjunkte, offene Mengen U, und V), mit z € Uy, y € V.
{V, 1y € A} ist eine offene Uberdeckung von A und hat daher eine endliche Teiliiberdeckung
{Viys---, Vi, }. Dann trennen U und V' z und A, wobei

U:ﬁin bzw. V:OVZ..
i=1

i=1

Satz 7.28 Seien A, B disjunkte, kompakte Teilmengen eines Ty-Raumes X . Dann sind A und
B schwach (und damit stark-) trennbar.

BEWEIS. Ahnlich.
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Es folgt sofort aus dem Hilfssatz, dafl ein kompakter Teilraum eines 7>-Raumes automatisch
abgeschlossen ist. Auflerdem ist jede abgeschlossene Teilmenge eines quasi-kompakten Raumes
selber quasi-kompakt (und damit ist jeder abgeschlossene Teilraum eines kompakten Raumes
kompakt). Daher ist ein kompakter Raum normal.

Satz 7.29 Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologischen Rdumen, wobei X
quasi-kompakt ist. Dann ist f(X) quasi-kompakt.

BEWEIS. Sei U eine offen Uberdeckung von f(X) in Y. Dannist f~'(U) = {f~'(U) : U € U} ei-
ne offene Uberdeckung von X und hat daher eine endliche Teiliiberdeckung { f “HUy),..., YU}
{Uy,...,U,} ist dann eine Uberdeckung von f(X).

Damit sind Quotientenrdume von quasi-kompakten Rdumen auch quasi-kompakt.

Korollar 7.30 Sei f: X — Y stetig, wober X kompakt und Y Ts. Dann ist f abgeschlossen,
d.h.
A abgeschlossen in X = f(A) abgeschlossen in Y.

Dabher ist eine stetige Bijektion f: X — Y (XY wie oben) automatisch ein Homéomorphis-
mus.

In der Vorlesung “Gewdhnliche Differentialgleichungen” wird folgende Charakterisierung von
kompakten Teilmengen von C'(I) verwendet, um den den Existenzsatz von Peano zu beweisen:

Satz 7.31 Satz von Arzela-Ascoli. Fine abgeschlossene, gleichmdfsige beschrinkte Teilmen-
ge A von C(I) ist genau dann kompakt, wenn A gleichgradig-stetig ist. (C(I) betrachtet man
als metrischen Raum mit der Supremumsnorm,).

Kompaktheit in metrischen Riumen: In metrischen Rdumen gibt es verschiedene dquiva-
lente Charakterisierungen von kompakten Mengen, die wir jetzt untersuchen.

Definition 7.32 Fine Teilmenge A eines metrischen Raumes (X, d) ist

a) total beschriankt, falls

/\ \/ AC UB(xi,e);

e>0 z1,...,zn€X i=1

b) folgen-kompakt, falls jede Folge (x,) aus A eine konvergierende Teilfolge hat (mit
Grenzwert aus A);

c) o-kompakt, falls jede Folge (x,) aus A einen Hdiufungspunkt x € A hat, d.h. ein x,
sodafs

/\ {n:d(z,,x) <€} ist unendlich.

e>0

Unser Hauptsatz iiber Kompaktheit lautet wie folgt:

Satz 7.33 Sei X ein metrischer Raum. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) X ist kompakt;
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b) X ist vollstandig und total beschrinkt;

c) X ist o-kompakt;

d) X ist folgenkompakt.
Der Beweis gliedert sich in eine Reihe von Hilfssétzen.
Hilfssatz 7.34 Sei (X, d) folgenkompakt. Dann ist X separabel.

BeEWwEIS. Fiir jedes € > 0 existiert (nach dem Lemma von Zorn) eine Teilmenge A, von X, die
maximal ist bzgl. der folgenden Eigenschaft:

T,y € Ajx #y=d(x,y) > e

A, ist endlich (sonst enthélt A, eine Folge (z,) von verschiedenen Elementen. Diese Folge hat
keine konvergente Teilfolge). | J,,cpy A1/n ist dann eine dichte, abzihlbare Teilmenge von X.

Hilfssatz 7.35 Falls (X, d) folgenkompakt ist, dann ist X kompakt.

BeEwEIS. Nach dem Hilfssatz ist X separabel und besitzt daher eine abzidhlbare Basis (U, ),en-
Sei U eine offene Uberdeckung.
Behauptung: U enthélt eine abzédhlbare Teiliiberdeckung. Denn sei x € X. Es existiert ein
U, € U mit x € U, und damit ein U, mit = € U,, C U,. Die Familie {U,,, : * € X} ist damit
eine abzihlbare Teiliiberdeckung.
Sei nun (V) eine abzéhlbare Teiliiberdeckung von Y. Wir nehmen an, dafi keine endliche
Teilfamilie von (V;,) X iiberdeckt und fithren dies zum Widerspruch. Es existiert damit fiir
jedes n ein z, ¢ |J,., Vi. Die Folge (x,) besitzt eine konvergierende Teilfolge (x,, ). Sei x =
limy 00 Ty, . Es existiert N mit z € Vjy. Damit sind fast alle Zp, aus Vy—Widerspruch.

]

Hilfssatz 7.36 Fulls (X,d) kompakt ist, dann ist X o-kompakt.

BEWEIS. Sei (z,,) eine Folge aus X. Wir zeigen, daB (z,) einen Haufungspunkt besitzt. Sei

Bk = {l‘k,l‘k_H, e }

Aus der Kompaktheit folgt NBj, # () (endliche Durchschnittseigenschaft). Jedes © € NBy ist
ein Hiufungspunkt fiir (z,,).

Hilfssatz 7.37 Fulls X o-kompakt ist, dann ist X folgenkompakt.

BEWEIS. Sei (z,) eine Folge, x ein Haufungspunkt. Wir konstruieren wie folgt eine Teilfolge,
die gegen = konvergiert.

Wiéhle ny so, dal d(z, z,,) < 1;

Wiéhle ny > ny, sodaBl d(z, z,,) < %;

Wiihle ng > ny_1, sodafl d(x, x,, ) < % USW.
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Hilfssatz 7.38 Sei (X, d) kompakt. Dann ist X total-beschrinkt und vollstindig.

BEWEIS. Es ist klar, dafl X totalbeschréankt ist.
Vollstandigkeit: Sei (z,,) eine Cauchy-Folge. Eine Teilfolge (z,, ) konvergiert gegen x. Man sieht
leicht, daB (z,) auch gegen x konvergiert.

Hilfssatz 7.39 Sei (X, d) total-beschrankt und vollstindig. Dann ist X kompakt.

BEWEIS. Zunéchst zeigen wir, dafl jede Folge aus einem total beschrankten Raum eine Cauchy
Teilfolge besitzt. Denn es gibt endlich viele offene Kugeln mit Radius 1, etwa U7, ..., U} > die
X iiberdecken. Eine davon enthélt unendlich viele Terme der Folge. Wir bezeichnen diese Kugel
mit U;. Es existieren damit eine Teilfolge (zl) von (x,), sodaB (zl) in U; liegt. U; ist selber
totalbeschrinkt. Damit kénnen wir eine Teilfolge (22) von (x)) finden und eine Kugel Uy vom

Radius %, sodaB (z2) in Uy liegt. Auf diese Weise konstruieren wir

a) eine Folge (Uy) von offenen Kugeln, wobei der Radius von Uy gleich 27+ ist;

k—1

b) eine Folge ((x%),)x von Folgen, soda$ (z%),, eine Teilfolge von (z*

(xF) in Uy. Betrachte das Schema

)n ist. AuBerdem liege

X1 T2 T3 T4

1 .1 1 1
X1 Ty T3 Ty

vl X3 a3 @

Die Diagonalfolge (z!) ist dann eine Cauchy Teilfolge von (z,,).

n

Falls X noch dazu vollstandig ist, dann konvergiert diese Teilfolge. Daher ist X folgen-
kompakt und damit kompakt.

Damit ist der Hauptsatz bewiesen.
]

Korollar 7.40 Sei U eine offene Uberdeckung des kompakten metrischen Raumes (X, d). Es
existiert ein n > 0, sodaf jede Teilmenge A von X mit Durchmesser < n in einem U aus U
enthalten ist.

BewEIs. Wir kénnen annehmen, dal ¢ endlich ist, etwa U = {Uy, ..., Uy }. Wire die Aussage
falsch, dann wiirde eine Folge (A,) von Teilmengen existieren, mit diam 4, < &, sodaB A,
in keinem U; enthalten ist. Wéhle z,, € A,, und sei (z,,) eine konvergierende Teilfolge von
(), etwa z,, — x. Es existiert ¢ und € > 0 mit x € U(x,e) C U; und damit ein N, soda8
d(x,zy) < § und diam (Ay) < £. Es gilt dann

AN g U(ZL‘,E) g UZ

—Widerspruch.



7 ANHANG 132

Eine solche Zahl n heifit Lebesgue-Zahl fiir die Uberdeckung.
Wir beweisen jetzt einen beriihmten Satz von Tychonov, der zeigt, dafli Produkte von quasi-
kompakten Rdumen quasi-kompakt sind. Dazu verwenden wir folgenden Begrift:

Definition 7.41 Fin Ultrafilter auf einer Menge X ist ein Filter, der maximal bzgl. der
Relation “enthalten in” ist, d.h.: Falls G ein weiterer Filter auf der Menge ist, mit F C G, dann
gilt: F = G. FEs folgt sofort aus dem Lemma von Zorn, dafl jeder Filter in einem Ultrafilter
enthalten ist. Ultrafilter konnen wie folgt charakterisiert werden:

Satz 7.42 FEin Filter F auf einer Menge X ist genau dann ein Ultrafilter, wenn gult:
ACX=AcFoder X\AecF.

BEWEIS. =: Es existiere AC X mit A¢ Fund X \A¢ F.SeiG={BCX:AUB € F}.
G ist ein Filter, F C G, aber F # G da X \ A € G—Widerspruch.

<: Sei F ein Filter mit dieser Eigenschaft und sei 7 C G. Wir zeigen: A € G = A € F. Wenn
A ¢ F,dann gilt X \ A € F und damit § = AN (X \ A) € G—Widerspruch.

Falls a € X, dann ist die Menge aller Teilmengen von X, die a enthalten, ein Ultrafilter. Ein
Ultrafilter U ist genau dann von dieser Form, wenn Nyey A # 0. Solche Ultrafilter heifien fixiert.
Sonst ist ein Ultrafilter frei. Das typische Beispiel eines freien Ultrafilters ist ein Ultrafilter, der
feiner ist als der Frechet-Filter auf N (d.h. der Filter aller co-endlichen Teilmengen von N).

]

Der Zusammenhang mit Kompaktheit (bzw. Quasi-Kompaktheit) wird im folgenden Satz her-
gestellt:

Satz 7.43  a) Sei F ein Filter auf einem quasi-kompakten Raum X. Dann besitzt F einen
Haufungspunkt x (d.h. x liegt im Abschluf$ jeder Menge von F);

b) Sei F ein Filter auf einem topologischen Raum mit F — x. Dann ist x ein Hiufungspunkt
von F.

c) x ist genau dann ein Haufungspunkt eines Filter F, wenn ein Filter G existiert, mit F C G
und G — .

d) Seild ein Ultrafilter auf einem topologischen Raum X, x ein Haufungspunkt von U. Dann
konvergiert U gegen x;

Kombinieren wir diese Aussagen, so bekommen wir das Ergebnis: In einem quasi-kompakten
Raum konvergiert jeder Ultrafilter.

Umgekehrt gilt: Sei X ein topologischer Raum, in dem jeder Ultrafilter konvergiert. Dann ist
X quasi-kompakt.
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BEWEIS. Wir beweisen, dafl abgeschlossene Teilmengen von X die endliche Durchschnittseigen-
schaft besitzen. Sei daher C eine Familie von abgeschlossenen Mengen, sodaf fiir jede endliche
Teilfamilie C1, ..., C, gilt:

cin---nC, #0.

Wir behaupten: NeeeC' # 0.

Aus obiger Eigenschaft folgt, dafi die Familie aller solchen endlichen Durchschnitte eine Fil-
terbasis bildet. Diese Filterbasis ist in einem Filter enthalten und dieser wiederum in einem
Ultrafilter U. U ist nach Voraussetzung konvergent, etwa gegen z. x ist ein Haufungspunkt von
U und damit enthalten in

ﬂCeCC = mCeCC-

Satz 7.44 Sei (X,)aca eine Familie von quasi-kompakten Rdumen. Dann ist das Produkt
[Ioca Xa auch quasi-kompakt. Die gleiche Aussage gilt fiir kompakte Rdiume.

BEWEIS. Sei U ein Ultrafilter auf X = [] .4 Xo-ma (U) ist ein Ultrafilter auf X, und damit
konvergent —etwa gegen z,. Daraus folgt leicht, dall & — = (wobei z = (z,)).

Uniforme Riume

Uniforme Rédume sind Strukturen, die eine Stellung zwischen topologischen und metrischen
R&dumen einnehmen. Sie spielen die gleiche Rolle bei gleichméfiger Stetigkeit wie topologische
Réume bei Stetigkeit.

Definition 7.45 Fine Pseudometrik auf einem Raum X ist eine Abbildungd : X x X — Ry,
sodafs

a) d(z,y) =d(y,z) (z,y € X);
b) d(z,z) < d(x,y) +d(y,2) (z,y,2 € X);

c) d(xz,z) =0 (folgt aus a) und b)).
Eine Familie D von Pseudometriken auf X heifit trennend, falls

d) © #y = es existiert d € D mit d(x,y) # 0 (z,y € X).
Eine Familie D heifit ein Kegel, falls

6) dl,dg ED:>maX(d1,d2) ED;
f)deD,l>0=1deD.

Falls D ein trennender Kegel auf X ist, dann ist eine Pseudometrik d auf X gleichméafig
stetig bzgl. D, falls gilt

AV A d@y<i=day <e

e>0 d1€D zyeX

Wir bezeichnen mit D die Familie aller Pseudometriken auf X, die bzgl. D gleichmdj$ig stetig
sind.
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Eine Uniformitat auf X ist ein trennender Kegel D von Pseudometriken auf X (wobei wir

zwei solche Uniformitéten D und Dy identifizieren, falls D = 151) (Genauer: D heifit eine Basis
fiir die Uniformitét).

Falls D eine trennende Familie von Pseudometriken auf X ist, dann ist die Familie D aller
Pseudometriken der Gestalt

max(lidy, ..., ldy,),

wobei die [; positive reelle Zahlen sind und di,...,d, eine endliche Familie aus D ist, ein
Kegel und damit eine Basis fiir eine Uniformitéat auf X. D heifit dann eine Subbasis fiir diese
Uniformitét.

Beispiele von uniformen Riumen:
I. Metrische Rédume: Falls (X, d) ein metrischer Raum ist, dann ist {d} eine Subbasis fiir

eine Uniformitat auf X— die metrische Uniformitit.

II. Topologische Réaume: Falls X ein T3%—Raum und f eine stetige Funktion von X in R ist,
dann ist

dy : (2,y) = | f(2) = f(v)]
eine Pseudometrik auf X. Die Familien {d; : f € C(X)} bzw. {d; : f € C*(X)} sind
Kegel und erzeugen damit Uniformitiiten auf X — die C'(X)- bzw. C’(X)-Uniformitit.
(C*(X) bezeichnet die Menge der beschriinkten Funktionen in C'(X)).

Mit Hilfe von Uniformitiaten definieren wir:
Gleichmifige Stetigkeit von Funktionen: f : (X, D) — (Y, D) ist gleichméBig-stetig, falls

gilt:
AV A day <1=d(f@),f@) <L

d1€Dy deD z,yeX
Cauchy-Netze: Ein Netz (24)qaca aus (X, D) ist Cauchy, falls

AV A daays) <1
deD ~vEA a,B>v
Konvergenz: Ein Netz (x,)aca aus X konvergiert gegen z, falls
/\ \/ /\ d(za,z) <1
deD BeA a>p
Vollstandigkeit: (X, D) ist vollstandig, falls jedes Cauchy-Netz aus X konvergent ist.

Eine Topologie: Falls d eine Pseudometrik auf X ist, dann definieren wir offene und abge-
schlossene Kugeln wie folgt:

Us(z,e) = {ye X :d(z,y)<e}
Us(z,e) = {ye X dzy) <e}

Die Familie aller Kugel {Uy(z,€) : © € X,d € D,e > 0} ist eine Basis fiir eine Topologie
auf X — die von der Uniformitit erzeugte Topologie. (In der Tat bilden die Mengen
{Ui(z,1) : d € D,z € X} eine Basis.)

Satz 7.46 FEin topologischer Raum (X, T) ist genau dann uniformisierbar (d.h. T wird von einer
Uniformitat erzeugt), wenn X T3% 15t
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BEWEIS.

a) Falls X ein T} 1-Raum ist, dann trennt die Familie (X) X. Die C(X)-Uniformitat erzeugt
die urspriingliche Topologie.

b) Sei D eine Uniformitét auf X, die 7 erzeugt. 7 ist Ty. Denn fiir z # y aus X existieren
d € Dund [ > 0, sodaB d(z,y) = I. Uy(z, ) und Uy(y, £) sind disjunkte offene Mengen.

T ist T3%: Sei z € X und C in X abgeschlossen, sodal * ¢ C. Es existiert ein d € D,
sodaBl Uy(z,1) N C' = (). Die Funktion

fry—inf{d(y,2):z € C}
ist stetig, f(z) > 1 und f =0 auf C. q.e.d.

Analog wie im topologischen Fall konnen wir folgende Konstruktionen auf uniformen Réumen
durchfiithren. Initialuniformitédten, Finaluniformitdten, Produkte, Teilrdume, disjunkte Vereini-
gungen, produktive Limiten, induktive Limiten.

Initialstrukturen: Gegeben ist eine Familie (X,, D,) von uniformen Réumen, eine Menge X
und, fiir jedes o € A, eine Abbildung f, : X — X,. Dann ist die Familie aller Pseudometriken
der Gestalt

(z,y) = d(fa(®), fa(y)) (a € A,deD,)

eine Subbasis fiir eine Uniformitét auf X—die Initialuniformitét. Beispiele davon sind Teilrdume,
Produkte, Durchschnitte, projektive Limiten.

Finalstrukturen: Gegeben ist eine Familie (X,,D,) von uniformen Rdumen, eine Menge X
und fiir jedes o € A eine Abbildung f, : X, — X. Wir definieren eine Uniformitéat auf X wie
folgt: D ist die Menge aller Pseudometriken auf X, sodaf fiir jedes «, do f, auf X, gleichméfig
stetig ist. (Warnung: Es ist nicht immer der Fall, dal D die Punkte aus X trennt.) Beispiele
von Finalstrukturen sind: disjunkte Vereinigungen, Vereinigungen, induktive Limiten usw.

Die kanonische Darstellung eines uniformen Raumes: Sei (X, D) ein uniformer Raum.
Fiir jedes d aus X definieren wir einen vollstdndigen metrischen Raum X, wie folgt: Zunéchst
ist Xy der Quotientenraum X |., wobei z ~ y < d(x,y) = 0. X, ist ein metrischer Raum (mit

der Metrik
([, W]) = d(z,y),

die wir auch mit d bezeichnen werden). X, ist die Vervollstindigung von (X, d). Falls d < d,
dann existiert eine natiirliche Abbildung 74, 4 von X, in X, (mit Lipschitz-Konstante < 1).

{7Td1,d : )?dl — )?d; d, d1 c D, d < dl}

ist ein projektives System. Sein projektiver Limes ist vollstdndig und heiit die Vervollstdndi-
gung von X, geschrieben: (X, D). Dieser Raum besitzt folgende universelle Eigenschaft:

Es existiert ein uniformer Isomorphismus ¢ : X — X , sodaB (X)) dicht in X liegt. Falls
f: X =Y gleichméafig stetig ist, wobei Y vollstédndig, dann existiert eine (eindeutig bestimmte)
gleichméfig-stetige Erweiterung f: X — Y.

Falls X vollstdndig, dann ist ¢ surjektiv, d.h. der vollstdndige Raum X ist der projektive

Limes des obigen Spektrums von vollstdndigen metrischen Rdumen. Diese Darstellung heifit
die kanonische Darstellung von X.
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Definition 7.47 FEin uniformer Raum (X, D) ist
kompakt, falls (X, 7.) kompakt ist;
totalbeschrankt, falls

prikompakt, falls ()? ,23) kompakt ist.

Satz 7.48 Fir einen uniformen Raum (X, D) gilt: X ist genau dann totalbeschrankt, wenn X
prikompakt ist.

Jeder kompakte, topologische Raum (X, 7) ist Ty und daher uniformisierbar. In der Tat gilt:

Satz 7.49 Fualls (X, 7) kompakt ist, dann ezistiert genau eine Uniformitit D auf X, die T
erzeugt.

Als Beispiele von Vervollstéindigungen bringen wir einen einheitlichen Zugang zu einigen wich-
tigen sogenannten Kompaktifizierungen:

Die Samuel-Kompaktifizierung: Sei (X, D) ein uniformer Raum. Wir setzen

D, = {de€D:X,ist prikompakt }
= {deD: X, ist kompakt 1.

Die Vervollstandigung von (X, D,), d.h. der projektive Limes des Systems
{7Td1,d : )?dl — )?d 1x,T1 € Dp, d< dl}

ist ein kompakter uniformer Raum X, der X als dichten Teilraum enthélt. ¢ X heifit die
Samuel-Kompaktifizierung von X und besitzt folgende universelle Eigenschaft:
Jede gleichméfig-stetige Abblldung f von X in einen kompakten Raum Y hat eine (eindeutig

bestimmte) stetige Erweiterung f wobei f cX =Y.

Die Stone-Cech-Kompaktifizierung: Die Stone-Cech-Kompaktifizierung eines T 3%—Raumes

X ist die Vervollstindigung X von X bzgl. der C’-Uniformitiit (bzw. die Samuel-Kompaktifizierung
von X bzgl. der C'(X)-Uniformitét.) X enthdlt X als dichte Teilmenge und jede stetige Abbil-
dung f von X in einen kompakten Raum Y hat eine stetige Erweiterung f, wobei f : X — Y.

Die Reelkompaktifizierung vX eines 7} %—Raumes X ist die Vervollstandigung von X bzgl.
der C(X)-Uniformitat.

Aufgaben
1. Sei St = {(&,&) € R?: €2 + &2 = 1}; ferner sei f : S' — R eine stetige Abbildung,.

Zeige, daB eine orthonormale Basis eg, e; von R? existiert mit f(e;) = f(e2).

2. Zeige, da R™ nicht die Fixpunkteigenschaft besitzt.
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3. Gebe explizit einen Homoéomorphismus f : R" — BY an.
n n 1
(By = {z e R": ||all»:= (D_&)? <1})

4. Berechne die eulersche Charakteristik folgender Mannigfaltigkeiten: S%, nT, (nT, K), (nT, P)

5. Seien 0B := {x € R®: max1<i<3 |&] = 1} und

3
0By :={z e R*: > |¢| =1}
i=1

Zeige explizit, daf3
X(0B;5%) = x(0B;) = 2

6. Sei d eine Metrik auf X. Zeige, dafl d;(z,y) = 1_%(;(%) und dy(x,y) = oxarctan d(x,y)
Metriken auf X sind.

7. Zeige, daf die Abstandsfunktion d( . , A) Lipschitz - stetig ist mit den Konstanten 1.

8. Fiir p > 0 sei

lall, = <Z|&|p>p (0= (€ 6)

Skizziere fiir n = 2 folgende Mengen
{r € Rt [lally < 1))
{z € R [z, < 1}(ii)
(i) [z € R [[all; < 1}.

9. Zeige, daB (z,y) — ||z — yHi keine Metrik auf R? ist.
10. Sei f: X — Y Lipschitz-stetig: Zeige:

a) (z,) Cauchy in X = f(z,) Cauchy in Y.
Gilt die gleiche Aussage

b) falls f gleichmé&Big stetig?

c) falls f stetig?

11. Zeige: m), : IN — I ist Lipschitz-stetig. (Berechne die Lipschitz-Konstante von 7).
12. Zeige z, — x in IN & Apenmi(z,) — ().

13. Die tryadische Darstellung > a,, /3" einer Zahl = € [0, 1] ist nicht eindeutig bestimmt.
Trotzdem ist die Abbildung

(&) = > 26,/3"

von {0, 1}N auf die Cantormenge injektiv. Beweise dies.
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14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

Ist @Q* dicht in R? (mit der Postamtmetrik).
Zeige (2 ist separabel. Fiir welche p ist ¢? separabel?

Sei f: (X,d) — (X,d;) stetig. Zeige:

a) d: (z,y)— d(z,y)+di(f(z), f(y)) ist eine Metrik auf X.
b) d und d sind (topologisch) dquivalent.
c) f ist Lipschitz-stetig bezgl. d.

Sei f:(X,d) — (Y, d,) stetig. Zeige: U C Y ist eine Gs-Menge = f~1(U) ist eine G5 in
X.

Seien Xy C X; Teilmengen des metrischen Raumes X. Zeige:

X eine Gs-Menge in X und X, eine Gs-Menge in X; = X ist G5 in X.
Sei X metrisch, A C X abgeschlossen. Dann gilt:

A =nNU,, ozwobei U, ={x € X :d(z,A,) <Y,} oxistof fen.
(d.h. A ist eine Gs-Menge)

Bestimme eine explizite Metrik d auf R\ @, soda8l (R \ @, d) vollstindig ist.

Aufgabe Zeige: {T' € M, (C) : T ozistdiagonalisierbar} liegt dicht in M, (C). (M, (C)
bezeichnet die Familie aller n x n komplexen Matrizen mit der natiirlichen Topologie.)

Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen metrischen Rédumen. Zeige: X und
I'(f) ={(z, f(z)) : © € X} sind homomorph.

Sei (U,) eine Folge von Teilmengen des metrischen Raumes X. Zeige: G = NU,, ist zu
einem abgeschlossenem Teilraum von [ [ U,, homéomorph.

f X — R heifit von unten halbstetig (l.s.c.), falls gilt: fiir jedes ¢t € R ist die Menge
{f > t} offen. Zeige: A ist genau dann offen, wenn gilt x4 ist L.s.c.

Sei (f,) eine (nach oben beschriankte) Folge von Funktionen von X in R, wobei jedes f,,
l.s.c. ist. Zeige: f = sup,, [, ist Ls.c.

Sei X # () ein vollstindiger metrischer Raum, f : X — R ls.c. Zeige, daf} eine offene,
nicht-leere Teilmenge U von X existiert, mit sup{f(z): x € U} < oo (Verwende den Satz
von Baire mit A, = {f <n}.)

Sei (E,|||]) ein Banachraum, ||||; eine zweite, von unten halbstetige Norm auf E. Zeige:
|| ] ist stetig. (Benutze 30.)

Zeige: @ ist keine Gs-Menge in R (benutze den Satz von Baire).

Sei X eine abzdhlbare Menge. Zeige: es existiert eine Familie { X, : @ € A} von unendli-
chen Teilmengen von X, wobei A iiberzdhlbar ist, soda8 X, N X3 endlich ist, falls a # .
(Wéhle X = Q,A = R\ Q. Fiir a € A, sei X, die Elemente einer injektiven Folge von
Rationalzahlen, die gegen a konvergiert).
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.
37.

38.

Konstruiere Beispiele:

a) eines Raums X mit verschiedenen Topologien 71, 75 mit den gleichen konvergierenden
Folgen;

b) eines Raumes X mit einer Teilmenge A und x € A, sodafl keine Folge aus A gegen
x konvergiert.

Folgende Aussagen sind dquivalent

(i) f: X =Y ist stetig
(i) VBCY f7(B) € (f1(B))

(i) VB CY f-Y(B) C f'(B)

Seien f: X =Y, g:Y — Z stetig. Ist f surjektiv und g o f ein Homoomorphismus, so
sind f und ¢ Homdomorphismen.

Sei (A,)nen eine Folge von Teilmengen von X. Zeige:
U -UnonUse

Sei f: X — Y eine stetige Bijektion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent
(i) f ist ein Homdomorphismus

(ii) YA(C X) abg.: f(A) ist abgeschlossen

(ili) VU(C X) offen f(U) ist offen

Sei f: X — Y stetig und surjektiv, 21 Rxs < f(x1) = f(x2). Ist f abgeschlossen oder
offen, so ist X/ R homéomorph zu Y.

Sei X ein separabler topologischer Raum, U eine offene Teilmenge. Zeige: U ist auch
separabel.

Welche Buchstaben des Alphabets haben einen euler’schen Weg?

Zeige: Es existieren hochstens 5 regelméBige Polytope. (Bezeichne mit p die Seitenzahl
einer Seitenfliche des Polytops, bzw. mit ¢ die Anzahl der Kanten, die im einen Eckpunkt
gemeinsam zusammenkommen. Aus der Formel V — E 4+ F = 2| leite die Beziehungen

_ 2q v — 4p P 4q
2p+2q —pq’ 2p —2q —pq’ 2p+2q —pq
ab. Zeige: Die einzigen positiven ganzen Zahlen p,q fiir die E,V, F aus N gilt, sind
{3,3},{4,3},{3,4}.{5,3},{3,5}.
(Zusatzfrage: Was sind die entsprechenden Polytope?)

Seien {X;}ie; zusamenhingende Raume. Zeige: [ [, ; X; ist auch zusammenhéngend.
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39.

40.

41.
42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

o1.

52.

53.

o4.

55.

Sei f: X xY — Z surjektiv und getrennt stetig (d.h. fir jedes = € X ist die Abbil-
dung y — f(x,y) stetig bzw. fiir jedes y € Y ist x — f(x,y) stetig.) Zeige X und Y
zusammenhéngend = Z zusammenhéngend.

Seien A und B abgeschlossene Teilmengen eines topologischen Raumes X. Zeige: AU B
und AN B zusammenhingend = A und B zusammenhéngend.

Zeige: Die Menge aller Polynome ist ein zusammenhéngender Teilraum von C(]0, 1]).

Zeige: X ist genau dann zusammenhéngend, wenn gilt: Jede stetige Funktion f von X in
{0, 1} ist konstant.

Die Menge aller Drehungen (als Teilmenge des Raumes M, der reellen 2 x 2 Matrizen) ist
zusammenhéngend. Ist die Menge aller orthonormalen 2 x 2 Matrizen zusammenhéngend?

Falls X ein lokalzusammenhéngender Raum ist, dann ist C'(z) offen fiir jedes z € X. Gilt
die umgekehrte Aussage?

Sei X = R". Wir betrachten X als einen topologischen Raum mit der sogenannten
Zariski Topologie. Das ist die Topologie, die Mengen der Gestalt {z € X : p(z) # 0} (p
eine Polynom) als Subbasis hat. Zeige: X ist T}, nicht aber T5.

Sei X eine Teilmenge von R, die die Fixpunkteigenschaft besitzt. Zeige: X ist ein be-
schrénktes, abgeschlossenes Intervall. (Zeige zunéchst, dal X zusamenhéngend ist.)

Falls X und Y T5-Réaume sind, dann ist X x Y auch T5.

Sei X ein Tj 1 -Raum und bezeichnet mit A die Menge aller stetigen Funktionen von X
in [0, 1]. Zeige:  +— (f(x))ea ist ein Hombomorphismus von X auf eine Teilmenge von

[0, 1]4.

Sei X ein Ty1-Raum mit abzéhlbarer Basis (U,). Wihle eine dichte abzéahlbare Teilmenge
{z,} aus X. Sei f : X — [0,1] eine stetige Funktion, sodal f(z) = 1 und f = 0 auf
X \ U. Benutze die Funktionen (f,) wie oben um zu zeigen, dafl X zu einem Teilraum
von [0, 1]N hom&omorph ist.

Gelten die Aussagen: Jeder T31-Raum mit abzéhlbarer Basis ist normal? Jeder T31-Raum
mit abzéhlbarer Basis ist metrisierbar?

Ein topologischer Raum ist Lindelof, falls gilt: Jede offene Uberdeckung hat eine abzihl-
bare Teiliiberdeckung. Zeige: Jeder separabler metrischer Raum ist Lindelof.

Das stetige Bild eines Lindel6f-Raums ist Lindelof.

Sei X ein topologischer Raum mit der folgenden Eigenschaft: Jede abzihlbare offene
Uberdeckung hat eine endliche Teiliiberdeckung. Zeige: Jede stetige reellwertige Funktion
auf X ist beschrénkt.

Sei (X, d) ein metrischer Raum, K ein kompakter Teilraum, U offen mit K C U C X.
Zeige: d(K, X\ U) > 0.

Sei X kompakt, f: X — R ls.c. Zeige: f ist nach oben beschriankt.
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56.
o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.
66.
67.
68.

Zeige: Fin Lindelof Raum mit der Eingenschaft von der Aufgabe 69. ist kompakt.

Sei U eine offene Uberdeckung von einem topologischen Raum X, A eine Teilmenge von
X. Zeige:

a) A ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt: A, ANU ist 7y-abgeschlossen
b) A= Uy ANU. (AbschluB in (U, 7).

Eine Familie {A.} in X ist lokal-endlich, falls gilt A x Vyer{a : UN Aa # 0} ist
endlich. Zeige: Falls {A,} lokal-endlich, dann gilt: |J,c 4 Ao = Upcs Aa

Sei f: X — [0,1] stetig. Zeige: f~1({0}) ist eine Gs-Menge und f~1(]0,1]) ist eine
F,-Menge.

Sei ein Ty-Raum, A C X eine abgeschlossene Gs-Menge, U C X eine offene F,-Menge.
Zeige: Es existiert

a) eine stetige Funktion f von X in [0,1], mit A = f~1({0});
b) eine stetige Funktion g von X in [0, 1], mit U = f~'(]0, 1]).

(ad.a): Sei X \ A = (JC,. Es existiert eine Folge (f,) von stetigen Funktionen, wobei
fn=0auf A und f, =1 auf C,. Benutze die (f,,), um f zu konstruieren.)

Sei r: X — X eine Retraktion. Gilt die Aussage: Xy = r(X) ist abgeschlossen

a) immer?

b) wenn X ein T,-Raum ist?

Beweise den Satz von Dini: Sei K kompakt, (f,,) eine Folge von stetigen Funktionen von
K in R, soda8 f,, | 0 punktweise. Dann gilt: f, — 0 gleichméBig auf K. (Sei ¢ > 0
beliebig, aber fest gewéhlt. Zeige: Zu jedem x € K existieren eine Umgebung U, und eine
natiirliche Zahl n,, soda f,, < e auf U,. Benutze die Kompaktheit, um die Existenz
eines N nachzuweisen, sodafl fy < ¢ auf K.)

Seien z,y € R*. Zeige: x < yVzx = yVx > y. (Betrachte die Mengen {n: &, < n,},
{n: gn = nn}a {n: gn > nn})

Sei (s,) eine Folge aus R. Zeige: © € R ist der Grenzwert einer Teilfolge von (s,) <

\/neN*\N sk~ .

x € R* heifit endlich, falls \/, . [2] < n. Zeige: x ist endlich < \/, g = ~ 0.
Zeige: A C R ist beschrinkt < (x € A* = x ist endlich).

Zeige: A C R ist kompakt < A 4.V, ca T ~ Zo.

Zeige: Sei f: A — B stetig, wobei A, B C R und A kompakt ist. Zeige, dal f(A) kompakt
ist (benutze 83).
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69.

70.

71.

72.
73.

74.
75.

76.
77.
78.

Wihle n € N* unendlich gro8. Sei (s,) eine beschrinkte Folge. Zeige: %Ziﬁj Sy ist
endlich.

Wir schreiben @ = oz LIM (s,), wobei 2 € R so ist, daB z ~ & Sl sy

Zeige: ox LIM (s, +t,) = oxLIM(s,) + oxLIM(t,)
$p > 0(n € N)= oxLIMs, >0

liminf,(s,) < oxLIM(s,) < limsup(s,)
oxLIM (8y41) = oxLIM (s,)

Bestimme die Homomorphismus-Klassen des lateinischen Alphabets (sans serife).

Sei C' eine kompakte, konvexe Teilmenge von R?, welche B? enthilt. (B* = {z € R* :
|z|| < 1}). Zeige: C' ist homdomorph zu B2

Gebe einen Homéomorphismus von B? auf I? an.

Eine stetige Abbildung f : X — S! heiit unwesentlich, falls eine stetige Abbildung ¢ :
X — R existiert so, dal f(z) = exp(2mig(z)). Zeige, daB jede nicht surjektive Abbildung
f: X — S unwesentlich ist.

f,9: X =SV f(z) # —g(z) (z € X). Zeige: f ist genau dann unwesentlich, wenn g
unwesentlich ist.

f: X — S sei unwesentlich, g : X — S* stetig. Ferner gelte

sup | f(z) — g(z)] < 2.

rzeX

Dann ist g unwesentlich.

Zeige: 2N ist zur Cantormenge homdomorph.

Es existiert eine stetige Funktion f: R — R? so, da f(R) = R

Sei ay/4 + ag/4* + az/4* + ... die Entwicklung der reellen Zahl t € [0, 1] zur Basis 4
(a; € {0,1,2,3}). Teile das Quadrat [0, 1] folgendermafien in 4 Teilquadrate:

1 2
0 3
Jedes der kleineren Quadrate wird nun seinerseits in 4 Teilquadrate zerlegt, und diese
erhalten folgende Numerierung:

11 12 21 22
10 13 20 23
03 02 31 30
00 01 32 33

Diesen ProzeB fithre man ins Unendliche fort! Nach n Schritten erhélt man eine Zerlegung
des Einheitsquadrates in 4™ Teilquadrate, deren genaue Position durch die Angabe eines
n-Tupels von Zahlen a; € {0, 1,2, 3} festgelegt ist.
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79.

80.
81.
82.
83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

Zeige: Bezeichnet (),,. ., das durch a;...a, definierte abgeschlossene Teilquadrat, so
existiert lim,, Qg,. ., fiir alle Folgen a; ... a,.

Durch p : [0,1] — [0,1]* > % — lim Q,,.., wird eine stetige Funktion definiert. (Jede
Zahl der Form % (m,n € N, m < 4") besitzt zwei Darstellungen, namlich % + --- + ¢
und & . fe=bpasl g Sy ),

p ist surjektiv aber nicht injektiv.

Sei X eine Menge. Welche der folgenden Familien von Teilmengen von X sind Topologien?
Tef = {A: X\ Aist endlich U0;
Tee = {A: X \ A ist abzidhlbar U (.

Sei X eine unendliche Menge. Welche Folgen konvergieren fiir 7.¢7
Sei X eine iiberabzidhlbare Menge. Welche Folgen konvergieren fiir 7.7
Welche Folgen konvergiern in (R, 77,7 Ist dieser Raum separabel?

Seien A bzw. B Teilmengen der topologischen Rdumen X bzw. Y. Zeige:

(A x B)° = A° x B

Ax B=Ax B;

I(A x B) = (0A x B) U (AdB).

Seien A, B offene Teilmengen des Raumes X mit X = AUB, f: X — Y eine Abbildung
mit der Eigenschaft, dal f|4 bzw. f|p stetig ist. Zeige: f ist stetig.

Gilt die obige Aussage:

wenn man voraussetzt, dal A und B abgeschlossen sind;

wenn A und B durch eine willkiirliche Familie von offenen Mengen, die X iiberdecken,

ersetzt?

Die Zariski Topologie auf R" hat als basis die Mengen U, sodal R™ \ U die Nullstellen-
menge eines Polynomes ist. Ist diese Topologie Ty bzw. T1 bzw. 157

Beniitze ein Zusammenhangsargument, um zu zeigen, da S* und I nicht homémorph
sind.

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Die Vereinigung von zwei zusammenhingenden Réumen ist zusammenhéngend;

Der Durchschnitt von zwei zusammenhéngenden Réumen ist zusammenhéngend;

Das Produkt von zwei zusammenhéngenden Raumen ist zusammenhéngend;

Jeder Teilraum eines zusammenhingenden Raumes ist zusammenhingend.

Seien z, y Element eines topologischen Raumes. Ein Weg von z nach y ist eine stetige

Abbidlung f: I — X, sodaB f(0) =z, f(1) = y. Zeige: Falls X nicht zusammenhéngend
ist, dann existieren Punkte x und y, die nicht durch einen Weg verbunded sind.
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90.

91.

92.

93.

94.

95.
96.

97.

98.

99.

100.

Sei X eine topologischer Raum. Zeige: X ist genau dann nicht zusammenhéngend, wenn
es eine stetige surjektive Funktion f von X auf {0, 1} gibt.

Zeige: Die Abbildung

()]
(f.g) — / dx
1+ |f —g(z)|
ist eine Metrik auf C'([0, 1]). (Welche Folgen konverg1eren bzgl. dieser Metrik?)

Sei (A,) eine Folge von zusammenhéngenden Teilmengen eines topologischen Raumes,
sodaB A, N A1 # 0 fir jedes n. Zeige: |J,, A, ist zusammenhéngend.

Sei X ein metrischer Raum, sodafl fiir jedes z,y € X und jedes € > 0 eine e-Kette von
x nach y existiert (d.h. eine Folge x1,...,z, mit 21 = z, x, = y und d(z;, x;11) < € fiir
jedes 7). Gilt dann: X ist zusammenhéngend?

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Jeder Teilraum eines kompakten Raumes ist kompakt;

Falls A und B kompakte Teilmengen eines Raumes X sind, dann ist auch AN B kompakt;
Jeder kompakte metrische Raum ist separabel;

Jeder kompakte Raum ist separabel.
Seien X und Y kompakte metrische Rdume. Zeige: X x Y ist kompakt.

Sei X kompakt, (C,)aca eine Familie von abgeschlossenen Teilmengen mit NC, = 0.
Zeige: Es existiert eine endliche Teilfamilie (C,...,C,) mit C;N---NC, = (.

Ein topologischer Raum X besitzt die Fixpunkteigenschaft, falls jede stetige Selbstabbil-
dung f auf X einen Fixpunkt hat. Zeige: [0, 1] bestizt diese Eigenschaft. Zeige: Falls X
die Fixpunkteigenschaft besitzt, dann auch Y, wenn X und Y homémorph sind.

Zeige: I = [0, 1] besitzt die Fixpunkteigenschaft (FPE).

FPE besitzt, dann besitzt auch X, diese Eigenschaft.

Zeige, daf} folgende Mengen nicht die FPE besitzen: R, {x € R" : ||z|| < 1}.

Gebe eine kompakte Teilmenge von R? an, welche nicht die FPE besitzt.

Zeige, daBl aus dem Brouwer’schen Fixpunktsatz folgt: 0I? ist kein Retrakt von I2.

(0, 1] besitzt nicht die FPE.
Seien U, V offene (nicht leere) und disjunkte Teilmengen von X. Zeige: UUV besitzt nicht
die FPE.

Welche der folgenden Réume besitzen die Fixpunkteigenschaft?

St {reR*: 5—1+§—§:1}, R, {zcR?>:max{|&], |&]} =1} {zeR?: 4+ <1].
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101.

102.
103.

104.

105.

106.
107.
108.

109.

110.

111.

Eine Teilmenge X, eines topologischen Raumes X heifit ein Retrakt, falls eine stetige
Funktion r : X — X existiert, sodafl r(z) = z, falls x € X,. Welche der folgenden
Teilmengen sind Retrakte?

R CcR? S'cR? S'cR?\{o0}
Zeige: Falls X die Fixpunkteigenschaft besitzt, dann auch jedes Retrakt von X.

Zeige: Eine offene, nichtleere konvexe Teilmenge von R? besitzt nicht die Fixpunkteigen-
schaft.

f: X — R heifit von unten halbstetig (1.s.c.), wenn fiir alle t € R die Menge [f > t] offen
in X ist. Zeige:
A(C X) offen < 14 ist Ls.c.

Seien f, : X — R ls.c. Zeige:
sup f, ist Ls.c.

Sei X ein vollstéindiger metrischer Raum und f : X — R l.s.c. Zeigen Sie, daf eine offene
Teilmenge U von X existiert mit

sup f(x) < oo.
zcU

Zeige:
{T € M,,(C) : T ist diagonalisierbar}
liegt dicht in M, (C).

[0, 1]R ist nicht metrisierbar.
R\ Q liegt dicht in (R, 7..), aber kein 7 € Q ist Grenzwert einer Folge aus R \ Q.

Seien X,Y metrische Rdume. Zeige: f : X — Y ist genau dann gleichméfig stetig, wenn
gilt:
N\ d(A,B) =0= d(f(4). f(B)) =0.

A,BCX

Sei U eine offen Teilmenge eines Banachraumes F und f : U — FE eine Kontraktion.
Zeige, dafl die Abbildung g : U — E, x — x — f(x) ein Homdomorphismus von U auf
eine offene Teilmenge V' von FE ist.

Sei X ein vollstdndiger metrischer Raum, Y ein metrischer Raum und f : X x YV — X
eine stetige Abbildung so, dafl

VA dif(2), g, 2) < Kd(z,y).

K<1 zyeX

Fiir jedes z € Y sei z(z) der eindeutig bestimmte Fixpunkt, also f(z(z), 2) = z(z). Zeige:
die Funktion z — x(z) ist stetig.

Sei X ein separabler topologischer Raum und U(C X)) offen. Zeige, dal U separabel ist.
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112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.
119.

120.

121.

122.

123.

124.

Gebe ein Beispiel eines separablen topologischen Raumes X sowie eines Unterraumes Y
an so, da3 Y nicht separabel ist.

Sei (X, <) eine geordnete Menge und 7 := {{y : y > 2} : € X}. Ist 7 eine Topologie
auf X7

Seien D bzw. d zwei vollstindige Metriken auf X. Ferner sei d < D, (X, D) separabel
und fiir alle y € X bzw. r > 0 sei {x € X : D(z,y) < r} abgeschlossen in (X, d). Zeige,
daB die identische Funktion (X, d) — (X, D) auf einer dichten Gs-Menge stetig ist.

Sei X ein metrischer Raum und f : X — R* Ls.c.
gn(x) == inf{f(2) + nd(z,2) : z € X}.
Zeige:
(1) lgn(®) = gn(y)| < nd(z,y) (n € N);
(il) gn(z) < gna(z) (Vo€ X, neN).
Sei h(z) = lim, gn(x). Zeige: h = f.

(Diese Beispiele zeigen, dafl eine Funktion f auf einem metrischen Raum genau dann Ls.c.
ist, wenn f der Grenzwert einer monoton steigenden Folge von stetigen Funktionen ist.)

Zeige: Ist A eine Gs-Menge von B und B eine Gs-Menge von C, so ist A eine Gs-Menge
von C'.

Sind A bzw. B offene disjunkte Teilmengen von X, gilt AN B =BNA= 0.

Seien X bzw. Y metrische Rdume und f : X — Y eine Abbildung von X in Y. Zeige: f
ist genau dann stetig, wenn auf X eine topologisch dquivalente Metrik d’ existiert so, daf3
f:(X,d) = Y Lipschitz-stetig ist.

A C X heifit lokal abgeschlossen, wenn jedes x € A eine offene Umgebung U in X besitzt
derart, dal ANU in U abgeschlossen ist. Zeige: A lokal abgeschlossen < A = C' NV mit
C abgeschlossen und V' offen.

Sei X ein vollstéandig metrischer Raum und A,, eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen
von X mit A, D A, ;. Gilt: NA,, # (7

Eine Mengenfamilie (A;);c; heifit lokal endlich: < Ve € X U € N(x) {i € I : A;NU # 0}
ist endlich. Zeige: Ist (A;) eine lokal endliche Familie von abgeschlossenen Mengen, so ist
J A; abgeschlossen.

Folgende Aussagen sind #dquivalent:

(i) f: X — Y ist stetig;
(i) VB CY f7H(B)” € (f7(B))%
(i) VB CY f~Y(B) C f1(B).

Seien XY, Z topologische Rédume, f : X — Y und g : Y — Z seien stetig. Zeige: Ist f
surjektiv und g o f ein Homdomorphismus, so sind f und ¢ Homéomorphismen.
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125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.
132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

Sei f: X — Y stetig injektiv und (V}) eine offene Uberdeckung von Y. Ist f : f~1(V;) = V;
fiir alle 4 ein Hom6omorphismus, so ist f ein Homdomorphismus.

Sei A eine zusammenhéingende Teilmenge von X, BC X, ANB # 0, (X \ B)N A # (.
Zeige: AN B # ().

X :={(r,y) e R?: (z € Quy € [0,1]) V (z € Quy € [—1,0])}. Zeige:
(i) X ist zusammenhéngend aber nicht lokal zusammenhéngend.
(i) Ist f:]0,1] — X stetig, so ist f konstant.

A, B C X, A, B abgeschlossen und nicht leer; AU B und AN B seien zusammenhéngend.
Dann sind A und B zusammenhéngend.

Sei X ein abzéhlbarer metrischer Raum. Zeige, daf} zu jedem Punkt z von X und jeder
Umgebung U von x eine Umgebung V' von z existiert, so dafl V° = V.

Seien X,Y zusammenhingend, A C X, B C Y. Zeige:

(i) 9(A x B) = (0A x B) U (A x 9B) (dies gilt allgemein!).
(i) A# X, B#Y = X xY \ A x B ist zusammenhéngend.

Seien X; (i € I) zusammenhéngende Réume. Zeige, dafl [ X; zusammenhéngend ist.

X ist genau dann lokal zusammenhéngend, wenn jede Zusammenhangskomponente einer
offenen Teilmenge offen ist.

X, Y zusammenhédngend, f : X XY — Z sei in jeder Komponente stetig. Zeige, dafl
f(X xY) zusammenhéngend ist.

Sei X vollstéindig reguliir. Zeige, da X homoomorph ist zu einer Teilmenge von [0, 1]
(I :={f:X —10,1]; f ist stetig }).

Ist X normal, so 148t sich jede l.s.c. Funktion f : X — R als punktweiser Limes stetiger
Funktionen schreiben.

Sei X ein topologischer Raum, Y ein metrischer Raum und f,, : X — Y eine punktweise
konvergente Folge stetiger Funktionen f(x) := lim f,,(z). Zeige, dafl f in xy genau dann
stetig ist, wenn

Ve >03n e N, U € N(xg) Ve € U d(fn(z), f(x)) <e.

Ein topologischer Raum X heiBt ein Lindelof Raum, falls jede offene Uberdeckung (U;)
eine abzéhlbare Teiliiberdeckung besitzt. Zeige, dal jeder separable metrische Raum ein
Lindelof Raum ist.

Sei X reguldr und U eine offen e Uberdeckung von X. Zeige, daB zu jedem z € X und zu
jedem U € U mit = € U eine offene Umgebung V, von z existiert, so daB V, C U. Ist X
dariiberhinaus ein Lindel6f Raum, so existiert eine Folge (x,,) derart, daB X = |J,—, V...
Zeige, dafl

Wi =Ur Wiyt = Unis \ |V (wobei U; eld, U; 2 V7))

i<n
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139.
140.

141.

142.

143.
144.

145.

146.

147.

148.

149.

eine lokalendliche Uberdeckung ist.
Sei U eine offene Teilmenge von X und K(C U) kompakt. Zeige: d(K,0U) > 0.

X kompakt. Dann ist X genau dann zusammenhéngend, wenn zu jedem € > 0 und zu je
zwei Punkten x,y eine endliche Folge (z;)", existiert mit 7 = z, z,, = y d(x;, x;41) < €
fiir jedes 1.

Seien A, B abgeschlossene Teilmengen eines normierten Raumes E; A+ B :={x+y:x €
A, y € B}. Zeige: Ist entweder A oder B kompakt, so ist A + B abgeschlossen.

X kompakt, f, € C(X), fori(z) > fu(z) Vo € X, n € N. Zeige: Ist f(z) = lim f,(z)
stetig, so konvergiert die Folge f,, in C'(X) gegen f. (Satz von Dini)

X kompakt, f: X x Y — R stetig. Dann ist F': Y — C(X) F(y)(z) := f(z,y) stetig.
X kompakt, f: X — R lLs.c. Dann nimmt f auf X ihr Supremum an.

Ist B eine Basis der Topologie von X, so ist X genau dann kompakt, wenn jede offene
Uberdeckung (U;) U; € B eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. (Dies gilt auch fiir jenen
Fall, daf B lediglich eine Subbasis ist.)

Sei X ein metrischer Raum. Zeige, dal X genau dann kompakt ist, falls fiir jeden metri-
schen Raum Y die Projektion pry : X x Y — Y abgeschlossen ist. (Um zu zeigen, daf§
unter dieser Voraussetzung jede Folge (x,) in X eine konvergente Teilfolge besitzt, wihle
fir Y ={0}U {2 :n e N} CR).

Zeige, daf der Hilbertwiirfel die Fixpunkteigenschaft hat. (Bezeichnet P, die Projektion
auf die ersten n Koordinaten, so hat jede der Abbildungen P, o f o P, einen Fixpunkt z,,.
Wihle einen Haufungspunkt = von {xz, : n € N}

Ist C' eine abgeschlossene und konvexe Teilmenge von [?, so existiert zu jedem z ¢ C
genau ein y € C mit ||z — y|| = d(z,C). Zeige, daf die hierdurch bestimmte Abbildung
Lipschitzstetig ist.

Jede abgeschlossene konvexe Teilmenge C' des Hilbertwiirfels ist ein Retrakt.



