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1 Mafitheorie—Lebesgue-Mal—W-Malfle

Ein Hauptproblem der Mafitheorie ist die Erweiterung eines Mafibegriffes fiir einfache Mengen
auf kompliziertere. Wir beginnen mit einem konkreten Beispiel—Lebesgue-Ma8 auf [0, 1]. Hier
sind die einfachen Mengen die Intervalle, wobei das Maf} eines Intervalls seine Lénge ist, d.h.

l([CL, b]) = l(]a’a bD = l([a7 b[) = l(]a’a b]) =b—a.
Wir erweitern dieses Maf3 stufenweise wie folgt:

a) offene Mengen: Jede offene Teilmenge U aus I = [0, 1] hat eine eindeutige Darstellung

oS
n=1

als disjunkte Vereinigung einer Folge (1,,)7°, von offenen Intervallen (Beweis!). Wir defi-

nieren
=> I

b) abgeschlossene Mengen: Sei C' C [ abgeschlossen. Dann ist U = [ \ C offen und wir
definieren:

(C)=1-1(U).
c) das auflere Maf3 [*(A) von einer beliebigen Teilmenge A von [ ist definiert als

I*(A) = inf{l(U) : U offen, A C U}.

BEISPIEL. Zeige, daff das duere Mafl der rationalen Zahlen in [0, 1] gleich 0 ist. (Anlei-
tung: Sei (r,,)5° ; eine Abzéhlung von QN[0, 1]; fiir € > 0ist [J;~,]rn—€/2", rn+€/27[N[0, 1]
eine offene Obermenge von Q N [0, 1]).

d) das innere Maf [,:
l.(A) = sup{l(C) : C abgeschlossen, C' C A}.

BEISPIEL. Das innere Maf der irrationalen Zahlen in [0, 1] ist 1.

Wir untersuchen einige Eigenschaften dieser Mafibegriffe:
1. [ ist additiv auf offenen disjunkten Mengen, d.h.

LU, UUs) =1(Uy) + 1(Uy),
falls U; und U, offen und disjunkt sind.

BEWEIS. Seien
=L baw. U, = I,

die Darstellungen von U; bzw. Us, wobei die I,i und L}n offene Intervalle sind. Dann gilt:
nut,=(Jmuyrn

und
WU, UT,) = 2) +zyﬂ [(U) UL(U).
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2. [ ist o-additiv auf offenen disjunkten Mengen, d.h.
WJuw) =D uwn)

falls die U,, disjunkte, offene Mengen sind.

BEWEIS. Sei U, = |Jo-_, I, wobei (I7")2°_, eine Folge von offenen disjunkten Intervallen ist.

m=1"n"

Dann sind alle I disjunkt. Aus |J>, U, = U,—, U,>_, I folgt:

l(@Un) - UU[m
SO
SO
— Zl

3. Sei C' eine abgeschlossene Menge, U offen mit C' C U. Dann gilt:

1(C) < ().

BEWEIS. Sei U = |J,—, I,,, wobei (I,);°, eine Folge von disjunkten Intervallen ist. Da C
kompakt ist, existieren endlich viele I,,’s, etwa Iy, ..., Iy, soda3

CCLU---Uly.

Dann gilt:

1(C) gZumgizu):

4. Falls U offen ist, dann gilt:
[(U) = sup{l(C) : C abgeschlossen, C' C U},

d.h. [(U) = L.(U). (N.B.: trivialerweise gilt, da8 I(U) = I*(U)).
BEWEIS. Nach 3. gilt [(U) > sup{l(C)}. Sei U = |, I, € > 0. Wihle N so, daB

Z

l\DIm

Sei C,, ein abgeschlossenes Teilintervall von I,, mit I(C,) > (I, — 5357 ). Dann ist C' = Ugil C
abgeschlossen, C' C U und [(C) > [(U) — e.
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5. Fiir C abgeschlossen, gilt

(Sei U = I\ C. Dann gilt:
F(C)=1-01(U)=1-1U)=1C)).

6. [ ist o-additiv fiir aufsteigende Folgen von offenen Mengen d.h. wenn (U, )% eine aufsteigende
Folge von offenen Mengen ist und U = |J)~, U,, dann gilt

(U) = lim 1(T,).

BeEWwEIS. Klarerweise gilt
I(Uy) <UUp) <--- < U(U,) <--- < UU).

Sei € > 0 und C eine abgeschlossene Teilmenge von U mit I(C') > [(U) — e. Wegen Kompaktheit
gibt es ein ny € N, sodal U,,, 2 C und daher, fiir n > ng

[(U,) > 1(C) > I(U) —

woraus die Behauptung folgt.

7. Seien Uy, Uy offene und C', Cy abgeschlossene Mengen. Dann gelten die Formeln

UL UU,) = WUy + 1(Us) — 1T, N Us)
und l(Cl U 02) = l(Cl> + l(CQ) - l(Cl N CQ)

BEWEIS. Wir beweisen zuerst die Formel
(AT U Ay) =1(Ay) +1(Ag) — (A1 N Ay)

wenn A; und Ay endliche disjunkte Vereinigungen von Intervallen sind. In diesem Fall kann
man 0 =ty < t; < --- <t, =1 finden, sodaB fiir jedes Intervall I}, =]ty _1,tx[, 1 < k < n, gilt

Al ﬂ[k = [k oder (Z)
und A, NI, = I oder (.

Fiir jedes 1 < k < n gilt dann trivialerweise

und daher

(A UAy) = zn: I((A, U Ay) N I)

k=1
n

= Y AN+ (AN I) — 1(A; N Ay N T)]
_ ;(1) FU(Ay) — 1(A N Ay).
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Seien nun Uy, Us offene Mengen und (U7')9%, und (U3)52, aufsteigende Folgen von endlichen
Vereinigungen von offenen Intervallen, sodafl

U, = DU{‘undUQ: DUQ"
n=1

n=1

Dann gilt fiir jedes n € N
WU uUy) = I(UY) +1(U3) = I(U; N UY)
und daher unter Beniitzung von 6.
WU, UUs) =1(Uy) + 1(Uy) — (U N U).

Die Formel fiir die abgeschlossenen Mengen erhélt man durch Ubergang zum Komplement.

8. Falls U offen, C' abgeschlossen, mit U C C, dann gilt:
AU) < MO).

(Beweis: Ubung).
Zusammenfassend haben wir auf der Potenzmenge von [0, 1] die Funktionen [* und [, defi-
niert. Sie besitzen folgende Eigenschaften:

["(A; U Ay)
L(A; U Ay)

IF(Ay) + 1 (Ag) — I (A1 N Ay)
(A1) + 1.(A2) — L.(A; N Ay);

IV IA

(insbesonders:

(A U Ay) < I*(Ay) + I5(Ay)).

e) Fiir jede disjunkte Folge (A,,)%°

n=1

Ay < S rA,

LU A = D L4,
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BEWEIS. a) — ¢) folgen sofort aus den Definitionen bzw. Eigenschaften 1. — 7.
d) Seien C7, Cy abgeschlossen mit
Ci CA, CyCA,
und [(Cy) > 1.(A1) — €, [(C2) > 1.(Ay) — €. Dann gilt:

L(ALUA) > 1(CLUCY)

= I(Cy) +1(Cy) = (C1NCy)
Z l*(Al) — €+ l*(AQ) — € — l*(Al N AQ)

Die erste Formel erhilt man durch Ubergang zum Komplement.

e) Sei € > 0 und wéhle offene Mengen (U,,)%; mit U, 2 A, und [(U,) < I*(A,) + €/2".
Dann gilt unter Verwendung von 6.

UA <lUU gi <Zz*

Fiir die zweite Ungleichung wihle abgeschlossene Mengen (C,)%; mit C,, C A, und
1(Ch) > 1.(A,) — €/2™. Fiir jedes N € N gilt

LU A =1 Ca) =D UC) > 1(A) —€

woraus die Behauptung folgt.

Definition 1.1 FEine Teilmenge A C I heifit I-mefB3bar, falls I*(A) = [.(A). Man schreibt
dann l(A) fir diesen Wert. Daher sind sowohl offene, als auch abgeschlossene Mengen mejsbar.
Es gibt allerdings Mengen, die nicht mef$bar sind (unter Annahme des Auswahlaxioms—siehe
Ubungen,).

Eigenschaften von meflbaren Mengen:

a) Seien A;, As meBbar. Dann sind I\ A; und A; U Ay meBibar. Aulerdem gilt:

(I\NA) = 1-1(4)
I(A; UAy) = I(A)+1(A) — (A N Ay).

Daraus folgt sofort, dal der Durchschnitt bzw. die Vereinigung von endlich vielen mef3-
baren Mengen mefibar ist.
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b) Falls (A;) eine disjunkte Folge von meBbaren Mengen ist, dann ist |J), A,, mefSibar und

es gilt:
(Ja)=> 1a
n=1 n=1
Denn

UA <Zz* ) und I, ( UA >Zz

nach e) und daher

DA gz ) < 1, UA

Daraus folgt sofort, daf3 Durchschmtte bZW. Verelnlgungen von abzdhlbar vielen me3baren
Mengen wieder mefibar sind.

Allgemeine Konstruktion von Mafiraiumen:
Es ist jetzt naheliegend, von der konkreten Situation des Lebesgue-Mafles auf [0, 1] wegzugehen
und die folgenden abstrakten Definitionen einzufiihren.

Definition 1.2 Sei Q) eine Menge. Eine Teilfamilie A der Potenzmenge P()) heifst eine o-
Algebra, falls

a) O und Q € A;

b) Ae A impliziert Q\ A e A;

c) A, B € A impliziert AU B € A;

d) falls (A,) eine Folge aus A ist, dann ist |J,_, A, € A.

Daraus folgt leicht: Falls (4;) eine Folge aus A ist, dann ist auch (2, A; aus A.
Eine Menge ) mit einer o-Algebra A heifit ein Mafliraum.
Falls (£2,.4) ein Mafiraum ist, dann ist ein W-Maf} auf Q eine Abbildung p : A — [0, 1], sodaBl

a) p(0) =0, u() =1
b) pist o-additiv, d.h. p(U;—; An) = o0, 1(A,), falls (A,) eine disjunkte Folge aus A ist.

Das Tripel (Q, A, 1) heiBt dann ein W-Raum. Z.B. ist [0, 1] mit der o-Algebra der [-mefibaren
Mengen und dem Lebesgue-Mafl [ ein W-Raum.

Wir werden spéter die Integrationstheorie auf W-Raumen (insbesondere die Lebesgue’sche Inte-
gration) untersuchen. Vorher betrachten wir eine abstrakte Version des Erweiterungsprozesses,
den wir oben verwendet haben.

Definition 1.3 Sei A eine Teilfamilie von P(Q)). Es existiert eine kleinste o-Algebra auf €2,
die A enthdlt (der Durchschnitt aller solchen Algebren). Wir bezeichnen diese mit o(A) (der
von A erzeugten o-Algebra).

Normalerweise kann man keine niitzliche konkrete Beschreibung der Mengen aus o(.A) angeben.
In einigen Féllen ist dies allerdings moglich.
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Definition 1.4 FEine Familie A C P(S2) heifst Boole’sche Halbalgebra, falls

1.0 e A, Qe A;
2. ABe A= ANBe A

3. A, B € A= A\ B ist eine endliche, disjunkte Vereinigung von Mengen aus A.

A heifit Boole’sche Algebra, falls 1., 2. und
die Bedingung A€ A= Q\Aec A

erfillt sind.

(Dann gilt: A, Be A= AUBec A).

Ein Beispiel einer Boole’schen Halbalgebra ist die Familie halboffener Rechtecke in R? (d.h.
Mengen der Gestalt [a,b[X[c,d[). Ein Beispiel einer Boole’schen Algebra ist die Familie aller
endlichen disjunkten Vereinigungen von halboffenen Rechtecken in [0,1[x[0, 1][. Allgemeiner
gilt:

Hilfssatz 1.5 Fulls A eine Boole’sche Halbalgebra ist, dann besteht B(A), die von A erzeugte
Boole’sche Algebra, aus allen jenen Mengen, die als disjunkte, endliche Vereinigungen von
Mengen aus A darstellbar sind.

BEWEIS. Es ist klar, dal B(A) diese Mengen enthélt. Andererseits kann man leicht nachweisen,
daBl die Familie aller solchen Teilmengen eine Boole’sche Algebra ist, falls 1. — 3. erfiillt sind.
n

Jetzt betrachten wir Erweiterungen von Maflen:
Satz 1.6 Sei A eine Boole’sche Halbalgebra, i : A — [0,1] eine Abbildung, sodafs

o) u(0) =0, p(@) =1,
b) p(AyU---UA,) = p(Ar) + -+ u(Ay), falls Ay, ..., A, disjunkte Mengen aus A.

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Erweiterung von u zu einem endlich-additiven Maf3
i B(A) — [0,1] (d.h. eine Funktion i : B(A) — [0,1] die 1.2 a), b), c) erfillt).

BEWEIS. Sei A € B(A) mit Darstellung

wobei die A; disjunkte Mengen aus A sind. Man setzt
A(A) = p(Ay)
i=1

und weist nach, da8 & wohl-definiert und additiv ist.
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BEMERKUNG. Falls i : A — [0, 1] o-additiv ist, (d.h. falls gilt:

n(JA) =D n(4)
i=1 i=1
wobei (4;) eine disjunkte Folge aus A mit | J;~, A; € A), dann ist 1z auch o-additiv.

Satz 1.7 Sei A eine Boole’sche Algebra, p: A — [0, 1] additiv und o-additiv. Dann ezistiert
ein eindeutig bestimmtes W-Maf$ i : 0(A) — [0,1], das p erweitert.

BEWEISSKIZZE. (der Beweis ist mehr oder weniger eine abstrakte Version der Konstruktion des
L-Mafles).
Schritt 1: Setze

A, = {ACQ: A= U A;, wobei (4;) eine steigende Folge aus A ist}
i=1

A = {ACQ:Q\Aec A

Zeige: A, ist abgeschlossen unter endlichen Durchschnitten und abzéhlbaren Vereinigungen.
Schritt 2: Fir A € A,, setze
Fi(A) = lim p(Ay)

und fiir A € A;s setze
F(A) = 1— (9 4).

(Hier mufl man unter Verwendung der o-Additivitét von p nachweisen, dafl ;@ wohldefiniert ist).
Schritt 3: Fir A C Q setze

p'(A) = inf{u(B): Be A,, AC B}

i (A) = sup{u(B):Be As;, BC A}.
Schritt 4: Zeige, daf p* > p, (wieder unter Verwendung der o-Additivitéit von pu).
Schritt 5: Setze

(A€ A (A) = fi(A)

pA) = p'(4) (AeA)
Man zeigt, daB A eine o-Algebra ist und daf i ein W-MaB darauf ist.

G

BEMERKUNG. Die hier konstruierte o-Algebra A enthilt A und daher auch o(A). Es kann
vorkommen, daf8 A strikt grofer ist als o(.A). Zum Beispiel ist dies der Fall in dem eingangs be-
trachteten Beispiel des Lebesgue-Mafles auf [0, 1], wobei A die Boole’sche Algebra der endlichen
Vereinigungen von Intervallen in [0, 1] ist.

In diesem Fall nennt man A die Familie der Lebesgue-meBbaren und o(.A) die Familie der Borel
Teilmengen von [0, 1]. Man kann zeigen, daf es Lebesgue-mefibare Mengen gibt, die keine Borel
Mengen sind.

Allerdings gilt der folgende Satz, der zeigt, dal es “viele” Elemente von o(.A) gibt.

Mit A, s (resp. As,) bezeichnen wir die abzéhlbaren Durchschnitte (resp. Vereinigungen) von
Elementen in A, (resp. As). Klarerweise sind A, s und As, in 0(A) enthalten.

Achtung: Im allgemeinen ist A, s ungleich A;,! Sei zum Beispiel A die Familie der offenen
Intervalle in R. Dann ist Q € A;, aber man kann zeigen, dafl Q ¢ A, 5.
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Satz 1.8 Sei A eine Boole’sche Algebra mit einem o-additiven Maf p, das wir zu einem W -
Maf i auf A erweitern. Fir A € A gibt es Mengen Ay € As, und Ay € Ays, sodaff Ay C AC
Ay und [(Ar) = p(A) = fi(Az).

BEwEIS. Fiir jedes n € N gibt es
Af =) AP und A7 = ] A3",
k=1 =1
sodaB A" und A" Elemente von A sind,
AT C AC AY

und
F(AY) 2 i(A) —nY, Ji(Ag) < Ji(A) +n .

Dann erfiillen A; = J;2, A7 und Ay = (.2, A} die Bedingungen.

Nun zur Eindeutigkeit der Fortsetzung ji:

Satz 1.9 Die Fortsetzung i von A auf A ist eindeutig.

BEWEIS. Sei i ein o-additives Mafl auf A, i die oben konstruierte Fortsetzung auf A und 7 ein
o-additives Mafl auf A, das auf A mit u {ibereinstimmt. Wir miissen zeigen, daf i(B) = ji(B)
fiir alle B € A.

Wir sahen im vorhergehenden Beweis, daB es Elemente (A7), ren und (A5*), ren in A gibt,
sodaf fiir

A = O ﬁ AF und A, = ﬁ O AP
n=1k=1 n=1k=1

gilt
A1 € B C Ay und p(Ar) = fi(As).

Es gilt (A;) = (A;) und 7(As) = 11(Az) (warum ?) und daher (B) = fi(A4;) = p(B).
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2 Integrationstheorie

(2, A) sei ein Mafiraum. Eine Funktion z : Q@ — R heit mef3bar, falls fiir jedes a,b € R mit
a < b gilt:
{we Q:x(w) €a, b} € A

(Wir werden diese Menge auch mit {z €]a,b[} bezeichnen). Daraus folgt:

{z€la,00]} = (J{z€lan}eA
{r €] —o0,b[} € 1;
{z €[a,b]} = ﬂ{xe]a—%,b+%[}€¢4

neN

usw. Weiters: Falls U offen in R ist, dann ist {« € U} aus A (denn U = |J,, U,,, wobei die U,,’s
offene Intervalle sind. Es gilt dann {z € U} = |J,{z € U,}). Falls C abgeschlossen ist, dann
ist {reClaus A ({r e C}=Q\{z e R\ C}).

BEMERKUNG. Jede stetige Funktion auf [0, 1] ist Lebesgue-mefibar.

Satz 2.1 Fine Funktion x : 0 — R ist genau dann mefbar, wenn sie der punktweise Limes
einer Folge von mefSbaren Treppenfunktionen ist.

BEWEIS. <: Es gilt etwas allgemeiner: Sei (z,) eine Folge von mefibaren Funktionen, die
punktweise gegen x konvergieren. Dann ist x meflbar. Denn es gilt etwa

{z<at=U ﬂ{xm<a—%}EA.

n m>n
Sei umgekehrt x mefibar und setze

k-1 k
A, = r
k,n {l‘ S [ on ) on
B, = {x>n}
C, = {zr<—-n}.

[} (ke {-n2"+1,...,n2""})

Dann konvergiert x, punktweise gegen x, wobei

n2m

k—1
Tn = Z “Ton XAk +nXB, —NXC,
k=—n.2"+1

BEMERKUNG. Die Konstruktion oben ergibt sogar folgende Eigenschaften:
[. Falls z > 0, dann gilt: z, > 0 und =z, T x;

I1. Falls x beschrankt ist, dann konvergiert x,, gleichmdjfig gegen x;
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1. Sei 1 = max(z,0), = = max(—z,0). Dann gilt:

Das zeigt, dafl z genau dann meBbar ist, wenn 21 und 2~ mefibar sind. Es ist daher fiir
mefBbares x auch |x| = 21 4+ = meBbar.

IV. Die Menge S der meBbaren Funktionen bildet einen Verband, d.h. fiir mebares x,y
sind auch das Maximum z V y und das Minimum z A y mefibar.

V. Der Menge S der meBbaren Funktionen ist eine Algebra (d.h. z,y € Sund o, f € R =
ar + Py € S und z.y € §). Denn aus z,, — z, y, — y folgt:

az, + By, — ax + By,  TnYn — TY.

Integrale: Sei (€2, A, 1) ein W-Raum. Wir definieren stufenweise einen Integralbegriff fiir mef3-
bare Funktionen.
1. Treppenfunktionen: Sei x eine Treppenfunktion

T = Z lixa,
i=1

(A; disjunkte Teilmengen aus A4). Wir definieren

BE(z) = /dﬂ = Lp(4).
i=1
(E(z) heifit der Erwartungswert oder Integral von x). Es gilt trivialerweise:

E(x+y) = E(x)+E(y)
E(lz) = I[E(x) (Ie€R)
|E(z)] < E(lz])

r>0 = E(x)>0.

Definition 2.2 Sei (Q, A, u) ein W-Raum und bezeichne A die in §1 konstruierte p-Vervollstindi-
gung von A. Wir nennen eine Funktion x auf Q p-me8bar, wenn sie beziiglich A meflbar ist.

Wir wollen nun den Integralbegriff auf eine moglichst grofie Familie von Funktionen erweitern,
wobei die Formel E(lim,, . x,) = lim,_» F(z,) unter moglichst allgemeinen Voraussetzungen
gelten soll.

Hilfssatz 2.3 Sei (z,) eine Folge von p-mefbaren Treppenfunktionen, die punktweise und mo-
noton fallend gegen 0 konvergieren. Dann gult:

/xnd,u — 0.
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BEWEIS. Sei € > 0 und setze A, = {z, < 5}. Da {J, A, = Q, existiert N € N, soda8
w(Q\ Ay) < 5%, wobel K = max{xz(t) : t € Q}. Dann gilt:

2K
/azndu = / :cnd,u+/ Tnd
Q Q\A, n

< / :pldu+5§eﬁirn2N.
O\An, 2

2. Nicht-negative Funktionen: Eine p-mefibare Funktion z : Q — R™ heifit integrierbar,
falls { [ z,du} beschrinkt ist, wobei z,, die oben konstruierte Folge von mefibaren Treppen-
funktionen ist, die monoton gegen x konvergiert. Man definiert dann

E(x) = /xd,u = lim/xnd,u.

BEMERKUNG. Falls (y,,) eine zweite Folge von pu-mefbaren Treppenfunktionen ist, die monoton

gegen x konvergiert, dann gilt:
/ Yndpp — / wdp.

Dies folgt aus dem obigen Hilfssatz (Beweis!).

Aus der Bemerkung folgt, dafl es fiir die Integrierbarkeit von = geniigt, dafl irgendeine Folge
von g-mefibaren Treppenfunktionen (y,,) existiert, mit y,, T = und ([ y,du) beschrénkt.

3. Reelle Funktionen: Die y-mefibare Funktion x : Q@ — R heifit integrierbar, falls x* und
2~ integrierbar sind. Dann definiert man

B@) = [du= [wtdn~ [ dn

Allgemeiner: Falls z integrierbar und A mefbar, dann definieren wir [ ardy = [ xa.xdu.
Einfache Eigenschaften:

a) x integrierbar < x mefbar und |z| integrierbar. Es gilt dann: U xdu‘ < [ |z|dp;

b) z:Q — R, y:Q — RT selen g-mefibare Funktionen, wobei y integrierbar und |z| < y.
Dann ist x integrierbar.

¢) x,y integrierbar = x + y integrierbar und
E(x+y) = E(x)+ E(y).
Hilfssatz 2.4 Sei x : Q2 — R integrierbar. Dann gilt
/A:L’d,u—> 0 fir pn(A) —0

(d.h. fiir jedes € > 0 existiert ein 6 > 0, sodaf | [, xdp| < €, wenn pu(A) < (Ae A)).
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BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dafi das Ergebnis trivial ist, wenn z beschréinkt ist (denn

/xdu‘ < Ku(A),
A

wobei K = sup{|z(t)| : t € Q}). Fiir allgemeines  wéhlen wir eine mefibare Treppenfunktion
ymit 0 <y < |z|und [(Jz] —y)dp < €/2. Sei d > 0 so, daB [, ydu < ¢/2 falls p(A) < 6. Dann

gilt
/xd,u’ g/|x\d,u§/(|x\—y)du+/ydu§e.
A A A A

Satz 2.5 Satz iber monotone Konvergenz Sei (x,,) eine Folge von integrierbaren Funktionen,

sodafl x, | 0. Dann gilt:
/xnd,u — 0.

BEWEIS. Sei € > 0 und setze A, = {z, < €/2}. Es gilt: |J,, A, = Q. Wéhle 6, N so, daf

nA) <6 =

/ ridp < €/2 falls u(A) <6,
A
w(Ay) > 1—¢€¢/2und p(Ay) >1-4.

Fiir n > N gilt:

/xndu = / Tndp +/ Tpdp < / xidp + E,u(An) <.
Q\Ay, A Q\Ay 2
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3 Drei Konvergenzsitze

Wir beweisen jetzt drei wichtige Satze iiber die Integrale von konvergierenden Folgen von Funk-
tionen. Zunéchst ist es allerdings zweckméBig, den Begriff von Mefibarkeit bzw. Integrierbarkeit
wie folgt zu erweitern:

Falls 7 : Q — R, (= R;U{oo}) u-mefbar ist, d.h. der punktweise Limes einer steigenden Folge
von pi-mefbaren Treppenfunktionen, dann ist es sinnvoll, [ zdu zu definieren. Das Integral kann
natiirlich unendlich sein. Falls aber f xdpu < oo, dann sagen wir, daf§ = integrierbar ist. Es
gilt dann: x < oo f. ii., d.h. u(N) = 0, wobei N = {z = co}. Denn = > nyy fiir jedes n aus N
und daher [ zdp > nu(N). Wenn die linke Seite endlich ist, dann ist p(N) = 0.

Ahnlicherw_eise kann man die Begriffe von Mefibarkeit bzw. Integrierbarkeit fiir Funktionen mit
Werten in R_ (= R_U{—o00}) einfiihren. Es ist allerdings nicht sinnvoll, Funktionen, die sowohl
den Wert oo als auch —oo auf Mengen von positivem Mafl annehmen kénnen, zu betrachten.

Das Verhalten von Limiten gegeniiber Konvergenz von Funktionen kann man in den folgenden
drei Konvergenzsétzen zusammenfassen.

Satz 3.1 (Satz von Beppo-Levi.) Sei (z,) eine steigende Folge von p-meflbaren Funktionen
von Q nach R'. Dann ist = lim x, mefbar und es gilt

/xd,u = lim [ z,dpu.

Insbesondere: Falls lim,, f Tpdp < 00, dann ist fxd,u < oo und damit x fast iiberall endlich.

Satz 3.2 (Das Lemma von Fatou.) Sei (z,,) eine Folge von integrierbaren Funktionen von
Q nach Ry. Dann gilt:

liminf/xnd,u > /liminf(xn)d,u.

n—0o0 n—0o0

Satz 3.3 (Der Satz von Lebesgue iiber dominierte Konvergenz.) Sei (z,,) eine Folge
von p-mefbaren Funktionen, die punktweise gegen x konvergiert. Falls es ein y : Q0 — R gibt,
sodaf$ y integrierbar und |x,| <y fir jedes n € N, dann ist x integrierbar und

/ lim z,dy = /xd,u = lim [ z,dpu.
BEWEIS. von 3.1: Wihle fiir jedes n eine mefibare Treppenfunktion 0 <y, < z,, so, dafl
a) [yndp > [wndp— L
b) yn(t) = 2, (t) — + falls 2, (¢) < n.

Setze z, = max(yi,...,yn). Es gilt:

zp 1st mef3bar

zZ, T

lim / Zndp existiert und ist gleich lim / Tpdp.
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Falls lim,,_, f rpdp < oo dann gilt das gleiche fiir lim,, f zZndp. Daher ist in diesem Fall x
integrierbar und

n—oo n—oo

/:cdu = lim [ z,dpu= lim [ z,dp.

BEWEIS. von 3.2: Die Behauptung besagt, daB, falls liminf, .. [ z,dp endlich ist, dann ist
liminf, .. z, integrierbar und es gilt

/lim inf x,dp < lim inf/xndu.

n—oo n—oo

Falls die rechte Seite 400 ist, ist die Ungleichung zwar noch immer richtig. Sie beinhaltet dann
allerdings nur die triviale Tatsache, daf§ die linke Seite < 400 ist.

Wir bringen jetzt den Beweis: Sei vy, = inf,,>, zm, sodal (y,) eine aufsteigende Folge von
integrierbaren R -wertigen Funktionen ist. Es gilt:

lim y, = sup y, = liminf x,,.
n—oo neN n—oo

Da y, <z, fiir jedes m > n, erhalten wir fiir jedes n € N

/ynd,u < ir;f /xmd,u < liminf/xmd,u.

Daher ergibt der Satz von Beppo-Levi (3.1),

/(liminfxn)d,u = /lim Yndpt

= lim [ y,dp

n—oo

< liminf/xmd,u.

m—00

Die folgende Umformulierung von 3.2 ist auch oft niitzlich:

Satz 3.4 Sei (z,) eine Folge von integrierbaren Funktionen von Q nach R_. Dann gilt:

limsup/xndu < /limsupxnd,u.

n—0o0 n—0o0

limsup/xndu = — (liminf/(—xn)du)

< —< / liminf(—xn)d,u> (wegen 1I)

BEWEIS.

n—0o0

= / lim sup x,,dp.

n—oo
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BEWEIS. von 3.3: Im Gegensatz zum Satz von Beppo-Levi benttigt man hier keine Monotonie
und im Gegensatz zum Lemma von Fatou bekommen wir eine Gleichung und nicht blof3 eine
Ungleichung. Dafiir muf man allerdings einen Preis zahlen, ndmlich die Annahme, daf die Folge
(x,) im Betrag durch eine integrierbare Funktion y dominiert ist.

Wir werden folgende Tatsachen beweisen. Sei (x,,) eine Folge von mefibaren Funktionen und
y > 0 integrierbar, sodafl |z,| < y fiir alle n € N. Dann gilt:

a) [liminf, . z,dp < liminf, o [ z,du;
b) limsup,,_,. [ z,dp < [limsup,_ . z.du;

¢) wenn dariiberhinaus (x,) fast iiberall gegen die Funktion x konvergiert (d.h. es existiert
eine Nullmenge N C €, sodaBl x,(t) — z(t) fir t € 2\ N), dann gilt

lim [ z,du :/ lim z,du = /xd,u.

n—oo n—oo

Zum Beweis von a) wenden wir das Lemma von Fatou (3.2) auf die Folge von R, -wertigen
integrierbaren Funktionen (z,, + y)5>; an.
Fiir b) wenden wir die Reformulierung 3.4 auf die Folge (z,, — )32, an.

c)

/ lim z,dp = /liminfxnd,u

< liminf/a:ndu (wegen a))

n—oo

< limsup/ Tpdp

n—oo

< / lim sup z,,dp (wegen b))

= /lim TpdfL.

Daraus folgt, daB der Limes von ([ x,du) existiert und gleich [ lim, oo 2, dp ist.
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4 Konvergenz von meflbaren Funktionen

Fiir Folgen (z,) von p-mefibaren Funktionen auf einem W-Raum (€2, A, 1) gibt es verschiedene
natiirliche Konvergenzbegriffe.

I. Konvergenz im Maf: (z,) ist Cauchy im Maf, falls fir jedes € > 0 ein N € N existiert,
sodaf fiir m,n > N gilt:
pl|em — x| > €} <e.

(x,) konvergiert gegen z im MaB, falls fiir jedes € > 0 ein N € N existiert, sodaB fir n > N

pflx, — x| > €} <e.

II. Fast iiberall Konvergenz: z, — z fast iiberall (f.ii), falls eine Menge N mit pu(N) =0
existiert, sodafl
zp(t) — x(t) (t€ Q\N).

Eine fast {iberall Cauchy Folge wird &hnlich definiert.
III. Fast gleichméifBlige Konvergenz: Die Folge (z,) konvergiert fast gleichméfig gegen x,
falls fiir jedes € > 0 eine Teilmenge €, von Q mit p(£2.) > 1 — € existiert, sodafl auf Q. =z,

gleichméfig gegen x konvergiert. Der Begriff einer fast gleichméfiigen Cauchy-Folge wird &hnlich
definiert.

Es ist leicht einzusehen, dafl die folgenden Beziehungen gelten:

r, — 2z im MaB = (z,,) Cauchy im Ma$;

x, — o fast gleichméBig = (z,,) fast gleichméBig Cauchy;
r, — x fast gleichméfig = z, — x f.ii.;

x, — x fast gleichméfBig = x,, — x im Ma8f.

Weniger trivial sind die folgenden Tatsachen:

Satz 4.1 (von EGOROFF): Fulls x, — z f.i. dann gilt x,, — x fast gleichmdf$ig (und daher
im Mafs).

BEWEIS. Fiir n,m € N, setze
L.
Ay ={t:|zg — x| < = fiir k > m}.
n

Fiir jedes n gilt {J,, A, = Q. Daher existiert m,, mit

€
Ay ) >1— —.
A, n) 21 = o

Sei B =, Am,n- Es gilt: u(B) > 1 — € und z,, — z gleichméfig auf B.

Satz 4.2 Sei (z,,) Cauchy im Maf. Dann existiert eine Teilfolge (x,, ), die fast iberall konver-
giert. Falls © der entsprechende Limes ist, dann g¢ilt x,, — x im Maf.
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BEWEIS. Sei € > 0. Zunéchst zeigen wir, daf eine Teilfolge (x,,, ) existiert, soda$ (x,, ) gleichméBig
auf einer Menge A konvergiert, wobei p(A) > 1 — e. Denn nach der Definition existiert eine

Folge (Ax) von mefibaren Mengen mit 1(Ag) > 1 — 57 und eine Teilfolge z,,, so, da8

|xnk T Tl S

auf Aj. Dann gilt: (z,,) ist gleichméBig Cauchy auf A = (), Ay und pu(A) > 1 — €. Um den
Beweis zu beenden, verwenden wir das Diagonalverfahren. Das heifit, wir konstruieren eine
Folge &), = (2%)2°, von Folgen, sodafl &} eine Teilfolge von Xj_; ist (fiir jedes k) und (z%),
konvergiert auf einer Menge Ay mit p(Ag) > 1 — 5. Dann erfiillt die Diagonalfolge (27) die
gewiinschte Bedingung.

Zusammenfassend: Eine Folge (z,) von mefibaren Funktionen konvergiert genau dann f.i.
punktweise, wenn sie fast gleichméfig konvergiert. Sie konvergiert dann im Maf. Falls sie im
Maf3 konvergiert, existiert eine Teilfolge, die fast iiberall und daher fast gleichméfig konvergiert.

An dieser Stelle sollte man als Ubungsaufgabe beweisen: Eine Riemann-integrierbare Funktion
auf [0, 1] ist Lebesgue-integrierbar und die Integrale stimmen iiberein (vergleiche Anhang).

BEISPIEL. Die folgende Folge konvergiert im Mafl gegen 0, nicht aber fast iiberall: Fiir n € N
und 1 < k < 2" sei I, das Intervall [(k—1)/2", k/2"] und X, sei die Indikator-Funktion von
I, .- Wir numerieren jetzt die Doppelfolge ((xnx)7-1)22; in eine Folge (x;):°; durch: z; = xpk,
wenn 7 die (eindeutige) Form 2" + k — 2 hat, wobei k,n € N und 1 < k < 2",

Klarerweise ist x, ; nur auf einer Menge vom Mafl 27" ungleich 0, woraus die Konvergenz von
(x;)22, im MafB gegen 0 folgt. Andererseits gilt fiir jedes ¢ € [0, 1] limsup,_, ., x;(t) = 1.
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5 Allgemeinere Maflbegriffe

Bis jetzt haben wir nur W-Mafle betrachtet. Wir erwédhnen kurz zwei natiirliche Verallgemei-
nerungen. Sei A eine o-Algebra von Teilmengen einer Menge €.

Definition 5.1 o-endliche, positive Mafle. Das sind Abbildungen p : A — Rt U {00},
sodafs

a) u(0) =0;
b) w(lU, An) =3 07 1(A,) ((A,) eine disjunkte Folge mefbarer Mengen);
c) es existiert eine Folge (Cy,) aus A mit u(C,) < oo fir jedes n, sodaff Q@ =, C,.

Falls u(2) < oo (woraus folgt, dafs n(A) < oo fir jedes A € A), dann heifit ;n endlich.
Das Beispiel ist Lebesgue-Maf$ auf R. Hier

Q = R
A = {ACR: AN[—n,n| ist L-mefbar fir jedes n}
u(A) = lim p([=n,n]NA).

(Wir verwenden die naheliegende Verallgemeinerung des Lebesque-Mafes auf [—n,n]).

Definition 5.2 Signierte Mafle: Das sind Abbildungen p: A — R, sodafs
a) p(0) = 0;
b) p(U,—y An) =D 02 1(Arn) ((A) eine disjunkte Folge aus A).

BEISPIEL. Sei z eine integrierbare Funktion auf [0, 1]. Dann ist die auf den L-mefibaren Mengen
A definierte Abbildung
v:A— / xdp
A

ein signiertes Mafl auf [0, 1] (Beweis!). Wir sagen dann, dal v das Maf3 mit der Dichte z
bzgl. des Lebesgue-Mafles [ ist.

Satz 5.3 (HAHN-JORDAN Zerlegung). Sei A eine o-Algebra und p : A — R ein si-
gniertes Majf$. Dann existieren disjunkte, mefbare Mengen €2, und )_, sodafs

CL) Q+ uUQ_ = Q;
b) w(A) >0, falls A CQy;
c) u(A) <0, falls ACQ_.
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BEWEISSKIZZE. Zunichst ist die Zahl
| =inf{u(B): B e A}

endlich. (Denn sonst kann man beweisen, daf} eine disjunkte Folge (D,,) aus A existiert, mit
> u(D,) = —oo. Dies ist unmoglich).
Wiéhle nun C,, aus A mit u(C),) <1+ 27". Dann gilt:

wCrUCpi1) = p(Cr) + p(Crs) = p(Cr N Crigr)
< Il 27 -
= I+27"+271

Ahnlich zeigt man, daf

< I427 g2
< [+ 270D,

Sei D,, = C,UCyhy1U.... Dannist u(D,) <1+27"D Setze Q_ = N, D, bzw. O, = Q\ Q_.
Sie haben die gewiinschten Eigenschaften, da pu(Q2_) = 1.
Existierte etwa A C Q0 mit u(A) = § < 0, so wiirde gelten

pw(Q_UA) =1+6<.

Widerspruch!

NOTATION. Man schreibt p* bzw. p~ fiir die Mafle
A= u(ANQy) bzw. A — —u(ANQ-).

Dann gilt: g = p* —p~, ut >0, p= > 0. Man definiert dann den Absolutbetrag |u| von
wie folgt: |u| = p™ + .
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6 Der Radon-Nikodym Satz

Sei (€2, A, i) ein W-Raum. Das signierte Maf v : A — R heifit absolut stetig bzgl. y, falls fiir
jedes € > 0 ein § > 0 existiert, sodafl |v(A)| <€, wenn p(A) <. Z.B. ist dies der Fall, wenn v
eine Dichte bzgl. p hat. Die Umgekehrung gilt auch:

Satz 6.1 Satz (Radon-Nikodym) Sei (2, A, ) ein W-Raum und v : A — R ein signiertes
Mayj$, das absolut stetig beztiglich p ist. Dann gibt es eine integrierbare Funktion x : Q0 — R,
sodafl dv = xdpu, d.h. fir jedes A € A gilt:

V(A) = /A wdp.

BEWEIS. Unter Verwendung der Hahn-Jordan-Zerlegung kénnen wir annehmen, dafl v > 0
(warum?). Setze

M = {:E:Q—>R+:xistmeﬁbarund/xdugl/(A) fir A e A}
A

K = sup{/a:d,u:xEM}.

Wihle eine Folge (z,) aus M mit
/ Tpdp — K.

O.B.d.A. (warum?) kann man annehmen, daf x,, steigend ist. zy := limx,, ist aus M und es

gilt:
/xod,u =K.

Sei v das Mafl mit Dichte (x) und setze v, = v — ;. Wir behaupten, da8 v, gleich 0 ist, womit
alles bewiesen sein wird.

Klarerweise ist v > v > 0. Wenn v, also nicht identisch gleich 0 wire, so wére 15(£2) = a > 0.
Betrachten wir die Hahn-Jordan Zerlegung von vy — (a/2)u: Wir erhalten Mengen Q. und
Q_ CQ, sodaf fiir alle A C Q

(2 = (@/2)p)(A) = 0
d.h.
na(A) > (/2).u(A)
und fiir A € Q_
() < (/2).u(A).
Wir bemerken, dafl wegen v5(2_) < (a/2)u(Q2-) < a/2 gilt:
() > a2

und daher wegen der Voraussetzung der absoluten Stetigkeit von v auch p(€2y) > 0 gilt.
Die Funktion @1 = 29 + (a/2).xq, ist daher ein Element von M (warum?) und

/xld,u =K+ (a/2).u4(Q24) > K,

wodurch wir einen Widerspruch erhalten.
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BEMERKUNG. In diesem Beweis haben wir die absolute Stetigkeit von v bzgl. p nur in der Form
verwendet, dafl v(A) > 0 impliziert, dal auch pu(A) > 0.

Zusammenfassend also: Fiir einen W-Raum (€2, A, ;1) und ein signiertes Mafl v : 4 — R sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. v ist absolut stetig beziiglich p.

2. Fir A € A, u(A) = 0 impliziert v(A) = 0.

3. Es gibt eine integrierbare Funktion z : Q@ — R, soda8 fir A € A v(A) = [, zdpu.
BEMERKUNG. Wir skizzieren eine zweite, konstruktivere Methode, um die Dichte eines absolut
stetigen Mafles zu bestimmen. Wir nehmen an, daf§ das Maf$ nicht-negativ ist.

Fiir n € N findet man (mit Hilfe der Hahn-Jordan Zerlegung) eine Familie Ay, ..., Agn, (von
disjunkten, mefibaren Mengen), sodaf3

|
=
A

k+1
Vg%,uaquk (0<k<2'n—1),
np > v auf Agny,.

Sei x,, die Funktion
2"n—1

Z 2_nXAk + X Agn,,-
k=0

Dann steigt die Folge (z,) und der Grenzwert ist eine Dichte fir v.
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7 Produktriume—Der Satz von Fubini

Seien (€21, Ay, i11), (Q2, Az, o) W-Raume. Auf dem Produktraum betrachten wir die o-Algebra
A1 ® Ay, die von der Familie R der Rechtecke, i.e. der Mengen der Gestalt

{Al X AQ : A1 € Al,AQ € ./42}
erzeugt wird. Diese Familie R bildet eine Boole’sche Halbalgebra und die Abbildung
Ay X Ag = i (Ar)pa(Az)

erfiillt die Bedingungen des Erweiterungssatzes (§2) (Beweis!). Es existiert daher ein eindeutig
bestimmtes W-Maf} p; ® s auf A; ® A,, sodal

1 @ pa(Ar X Az) = pun(Ar)pa(Az) (A1 € Ay, Az € Ay)

1 ® pe ist das Produkt von p; und pe. Vollig analog definiert man Produkte von signierten
Mafl bzw. o-endlichen Maflen. (In letzterem Fall betrachtet man die Familie Ry der Produkte
von Mengen mit endlichem Maf.)

Hilfssatz 7.1 Seien (0, A1, 1), (22, Az, o) W-Rdume und A € Ay ® Ay. Setze

Ay = {y:(z,y) € A} (x € )
A, = {z:(x,y) € A} (y € Qo).

Dann gilt: A, und A, sind mefbar und die Funktionen

Y

7 1a(Ay) baw, y s g (A,)

p1- (bzw. po-) meflbar und daher integrierbar. Auferdem gilt
1 @ pa(A) = //«Q(Ax)d/h(x) = /M(Ay)d/@(y)-

BEWEIS. Bezeichnen wir mit R die Boole’sche Halbalgebra der Rechtecke A; x As, mit FR die
Boole’sche Algebra der endlichen Vereinigungen von Rechtecken und mit M die Familie aller
Teilmengen von €2y x {2y, die die angegebenen Bedingungen erfiillen.
Man verifiziert, dal FR C M und dafl M abgeschlossen ist unter abzdhlbaren Vereinigungen
und Durchschnitten. Daher enthélt M auch FR, s und FRs,. Nun schlieft man (dhnlich wie
in den beiden letzten Sétzen von Kapitel 1), dal M A; ® Ay enthilt.

]

Satz 7.2 (FUBINI): Seien p, o wie oben.
1. Falls h : 4y x Qo — R -mefbar ist, dann sind auch h, und h, mefbar und es gilt

/hdm@uz = /(/ hxdm(y)) dp () *
= /(/ hydm(w)) dpa(y),

wobei h, die Funktion y — h(x,y) (x € ), hy, die Funktion x — h(z,y) (y € Q2) ist.
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2. Ist h: Qq x Q9 — R integrierbar, so auch h, bzw. hy, und es gilt ebenfalls Formel (*).

3. Falls h : Q1 x Q9 — R mefbar und

[ ([ tradustonan o)) < .

dann ist h integrierbar und es gilt wiederum Formel (*).

BeEwEIs. Wir beweisen 1. (2. und 3. folgen leicht daraus): Sei A" eine Folge von mefbaren
Treppenfunktionen auf €2, x €1y, die punktweise gegen h konvergieren. Dann konvergiert A7
gegen h, bzw. hy gegen h,. Daher sind h, und h, mefibar. Nach dem obigen Hilfssatz und der
Linearitdt des Integrals folgt

/h"d(m@/m) = /(/ thm(y)) dpa ()
= [ ([ ) o

Nach Beppo-Levi gilt das gleiche fiir h, h, und h,,.
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8 Metrische Riaume

Definition 8.1 Fin metrischer Raum ist eine Menge X mit einer Metrik d, d.h. eine Ab-
bildung d : X x X — R™, wobei

dzy) = 0ez=y (z,yeX)
z,y) = dy,z) (z,y€X)
d(z,z) < dz,y)+dly,2) (29,2 €X).
Mt Hilfe der Metrik definiert man folgende Begriffe:

Konvergenz: x,, konvergiert gegen x, falls d(x,x,) — 0;

Stetigkeit: f: (X, d) — (Y, dy) ist stetig, wenn x, — = f(z,) — f(x);
Offenheit: U C X st offen: < N,cp Veso U, €) € U, wobei U(x,€) :={y € X :
d(z,y) < €}.

Abgeschlossenheit: ' C X ist abgeschlossen: < X \ F' ist offen.

e>0

BEISPIEL. Sei F' abgeschlossen, (x,,)%2; eine Folge in F', die gegen z( konvergiert. Dann gilt
Xo € F.

BEISPIELE.
I. (R",dy): dy ist die euklidische Metrik
d2(xa y) = \/(& - 771)2 T (fn - 77n)27

wobei z = (&1,...,&,) und y = (1, .., Mn)-

II. (R",dy): dy ist die Supremum-Metrik

1. (R",d;) (die ¢'-Metrik):
di(,y) =Y 1& = mil-
i=1

Ubungsaufgabe: Fiir n € N gibt es Konstante c¢1, ¢, ¢5 € R, soda8 fiir alle z,y € R®

doo<x7y) S dQ(xay) S Cld00<x7y)
dg(ﬂf, S dl(ﬂj,y) S 02d2<$7y>
doo( ) S dl(xay) S C3dw($7y)

Bestimme die bestméglichen Konstanten ¢y, ¢o, c3. Folgere, dafl dy, ds, d,, diesselben Begriffe
von Konvergenz, Stetigkeit etc. auf R"™ induzieren.



8 METRISCHE RAUME 26

IV. Auf C([0,1]), dem Raum der stetigen Funktionen auf [0, 1], definieren wir drei Metriken:

) do(, ) = \/ / (a(t) — y(1))2dt

b) 0y (. ) = / 2(t) — y(t)|dt

c) dw@w%=ggﬁd0—Mﬂk

Ubungsaufgabe: Zeige, daB d..(x,y) > do(z,y) > dyi(z,y) fir z,y € C[0,1].

BEISPIEL. Gib ein Beispiel einer Folge (,,)5%, in C]0, 1], die beziiglich dy nach 0 konvergiert
aber nicht beziiglich d.

BEISPIEL. Gib auch ein Beispiel einer Folge (z,,)%; in C[0, 1], die beziiglich d; nach 0 konver-
giert aber nicht beziiglich d,.

Definition 8.2 Fine Folge in (X, d) heiffit Cauchy-Folge, falls

/\ \/ /\ d(Tp, x,) < €

e>0 NeN mmn>N

Der metrische Raum (X, d) ist vollstandig, falls jede Cauchy-Folge konvergiert.

BEISPIEL. Q bzw. |0, 1] sind nicht vollstéandig. (C([0, 1]), dw) ist vollstéandig. C([0, 1])) ist nicht
vollstédndig bezgl. der Metrik d;, ebensowenig (C([0, 1]), d2). Abgeschlossene Teilmengen von R™
sind vollstéandig (bzgl. dy,ds und d).

Satz 8.3 Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum. (A,)3, eine Folge von nicht-leeren
abgeschlossenen Teilmengen, sodaf

(1) Ay C A, fiir allen € N.

(2) diam (A,) — 0 wobei diam (A,,) = sup{d(x,y) : x,y € A,}. Dann existiert genau ein
Punkt x in (,—, An.

BewEIs. Wiébhle eine Folge (z,)%2; mit z,, € A,. Wir zeigen, daf (x,,) Cauchy ist. Sei € > 0 und
wéhle N so, daf diam (Ay) < e. Fiir m,n > N gilt z,,, z, € Ay. Daher gilt: d(z,, x,) < €. Da
(X, d) vollsténdig ist, existiert z mit x, — x. Es gilt dann: « € (_, A,,. Denn das Endstiick
(Tm)m>n liegt in A,, und damit auch z, da A, abgeschlossen ist. Auflerdem gilt: vy # + =
Y & (nen Am- Denn sei € = d(z,y) > 0. Es gibt N € N mit diam (Ay) < 5. Daraus folgt:
y ¢ Ax.
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Satz 8.4 (Banach’scher Fixpunktsatz) Sei f eine Kontraktion auf einem wvollstindigen
nicht-leeren metrischen Raum X, d.h.

\/ A dif@), ) < pd(z,y).

0<p<l z,yeX
Wihle zo € X und sei (x,)5, die Iterationsfolge xg,x1,Zs,..., wobei x; = f(xg), o =
f(z1),... xnt1 = f(xn). Dann gilt: (x,)32, konvergiert gegen einen Punkt x und x ist Fix-

punkt von f, d.h. f(zx) =

BEWEIS. Wir zeigen, dafl (x,) eine Cauchy-Folge ist. Es gilt:
d(@ni1,00) = d(f(zn), (f(Tn-1))

pd<xn7xn71>
PPAd(Tp_1, Tpn) < -+ < pld(xy, 30).

IA A

Daraus folgt:

d(@nap, Tn) < A Tnip, Tnap-1) T ATsp-1, Tnip-2) + -+ + d(Tps1, Tn)
< (anrpfl 4 pn+p72 S pn)d<l’1,l’0)
< - pd(llfhll?o)-
Fir m = n gilt d(wm, 2,) < {5d(x1, 70). Da X vollsténdig ist, existiert z € X mit z, — x. f
ist Fixpunkt, da f(z) = lim ( n) = hm Tyl = .

BEMERKUNG. Es gilt sogar: x ist der einzige Fixpunkt von f. Denn sei y ein zweiter Fixpunkt.
Es gilt:

d(z,y) = d(f(x), f(y)) < pd(z,y).
Das impliziert d(x,y) =0, weil p< 1.

Wir beenden dieses Kapitel mit einer Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes auf Inte-
gralgleichungen. Wir betrachten die (nichtlineare) Gleichung:

s) = l/o K(s,t,x(t))dt + y(s),

wobei K ein geeigneter stetiger Kern ist, A ein Parameter. Das bedeutet: wir suchen einen
Fixpunkt des Operators

fioe (s = z/ol K(s,t,x(t))dt+y(s))
auf C[0, 1]

Frage: Ist f kontraktiv beziiglich der Metrik d..?

doo(f(21), f(22)) = sup

s€[0,1]

l/ (K(s,t,x1(t)) — K(s,t,@(t)))dt'

< |I] sup / |K(s,t,71(t)) — K(s,t, 12(t))|dt.

s€[0,1]
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Eine geeignete Bedingung dafiir wére: K ist Lipschitz-stetig beziiglich der letzten Koordinate,
d.h.
\/ /\ |K($7tau) - K(S,t,'l}” < M|u - U|.

M>0 s,t,u,v

Damit folgt:

doo(f (1), f(22))

IN

1M / j21(t) — za(t) dt

< |l - M - sup |zi(t) — x(t)].
te(0,1]

f ist also eine Kontraktion, falls

1
=1l|.M <1 dh. |l|<-—.
p =M < <~

Ist die Bedingung erfiillt, so gibt es einen Fixpunkt, der mit Iteration ermittelt werden kann,
d.h. die Losung ist Grenzwert der Iterationsfolge

Tntr1(s) = l/o K(s,t,x,(t))dt + y(s)

(2o willkiirlich).
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9 Normierte Raiume—Banachriume—stetige lineare Ab-
bildungen

Definition 9.1 Fine Norm auf einem Vektorraum E ist eine Abbildung
Il:E—RT,
sodaf
(1) |z|| =0 2=0 (x € E)
(2) lle+yll < llzll + llyll (z,y € E)

(3) Wl = [U] - [l=ll @ € R,z € E).

BEISPIELE.

R":||z|; := Z|£Z| (¢*-Norm)
i=1

[zl = <Z|£z‘2> (EQ—Norm)
i=1

[#]loe == sup|&| (£7-Norm)
C10,1] : ||z]|oo := sup |z(t)] (Supremum-Norm)
t€[0,1]
k . .: (4)
0.1 felle = ma 49
1
C0,1] : ||z]y = |z(t)|dt (L'-Norm)
0
1 3
C0,1] : ||z]]s = ( |x(t)|2dt> (L*-Norm)
0

Falls (E, || - ||) ein normierter Raum ist, dann ist die Abbildung
dyy: (2, y) = [le =yl
eine Metrik auf . Bj.| bezeichnet die Einheitskugel von (E, || - ||), d.h.
Biy={r € E:|lz|| <1}.

Zwei Normen heiflen dquivalent, falls die entsprechenden konvergierenden Folgen iibereinstim-
men, (d.h. Id : (E,[-]1) — (E,| - ]||2) ist ein Homdomorphismus). Es gilt: Zwei Normen sind
genau dann dquivalent, wenn m, M > 0 existieren, sodafl

mllzlly < [zl < Mijzlly (2 € E).
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BEWEIS. «<: Es existiere m, M wie oben. Dann gilt:

mo—windy, = N\\/ /\Hﬂfn—ﬂf|!1<—

e0 NeNn>N

= /\ |27 — || < €= 2, — 2 ind.,.
n>N

Analog gilt: z, — x in d)., = z, — 2 in d.,.

=: BEs gelte z, -l 2 & 2, -l 2. Dann gilt: Id : (E,d,) — (E,d},) ist stetig. By,
ist Umgebung von 0 (fiir dj,), also Id "' (By,) = Bj.|, enthélt eine Menge der Gestalt 6.5,
Daraus folgt: ||z|y < § = |[|z]]2 < 1. In dhnlicher Weise existiert € > 0, sodafl ||z]s < € =
|||y < 1. Daher gilt:

1
ellzlly < llzllz < Sy

BEISPIEL. In R™ sind || - ||1, || - [|]2 und || - || &quivalent.

Sei || - || eine Norm auf E. By, ist konvex und ausgeglichen (das heifit z € By, [I| < 1 =
lz € By). Eine konvexe, ausgeglichene Menge nennen wir absolut-konvex. Aufierdem ist B
absorbierend, d.h. fiir jedes x € E existiert p > 0, sodal x € pBy.

Sei dagegen B eine absolut-konvexe, absorbierende Menge, die keinen nicht-trivialen Teilraum

enthélt. Dann ist die Funktion || - || : z — inf{l > 0 : = € (B} eine Norm auf E — das
Minkowski-Funktional von B.
Zum Beispiel ist || - ||« das Minkowski-Funktional von

{xER"‘ sup \§1\<1}

Allgemeiner definieren wir die /P-Normen auf R". Sei 1 <p < oo. |||, : 2 — i, \§Z|p)% ist
eine Norm auf R".
BEMERKUNG. || - ||, ist das Minkowski-Funktional von
i=1
Diese Menge ist konvex (Ubung) und damit ist || ||, eine Norm. (Wir werden unten einen

zweiten Beweis bringen).

BEISPIEL. Fiir 0 < p < 1 kann man analog die Funktion || - ||, : z — (3.1, |§Z|p)% auf R"
definieren. Warum ist diese Funktion (fiir n > 2) keine Norm? Skizziere die Menge {z € R? :
lll, < 1}.

BEISPIEL. Seien 1 < p,q < oo und 21 + L =1 (wobei = = 0). Beweise die Holder’sche
Ungleichung

(zly) = Zfzm < [lllp-lylly-

Fiir p = 2 nennt man dies die Cauchy—Schwarz—Unglemhung.
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Wir zeigen nun, daf fir 1 <p < oo, || - ||, eine Norm auf R" definiert. Wir kénnen annehmen,
daB 1 < p < oo und wahlen 1 < ¢ < oo so, daB % + % = 1. Aufgrund der Hélder’schen
Ungleichung gilt

[/l = sup{|(z]y)] : llyllq < 1}.
Wir zeigen, daf§ Gleichheit gilt, d.h.

], = sup{|(=|y)| : ylly < 1}
Sei zunéchst ||z||, = 1. Wihle y wie folgt:

n = |§i|”_1 (wenn &; > 0)

N = —|£Z-|p*1 (wenn &; < 0).

Fiir dieses y gilt

Iyl => " 1gl® D =>"jgP =1
und (z|y) = 1. Damit gilt: Falls ||z||, = 1, dann existiert ein y € R" mit ||y|l, = 1 und (z|y) =
Bs gilt: ||z]l, = sup{[(z[y)] - llyllq = 1},

1l

1 = ||z||,. Fur ||z||, # 1 ersetzt man x durch z =
x
p p

lzllp = sup{[(z[y)] - lylly < 1}

(d.h. die Holder’sche Ungleichung ist scharf). Aus dieser Bezichung folgt die Dreiecksgleichung
fiir ||z||,. Denn

T

]l

oder

lz+yly = sw {l@+yl2)l}
< sup {|(#]2)] +[(y[2)]}

J2lla<1
< [zl + ol

Ab jetzt schreiben wir (2 fiir den normierten Raum (R™, || - ||,).

Ein normierter Raum (£, || - ||) ist ein Banachraum, falls (£, d).|) vollstandig ist. (D.h.: jede
Cauchy-Folge konvergiert beziiglich der Metrik dj.;).

BEISPIELE. Die Riume ¢, (2, (°° sind vollstindig—also Banachriume.

n’ “n’ n

BEWEIS. Sei (x,,) eine Cauchy-Folge in £, z,, = (£}, ..., & ). Dann gilt: fiir jedes € > 0 existiert
N € N, sodafl
max |&F — €' <e (k,n €N, k,n> N).

Daraus folgt: die Folge (£'),, ist Cauchy in R und daher konvergent fiir jedes i. Sei & = lim,, £,
x = (§). Es gilt:
max [§; —§'[<e (n=N)

d.h. (z,) konvergiert gegen z.
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In der Tat gilt die Aussage (die wir hier nicht beweisen): Jedes Paar von Normen auf R"
ist dquivalent. Daher ist die Frage der Vollstindigkeit erst fiir unendlich-dimensionale Rdume
interessant. Wir werden die sogenannten ¢(P-R&ume untersuchen.

Definition 9.2 * (1 < p < 0o) besteht aus allen Folgen x = (&,)nen in RN, sodafs

DLl < oo
Auf P definieren wir die Abbildung

-l = O L)

0 bezeichnet die Menge aller beschrdnkten Folgen mit

[#]loe = sup [&-

co bezeichnet die Menge aller Folgen x = (&,)nen, die gegen 0 konvergieren. Auf ¢y definieren
wir die von £*° induzierte Norm

[£]loe = sup [&.
Wir zeigen, daf§ ¢ fir 1 < p < oo und ¢y Vektorrdume sind und daf || - ||, eine Norm ist.
Dazu verwenden wir die folgende Charakterisierung von (P-Folgen. Sei x = (&) und setze
P,z =(&,...,£,,0,0,...). Dann gilt:
r el & es existiert K > 0, sodafl
| Pox]l, < K (neN).

In diesem Fall gilt: ||z, = lim, ||P.z||,-

Daraus sieht man leicht, da} die Summe von zwei ¢P-Folgen wieder eine ¢P-Folge ist. Da die
Dreiecksungleichung fiir jedes || P,x||, gilt, so gilt sie fiir den Grenzwert, d.h. die Norm auf ¢*.

Es ist klar, daf jede Folge in /7 (1 < p < o0) eine Nullfolge ist und daher in ¢*° liegt. In der
Tat gilt:

Satz 9.3 Fliirp < py gilt (7 C (P,

BEWEIS. Wir zeigen: Aus > [€,[P < 1 folgt > |£,|P* < 1. Dies ist aber offensichtlich. Denn aus
STIEnP < 1 folgt |€,]P < 1 (und daher [,[P > |&,[PY) fir jedes n.

]
Umgekehrt liegt die Folge (n_%)neN in /', aber nicht in /7 d.h. die zwei Rdume sind verschieden.

Satz 9.4 (¢7,| - ||,) ist ein Banachraum fir 1 <p < co.

BEWEIS. Sei 1 < p < oo und (x,,)22; eine Cauchy-Folge in ¢7. D.h.
ANV A dlg-gr<e=
e0 NeN mn>N  k

Fiir festes k gilt dann

& =&l <e  (mn=N).

Daher gibt es eine Zahl &, sodafl £ — &. Lassen wir m — oo in (*), so sehen wir, daf§
|z — x,||, < e fiir n > N. Daraus folgt: z € ¢* und x,, — x in ¢*.
Fiir p = oo ist der Beweis dhnlich.
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BEISPIELE. (¢!, ]| - ||2) ist nicht vollstéindig. Allgemeiner gilt fiir 1 < p < ¢ < oo, dafi (¢, ]| - ||,)
nicht vollsténdig ist.

Eine Abbildung 7' : F — F zwischen normierten Réumen heifit linear, falls T'(lx + py) =
IT(x) + uT'(y). Sie heifit stetig, falls z, — x in E impliziert T'(z,) — T'(x). Stetigkeit kann
folgendermaflen charakterisiert werden:

Satz 9.5 Sei T eine lineare Abbildung von E in F' (wobei E und F normierte Riume sind).
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) T ist stetig;
b) T ist im Punkt 0 stetig;
c) T ist Lipschitz-stetig;

d) T ist beschrinkt, d.h. es existiert K > 0, sodaf ||Tz|| < K||z]|.

BEWEIS. Wir beweisen b) — d) (die anderen Implikationen sind trivial). U = {y : [|y|| < 1}
ist eine Nullumgebung in F'. Daher gibt es ein € > 0, sodaBl ||Tz|| < 1, falls ||z|| < e. Dann gilt
|Tz|| < jz| (z € E). Denn ||Z|| < €, wobei ||Z]| = (o7 Daher gilt |T2]] <1dh |Tz| < ||z

"

Wir definieren fiir eine stetige lineare Abbildung:
[T} = inf{K >0 [ Tz]| < K]}

Es ist leicht zu sehen, daf§ L(E, F'), der Raum der stetigen linearen Abbildungen von E nach

F| ein Vektorraum ist und daB || - || eine Norm darauf ist. Wenn E = F, schreiben wir auch
L(E) tir L(E, E).
Es gilt:
1T = sup{||T]| - fJ=f} < 1}
— sup{|Tz] : Jl2] = 1}
T
sup{% cx e E\{0}}.

BEISPIELE. L(E, F') ist ein Banachraum, falls F" vollsténdig ist.

BEMERKUNG. Gibt es unstetige lineare Abbildungen? Zum Beispiel ist klar, daf jede lineare
Abbildung von R nach R stetig ist. (Mache eine Zeichnung!). Allgemeiner kann man zeigen,
daB jede lineare Abbildung von einem endlich-dimensionalen normierten Raum E nach einem
normierten Raum F' stetig ist.

Bei unendlich-dimensionalen Rdumen entsteht aber ein neues Phianomen: Zum Beispiel ist die
identische Abbildung Id : (€1, - []2) — (€%, || - ||1) nicht stetig (Beweis!). Allgemeiner kann man
mit Hilfe des Auswahlaxioms zeigen, dafl auf jedem unendlich-dimensionalen normierten Raum
E eine lineare Abbildung f : E — R existiert, die nicht stetig ist.
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BEISPIELE. I. Kern-Operatoren: Sei K eine stetige Funktion auf [0,1]%. Dann ist Iy :

C([0,1]) — C(]0,1]) definiert durch I (z)(s) = fol K(s,t)x(t)dt stetig. Denn

[Lxc(s)] < M|z,
wobei M = sup{|K(s,t)| : s,t € [0,1]}. Daher gilt:
w0 < Ml|zlloo dh. [[Ixll < M.

I1. Multiplikationsoperatoren: Fiir a € C([0, 1]) ist die Abbildung M, : z — xa von C(]0, 1])
in C([0,1]) stetig. Denn
[Ma]loo < [lalo|2]co-

Ahnlich zeigt man, daB M, : C'([0,1]) — C'([0,1]) stetig ist, falls a € C*([0,1]). AuBerdem
gilt:
[Mal| < llall + [la'|-

(N.B.: Die Norm von M, als Operator auf C''([0,1]) ist groBer als auf C([0,1])).
I11. Differentiationsoperatoren: Der Operator D : C'([0,1]) — C([0,1]) ist stetig, wobei
Dz = 2. Denn

1Dzl = f|2"loc < max(||[loc, [|2']|o0)-

BEISPIELE. Operatorennormen.

I. Sei A = [aj;;] eine m x n Matrix. Wir bestimmen die Norm des entsprechenden Operators

fa:

a) als Operator von £} in ¢ :

Ifa@)lh = Y1) aitl
i=1 j=1

< DY lagllél

i=1 j=1

m
< (mgxz |aij )|z
i=1

Daher gilt:
[ fall < m]aXZ |ai;.

Wir zeigen, dafl Gleichheit gilt: Sei jo so, daBl >." |ay,| = k (= max; Y ", |ai;]).
Fir z = (0,...,0,1,0,...,0) (1 an der jo-ten Stelle) gilt ||z]|; = 1 und || fa(z)| = k.
Daher ist k& bestmoglich, d.h. || fa] = k.

Ahnlich zeigt man, da8

b) die Norm von f4 als Operator von £;° in €57 ist max; Y7, |-
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Jetzt betrachten wir einige einfache Eigenschaften von Operatoren T' € L(E, F').

Ein Operator T : E — F heifit Isomorphismus, falls er bijektiv ist und die Inverse 7! auch
stetig ist. Aquivalent dazu ist die Bedingung: T ist surjektiv und es existieren m, M > 0, sodafl
mllz|| < [Tzl < Mllz|| (x € E).

BEISPIEL. Sei E ein Vektorraum mit zwei Normen || - ||; und || - ||2. Id : (E,||-|[1) = (E, |- |l2)
ist ein Isomorphismus < || - ||; und || - ||2 sind #quivalent. Z.B. sind £, ¢2 und ¢%° isomorph.
T ist ein isometrischer Isomorphismus, falls T zusitzlich lingentreu ist (d.h. |Tz| = ||z|

fir z € F). Z.B. sind ¢} und £5° isometrisch isomorph. ¢£ und ¢4 sind isomorph aber nicht
isometrisch isomorph (n > 2,1 < p # ¢ < oo, bis auf die Ausnahme ¢} und £5°).
BEMERKUNG. Die Gleichung T'z = y hat die Losung x = Ty, falls T invertierbar ist. Das fiihrt

zur Frage: Was sind hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer Inversen? Ein einfacher
Satz in dieser Richtung ist:

Satz 9.6 Sei E ein Banachraum und T € L(E) mit ||T|| < 1. Dann ist Id — T invertierbar
und es gilt:
(Id —T)'=Id +T+T*+T°+...

BeEwEIS. Sei S, =1d+ T +---+T". (S,) ist eine Cauchy-Folge in L(F). Denn

190 = Sull = T" 4+ 17|
< 7+ 1T
< |7+
7]
< (m >n)
1= [T

Daher existiert S mit S := lim,, ., S, in L(E). Es gilt:
SId —T)=(Id —-T7)S = 1d,

denn
(Id —7)S,=1d —T"*"'=S8,I1d —-T) —1d.
(Wir benutzten die Ungleichung: [|ST| < ||S|[|Tl, da [[STz|| < ||S[|T|| < ISIIT][l]})-

BEISPIEL. Volterra’sche Integralgleichungen (2. Art). Das sind Gleichungen der Gestalt

y(s) = x(s) — /OS k(s,t).x(t)dt **

wobei k stetig (und daher beschriinkt) auf [0, 1]? ist. Sei M = sup{|k(s, )| : (s,t) € [0,1]*}. Um
fiir gegebenes y die eindeutige Existenz von Losungen x nachzuweisen, geniigt es zu zeigen, dafl

lim ||T"||% <1 (siehe unten).

wobei T : C0, 1] — C[0, 1] der Kernoperator I} ist:

T(x)(s) = /OS k(s,t)x(t)dt.

n

M
Satz 9.7 [T"x(s)| < —-.s"[|lz] (s € [0,1], n € N).
n!
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BEWEIS. Induktionsbeweis:

n=1:|Tz(s)| = |/ (s,t)x(t)dt| < s.M.||z||s
n—n+1:|T""2(s)] = |/ s, t)T"x(t)dt|
M"
< / M. —— "||z||odt
0 n!
Mn+1 .
e
(n+1)!
Daher gilt:
7 < Ml oder ) < 227,
d.h.
< M 0
T < e

Wir verwenden jetzt das folgende Ergebnis:

Proposition 9.8 Sei T' € L(E) (Banachraum) so, dafi > ||T"|| < oo, dann ist (Id — T)
invertierbar und (Id —T)™' = Id+T + -+ T" +--- = > > T". (Niitzlicher Spezialfall:
lim, o |77 < 1 (Wurzelkriterium)).

Bewgis. Ubungsaufgabe (i.w. Wiederholung des Beweises des vorhergehenden Satzes).
]

Wir sehen also, daf§ die Volterra’sche Integralgleichung fiir jede stetige Funktion y eine eindeu-
tige, stetige Losung x hat, die von der Form

=(Md+T+--+T"+...)y

2(s) = +/0 k(s dt+/08k(s,u) (/Ouk;(u,t)y(t)dt) du+ ...

— +/]<; dtwobelkst anHSt
0

ist, also

mit ki(s,t) = k(s,t) und
kni1(s,t) = / k(s,u)k,(u,t)du.
¢
Weitere niitzliche Eigenschaften, die ein Operator T' € L(FE, F') haben kann:
1. Injektivitat, d.h. ker "= {0};

2. Surjektivitat, d.h. T(E) = F;



9 NORMIERTE RAUME 37

3. Bijektivitit, d.h. Injektivitdat und Surjektivitét;

4. Isomorphismus, siehe oben;

5. Existenz einer Rechtsinversen, d.h. ein S € L(FE, F') mit T'S = Idg;
6. Existenz einer Linksinversen, d.h. ein S € L(FE, F) mit ST = Idg;

7. Falls T € L(E, F), dann ist das Spektrum von 7" die Menge o(T) = {{l € R : (II —
T) kein Isomorphismus}. (Falls E endlichdimensional ist, dann ist o(7") die Menge der
Eigenwerte von T').

BEISPIEL.

a) Id : (C([0,1]), | - llec) — (C([0,1]), || - |l1) ist ein Vektorraum Isomorphismus, nicht aber
ein Isomorphismus fiir die Norm. Denn Id ist stetig, nicht aber (Id)~!.

b) Der Operator M, : C([0,1]) — C([0,1]) fiir a € C|0, 1].
M, ist injektiv < {t : a(t) = 0} hat leeres Inneres.
M, ist surjektiv < a hat keine Nullstelle.

Im letzteren Fall ist M, ein Isomorphismus mit M, als inversen Operator. Daraus folgt:

o(M,) = {le€R:(a—1II)ist nicht invertierbar}

= Bildmenge von a.
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10 Dualitat—der Hahn Banach Satz

Wir erinnern daran, daf§i der Dualraum V* eines endlichdimensionalen Raumes der Raum
L(V,R) aller linearen Abbildungen von V' in R ist. Falls V' = R", kénnen wir V* mit R"
identifizieren. Genauer: die Abbildung y — f, ist ein Isomorphismus von R"™ auf V*, wobei f,
das Funktional z — (z|y) = >_ &mn; ist.

Definition 10.1 Sei E ein normierter Raum, E' bezeichnet den Raum aller stetigen linearen
Funktionale auf E, d.h. E' = L(E,R). Dies ist ein Banachraum mit der Norm

[f]l = sup{[f(2)[ : = € Bg}.

BEisPIELE. Endlichdimensionale Rdume: In diesem Fall ist jedes lineare Funktional automatisch
stetig, d.h.: B/ = E* als Vektorraum.

Betrachten wir nun die Dualitét zwischen den Normen auf £ und E’. Sei 1 < p < oo und || - ||,
die p-Norm auf R" = /2. Wir haben gesehen, daf fir y € R"

lylly = sup{[(z[y)] : [lx]l, <1}
= sup{[fy(@)| : f[zllp - [[x[l, <1}

Daraus folgt der Satz:

Satz 10.2 Betrachte die Abbildung y — f, von €2 in (2), wobei f, das Funktional f,(z) =
(y|z) (Skalarprodukt) ist. Diese Abbildung ist ein isometrischer Isomorphismus von (4 auf (¢7)'
(wobei p,q > 1, % + % =1, oder p =1, ¢ = 00, oder p = 00, ¢ = 1). (Weniger pedantische
Formulierung: (2 ist der Dualraum von (% ).

BEeIspIEL. Unendlich dimensionale (’-Riume: Wir zeigen: (/#) = (9 (p > 1, % +
oder p=1, g = ), bzw. ¢, = (1.

BEWEIS. Der Beweis besteht aus mehreren Schritten:
Schritt 1: Es gibt eine lineare Abbildung von £7 in (¢7)" (¢4 C (¢P)"). Sei y € ¢4. Wie im endlich
dimensionalen Fall definieren wir ein Funktional f,, wobei

fy(@) = Z &ini-

Wegen der Hoélder’schen Ungleichung

n n . n N
Do l&llml < Q_l&P)»Q ml*)s
i=1 i=1 i=1
konvergiert die rechte Seite und es gilt:

(@) < llllpllyllq

d.h. f, ist stetig und || f,|| < [lyll4-
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Schritt 2: Es gibt eine lineare Abbildung von (¢7)" in £2. ((¢7)" C ¢?). Fiir f € (¢7)" definieren wir
y = (n;), wobei n; = f(e;) und e; der Koordinatenvektor (0,...,0,1,0,...) ist. Wir behaupten:
y € {1. Denn P,y € ¢ und daher gilt:

1Paylle = 1Py lleny < S llery-

Daraus folgt: y € ¢7 und |y, < || fll(ery -

Schritt 3: Die Zusammensetzung y — f, — (f,(e;)) ist die Identitdt—folgt sofort aus der
Definition.

Schritt 4: Die Zusammensetzung f — y — f, ist die Identitét. Denn f(e;) =n; = f,(e;), d.h
f = f, auf {e; : i € N} und daher auf dem Vektorraum ¢ der endlichen Folgen. Wegen der
Stetigkeit und der Tatsache, da ¢ dicht in 7 (1 < p < oo) liegt, gilt: f = f,. Daraus folgt,
daB die in Schritt 2 konstruierte Abbildung eine stetige Inverse zu y — f, ist. Aulerdem gilt:

yllg < W full < llylla,

d.h. die Abbildung ist eine Isometrie.

Der Fall ¢ = ¢! wird analog bewiesen (gute Ubungsaufgabe).

N.B. Mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach kann man zeigen, dal der Dualraum von ¢* nicht
0t ist.

NOTATION. Sei F' Teilraum eines Vektorraums FE. Wir sagen, dafl ' Kodimension n in F

hat, wenn es n Elemente (x1,...,x,) in E gibt, soda8 die lineare Hiille von F' und (zy,...,z,)
gleich E ist, jedoch fiir jeweils n — 1 Elemente (z1,...,2,_1) der Raum F nicht von F' und
(21, ..., 2,—1) aufgespannt wird.

Eine Hyperebene H in einem Vektorraum FE ist ein affiner Teilraum von Kodimension 1, also
H =x+ F, wobei z € E und F' ein Teilraum von F von Kodimension 1.

BEISPIEL.

a) Erldutere diese Begriffe anschaulich in den Fillen £ = R? und E = R?.

b) Zeige, dafl H C E genau dann eine Hyperebene ist, wenn ein lineares Funktional f : £ —

R existiert, f Z0und o € R, sodal H = HY = {z € E: f(z) = a}.

Satz 10.3 (Hahn-Banach Satz — analytische Form.) Sei E ein Vektorraum, Ey ein Teil-
raum, p eine Halbnorm auf E (d.h. eine Abbildung p : E — R, sodafs

a) p(r+y) < p(z) +py);
b) p(lz) = |l|p(z) (z,y € E, L€ R)).

Falls f : Ey — R ein lineares Funktional mit |f(z)] < p(z) (x € Ey), dann gibt es eine
Erweiterung f, wobei f: E — R linear ist und |f(x)| < p(x) (z € E).

Satz 10.4 (Hahn-Banach Satz — geometrische Form.) Sei U # () eine offene konvexe
Teilmenge eines normierten Raumes E, M ein affiner Teilraum mit UNM = (). Dann existiert
eine abgeschlossene Hyperebene Eg O M mit U N Eq = (.
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Diese zwei Sitze sind im wesentlichen dquivalent (in dem Sinn: Man kann den einen leicht
aus dem anderen beweisen.). Zunéchst beweisen wir Satz 10.3 Dazu verwenden wir folgenden
Hilfssatz:

Hilfssatz 10.5 Satz 10.3 gilt fir den Fall, daf$ Ey Kodimension 1 in E hat.

BEWEIS. Die Voraussetzung besagt, da8 fir g € E'\ Ey jedes Element y von E eine eindeutige
Darstellung y = x + lzg (v € Ey, | € R) hat. Fixieren wir 2o € E'\ Ej.
Zunéchst zeigen wir, dafl

sup{—f(x1) — p(z1 + mo) : &1 € Eo} <inf{—f(x2) + p(x2 + x0) : x2 € Ep}.

Denn fiir x1, x5 € Fy gilt:

f(x2) = f(x1) = f((za+20) + (=21 — 20))
< p((z2 + o) + (=21 — 20))
< p(x2 + x0) + p(21 + T0),

d.h.
—f(z1) = p(@1 + 20) < —f(22) + p(22 + 70).

Wihle ¢ zwischen dem Supremum und Infimum und definiere
o+l f(z)+ 1€,

wobei x € Ejy. Die Funktion fist linear auf £ und fir [ > 0 und z € Fj gilt:

€ < p(T +w0) = F(9),

d.h.

1€+ f(x) < plx+lwo) oder f(y) < p(y)
fir y = x + lxg aus E (wobei [ > 0). Fur [ < 0, gilt:

—f(7) = p(F +w0) <&

d.h.

1€+ f(x) < p(x + lxo) dh. fy) <ply) (1 <0).

BEWEIS. von Satz 10.3: Wir verwenden das Lemma von Zorn. Sei P die Menge aller Paare
(M, g) wobei Eyg C M und g ein lineares Funktional auf M, das f erweitert und von p dominiert
wird. Falls (M, go)aca eine Kette in P ist, dann ist M = U, M, ein Teilraum von E und die
ga’s definieren ein lineares Funktional g darauf. (M, g) ist klarerweise das Supremum der Kette.
Nach dem Lemma von Zorn existiert ein maximales Element (M ,g) fiir P. Nach dem Hilfssatz
gilt M=FE (sonst konnten wir g erweitern auf einen echten Oberraum von M — und das
widerspricht der Maximalitét).
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Korollar 10.6 Sei Ey ein Teilraum des normierten Raumes E. Fualls f € E|, dann existiert

ein [ € E' mit flg, = f, || =[]

Beweis. Wihle p(z) = || f||||=]|-

Korollar 10.7 Sei x ein Element aus dem normierten Raum E. Dann existiert ein [ € E’
mit ||f|| =1 und f(x) = ||z||. Daher gilt: ||z|| = sup{|f(z)|: f € E',||f]| < 1}. (Erweitere das
eindimensionale Funktional lx — [||z|| ).

Korollar 10.8 Sei Ey ein Teilraum des normierten Raumes E, xq € E. Dann gilt:

Genauer: falls o ¢ Eo, dann gibt es ein f € E' mit
flz) = 0 (z€Ep)
f (o) 1
Il <

1
KT Y bei d Ey) = inf —ull EN).
d(z, Eo) (wobei d(xy, Ey) = inf{||xog —y|| : y € Eo})

BEWEIS. Sei g ¢ Ey, p = d(z¢, Ep). Dann gilt:
{z: ||z — x| < p} N Ey = 0.

Betrachte das Funktional f
T+ lﬂfo —

1
auf lin {EgUx}. f ist stetig, f(xo) =1 und || f|| < Ao Bo) Verwende nun eine Hahn-Banach
Lo, Lo

Erweiterung von f.

Wir betrachten jetzt die geometrische Fassung des Hahn-Banach Satzes (Satz II).

Hilfssatz 10.9 Sei U eine offene, konvexe, nicht leere Teilmenge eines normierten Raumes E,
wobei dim E > 2. Falls 0 ¢ U, dann existiert eine Gerade L durch 0 mit LNU = ().

BEWEIS. Ohne Verlust der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, dal £ = R? (warum?). Sei v

die Abbildung
1
(517 52) = 7(517 52)
VE &
von R%\ {0} auf S' = {(&,n7) € R? : €2+ 7n? = 1}. Da U konvex und offen ist, ist das Bild
¥(U) ein offenes Winkelintervall in S'. Aufierdem ist die Linge davon < 7 (sonst wiire 0 in U).
Wihle ein z € S, sodaB = ¢ ¢(U), —z ¢ ¥(U). Die Gerade L, durch die Punkte x und —z

trifft U nicht.
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Um Satz 10.4 vollstdndig zu beweisen (wobei wir einen von Satz 10.3 unabhéngigen Beweis
geben), brauchen wir den folgenden Begriff:

BEMERKUNG. Quotientenrdume: Sei E ein normierter Raum, F' ein Vektorraum, 7 : £ — F
surjektiv und so, dal Ker (7) = {7~'(0)} abgeschlossen ist. Wir definieren eine Norm auf F
wie folgt:

[yl = mf{{lz]| : mp(x) = y}.
Man priift nach, daf§ dies eine Norm ist und 7 die offene Einheitskugel von E auf die offene
Einheitskugel von F' (bzgl. dieser Norm) abbildet. Daher bildet = offene Mengen auf offene
Mengen ab (Beweis!).

BEWEIS. von Satz 10.4: Wir kénnen annehmen, da§ 0 € M und M abgeschlossen ist (warum?).
Sei M ={N C E: N ist abgeschlossener, echter Teilraum, M € N und NNU = 0}. Nach

Zorn hat (M, C) ein maximales Element M. Wir behaupten: M ist eine Hyperebene von E.
Wenn nicht, dann ist £/ M ein normierter Raum von Dimension > 2. Die Blldmenge U= 7r(U )
enthlt nicht 0. Daher existiert eine Gerade L durch 0, mit LN U = (). Sei M=nr" L(L). M ist
ein abgeschlossener Teilraum mit MNU = 0, M C M , M =+ M- Widerspruch.

Aus diesem Satz konnen wir eine Reihe von sogenannten Trennungssitzen gewinnen:

Satz 10.10  I. Seien A, B (# 0) konvexe Teilmengen von E mit AN B =0, wobei A # 0.
Dann ezistiert eine Hyperebene Hf = {x € E : f(x) = a}, wobei f € E', die A von B

trennt, d.h.
A C {z: f(z) 2 a}
B C {z:f(z) <a}.
Falls A, B offen sind, dann gilt:
A C o f) > a}
B C {z: f(z) <a}.

Satz 10.11 1. Seien A, B disjunkte, konvexe Teilmengen von E (A, B # 0)), B abgeschlos-
sen, A kompakt. Dann ezistiert ein [ € E' und o < 3 in R, sodajs

{z: f(z) <aj
{z: f(x) = B}

A

-
B C

(strikter Trennungssatz.)

BEWEIS.

I. Sei U = A. Da U N B =0, enthilt die offene konvexe Menge
U-B={zx—y:x€Uyc B}

nicht 0. Daher existiert eine Hyperebene HY, sodaB HY N (U — B) = {). Die Teilmengen
f(U), f(B) von R sind Intervalle, die keinen Durchschnitt haben (da H} N (U — B) = 0).
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O.B.d.A. nehmen wir an, daf} f(U) rechts von f(B) liegt. Wahle o = inf{f(U)}. Dann
gilt:

U
B

{z: f(x) > a}
{z: f(z) < a}.

N 1N

II. Zunéchst existiert € > 0, sodafl
lo—yl>e (zeAyeB).

Denn die Funktion = — d(z, B) (= inf{d(x,y) : y € B}) ist stetig und positiv auf A.
Wegen der Kompaktheit von A existiert ¢ > 0, soda d(x,B) > € (v € A). Sei jetzt
V=A+35U W = B+ 5U, wobei U = {z : ||z[| < 1}. Es gilt: V und W sind offen,
konvex und disjunkt: Daher gibt es f € F’, ||f|| =1 und v € R, sodaf§

Vo< {z: f(x) <9}
W c {a: f(z) >}

und daher, mit a =y —-fund B=~v+5, AC{z: f(z) <a}und B C {z: f(z) > B}

T2
]
Korollar 10.12 Sei K C E abgeschlossen und konvex. Dann gilt: K ist ein Durchschnitt von

Halbebenen. Ferner gilt: falls v € 0K = K \ K°, dann existiert eine Stiitzebene durch x, d.h.
eine Hyperebene Hf mit x € Hf und K C{z: f(z) < a}.

Wir kommen jetzt zu einem Begriff, der das Konzept der transponierten Matrix aus der linearen
Algebra verallgemeinert:

BEMERKUNG. Dualabbildungen: Sei T': EF — F’ stetig und linear. Wir definieren die Dualab-
bildung 7" : F' — E' wie folgt:
T'(f)(z) = f(T(z)) (xe€k)

Es gilt:

a) (IT) =1T";

b) (S+T) =5 +T,
c) (ST) =TS,

)

) [T =1T1]-

BEWEIS.

[T = sup{||IT"f| : £l <L feF}

sup{[T"f ()| : Ifl < L, [|zf| < 1, f € F',x € E}
sup{|f(T'(@))[ : [l <Lz <1,f € Fz € L}
sup{||Tz| : ||z|| < 1,z € E}

= |7
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BEISPIELE. Fiir fa : @ — (D a;;&;); von £, — £ gilt f)) = far, wobei A die transponierte
Matrix von A ist. Fiir die Abbildungen

Sr:(§1>€2,---7§n) = (ngla"'vgna"')
Sii(€néeren) = (&6, -)

auf /7 (1 < p < o0) bzw. ¢ gilt:
S, =S, Sp=5;.

BEMERKUNG. Bidualrdume: Sei F ein normierter Raum. Der Dualraum (E’)’ von E’ heifit der
Bidualraum von E (geschrieben: E”). Im endlich dimensionalen Fall gilt V' = V** (genauer:
die Abbildung Iy : V' — V** ist ein Isomorphismus, wobei Iy (2)(f) = f(x) (f € V¥, z e V))).
Fiir normierte Raume gilt folgendes: Betrachte die Abbildung Jg : E — E”, wobei Jg(z) : f —
f(z). Dann ist Jg ein isometrischer Isomorphismus von E auf einen Teilraum von E”. (Weniger
pedantische Formulierung: F ist ein Teilraum von E”).

BEWEIS. Der einzige nicht-triviale Teil ist die isometrische Bedingung, d.h. ||z|| = || Jgz||. Aber
[Tzl = sup{|[Je(=)(NI : 1/ <1}
= sup{[lf ()] - A <1}
= |l
"

Korollar 10.13 Sei E ein normierter Raum. Dann ist die Vervollstindigung von E (als me-
trischer Raum) ein Banachraum.

BEWEIS. Wegen der Eindeutigkeit der Vervollstiandigung gilt: E = die abgeschlossen Hiille von
E (genauer: Jg(E)) in E”.

BEMERKUNG. Falls T € L(E, F'), dann gilt: 7" € L(E", F") (wobei T" = (T")"). Identifizieren
wir £ (bzw. F') mit einem Teilraum von E” (bzw. F”), dann ist 7" eine Erweiterung von T,
dh. JpoT =T"0Jg

Denn:

T"(Je(@)(f) = Je(x)(T'f)
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11 Hilbertraum—Spektralsatz fiir kompakte, selbstad-
jungierte Operatoren

Definition 11.1 Ein Pra-Hilbertraum ist ein Vektorraum H zusammen mit einem inne-
ren Produkt (z,y) — (z|y), d.h. eine reelle Funktion auf H x H, sodafs

(z|lz) > 0wund (z|z)=0=>2=0

)
(z+zly) = (2ly) + (2ly) (v,y,2 € H)
(lzly) = Uzly) (z,y€ H,l€R)
)

(zly) = (ylz) (z,y € H).
BEISPIELE.
R mit (zy) = D &
C[0,1] mit (z]y) = /x(t)y(t)dt
C"0,1] mit (z|ly) = i/x(j)(t)y(j)(t)dt
=0
it (zly) = > &
Auf einem Préa-Hilbertraum H ist die Abbildung

-1 2 =/ (])

eine Norm.

Falls (H, | - ||) vollstéindig ist, dann heifit H ein Hilbertraum. ¢2 und ¢ sind Beispiele von
Hilbertraumen. C([0,1]) ist kein Hilbertraum fiir das oben definierte innere Produkt.

Fiir einen Pra-Hilbertraum H und x € H definiert f, : H — R,y — (y|z) eine stetige lineare
Abbildung, wobei || fz||L(zr) = ||Z||z. (Zum Beweis verwende man Cauchy-Schwarz).

Definition 11.2 FEine Folge (x,)nen in  einem Prd-Hilbertraum heif$t orthonormal,
falls (x,|zy) = 6pmn, orthogonal, falls (z,|x,,) =0 (m #n) und z, # 0 (n € N).

BEISPIEL. Die Familie
{cos 2mnt}>° U {sin 2mnt} >,

ist orthogonal in C[0, 1] fiir das oben definierte innere Produkt. Ist sie orthonormal?

Wir behandeln jetzt die Frage, wann ein Element z € H eine Darstellung der Gestalt x =
> Lz, bzgl. eines orthonormalen Systems besitzt, wobei die Reihe in (H, || - ||) konvergieren
soll. Da jedes x,, ein stetiges lineares Funktional induziert, sieht man, dafi z = >_ [,,x,, impliziert,

daf}
= lnmlzn) = (z]2,).

Wir untersuchen daher Reihen der Gestalt » (z|z,)z, (die Fourierreihe von x bzgl. des
Orthonormal-Systems (;,)neN)-
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Hilfssatz 11.3 Sei (z,,) eine orthonormale Folge eines Pra-Hilbertraumes H, x € H. Dann
qgilt:

[eS)
Do) < z)* (z € B).
n=1

BEWEIS. Sei k € N und y = Zn [(z|zp)xy,, 2 =2 —y. Day L 2, gilt:

l]|* = {ly[* + [I=*
oder
lyl* < [l
Daraus folgt, daB fiir jedes k € N, Zﬁ:1($|xn)2 < ||z/|* und damit die Behauptung.
"
Lemma 11.4 Sei H ein Hilbertraum, x, (x,) wie oben. Dann konvergiert
n=1
in H.
BEWEIS. Sei y, = > ;_, (x|xy)zg. Wir zeigen: (y,) ist Cauchy. Denn
9 — ynll* = Z (z|zk)* — 0 mit m,n — oc.
k=n+1
"

BEMERKUNG. Im allgemeinen ist Y~ (z|z,)x, ungleich z. Wir untersuchen nun, unter wel-
chen Voraussetzungen Gleichheit gelten muf3.

Satz 11.5 Sei (x,) eine orthonormale Folge in einem Hilbertraum H. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

a) (x,) ist maximal (d.h. x € H, x L x, fir jedes n impliziert, daff x =0);
b) H ist die abgeschlossene lineare Hiille von (z,)neN;

c) x€ H=1=> (x|r,)r,;

d) v € H= |z|]> = |(z|r,)|? (Parseval’sche Gleichung);

¢) x,y € H = (xly) =2 (2|en)(ylzn)-
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BEWEIS.
c) = e) = d) sind trivial.
d) = a): (x,) nicht maximal impliziert die Existenz von x € H mit x # 0, z L x,, (n € N).
Daher gilt:
0 [l*.
Aber > (x|z,)(z|x,) = 0 — Widerspruch!

a) = b): Falls [z,] # H, withle y € H \ [x,]. Setze © = y — > (y|2,)@,. Dann ist x # 0,
x Lz, (neN).

b) = c¢):Seix € H,y=> (z|x,)rn, 2z=2—y. Aus z L z,, (n € N) folgt: z L [x,]. Daher
gilt: z = 0.

Satz 11.6 Jeder separable Hilbertraum besitzt eine orthonormale Basis. (N.B.: Fin metrischer
Raum heif§t separabel, wenn er eine dichte Folge enthdlt).

Beweis. Wir wéhlen eine dichte Folge (z,,) in H. Daraus wéhlen wir eine linear unabhéngige
Teilfolge (y,), sodaB [y, dicht in H liegt. Mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens konstru-
ieren wir eine orthonormale Folge (z,), sodaf

(21, Zm] = Y1, - - -, Ym] flir jedes m.

(z,) hat die gewiinschten Eigenschaften.

Ab jetzt werden wir stillschweigend annehmen, dafi der Hilbertraum H separabel ist.
Wie im endlich dimensionalen Fall gilt der Satz:

Satz 11.7 Sei K ein abgeschlossener Teilraum von H. Dann gilt:
H=K& K™,
d.h. jedes z € H hat eine eindeutige Darstellung x + vy, wobei x € K, y € K.
BEWEIS. Sei (z,) eine orthonormale Basis fir K. Es gilt: z = z + y wobei z = Y (z|x,)z,,

y=z—z(xe K, ylK).

Die lineare Abbildung px : x +— y, wobei z = y + 2z (y € K, z € K') heifit orthogonale
Projektion von H auf K. Es gilt:
|z =yl = inf{[lz =] : 7 € K}

(sogar ||z —y|| < [lz — 7| W € K, 5 # y). (D.h. y ist der Punkt aus K mit kleinstem Abstand
ZU ).

Eine wichtige Eigenschaft von Hilbertrdumen ist die Tatsache, dafl sie ihre eigenen Dualrdume
sind.

Satz 11.8 Sei f € H'. Dann existiert ein y € H, sodafl f = f,, wobei f, : x — (z|y).
Auflerdem gilt:
L1 = 11fyl
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BEWEIS. Sei K = Ker f (f #0). K+ ist 1-dimensional. Wihle § € K+, soda8 ||y]| = 1. Setze
y = f(y)y. Dann gilt:
f(x) = (z]y).

Diese Tatsache ermoglicht die Definition der Selbstadjungiertheit fiir Operatoren im Hilber-
traum. Sei T' € L(H,, Hy). Dann existiert ein T7* € L(H,, Hy), soda8

(Tzly) = (2|T"y).
Denn das Funktional z +— (T'z|y) ist stetig und linear und hat daher die Gestalt x — (x|z) fir
z € H. Wir setzen T*z = z. Es gilt: ||T*|| = ||7'||. Denn

1T} = sup{||T|| - ||=f| <1}
= sup{|(Tz[y)] - [z} < 1, flyll < 1}
= sup{[(z[T"y)| : =[] < 1, [lyll <1}
= 7"

Falls Hy = H,, dann heifit T selbstadjungiert, wenn 7' = T*. T heif3t normal, falls T*T =
TT*. Es gilt:

1. S,T selbstadjungiert = 1S + pT selbstadjungiert (es gilt aber nicht, dafl S,7" normal
= S + T normal);

2. Seien S, T selbstadjungiert. Dann ist ST selbstadjungiert < ST =T'S.
3. Sei S selbstadjungiert. Dann gilt:
151 = sup{[(Sz[z)[ - 2 € H, ||=]] < 1};
4. Fiir S : H; — H, gilt: S*S und SS* sind selbstadjungiert und [|S*S|| = ||S]|?;
5. S € L(H) ist eine orthonormale Projektion < S? = S und S* = S.

BEWEIS. von 2: Dies folgt aus der Tatsache, dafl (ST')* = T*S*. (Denn (ST'z|y) = (Tx|S*y) =
(x[T5"y)).

BEWEIS. von 3: Sei K = sup{|(Sz|z)| : ||z|| < 1}. Es gilt: K < ||S]|. Wir zeigen: ||S] < K.
Firx € H mit ||z|| < 1,2 #0, Sz #0,1 € R\ {0} gilt:

|Sz||*> = (Sz|Sx) = (S*z|r)
= i{(s(l5$ + 17 2)|1Sz + 17 '2) — (S(ISz — 17 '2)|1Sx — 17 1x)}

1

< (PE(ISz+ T | + |15z — 17 ]?)
1

= @ISz + 172 ]).

Setze 12 = M Dann gilt:
1Sz

ISz|* < K| Sz[l|=]| d.h. [[Szl < K]z
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Fiir Elemente im Hilbertraum bzw. Operatoren darauf, gibt es verschiedene Konvergenzbegriffe.
Sei (z,,) eine Folge in H bzw. (S,) eine Folge in L(H;, Hy). Wir sagen:

x, — x schwach (geschrieben: z,, =" z), falls (x,, — z|y) — 0 fiir jedes y € H.

x, — x stark (geschrieben: z,, —* z), falls ||z, — x| — 0.

Sn — S schwach (geschrieben: S, —* 9), falls ((S, —S)z|ly) — 0 (x € Hy,y € Hs).

S, — S stark (geschrieben: S,, —° 5), falls ||(S, — S)z|| — 0 (z € Hy).

Sn — S gleichméfig (geschrieben: S, —* S), falls ||S,, — S|| — 0.

BEISPIELE. In ¢? konvergiert (e,) schwach gegen 0, aber e, /° 0. Es gilt:
S —"0 aber S'A°0
Sy —°0 aber S A"0.

Unser Hauptziel in diesem Kapitel ist es, den folgenden unendlich-dimensionalen Spektralsatz
zu beweisen:

Satz 11.9 Sei S ein kompakter, selbstadjungierter Operator auf dem separablen Hilber-
traum H. Dann existiert eine Orthonormalbasis (z,) fir H und eine Folge (l,) in R mit
l, — 0 so, dafs

Sz, = l,x,.

(Identifizieren wir H und (* mit Hilfe der Abbildungen

U: (&) = Y b

so sehen wir, daf$ die Abbildung die Darstellung M : (&,) — (1,&,) als Diagonal- oder Multipli-
kationsoperator hat).

Der Begriff der Kompaktheit fiir Operatoren wird wie folgt definiert:

Definition 11.10 Seien E, F Banachriume. T € L(E, F) heifit kompakt, falls T(Bg), der
Abschluf des Bildes der Einheitskugel Br von E kompakt in F ist.

Um Kompaktheit festzustellen, sind die folgenden Tatsachen niitzlich:

a) Eine Teilmenge M eines Banachraumes ist genau dann relativ kompakt, (d.h., ihr Ab-
schluf} ist kompakt) wenn gilt:

/\ \V/ M Q;LEJ[f(xi,e)

e0 x1,..., Tn

(d.h. M is totalbeschrinkt);
b) Sei T' € L(FE, F) von endlichem Rang. Dann ist 7" kompakt;

c) Sei T, eine Folge von kompakten Operatoren in L(E, F'), mit | T,,—T|| — 0 (T € L(E, F)).
Dann ist 7" auch kompakt.
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BEWEIS. Sei M = T'(B). Wir verwenden a). Sei € > 0 und wihle N € N so, daf§

|(Ty —T)z| < % falls x € Bp.

Wihle x4, ..., x,, so, daB T(Bg) C U~ U(x;, %) Dann gilt

T(Bg) € |JU(xi.e).

i=1

BEISPIELE.

L.

II.

Betrachte die Abbildung
M, = (&) = (§ann)

auf ¢*, wobeli y = (n,) € (. Es gilt: y € ¢g & M, ist kompakt. (Sei y € ¢, und
Yn = (M, ., M, 0,...). Es gilt dann: M, ist kompakt und M, —" M,).

Sei K : [0,1]*> — R stetig. Dann ist
I (CL0 1 [ - [l2) = (€0, 1], 11 - l2)

kompakt. Dazu brauchen wir folgende Tatsachen:

i

. Es gibt eine Folge K, von Funktionen der Gestalt K,(s,t) = Z;(q) P (s)yl(t); (= €

C([0,1]), y* € C([0,1]), sodaB K,, — K gleichméBig auf [0, 1]2.
Dann gilt: Ix, —" Ik.

Ik, hat endlichen Rang und ist daher kompakt.

Wir bringen jetzt den Beweis des Spektralsatzes. Wie im endlich-dimensionalen Fall ist der
entscheidende Schritt der Nachweis, dal der Operator einen Eigenvektor besitzt. Dies ist der
Inhalt des folgenden Lemmas:

Hilfssatz 11.11 Sei T' € L(H) kompakt und selbstadjungiert. Dann existiert ein xy in H mit
o]l = 1, soda

Tz = Lz,

wobei || = ||T|| = sup{|(Tz|x)| : © € By }.
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BEWEIS. O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dafl
IT|| = sup{(Tz|z) : * € By}
(sonst betrachten wir —7"). Wéhle eine Folge (z,,) in By, soda8

1
Tnn>l__7
(Traln) > b —

wobei l; = sup{(Tz|z) : € By}. Es gilt:
0 < [Tz, - llan2 = HTan2 — 2l (T, |zn) + Z%Hanz
1
n

Da T kompakt ist, existiert eine Teilfolge von (T'z,)nen, die konvergiert (etwa gegen y). Um
die Schreibweise einfach zu halten, nehmen wir an, daf$ (T'x,,),en diese Teilfolge ist. Da ||Tz,, —
liz,| — 0, ist auch (z,) eine Cauchy-Folge. Sei x; = lim x,,. Dann ist y = T'z;. Es ist klar, daf§
Tz = lizqy und, falls ||z =1,

(T'zq|x1) =13 = max{(Tz|x) : x € By}.

Wir sind jetzt in der Lage, den Spektralsatz zu beweisen.

BEWEIS. Betrachten wir die Restriktion 7} von T auf [x1]*, so bekommen wir einen Einheits-
vektor o, der senkrecht auf x; steht, und I, sodafl Tixy = Txy = lyxe. Aulerdem gilt:

o] = sup{|(Tx|z)| : z L x1} <|l].

Wiederholen wir diese Methode, so bekommen wir eine orthonormale Folge (z,,) in H und eine
Folge (I,) in R mit
Tz, = lyx, und |l 1] < |l,| (n € N).

Die Folge (I,,) liegt in ¢y. Denn wére dies nicht der Fall, so gibe es ein € > 0, mit |l,,| > e fiir jedes
n. Dann ist die Folge {x,/l,} beschrinkt in H. Sein Bild unter 7" allerdings ist {z,} und dies
enthélt keine konvergierende Teilfolge. Dies steht im Widerspruch zu der Kompaktheit von T'.
Sei jetzt H,, = [T,], Hy = HL. Die Einschrinkung von T auf H, verschwindet (sonst kénnten
wir den Hilfssatz anwenden, um einen Eigenwert [ # 0 zu bekommen, der im Absolutbetrag
kleiner als jedes [, ist und dies ist unmoglich). Wir bekommen jetzt die gewiinschte Basis, indem
wir das System (z,) vereinigen mit einer orthonormalen Basis fiir Hy).
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12 Die LP-Raume

Sei p ein W-Maf auf (2, .A) (der Fall eines nicht-negativen, o-additiven Mafles wird &hnlich
behandelt). Wir definieren fiir p € [1, 00|

LP(u) ={z:Q — R,z p-meBbar, : |z|” integrierbar}
bzw.

LX) = {z:Q — R,z p-meBbar und es existiert eine Nullmenge
N C Qund K € R;, sodaB |z(w)| < K fiir w ¢ N}.

Darauf betrachten wir die Abbildungen

e ([ o) e o

bzw.

| [loo : x+— inf{K >0:|z| < K f.i.}
Jedes || - ||, ist eine Halbnorm auf £? (Beweis unten). Der entsprechende Nullraum (d.h. {x :
[2ll, = 0}) ist

N={z:Q—-R:z=0{i}

Daher ist LP(u) = L£P(u)/N ein normierter Raum mit der induzierten Norm. Wir zeigen, daf§
LP (1) ein Banachraum ist und bestimmen den Dualraum.

BEMERKUNG. Im Gegensatz zur Situation der /P-Riume gilt nun, fir 1 <p < ¢ < oo, L*(u) 2
LP(pu) 2 L9(p) 2 L ().

Hilfssatz 12.1 Sei x € LP(u) und (,)52, eine Folge von approximierenden Treppenfunktio-
nen, wie wir sie in §2 konstruierten (d.h., x, ist p-meflbar und nimmt nur endlich viele Werte
an, |z,| < |z| und (z,(w))32, konvergiert fir fast alle w € Q gegen x(w)). Dann gilt: z,, € LP
und

[0 = 2llp = 0 und [lznll, — ||zl

BEWEIS. Zunichst die Bemerkung, dafl  genau dann aus £? ist, wenn z* und 2~ aus £? sind.
Auflerdem gilt:
lzllp = =115 + 27115,

bzw. fiir p = 0o
12l = max{l|a™ |, |27 [|oo }-

Man kann daher (ohne Verlust der Allgemeinheit) annehmen, dafl > 0. Dann gilt nach dem
Satz von Beppo-Levi, fiir 1 < p < oo

T € L8, o = 2llp = 0, ]l — =]

da 0 <, < x. Der Fall p = oo ist einfach und wir lassen ihn als Ubungsaufgabe.
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Aus diesem Hilfssatz folgt, da§ die Treppenfunktionen dicht in £P liegen (1 < p < 00). Falls

T = Z liXAi
i=1

eine solche Treppenfunktion ist, wobei die (A;)"; disjunkt sind, dann ist
" 1
lelly = QO liPu(A))7,
i=1

d.h. die Norm (in ¢2) der Folge (ZZM(AZ)%) Daraus folgt, daf§ || - ||, eine Halbnorm auf £P(yu)
ist. Denn, falls (z,) bzw. (y,) die Folgen von Treppenfunktionen sind, die gegen = bzw. y
konvergieren, so haben wir die Ungleichungen

20 A+ Ynllp < Nlzally + [[ynllo

und im Limes
lz +yllp, < llzll, + [yl

Satz 12.2 Der Raum L'(p) ist vollstindig, d.h. falls (x,) eine Folge aus £L'(u) mat

lim | Ty — xp|dp =0

m,n— 00

dann ezistiert ein x € L*(p), sodaf [ |x, — x|dp — 0. Auferdem existiert eine Teilfolge (),
die f.i. gegen x konvergiert.

Beweis. Wilkle eine Teilfolge (2, )52, so, daB fiir k € N
|0, = Tnps o < 27"

Setzen wir, fiir £ > 1,
Yk = Ty, — Tn,,-

Dann konvergiert
y=>_ |yl
k=1

tiberall monoton in [0, 00] (wobei der Limes auch 400 sein kann). Aus dem erweitertem Satz
von Beppo-Levi erhalten wir, dafl y auflerhalb einer Nullmenge N ungleich +oo ist und daher
ist @ = x, + Y ooy U auf @\ N wohldefiniert. Setzen wir, fiir w € N, z(w) = 0, so gilt

€ LYu), |v, — x|l — 0und x,, — = fii.

Wir bemerken noch, dafl der Limes x (bis auf die Werte auf einer beliebigen Nullmenge) ein-
deutig ist.
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Korollar 12.3 Der Raum (LP(p), || - ||p) ist vollstindig (1 < p < 00).
Korollar 12.4 Fir 1 <p < oo ist (L(u),| - |l,) ein Banachraum.

Jetzt betrachten wir Dualitdtstheorie fiir Lebesgue-Réume. Seien p, ¢ konjugiert (d.h. 1 < p, ¢ <
00, % + % =1). Fiir y € LY ), z € LP(u) gilt die Holder’sche Ungleichung;:

ry € £'(u) und | / wydul < Il Iyl

Daher gilt: Die Abbildung
y—1T,
wobei

Ty:x /xyd,u,

bildet £4(u) in LP(p)" und daher L(u) in L(u)’. Analog zum Fall der ¢P-Réume zeigt man,
daf y — T, ein isometrischer Isomorphismus von L9(y) auf einem Teilraum von LP ()" ist.
Wir zeigen jetzt die Surjektivitét.

Hilfssatz 12.5 Firp € [1,00] ist die Abbildung y — T, surjektiv.
BEWEISSKIZZE. Sei f € LP(u)’. Wir miissen zeigen, dafl f die Gestalt T}, hat, fiir y € L£(p).

Betrachte dazu das Maf3
v:Aw— f(xa) (A€A).

Man priift nach, dal v ein o-additives, p-absolut-stetiges Maf§ auf A ist. Nach dem Satz von
Radon-Nikodym besitzt daher dieses Maf} eine Dichte y. Man beweist dann:

y € LYp) und f =T,
]
Korollar 12.6 Seip € [1,00[. Dann ist LY(p) der Dualraum zu LP(u). Genauer, die Abbildung
y—=T,
induziert einen isometrischen Isomorphismus von Li(u) auf LP(u)’.
Wieder ist der Fall p = oo eine Ausnahme. L'() ist nicht der Dualraum von L>(u). In der
Tat gibt es keinen Raum FE, sodafl E' = L'(u).

Bei der Herleitung der Dualitdt der LP-Rdume haben wir oben ganz wesentlich den Satz von
Radon-Nikodym verwendet. Wir skizzieren nun einen (zweiten) Beweis dieser Dualitét, der
diesen Satz nicht verwendet; dann drehen wir den Spief§ quasi um und beweisen den Satz von
Radon-Nikodym aus der Dualitit der LP-Réume. Der Zweck der Ubung besteht darin, die enge
Verwandtschaft dieser Sidtze dem Leser klarzumachen.

Ausgangspunkt ist die Selbstdualitét der Hilbertriume (§11, 4. Satz): L?(u) = L*(u), wobei
die Dualitdt durch das innere Produkt

@mszw

gegeben ist. Diesen Satz, den wir gratis aus der allgemeinen Theorie der Hilbertraume erhalten,
versuchen wir nun auf andere Werte von p zu erweitern:

Hilfssatz 12.7 L'(n) = L>(p).
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BEWEIS. Wir miissen zeigen, daf§ die isometrische Einbettung

i L%(n) — Lip)
i(y) = T,
surjektiv ist. Sei T also auf L'(u)". Da L*(u) € L' (n), wobei die Einbettung stetig ist (genauer:
| < ll2 > || - |l fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl p, (Ubungsaufgabe)) ist die Restriktion von 7" auf

L?(u) ein stetiges lineares Funktional.
Es gibt also y € L*(u), sodaB

T(w) = [y (a1 "

Wir miissen noch zeigen, da§ y € L*>(u) und die Formel (*) fiir alle z € L'(u) gilt. Wir
zeigen zuerst, daB ||y|/oc < ||T']|11(x)y. Wenn dies nicht so wire, konnten wir € > 0 finden, soda8
entweder

(1) u{t € Q:y(t) > ||T|| + €} > 0, oder

(ii) p{t € Q: —y(t) > |T]| + €} > 0.

Angenommen (i) ist der Fall ((ii) geht analog). Sei

A={teQ yt) > ||T] + e

und
z = p(A) " xa.
Dann ist x € L*(p) und ||z]|; = 1. Wegen (*) gilt

\T)l > |Ta] = / wydp > (|T] + o). / wdul = ||T) + &,

—ein Widerspruch. Daher ist y € L (u). Die stetigen Funktionale T'und T, auf L'(x) stimmen
auf dem dichten Teilraum L?(yu) iiberein, daher gilt T' = T,,.
]

BEMERKUNG. Mit—im wesentlichen—demselben Beweis kann man zeigen, daf§ LP(u)" = L(u)
fir p € [1,2], wobei % + é = 1. Fiir den Fall p €]2, 00|, fiir den der Dualitdtssatz auch richtig
ist, miissen wir uns aber etwas Neues einfallen lassen.

BEMERKUNG. Sei v : A — R ein auf einer o-Algebra A definiertes signiertes Maf3. Im §4 haben
wir vy, v_ and |v| definiert. Man sieht leicht, daf

vy (A)=sup{rv(B): BC A,Be A}

und

v_(A) =sup{—v(B): BC A, B e A}.
AuBerdem gilt: [v(A)| < |v|(A) fiir alle A € A. Sei z € L' (). Dann ist

v(A) :/A:cdu
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ein signiertes Mafl und es gilt
v ) = [ wedu
A
v_(A) = / x_dp

A
wi(A) = [ l=ldp.
A
Das Mafl v wird symbolisch als v = x.ju bezeichnet. Man schreibt auch Z—Z = .

Das MaBl v = z.u hingt nur von der Aquivalenzklasse von z ab; man kann also v = z.pu fiir
x € L'(p) definieren.

Weiters ist v = x.u absolut stetig beziiglich p (symbolisch v < 1), das heifit v(A) = 0 fiir jede
p-Nullmenge A. Wenn x € L*°(u), dann gilt fiir v = z.pu, dal [v(A)| < ||2]|w-1(A), (A € A).
Fiir ein signiertes Mafl v auf A kann man fiir beschrinkte A-mefibare Funktionen y durch die

Formel
/ydu = /ydu+ — /ydl/_

Der folgende Satz ist eine Version des Satzes von Radon-Nikodym, fiir die wir jetzt einen neuen
Beweis geben:

ein Integral [ ydv definieren.

Satz 12.8 Sei (2, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum und v ein signiertes Maf$ auf A.
(a) Wenn es ein M € Ry gibt, sodafl

W(A) < Ma(A) (A€ A),

dann gibt es x € L*>®(u), sodafl v = x.p. Es gilt dann ||z]|. < M.
(b) Wenn v < p, dann gibt es x € L*(u), sodaf v = x.p.

BEWEIS. (a) Das Maf} v definiert ein lineares Funktional 7" auf dem Raum der Treppenfunk-

tionen vermoge
T(3 " tova) = Yo = [(3tova i
i=1 i=1 i=1

Man priift nach, dal |||z, < M, daB also T zu einem stetigen linearen Funktional auf
L' (1) fortgesetzt werden kann. Nach dem Hilfssatz gibt es ein z € L®(u), ||z]|e < M, sodaB
fir y € L' (p)

T(y) Z/y-xdﬂ-
Insbesondere gilt

v(A) = /,4de (Ae A).

(b) Um diesen Fall auf (a) zurtickzufiihren, wenden wir einen Trick an: Wir betrachten das
endliche positive Mafl p + |v| und bemerken, daf

(A)] < [(A) < [V|(A) +u(A) (A e A,
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daB also das signierte Mafl v beziiglich des Referenz-Mafles p + |v| die Voraussetzung von (a)
erfiillt (mit M = 1). Daher gibt es ein z € L>®(u + |v|) = L>®(u), ||z]|coc < 1, sodaB fiir alle

y € L (un+v)
/ydy:/y.zd(u—l— lv]).
dv d

Symbolisch geschrieben: 2 = ————. Wir suchen aber % Dafiir verwenden wir als heuri-
aGe+ 7] an
stische Hilfe folgendes

Faktum Sei ¢ € R und b > 0. Dann gilt

i a [ |a| ]n B a 1
“—lal+b ||a| +b la| 4+ b 1_dﬂb
a la] + b
la| + b Ja|+b—|a|
. a
= 3.

Man wird also vermuten, dafl die Funktion z = d—y gegeben ist durch
1

z(t) =Y 2(0)-[=(ON"

n=0

Nach diesen heuristischen Uberlegungen wenden wir uns dem formalen Beweis zu. Zuerst be-
merken wir, dafl

pft s 2(0) = 1} =0,
dav{t:z(t) =1} = |v|{t: 2(t) = 1} + p{t : 2(t) = 1}. Ahnlich sieht man, daB

uft: 2(t) = -1} =0,

daf also fiir u fast alle t €  gilt: |2(¢)| < 1. Nun gilt, fiir A € A,

v(A) = /zd,u+/z.d|1/|
A A
/zd,u+/z.|z\d,u+/z.|z\d|y|
A A A
= /zd,u+/z.|z|d,u+/z.|z|2du+/z.|z|2d|l/|
A A A A

= Z/z.|z\idu+/z.\z|"d\y\.
i=0 /4 A

Der letzte Term geht nach dem Satz von Lebesgue gegen 0 fiir n — oo, also

o0

o) = [ (32,

A =0
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womit wir mit z = Y ;o 2.|z|" (die Summe konvergiert punktweise fast iiberall!) eine Funktion
gefunden haben, die v = z.p erfiillt. Die Tatsache, dal @ € L*(u), folgt daraus, da8 fiir jedes
AcA

|/Aasdm — 1b(4)] < oo.

Satz 12.9 Firp € [1,00[ und q €]1, 00|, mit % +$ =1, gilt LP(u) = L% ().

BEWEIS. Da das Resultat fiir p = 1 bereits gezeigt ist, konnen wir annehmen, daf§ p €]1, ool.
Sei T € LP(p)’. Wir miissen zeigen, dafl 7' von der Form T, : x — (x|y) fiir ein y € L9(u) ist.
Das Funktional T definiert eine reellwertige Funktion v auf A

v(A) =T(xa),

[
n=1>

die klarerweise additiv ist. Fiir jede Folge (A,) die monoton gegen () geht, gilt

Jim [p(A)] < T [T fxa,lly = lim [[T]a(A,)3 =0.

Daraus folgt, dafl v ein signiertes Mafl auf A definiert. Es gilt v < p; daher kénnen wir den
vorhergehenden Satz anwenden und erhalten ein y € L'(u), sodaB

7(0) = [wdn = [y =Ty0) (o € L), **

Wir miissen noch zeigen, dafl y € L(p) und das (**) fir alle x € LP(u) gilt.
Wir werden zeigen, dafl y; und y_ in L7(u) sind. Sei ()22, eine Folge von Treppenfunktionen,
0 <y, <y,, die monoton gegen y, konvergiert. Wenn

yn = 1XG,
i=1
(n)k(n)

wobei, fir jedes n € N, (A;"),2} eine Menge von disjunkten Elementen von A ist, definieren

WIr

rn= 3 (M)W

i=1
Wir kénnen die LP-Norm von x,, abschétzen durch

1
n

q
lall, = |2 (AP | = lyallz.

i=1
Es gelten die Ungleichungen

Txn| = [(2aly)] = (Tnlyy) = A%(xn‘ym) > (Tnlyn) = ”yan

und q
| Twn| < NTl| Loy -llznll, = 1T [lynll
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daher .
lynll < I TMyally  (n € N)

oder
a(1-3)
1y lq = lynlly <ITl  (n €N).

Dabher gilt ||y+ ||, < ||T|| und |ly—||, < ||T]|. (Mit einem etwas geschickteren Argument kann man
zeigen, daB ||y||, = ||T||—wéhrend wir jetzt nur ||y||, < 2||7|| erhalten—wir benotigen diese
Verfeinerung aber nicht, da sie schliellich ohnehin daraus folgen wird, daf i : LY (u) — LP(u)’
eine isometrische Einbettung ist.)
y ist also in L9(p) und T}, daher ein stetiges lineares Funktional auf LP(u), das wegen (**) auf
dem dichten Teilraum L*°(x) mit 7" iibereinstimmt. Daher 7' = T}, womit alles bewiesen ist.

"

A Anhang

A.1 Satz von Baire

In diesem Anhang sammeln wir (ohne Beweis) einige Ergebnisse, die mit Hilfe des Satzes von
Baire bewiesen werden.

Satz A.1 I Prinzip der gleichmdj$igen Beschrdinktheit
Sei F eine Familie von beschrdnkten linearen Operatoren zwischen den Banachrdumen E und
F. Dann qilt: Falls F punktweise beschrinkt

(d.h. Nyerp Viso Nrer [1T2]| < K), dann ist F gleichmafig beschrdankt (d.h. \/ y;~0 Nrer [T

Satz A.2 [I. Satz von Banach-Steinhaus Sei T,, eine Folge in L(E, F) (E, F Banachriume),
die punktweise konvergiert (d.h. T,z konvergeriert fir jedes x € F). Dann ist die Abbildung

r — lim7T,x
n

stetig und linear.

Satz A.3 III. Epimorphismussatz Sei T € L(E,F) surjektiv ((E,F) Banachrdiume). Dann
existiert K > 0 so, dafs

AV Tz =yl < Kyl

yeF z€eFE

Satz A.4 IV. Isomorphismussatz Sei T € L(E, F) eine Bijektion (E, F Banachrdume). Dann
ist T—1 stetig.

Satz A.5 V. Graphensatz Sei T : E — F' linear. Dann ist T stetig, falls
NT)={(z,Tx): x € E}

abgeschlossen in B x F ist.

IN
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A.2 Lebesgue-Stieltjes Integrale und das Riemann-Integral

Dieser Anhang enthélt einige Ergebnisse der klassischen Analysis, die im Zusammenhang mit
abstrakter Mafltheorie stehen.

I. Lebesgue-Stieltjes Integrale

Sei i ein endliches, o-additives Mafl auf R. Die Funktion

_— {mo,t[) (t>0)
" —u((t.0)  (t<0)

ist die Verteilung von p. Aus der o-Additivitat von pu folgt die Tatsache, da8 F}, linksseitig
stetig ist. p ist genau dann nicht negativ, wenn F}, monoton steigend ist. Umgekehrt gilt: falls F’
eine steigende, linksseitig stetige Funktion ist mit F'(0) = 0, dann existiert ein nicht negatives
MaB p, mit F' = F),. (Dies folgt aus den Ergebnissen von §1 — wir setzen

p(la, bf) = F(b) — F(a)

und verwenden die Caratheodory-Erweiterung). Das entsprechende Integral [ xdyu einer Funk-
tion = heifit das Lebesgue-Stieltjes Integral bzgl. F' (oft geschrieben: [ xdF).
Wir betrachten jetzt den Fall von signierten Maflen. In diesem Fall ist F}, nicht notwendigerweise
monoton. Es gilt aber

b= Fup = By,

d.h. F}, ist eine Differenz von steigenden Funktionen. Dies fiihrt zur Definition:
Definition A.6 Fine Funktion F : R — R ist von beschrinkter Variation, falls

\/ /\ 2|F<ti+1>_F<ti>| <K.

K>0 to<t1<---<tn 11=0

Das kleinste solche K heifit die Variation von F' (geschrieben: V(F')).

Es ist klar, dal monotone, beschrankte Funktionen diese Eigenschaft haben. Daher auch jedes
F,,. Umgekehrt gilt:

Satz A.7 F ist genau dann von beschrinkter Variation, wenn F eine Darstellung
F=F —F

hat, wober Fy und Fy monoton steigend sind.

BEWEISSKIZZE. Setze

Gi(t) = V(Flog) (=0)
Gi(t) = =V(F|uo) (t<0)

und Fy = (G + F)/2, Fy = (G — F)/2.
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Zusammenfassend: Die beschrinkte Funktion F' : R — R ist genau dann die Verteilung
eines signierten Mafles p auf R, wenn

a) F(0)=0;
b) F' linksseitig stetig ist;
c¢) F von beschrankter Variation ist.
(Dann gilt: V(F) = |u|(R).)
Wir bringen jetzt einige Sétze iiber die Differenzierbarkeit von monotonen Funktionen.

Satz A.8 Seix:|0,1] — R monoton wachsend. Dann gilt:
a) {t:x an der Stelle t nicht stetig} ist abzihlbar;

b) {t:x an der Stelle t nicht differenzierbar} ist eine Nullmenge.

Satz A.9 Sei(x,) eine Folge von monoton wachsenden Funktionen, sodafi x =Y x,, existiert.
Dann gilt: ' =" !, f.i.

Satz A.10 Sei A C I mef$bar. Dann gilt: X4 =1 — fg X4 ist fast tberall differenzierbar und
EXa = Xa [

Satz A.11 Sei z : [0,1] — R Lebesgue-integrierbar mit Stammfunktion X. Dann gilt: X ist
f.i. differenzierbar und X'(t) = x(t) fi.

Definition A.12 Fine Funktion x : [0,1] — R ist absolut-stetig, falls folgendes gilt:

/\ \/ /\ Z|tz‘—3i\ <5:>Z|x(t¢)—:c(si)| <e.

e>0 >0 s1<t1<s2<to<---<sp<tn

Es folgt aus dieser Bedingung, dal X stetig und von beschréankter Variation ist. Sei p dann das
entsprechende Maf. Die obige Bedingung bedeutet, dafl i absolut-stetig ist bzgl. Lebesgue-MaSf.
Daher existiert eine integrierbare Funktion x, sodafl

X(t) = X(0) = pu([0,1]) = / wdl,

d.h. X ist eine Stammfunktion von x. Daher gilt:

Satz A.13 FEine Funktion X : [0,1] — R ist genau dann die Stammfunktion einer L-integrierbaren
Funktion x, wenn X absolut-stetig ist. In diesem Fall gilt: X'(t) existiert f.i. und z(t) = X'(t)

fii.

BEMERKUNG. Der Zusammenhang zwischen dem Lebesgue- und Riemann-Integral:
Wir bemerken zunéchst, dal nicht jede Lebesgue-integrierbare Funktion Riemann-

integrierbar ist. Das Standardbeispiel ist die Dirichlet-Funktion xo1jnq. Allerdings ist jede
Riemann-integrierbare Funktion Lebesgue-integrierbar, wie wir jetzt zeigen werden. Sei x :
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[0,1] — R eine beschrinkte Funktion und definiere fiir jedes n € N Treppenfunktionen h,, und
H,, wie folgt:

2" -2

Hy = ) Mg s+ Monoixgena
k=0

n

2n—2
ho =) MuX(k ks F M1z .
k=0

n

wobel

k k+1
M, = Sup{x(t)ite[z—n7 on [}
kE k+1

on’ 9on s

Es gilt: h, <z < H, und h, T, H, |. Sei h = limh,,, H = lim H,,. Dann gilt: h < x < H,
wobei h und H L-integrierbar sind. Auflerdem gilt:

/hzlim/hn, /H:lim/Hn.

Aber [ h, (bzw. [ H,) ist eine untere Riemann-Summe (bzw. eine obere Summe) fiir das
Integral von z. Es folgt aus der Definition, dal = genau dann Riemann integrierbar ist, wenn
[h=[H,dh h=H fii. Weiters gilt fiir ¢ € [0,1] h(t) = H(t) genau dann, wenn z an der

my = inf{z(t):t €]

Stelle ¢ stetig ist (bzw. rechtsseitig stetig ist, wenn ¢ von der Form Q—n) Daraus erhalten wir

folgendes Ergebnis:

Satz A.14 Sei z : [0,1] — R eine beschrinkte Funktion. Dann ist x genau dann Riemann
integrierbar, wenn
I{t : x an der Stelle t nicht stetig} = 0.

Falls x Riemann integrierbar ist, dann ist x auch L-integrierbar und R — [z =L — [ .
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A.3 Integraloperatoren auf >

Sei : = [0,1], A die o-Algebra der Borel-Mengen in [0, 1],/ das Lebesgue-Ma$l auf A. Fiir
[0,1] x [0,1] schreiben wir [0,1]?, fir A ® A, A2, fiir [ ® [, [2. Wir betrachten einen Kern
k:[0,1> — R und verlangen k € L*(I?). Ist dann z: [0,1] — R eine Funktion in L?*(I),

existiert das Integral
1

(Kz)(s): = / (s, D)a(t)dt
0
fiir fast alle s € [0,1]. Wegen k € L?(I?) existiert ndmlich fiir fast alle s € [0, 1] das Integral

1
|/ }k(s, t)}th. Fiir diese s ist dann wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung
0

1 1 [ 1 2
/yk(s, t)a(t)|dt < /}k(s, t)[*at /}x(t)’th < 0.
0 0 0
Wir kénnen daher jeder Funktion z € L?(I) die Funktion
1
Kz:[0,1] = R, s /k(s,t):c(t)dt
0

zuordnen, und es entsteht ein linearer Operator K auf L?(1). Uber diesen Operator K beweisen
Wir:

Satz A.15 Satz (Eigenschaften eines Integraloperators mit L*-Kern)
(a) K bildet L*(1) in sich ab.

(b) K ist beschrinkt mit Norm < | k||2.
(¢c) K ist kompakt.
(d) Gilt k(s,t) =k(t,s) fir fast alle (s,t) € [0,1]%, dann ist K selbstadjungiert.

1
BEWEIS. Zu (a): Sei € L?(l). Wir haben zu zeigen, daf} ”(K:c)(s)fds < oo ist. Es ist
0
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[l - //k: D] ds
/ 51 el
||x||2//\k s,0)|*dt ds

H:z:”z/‘kst‘dst

IA

Hieraus folgt (a).

Zu (b): Aus der eben durchgefiihrten Abschétzung ergibt sich fiir jedes x € Ly(1)
1Kol < (K] 2]

Hiernach ist K beschrinkt mit Norm < ||k||5.

Fiir den Beweis von (c) brauchen wir das folgende leicht zu beweisende Resultat:
]

Lemma A.16 Sei (2, A, ) ein W-Raum, Ay eine Boole’sche Halbalgebra, die A erzeugt. Mit
T bezeichen wir den Raum aller Ag-Treppenfunktionen auf €2, also den Raum aller Funktionen

der Form Y aixa,, o € R, Ay € Ay fir 1 <i<n, A,NA; =0 firi# j. Dann liegt T dicht
i=1

in L*(p).

Wir fithren den Beweis des Satzes zu Ende. Wir wenden das Lemma auf den W-Raum ([0, 1)%, A% l2)
und auf die Boole’sche Halbalgebra der mefibaren Rechtecken A x B, A, B € A, an. Es liefert
eine Folge (k,,) von Treppenfunktionen der Form

= Z Qi X A; (S)XBj (1),

i,j=1

derart, daB gilt lim,, ||k, — k||2 = 0. Bezeichnen wir mit K, den durch den Kern k,, definierten
Integraloperator auf L*([), dann folgt aus Teil (b), daf$ die Operatoren K, in der Operatornorm
gegen K konvergieren. K, ist aber von endlichem Rang. Denn wihlen wir x € L?(I) und ist

s € A;, dann ist
= Z&i’j /.T(t)dt
j=1

B;

und hieraus folgt, daf§ der Bildbereich von K, von den Funktionen y4,,1 <7 < n, erzeugt wird.
Hiermit sind die K, von endlichem Rang, und K ist kompakt.
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Zu (d): Fiir z,y € L*(1) ist

(Kzly) =

und andererseits

B
=
s
Il
—

x(t) /k(t,s)y(s)ds dt

_ /1 /1 k(s, £)z(t)y(s)ds dt.

Wir sind daher am Ziel, wenn wir zeigen konnen, daf§ der Satz von Fubini anwendbar ist. Dazu
ist es notwendig, zu zeigen, dafl das Integral

/ k(s,t)z(t)y(s)d(s,t)
[0,1]2

existiert. Da aber wegen der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung das Produkt zweier L2-Funktionen
eine L'-Funktion ist, folgt die Existenz unseres Integrals aus der Tatsache, da8 die Funktionen
k(s,t) und z(t)y(s) beide im Raum L?(l) liegen.
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A.4 Begriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie
a) WORTERBUCH

Wahrscheinlichkeitstheorie Analysis

W-Raum positiver, normierter Mafiraum
Elementarereignis (Ausgang) Punkt

Ereignis mefBbare Menge

das sichere Ereignis Q

Das unmogliche Ereignis () (bzw. eine Nullmenge)

fast sicher fast iiberall

Erwartungswert Integral

b) STATISTISCHE GROSSEN

In der Praxis gibt es drei wichtige Sorten von W-maflen auf R:

A. Diskret und endlich. Q ist endlich, etwa 2 = {0, 1,...,n}, p ist eine Summe von J-Maflen.
Dann sind mefibare Funktionen z endliche Vektoren und das Integral ist

/ rdp = Zn: &ray,
r=0

n

wobei = > a0, und x = (&,...,&,).

r=0

BEISPIEL. Die Bernoulli Verteilung: @ = {0,...,n}, p = > 5= (")4;.
r=0

B. Diskret und unendlich. () ist abzdhlbar, etwa ) = Ny, p ist eine Kombination von 6-
Mafen, etwa y_~  a,d,. Dann sind mefibare Funktionen (unendliche) Folgen, und das Integral

einer solchen Folge ist
/ rdy = Z Enly.
n=0

C. Kontinuierlich. (2 ist ein Intervall, © hat eine Dichte ¢ bezgl. des Lebesgue-Mafles, d.h.,
H(A) = [, (x)dA(x).

Das Integral ist in diesem Fall das Lebesgue Integral

/ f(2)6(x) di(x).

=2
2

BEISPIEL. Normalverteilung auf R. ¢(z) = —=e¢

Fiir ein W-Ma8l o auf R definiert man:
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die r-ten Momente: m, = [, «"du(z) (falls " bezgl. p integriebar ist);
insbesonders den Mittelwert m| = [ xdu(x);
die r-ten zentrierten Momente m, = [(z —m/})"du(x);.
insbesonders die Varianz V' = my und die Streuung oder Standardabweichung
o, wobei o = |/my;
die momenterzeugende Funktion ¢ : h — [ e"du(x);
die charakteristische Funktion ¢ : ¢t — ¢(it) = [ e du(z);
die erzeugende Funktion ¢ — [ t*du(z);
die Verteilungsfunktion F : z — p{] — oo, z[}.
c) ZUFALLSVARIABLEN. Sei (2, A, ) ein W-Raum, X: 2 — R eine Zufallsvariable. Dann
ist
i A p(27(A))
ein W-Mafl auf R—die Verteilung oder das Gesetz vom X.
Damit kann man die Begriffe aus b) auf X iibertragen—etwa

die r-ten Momente m, = [ X" (w)du(w);
Q

die zentrierten Momente m, = [(X(w) — m})"dp(w);
Q

die momenterzeugende Funktion ¢ : h — [ e"X@dp(w);
0

die charakteristische Funktion ¢ : ¢ — [ X dy;
die Verteilungsfunktion F : z +— p{X'(] — oo, z[}.
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A.5 Die Fourier-Reihe und die schwingende Saite

Betrachte die Wellengleichung
Pu_ ot
o2 0Os?
auf [0, 7] x R, mit Randbedingungen

u(0,t) = wu(mt)=0 (teR")
u(s,0) = g(s) (se(o,7)

Trennung der Variablen. Der Ansatz u(s,t) = v(s)w(t) fithrt zu den Gleichungen
V' + =0 (x) 0+Ilw=0 (*x)

(I ein Parameter). Damit (x) periodische Lésungen hat, mufl I = n? (n € N) sein. Das fiihrt
zu Losungen der Gestalt
U (s,t) = sinns cosnt.

Man bekommt allgemeinere Losungen u(s,t) = > b, sinnscosnt durch Superposition. Die
Koeffizienten (b,) werden durch die Randbedingung u(s,0) = g(s) bestimmt, d.h. die (b,,) sind

2 x : s : .
die Koeffizienten b, = = [ g(z) sin na dz der Fourier-Sinusreihe von g (siehe unten).
7r

BEMERKUNG. Fourier-Reihen: Sei f: [-7,7] — R eine geeignete Funktion. Wir suchen
eine Darstellung von f als Summe einer Reihe von trigonometrischen Polynomen. Aus den
Orthogonalitdtsbeziehungen

/ cosmrcosnrdr = 0 (m#n)

—Tr

/ (cosma)dz = 1 (n>0)

—T

s
/ cosmzsinnzxdr = 0

—Tr

/ sinmzsinnrdr = 0 (m#n)

—T

/(sinnw)zdx =

—Tr

und einigen formalen Manipulationen folgt, dafl die einzige M6glichkeit die Reihe

1 [o.¢]
500 + ;(an cos nx + b, sin nx) dz

ist, wobei a, = 1 [7_ f(x)cosnzdr und b, = L [T f(x)sinnx dz. Dies ist die Fourier-Reihe
von f, und die a, und b, sind die Fourier-Koeffizienten. Falls f geniigend glatt ist, dann
konvergiert diese Reihe auf [—7, 7] gegen f. Falls f gerade (bzw. ungerade) ist, dann gilt:
b,=0 (neN)bzw.a,=0 (neN).
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BEMERKUNG. Fourier Sinus- und Cosinusreihen: Sei g: [0, 7] — R geeignet und sei g. die
gerade (bzw. g, die ungerade) Fortsetzung von ¢ (d.h., g.(z) = g(—x), bzw. g,(x) = —g(—x)
(x € [-m,0[)). Die Fourierreihen von g. bzw. g, haben die Gestalt:

e}

12 2™
— + ) apcosnxr wobei a,= nill g(z) cosnz dz
an f
n=1 0
bzw.

—, . : 2™ :

E b,sinnxr wobei b, = T g(x) sinnzx dz

n=1 0

Sie konvergieren gegen g auf [0, 7] (g glatt) und heiflen die Fourier-Cosinusreihe bzw. die
Fourier-Sinusreihe von g.
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