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Kapitel 1Zahlen & Logik
1.1 Nat�urli
he ZahlenWir verwenden den Bu
hstaben N, um die Menge der nat�urli
hen Zahlen zu bezei
hnen, d.h.N = f1; 2; 3; : : :g:n 2 N bedeutet: n ist eine nat�urli
he Zahl. Mit N0 bezei
hnen wir die Menge f0; 1; 2; : : :g. Dierelevanten Eigens
haften von N sind Konsequenzen der folgenden Axiome von Peano:a) 1 ist eine nat�urli
he Zahl und jede Zahl n besitzt einen Na
hfolger ges
hrieben n0.Weiters gilt:b) Der Na
hfolger von n 2 N ist eindeutig bestimmt;
) jedes n 6= 1 aus N ist Na
hfolger von genau einem m 2 N;d) falls A eine Teilmenge von N ist, soda� 1 2 A und der Na
hfolger von jedem n 2 A au
hin A ist, dann gilt A = N.Die letzte Aussage hei�t Prinzip der vollst�andigen Induktion (au
h Prinzip der mathema-tis
hen Induktion).Die Menge N0 besitzt eine Addition und eine Multiplikation d.h. Operationen(m;n) 7! m + n bzw. (m;n) 7! mn:Das folgt aus den Axiomen wie folgt: F�ur jedes m de�nieren wir m+ 1 = m0. Wir setzen dannm + n0 = (m + n)0. Es folgt aus dem Prinzip der mathematis
hen Induktion, da� m + n wohlde�niert ist. �Ahnli
herweise kann man die Axiome von Peano verwenden, um Multiplikation zude�nieren (Aufgabe f�ur den Leser). (Dies ist ein Beispiel einer rekursiven De�nition. Sol
heMethoden sind gerade in der Informatik �au�erst wi
htig.)Es gilt: m + n = n+m; (m+ n) + p = m+ (n + p)m+ 0 = mmn = nm; (mn)p = m(np); m � 1 = mm(n+ p) = mn +mp (m;n; p 2 N0):1



2 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIKBeispiele. Zeige: 1 + 2 + � � �+ n = n2 (n + 1).Sei A die Menge aller n 2 N, f�ur die die Formel gilt: d.h.A = �n : 1 + 2 + � � �+ n = 12n(n + 1)�:Es ist klar, da� 1 2 A, und wir zeigen, da� aus n 2 A folgt n+ 1 2 A. n 2 A bedeutet, da� dieFormel 1 + 2 + � � �+ n = 12n(n + 1) gilt. Dann:1 + � � �+ n + (n+ 1) = (1 + � � �+ n) + n + 1= 12n(n + 1) + (n+ 1)= (n+ 1)�n2 + 1�= n+ 12 ((n+ 1) + 1)d.h. n+ 1 2 A. Daraus folgt, da� A = N, d.h. die Formel gilt f�ur jedes n 2 N.Die Ordnungsstruktur: N hat zus�atzli
h eine Ordnungsstruktur: Wir de�nierenm < n, es existiert p 2 N mit m+ p = n:Identi�zieren wir die Elemente ausNmit den Gitterpunkten einer Zahlengerade, dann bedeutetm < n, da�m links von n liegt. Dann gilt: Ausm < n folgtmp < np,m+p < n+p (m;n; p 2 N).Der Divisionsalgorithmus (Euklidis
her Algorithmus): Seien m;n 2 N. Dann existierenq; r 2 N0 soda� m = nq + r mit 0 � r < n:Dabei sind q; r eindeutig bestimmt.Falls r = 0, dann ist n ein Teiler von m (ges
hrieben njm). m ist eine Primzahl, falls m und1 die einzigen Teiler von m sind.Beispiel. Bere
hne alle Primzahlen � 100. Wir benutzen das sogenannte Sieb von Era-tosthenes d.h. wir strei
hen sukzessive die Vielfa
hen von 2; 3; 5; 7; : : : dur
h. Die Zahlen, die�ubrigbleiben, sind prim:1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 2021 22 23 24 25 26 27 28 29 3031 32 33 34 35 36 37 38 39 4041 42 43 44 45 46 47 48 49 5051 52 53 54 55 56 57 58 59 6061 62 63 64 65 66 67 68 69 7071 72 73 74 75 76 77 78 79 8081 82 83 84 85 86 87 88 89 9091 92 93 94 95 96 97 98 99 100.Die gesu
hten Primzahlen sind daher 2; 3; 5; 7; 11; 13; 17; 19; 23; 29; 31; 37; 41; 43;47; 53; 59; 61; 67; 71; 73; 79; 83; 89; 97.



1.1. NAT�URLICHE ZAHLEN 3S
hon Euklid hat bewiesen, da� es unendli
h viele Primzahlen gibt. Der Beweis lautet wiefolgt: Wir nehmen an, da� nur endli
h viele Primzahlen p1; : : : ; pn existieren und f�uhren dieseAnnahme zu einem Widerspru
h. Sei N die Zahl p1p2 � � � pn+1. Die Primzahlen p1; : : : ; pn sindkeine Teiler von N , N hat aber mindestens eine Primzahl als Teiler. Daher k�onnen wir unsereListe um mindestens eine Primzahl erweitern, und das ist s
hon der gesu
hte Widerspru
h.Darstellungen von nat�urli
hen Zahlen: Als Anwendung des Divisionsalgorithmus habenwir folgende Aussage: Sei n 2 N, n > 1. Dann hat jedes m 2 N eine eindeutige Darstellungm = aknk + ak�1nk�1 + � � �+ a0;wobei 0 � ai < n (und ak 6= 0).Diese Darstellung hei�t die n-are Entwi
klung von m. Die wi
htigsten F�alle in der Praxissind n = 10 { Dezimalentwi
klung;n = 2 { Dyadis
he Entwi
klung;n = 16 { Hexadezimalentwi
klung.Die KoeÆzienten a0; a1; : : : ; ak sind die Restglieder na
h sukzessiven Divisionen wie im folgen-den S
hema: m = q0n + a0q0 = q1n + a1...qk�1 = qkn+ ak (wobei qk = 0):Beispiel. Stelle die Dezimalzahl 27 in dyadis
her Form dar27 = 2:13 + 113 = 2 � 6 + 16 = 2 � 3 + 03 = 2 � 1 + 11 = 2 � 0 + 1:Daher ist die dyadis
he Darstellung 11011.Eine wi
htige Zahl ist n! = 1 � 2 � 3 � � �n, das Produkt der ersten n nat�urli
hen Zahlen. n!(gespro
hen \n Fakult�at" oder \n faktorielle") ist die Anzahl der m�ogli
hen Anordnungen vonn vers
hiedenen Elementen.n! w�a
hst sehr s
hnell mit n (1; 2; 6; 24; 120; 750; 5040; 40320; 362880; 3628800(= 10!),15! � 1:3� 1012; 20! � 2:43� 1018; 30! � 2:65� 1032; 40! � 8:16� 1047).Diese Zahlen stehen in enger Beziehung zu dem sogenannten Pas
als
hen Dreie
k, wobei jedesElement die Summe der zwei oberen Elemente ist. Wir bezei
hnen mit �nr� das Element in dern-ten Reihe und r-ten Diagonale. �nr� ist die Anzahl der M�ogli
hkeiten, aus einer Menge von nunters
hiedli
hen Elementen r Objekte auszuw�ahlen, wobei die Reihenfolge ni
ht ents
heidendist.



4 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIKEs gilt dann �nr� = n!(n� r)!r! :Eine wi
htige Formel ist: �nr� + � nr + 1� = �n+ 1r + 1�:Die KoeÆzienten �nr� spielen eine wi
htige Rolle in der Mathematik, z.B. in demBinomialsatz: (x+ y)n = nXr=0 �nr�xn�ryr:1.2 Rationale Zahlen & Reelle ZahlenRationale Zahlen(Positive) Rationalzahlen sind diejenigen der Gestalt pq (p; q 2 N). Wir bezei
hnen die Mengesol
her Zahlen mit Q+, { Q+0 ist die Menge Q+ [ f0g.Wir k�onnen die Strukturen von N verwenden, um entspre
hende Strukturen auf Q+ zu de�-nieren:Addition: pq + rs = ps+ qrqsMultiplikation: pq � rs = prqsOrdnung: pq < rs , ps < qr:Die gew�ohnli
hen Re
henregeln gelten.Jede Rationalzahl hat eine Darstellung der Gestaltm + a110 + � � �+ ar10r + 110r� b110 + � � �+ bs10s + b110s+1 + � � �+ bs102s + b1102s+1 + : : :�(ges
hrieben m; a1a2 : : : arb1 : : : bs). (Die KoeÆzienten liegen zwis
hen 0 und 9.)Beispiel. 0; 365 = 0; 365365365365365365 � � �= 365999 .Reelle ZahlenS
hon die alten Grie
hen haben erkannt, da� es Zahlen gibt, die ni
htrational sind z.B. gibt eskein r 2 Q, soda� r2 = 2. (Denn g�abe es p; q, soda� (pq )2 = 2, dann w�are p2 = 2q2. Daraus folgt,da� p2 und daher au
h p gerade sind. Setzen wir p = 2p0, so sehen wir, da� q2 = 2p02. Daherist au
h q gerade. p und q haben also den gemeinsamen Faktor 2, den wir wegk�urzen k�onnen.Aber das glei
he Argument erlaubt uns no
h einmal einen Faktor 2 zu k�urzen { und so weiterad in�nitum. Diese Situation ist o�ensi
htli
h unm�ogli
h { also gibt es keine sol
hen p; q).



1.3. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN 5Daher f�uhren wir den Begri� der (positiven) reellen Zahlen ein. Das sind diejenigen Zahlen, dieDezimalentwi
klungen der Gestaltm+ a110 + a2102 + : : : (m 2 N; 0 � ai � 9)(ges
hrieben m; a1a2 : : : ) haben.Wir bezei
hnen die Menge sol
her Zahlen mit R+.Negative ZahlenR bezei
hnet die Menge aller Zahlen mit einer Darstellungm; a1a2 : : :oder �m; a1a2 : : :Z.B. �1; 41421 : : : ;�3; 14159 : : :Z bezei
hnet die ganzen Zahlen f: : : ;�3;�2;�1; 0; 1; 2; 3; : : :g.Q bezei
hnet die rationalen Zahlen f�pq : p 2 N0; q 2 Ng.Auf R de�nieren wir{ eine Addition (x; y) 7! x + y{ eine Multiplikation (x; y) 7! xy{ eine Ordnungstruktur x < y , y � x 2 R+.Dann gilt:1. R ist ein K�orper (genaue De�nitionen in der Vorlesung);2. aus x < y folgt x+ z < y + z;3. aus x < y folgt xz < yz falls z > 0; xz > yz falls z < 0;4. aus 0 < x < y folgt 1x > 1y , aus x < y < 0 folgt 1x > 1y , aus x < 0 < y folgt 1x < 1y .1.3 Die komplexen ZahlenIdenti�zieren wir die Zahlen aus R mit Punkten aus der Zahlengeraden, so ist es nat�urli
h,Punkte aus R2 (d.h. geordnete Paare (x; y)) mit Punkten einer Ebene zu identi�zieren. Wirbetra
hten diese Objekte als Zahlen { die sogenannten \komplexen Zahlen" { und versehen dieMenge C sol
her Zahlen mit einer Addition und Multiplikation wie folgt:(x1; y1) + (x2; y2) = (x1 + x2; y1 + y2)(x1; y1)(x2; y2) = (x1x2 � y1y2; x1y2 + x2y1):Verwenden wir den Bu
hstaben i f�ur die komplexe Zahl (0; 1) und identi�zieren wir die reelleZahl x mit der komplexen Zahl (x; 0), so sehen wir:



6 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIK1. da� i2 = �12. da� jedes z 2 C eine eindeutige Darstellungz = x + iy(x; y 2 R) hat.x hei�t der Realteil von z (ges
hrieben <z). y hei�t der Imagin�arteil von z (ges
hrieben =z).Wir f�uhren folgende Bezei
hnung ein: �z = x� iy hei�t die zu z konjugiert komplexe Zahl;jzj =p(x2 + y2) = pz�z { der Absolutbetrag von z. arg z = der Winkel � 2 [0; 2�[, soda�
os � = xjzj ; sin � = yjzj (z 6= 0):Wir haben die folgenden einfa
hen Beziehungen zwis
hen diesen Gr�o�en:z1 + z2 = �z1 + �z2; z1z2 = �z1�z2jz1 + z2j � jz1j+ jz2jjz1z2j = jz1jjz2j:Falls z 6= 0, dann gilt zz�1 = 1 wobei z�1 = �zjzj2 die Inverse von z ist.Die Polardarstellung: Jedes z 6= 0 aus C hat die Darstellungz = �(
os � + i sin �)wobei � = jzj (und daher eindeutig bestimmt) und � ein Winkel ist, mit 
os � = xjzj ; sinh = yjzj(d.h. � = arg z bis auf ein ganzzahliges Vielfa
hes von 2�). In bezug auf diese Darstellung hatdie Multiplikation die einfa
he Gestalt:z1z2 = �1�2(
os(�1 + �2) + i sin(�1 + �2))wobei z1 = �1(
os �1 + i sinh1), z2 = �2(
os �2 + i sinh2).Korollar 1.3.1 (Gesetz von de Moivre). F�ur n 2 Z gilt:(
os � + i sin �)n = (
osn� + i sinn�):Aus diesen Formeln folgt die wi
htige Tatsa
he: F�ur jede komplexe Zahl� = �(
os � + i sin �)(unglei
h Null) und jedes n 2 N existieren genau n komplexe Zahlen z, soda� zn = �, n�amli
hz = �1=n�
os�2k� + �n � + i sin�2k� + �n ��(k = 0; 1; : : : ; n� 1).



1.3. DIE KOMPLEXEN ZAHLEN 7Insbesondere gibt es n komplexe Zahlen z, soda� zn = 1, n�amli
hz = 
os 2k�n + i sin 2k�n (k = 0; : : : ; n� 1):Sie hei�en die n-ten Wurzeln der Einheit.Eine der wi
htigsten Eigens
haften der komplexen Zahlen ist der sogenannteSatz 1.3.2 Fundamentalsatz der Algebra: Sei p ein komplexes Polynom von Grad n > 1,etwa p(z) = a0 + a1z + � � �+ anzn:Dann hat p genau n Nullstellen �1; : : : ; �n d.h.p(z) = an(z � �1) � � � (z � �n):Falls p ein reelles Polynom ist, etwap(t) = a0 + a1t + � � �+ antn;wobei die ai reell sind, dann haben die Nullstellen von p die Gestalt:t1; : : : ; tr;reell �1 + i�1; �1 � i�1; : : : ; �s + i�s; �s � i�s; r + 2s = nkonjungiert-komplexe Paare.Es gilt dannp(t) = (t� t1) � � � (t� tr)(t2 � 2�1t + �21 + �21) � � � (t2 � 2�st + �2s + �2s ):Die Zahlen exp z; ln z; z�: F�ur z 2 C de�nieren wir exp(z) (oder einfa
h ez) bzw. ln z (f�urz 6= 0) wie folgt ez = ex(
os y + i sin y) (z = x + iy)ln z = ln jzj+ ih; wobei z = jzj(
osh + i sinh)(Wegen der Mehrdeutigkeit der Wahl von h gibt es unendli
h viele m�ogli
he Werte f�ur ln z.Normalerweise w�ahlt man h = arg z (d.h. den Winkel h, der zwis
hen 0 und 2� liegt). Derenspre
hende Wert von ln z hei�t der Hauptwert des Logarithmus. (F�ur die Funktionen exp,ln auf R, siehe unten).)Falls z( 6= 0) 2 C, � 2 C, dann de�nieren wir z� = exp(� ln z).Wegen der Mehrdeutigkeit des Logarithmus hat z� i.a. unendli
h viele m�ogli
he Werte. W�ahlenwir den Hauptwert des Logarithmus, so bekommen wir den Hauptwert von z�.(N.B. Wenn � = n eine ganze Zahl ist, dann stimmen diese Werte alle �uberein, soda� manin Wirkli
hkeit einen eindeutigen Wert hat. Falls � = pq rational ist (wobei p und q keinegemeinsamen Faktoren besitzen), dann bekommt man q Werte.)Beispiele. Bere
hne ei; ln i; ii:ei = 
os 1 + i sin 1;ln i = i�2 (Hauptwert);ii = exp(i ln i) = exp���2� = e��2 (Hauptwert):



8 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIKEinfa
he Eigens
haften der Funktionen exp und ln:exp(z1 + z2) = exp z1 exp z2;ln(z1z2) = ln z1 + ln z2 + 2i�� (� = 1; 0;�1):Wir s
hlie�en dieses Kapitel mit einer Liste von Zahlensystemen und ihren 
harakteristis
henEigens
haften:NDivision ni
ht im-mer m�ogli
h d.h.ax = b ni
ht immerl�osbar Q+Wurzel ziehen ni
htimmer m�ogli
h d.h.x2 = a ni
ht immerl�osbar R+Subtrahieren ni
ht im-mer m�ogli
h da x+a =b ni
ht immer l�osbarRx2 = a ni
ht l�osbar f�ura negativ Calle Polynomialglei-
hungen l�osbar1.4 Mengen und AbbildungenIn der Vorlesung haben wir mit \Mengen" und \Abbildungen" gearbeitet, ohne diese Begri�egenau zu erl�autern.Beispiele. Die L�osungsmenge des Systems:3x + 2y + z = 6x+ 3y � 7z = 1:Die Menge aller ganzen Zahlen;Die Menge R aller reellen Zahlen usw.Versu
hen wir, eine pr�azise De�nition einer Menge zu geben, so kommen wir in S
hwierigkeiten(vgl. den Versu
h, in der euklidis
hen Geometrie einen Punkt zu de�nieren). Da die Feinheitender Mengentheorie uns in dieser Vorlesung ni
ht besonders interessieren, werden wir einen eherpragmatis
hen Standpunkt einnehmen. Unter einer Menge versteht man \eine Zusammenfas-sung" bestimmter wohlunters
hiedener Objekte unserer Ans
hauung oder unseres Denkens {wel
he die Elemente der Menge genannt werden { zu einem \Ganzen" (Originalde�nition vonGeorg CANTOR). Die Begri�e \Menge" bzw. \Eigens
haft" �uberde
ken si
h im gro�en undganzen. Jede Eigens
haft bestimmt eine Menge (die Menge aller Dinge, die diese Eigens
haftbesitzen) { jede Menge bestimmt eine Eigens
haft (Mitglieds
haft dieser Menge). Eine beque-me Methode, Mengen zu spezi�zieren, besteht darin, ihre Elemente zwis
hen ges
hwungenenKlammern aufzulisten (falls die Menge sehr viele oder sogar unendli
h viele Elemente besitzt,verwendet man Punkte, um fehlende Elemente anzudeuten).Beispiele. f1; 2; 3g ist die Menge aller nat�urli
hen Zahlen � 3;f1; 2; 3; : : :g ist die Menge aller nat�urli
hen Zahlen;f2; 4; 6; : : :g ist die Menge aller geraden Zahlen.Eine andere M�ogli
hkeit verwendet die de�nierende Eigens
haft der Menge, d.h. �x 2 A : P (x)	ist die Menge aller x 2 A, die die Eigens
haft P erf�ullen.Beispiele. fx 2 N : x ist eine gerade Zahlg ist die Menge f2; 4; 6; : : :g.fx 2 R : x � 0g { die Menge aller ni
ht-negativen reelen Zahlen.



1.4. MENGEN UND ABBILDUNGEN 9Wir verwenden Gro�bu
hstaben f�ur Mengen, kleine f�ur Elemente.2 bedeutet \ist Mitglied von". Die Folgenden Mengen sind so wi
htig in der Mathematik, da�man eigene Bu
hstaben f�ur sie reserviert:N { die Menge aller nat�urli
hen Zahlen;Z { die Menge aller ganzen Zahlen;Q { die Menge aller rationalen Zahlen;R { die Menge aller reellen Zahlen;C { die Menge der komplexen Zahlen.Falls A;B Mengen sind, dann bedeutet:\A � B" { A ist Teilmenge von B (d.h. jedes Element von A ist Element von B).\A = B" { A und B sind identis
h (d.h. sie besitzen die glei
hen Elemente).A \ B { ist die Menge aller Elemente, die sowohl in A als au
h in B sind.A [ B { ist die Menge aller Elemente, die entweder in A oder in B (oder in beiden) sind.A nB { ist die Menge aller Elemente, die in A aber ni
ht in B sind.; { (die leere Menge) ist die Menge, die keine Elemente besitzt.A � B { ist die Menge aller geordneten Paare (a; b), wobei a 2 A, b 2 B (A � B hei�t daskartesis
he Produkt von A und B).Diese Bezei
hnungen lassen si
h mit Hilfe der sogenannten VENN's
hen Diagramme veran-s
hauli
hen.Beispiele. Die Aussagen 2 2 N, �7 2 Z, 72 2 Q, p2 2 R sind ri
htig;Die Aussagen �7 2 N, 72 2 Z, p2 2 Q, 3+p�1 2 R sind fals
h. f1; 2; 3g � f1; 2; 3; 4g,N � Z,Z � Q, Q � R (ri
htig);Q � Z, f1; 2; 3; 4g � f1; 3; 4; 5g (fals
h); N = f1; 2; 3; 4 : : :g (ri
htig);fx 2 R : x � 0g = fx 2 R : es existiert y 2 R mit x = y2g (ri
htig);f1; 2; 3; 4g \ f1; 2; 5g = f1; 2g (ri
htig);f1; 2; 3; 4; g [ f1; 2; 5g = f1; 2; 3; 4; 5g (ri
htig). R n Q ist die Menge der irrationalen Zahlen,(ri
htig).; = fx 2 R : x2 = �1g = f1; 3; 5; : : :g \ f2; 4; 6; : : :g (ri
htig). Die Mengenoperationen erf�ullendie folgenden Re
henregeln, wie man si
h lei
ht �uberzeugt:1. A [ A = A;A \ A = A;2. (A [B) [ C = A [ (B [ C); (A \B) \ C = A \ (B \ C);3. A [B = B [ A;A \B = B \ A;4. A [ (B \ C) = (A [B) \ (A [ C);5. A \ (B [ C) = (A \B) [ (A \ C);6. (A nB) \ (A n C) = A n (B [ C); (A nB) [ (A nC) = A n (B \ C)(Die Gesetze von de MORGAN.)Abbildungen: Eine informale De�nition w�are etwa: Eine Abbildung f von einer Menge A ineine Menge B (in Symbolen f : A! B) ist eine Vors
hrift, die jedem x 2 A ein Element f(x)in B zuordnet. A hei�t die De�nitionsmenge (oder De�nitionsberei
h), B die Bildmengevon f .



10 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIKBeispiel.Die Vors
hrift f(x) = x2 de�niert eine Abbildung vonR inR. Wir benutzen folgendeS
hreibweise: f : R ! Rx 7! x2oder f : x 7! x2 (x 2 R). Um Anthropomorphismen wie \Vors
hrift" zu vermeiden, k�onnenwir etwa die folgende formale De�nition geben: eine Abbildung f : A ! B ist eine TeilmengeM von A�B mit den Eigens
haften:a) f�ur jedes x 2 A existiert ein y 2 B mit (x; y) 2M ;b) (x; y) 2M und (x; z) 2M impliziert y = z.(M ist der Graph der Abbildung.)Notation. IdA ist die Identit�atsabbildung x 7! x auf einer Menge A: Falls f : A ! B undA1 � A, dann ist f(A1) = ff(x) : x 2 A1g das Bild von A1 bzgl. f .F�ur B1 � B ist f�1(B1) = �x 2 A : f(x) 2 B1	das Urbild von B1 bzgl. f . Eine Abbildung f : A! B istinjektiv, falls x 6= y impliziert f(x) 6= f(y);surjektiv, falls f(A) = B (d.h. jedes Element in B ist das Bild eines Elements aus A);bijektiv, falls injektiv und surjektiv.(Entspre
hende Hauptw�orter: Injektion, Surjektion, Bijektion.)Beispiele. Die Abbildung f : x 7! x2 von R in Rist weder injektiv no
h surjektiv. Es gilt:f(R) = fx : x � 0gf�1(y) = fpy;�pyg (y � 0)f�1(B) = fpy;�py : y 2 B; y � 0g:g : R! R, wobei g : x 7! x3, ist surjektiv und injektiv { daher bijektiv.h : x 7! sinx vonR in [�1; 1℄ ist surjektiv.Zusammensetzung von Abbildungen:Eine Abbildung kann man betra
hten als eine mathematis
he Abstraktion eines \Input-OuputSystems". Der Zusammensetzung (Verkn�upfung) zweier Abbildungen entspri
ht die reihenweiseKoppelung von zwei Systemen. Damit die Zusammensetzung m�ogli
h ist, mu� der Outputvon S1 ein m�ogli
hes Input von S2 sein. In unserer Spra
he hei�t das, da� die Abbildungenf : A! B, g : C ! D zusammensetzbar sind, falls B � C. Die Abbildungen g Æ f von A in Dist dann die Abbildung x 7! g�f(x)�:Falls eine Abbildung f : A ! B bijektiv ist, dann existiert eine Abbildung g : B ! A, soda�f Æ g = IdA, g Æ f = IdB. g hei�t die Inverse von f . (Ges
hrieben f�1.)Beispiele. Die Zusammensetzung der Abbildungenf : (�1; �1) 7! (a11�1 + a12�2; a21�1 + a22�2)g : (�1; �2) 7! (b11�1 + b12�2; b21�1 + b22�2)



1.5. GRUPPEN 11ist die Abbildungg Æ f : (�1; �2) 7! �(b11a11 + b12a21)�1 + (b11a12 + b12a22)�2;(b21a11 + b22a21)�1 + (b21a12 + b22a22)�2�:(Alle Abbildungen von R2 in si
h selbst.)1.5 GruppenSei A eine Menge. Wir betra
hten die Menge aller Bijektionen von A als ein algebrais
hesSystem, mit Zusammensetzung als \Multiplikation". Wie man lei
ht sieht, erf�ullt dieses Systemfolgende Bedingungen.G1) h Æ (g Æ f) = (h Æ g) Æ f (Assoziativit�at);G2) f Æ Id = Id Æ f = f (Existenz eines Einselements);G3) f Æ f�1 = f�1 Æ f = Id (Existenz von Inversen).Wir bezei
hnen diese Menge mit Per(A). Jede Teilmenge G( 6= ;) von Per(A), soda� g Æ f undf�1 2 G, wenn f; g 2 G, hei�t eine Transformationsgruppe von A.Beispiele. Symmetriegruppen: Sei A eine Teilmenge von R2. Die Symmetriegruppe vonA ist die Menge aller Isometrien T : R2 ! R2 soda� T (A) = A.Beispiele: Die Symmetriegruppe vonI. dem Quadrat besteht aus 8 Elementen (die Identit�at, drei Drehungen, vier Spiegelungen).II. dem Kreis �(�1; �2) : �21 + �22 = 1	 ist unendli
h (jede Rotation um 0, Spiegelung an jederGeraden dur
h 0).Eine bequeme Art, Transformationsgruppen zu 
harakterisieren, ist die Angabe eines SystemsErzeugender, d.h. einer Menge S von Transformationen, soda� jedes Element der Gruppe dar-stellbar als ein Produkt von Elementen aus S ist. Z.B. haben die Gruppen oben folgendeerzeugende Systeme:I. Die Drehung um 90 Grad plus eine Spiegelung an der x-A
hse.II. Die Menge aller Spiegelungen.Wir f�uhren jetzt den allgemeinen Begri� einer Gruppe ein. Eine Gruppe ist eine Menge Gzusammen mit einer Multiplikation, d.h. eine Abbildung (x; y) 7! xy von G�G in G, soda�1. x(yz) = (xy)z (x; y; z 2 G) (Assoziativit�at);2. es existiert e 2 G mit ex = xe = x (x 2 G);



12 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIK3. f�ur x 2 G existiert y 2 G, soda� xy = yx = e.Das Element e 2 G mit Eigens
haft 2) ist eindeutig bestimmt und hei�t die Einheit vonG. �Ahnli
herweise ist das Element y von 3) eindeutig dur
h x bestimmt und hei�t dieInverse von x (ges
hrieben x�1).Eine Teilgruppe von einer Gruppe G ist eine ni
htleere Teilmenge G1 von G, soda�4. G1 ist ges
hlossen bzgl. Multiplikation, d.h. x; y 2 G1 impliziert xy 2 G1;5. x 2 G1 impliziert x�1 2 G1.G1 ist dann selber eine Gruppe.In der Praxis werden Teilgruppen oft folgenderma�en bestimmt: fx1; : : : ; xng sei eine Teilmengevon einer Gruppe G. Die Menge aller Elemente, die darstellbar als Produkte von Elementen ausfx1; : : : ; xn; x�11 ; : : : ; x�1n ; eg (wobei jedes Element �ofters vorkommen kann) sind, ist eine Teil-gruppe von G. Sie hei�t die von fx1; : : : ; xng erzeugte Teilgruppe und wird mit hx1; : : : ; xnibezei
hnet. fx1; : : : ; xng hei�en Erzeugende der Teilgruppe.Besonders wi
htig sind die sogenannten zyklis
hen Teilgruppen { das sind die Teilgruppen,die von einem Element erzeugt sind, d.h. sie haben die Gestalt fxn : n 2 Zg.Im allgemeinen ist die Gruppenmultiplikation ni
ht kommutativ d.h. es kann Elemente x; ygeben, mit xy 6= yx.Eine Grupe G hei�t kommutativ (oder abel's
h), falls alle Elemente kommutieren d.h. xy =yx (x; y 2 G) (die Multiplikationstabelle ist symmetris
h bzgl. der Diagonale). Beispiele vonkommutativen Gruppen sind: R mit Addition, C n f0g mit Multiplikation.Wegen der Ni
htkommutativit�at ist die Aussage (xy)�1 = x�1y�1 im allgemeinen fals
h. Aller-dings gilt der folgende Satz:Satz 1.5.1 Seien x; y Elemente einer Gruppe G. Dann gilt:(xy)�1 = y�1x�1:Beweis. Es gilt: (xy)(y�1x�1) = x(yy�1)x�1 = (xe)x�1 = xx�1 = e�Ahnli
herweise gilt (y�1x�1)xy = e.Permutationen:Eine sehr wi
htige Klasse von Gruppen sind die Permutationsgruppen von endli
hen Mengen.Wir bezei
hnen die Gruppe der Permutationen der Menge f1; 2; : : : ; ng mit Sn. Sn hat bekannt-li
h n! Elemente.Es ist bequem, eine Permutation � folgenderma�en zu bezei
hen:� 1 2 : : : : : : n�(1) �(2) : : : : : : �(n)�



1.5. GRUPPEN 13Z.B. �1 2 3 44 3 2 1�ist die Permutation 1 7! 4; 2 7! 3 3 7! 2; 4 7! 1.Beispiele von wi
htigen Permutationen:I. Transpositionen: Permutationen, die zwei Zahlen austaus
hen. Sie haben die Gestalt:�1 2 : : : : : : i : : : : : : j : : : : : : n1 2 : : : : : : j : : : : : : i : : : : : : n�Wir bezei
hnen diese Permutation mit (i j). Z.B. in S7 bezei
hnet (2 3) die Permutation�1 2 3 4 5 6 71 3 2 4 5 6 7� :II. Zyklen: Der Zyklus (i1 i2 : : : ik) in Sn ist die Permutation, die i1 in i2; i2 in i3; : : : ; ik�1 inik und ik in i1 �uberf�uhrt.Z.B. in S7 bezei
hnet (2 3 6) die Permutation:�1 2 3 4 5 6 71 3 6 4 5 2 7�Zwei Zyklen (i1; : : : ; ik), (j1; : : : ; jr) sind disjunkt, falls sie keine gemeinsamen Elementehaben. Z.B. sind (2 3 6), (4 5 7) disjunkt in S7, (2 3 6), (2 4 5) ni
ht.Wir werden jetzt beweisen, da� jede Permutation als Produkt von disjunkten Zyklendarstellbar ist. Betra
hten wir zun�a
hst die Permutation:�1 2 3 4 5 6 7 8 9 105 7 10 9 4 6 8 2 1 3 �Wir fangen mit dem Element 1 an und wenden wiederholt die Permutation an. Das liefertden Zyklus (1 5 4 9). Diese Prozedur wird wiederholt, indem wir mit einer Zahl (z.B. 2), dieni
ht in (1 5 4 9) vorkommt, anfangen. Wir bekommen den Zyklus (2 7 8). �Ahnli
herweisebekommen wir die Zyklen (3 10), (6). Das liefert die Faktorisierung(1 5 4 9) (2 7 8) (3 10) (6)(Bemerkung: disjunkte Zyklen kommutieren.)Satz 1.5.2 Jede Permutation in Sn ist darstellbar als ein Produkt von disjunkten Zyklen.Korollar 1.5.3 Jede Permutation ist darstellbar als Produkt von Transpositionen.



14 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIKBeweis. Na
h dem letzten Satz gen�ugt es, zu zeigen, da� jeder Zyklus diese Eigens
haft hat.Aber (i1 : : : ik) = (i1 ik)(i1 ik�1) : : : (i1 i2):In der Spra
he der Gruppentheorie hei�t dieses Ergebnis, da� die Transpositionen die ganzeGruppe Sn erzeugen.N.B. Die obige Darstellung einer Permutation als Produkt von Transpositionen ist ni
ht ein-deutig!Beispiel. Bestimme eine Darstellung der Permutation�1 2 3 4 5 6 7 8 9 105 7 10 9 4 6 8 2 1 3 �als Produkt von Transpositionen.Die Permutation = (1 5 4 9)(2 7 8)(3 10)(6) = (1 9)(1 4)(1 5)(2 8)(2 7)(3 10).De�nition 1.5.4 Der Charakter "� einer Permutation � ist (�1)r, wobei r die Anzahl derTranspositionen in einer Darstellung wie oben ist.� hei�t gerade, falls "� = 1, ungerade, falls "� = �1; Es gilt:a) "�Æ�1 = "�"�1;b) falls � = (i1; : : : ; ir) ein Zyklus ist, dann gilt "� = (�1)r�1 (denn(i1; : : : ; ir) = (i1 ir)(i1 : : : ir�1):Daher gilt "� = �"�1 wobei �1 = (i1 : : : ir�1)).Beispiel. Bere
hne "�, wobei� = �1 2 3 4 5 6 7 8 9 105 7 10 9 4 6 8 2 1 3 � :Es gilt: � = (1 5 4 9)(2 7 8)(3 10).Daher gilt: "� = (�1)3(�1)2(�1) = 1.Oder: � = (1 9)(1 4)(1 5)(1 8)(2 7)(3 10).Das sind 6 Zyklen { also gilt "� = 1.1.6 Logik1.6.1 Grundbegri�e der LogikWir stellen im folgenden einige Begri�e der Logik zusammen, die notwendig sind, um einegewisse Abkl�arung und Normierung des Gebrau
hs der Umgangsspra
he sowie eine Stilisierungder S
hreibweise mathematis
her S�atze zu errei
hen.



1.6. LOGIK 15Aussagenlogik: Wir verstehen unter einer Aussage ein (s
hrift-) spra
hli
hes Gebilde, f�urwel
hes es einen Sinn hat, zu fragen, ob es wahr oder fals
h ist. Eine Aussage soll stets entwe-der wahr oder fals
h (jedo
h ni
hts Drittes, insgesondere ni
ht wahr und fals
h zuglei
h) sein(zweitwertige Logik). Es spielt dabei keine Rolle, ob wir tats�a
hli
h feststellen k�onnen, ob eineAussage wahr oder fals
h ist.Symbole f�ur Aussagen: A;B;C; : : : oder p; q; r; : : :De�nition 1.6.1 A;B seien Aussagen. Dann de�nieren wir den Wahrheitswert jAj von A wiefolgt:jAj =W :, A ist wahr,jAj = F :, A ist fals
h,A � B (oder jAj = jBj) :, A und B haben denselben Wahrheitswert.Beispiele. f�ur Aussagen:\Paris liegt in Frankrei
h", \4 ist eine Primzahl" sind Aussagen. Keine Aussagen sind: \Wiesp�at ist es?", \Komm her!".Die \Aussagenlogik" gestattet, aus gegebenen Aussagen A;B neue Aussagen zu bilden, n�amli
h::A, (lies \ni
ht A"), die Negation von A,A ^ B, (lies \A und B"), die Konjunktion von A und B,A _ B, (lies \A oder B"), die Disjunktion von A und B,A) B, (lies \wenn A so B" oder \A impliziert B"), die Implikation von A auf B,A , B, (lies \A genau dann, wenn B" oder \A �aquivalent B"), die �Aquivalenz von A undB.Diese Aussagen sind de�niert dur
h die folgende \Wahrheitstafel" (das ist eine Tabelle, inder der Wahrheitswert von Aussagen angegeben wird):A B :A A ^ B A _ B A) B A, BW W F W W W WW F F F W F FF W W F W W FF F W F F W WZus�atze:� Wie die Tabelle zeigt, ist A _ B genau dann wahr, wenn wenigstens eine der beidenAussagen A;B wahr ist, die Disjunktion \_" entspri
ht also dem ni
htauss
hlie�enden\oder".� Bei der Implikation \A ) B" nennt man A die Pr�amisse, B die Konklusion. DieImplikation ist de�nitionsgem�a� genau dann fals
h (siehe Wahrheitstafel), wenn A wahrund B fals
h ist. Im Sinne der Aussagenlogik ist demna
h der in der Umgangsspra
he alsUnsinn empfundene Satz \Wenn der S
hnee gr�un ist, dann ist Paris die Hauptstadt vonEngland" eine wahre Aussage.Vereinbarung:Um Klammern zu sparen, vereinbart man:\:" bindet st�arker als \^", \_", \)", \,";



16 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIK\^", \_" binden st�arker als \)", \,".Wir s
hreiben demna
h z.B.:A ^ B statt (:A) ^B oder A ^B ) C statt (A ^B)) C.De�nition 1.6.2 Eine Verkn�upfung von Aussagen A;B;C; : : : , die unabh�angig von den Wahr-heitswerten von A;B;C; : : : stets wahr (fals
h) ist, hei�t Tautologie (Kontradiktion).Regeln des logis
hen S
hlie�ens:Satz 1.6.3 A;B;C seien beliebige Aussagen, T sei eine Tautologie und K eine Kontradiktion,dann gilt:a) :(:A) � Ab) :(A ^ B) � :A _ :B (De MORGANs
he Regel)
) :(A _ B) � :A ^ :B (De MORGANs
he Regel)d) A) B � :(A ^ :B) � :A _Be) A) B � (:B ) :A) (Kontrapositionsregel)f) A) B � (A ^ :B ) K) (redu
tio ad absurdum)g) �(A) B) ^ (A) :B)) :A� � T (redu
tio ad absurdum)h) (A) B) ^ (B ) C)) (A) C) � Ti) A, B � (A) B) ^ (B ) A)j) A ^ (A) B)) B � T (modus ponens)k) A ^ (B _ C) � (A ^ B) _ (A ^ C) (Distributivgesetze)l) A _ (B ^ C) � (A _ B) ^ (A _ C) (Distributivgesetze)m) (A _B) _ C � A _ (B _ C) (=: A _B _ C) (Assoziativgesetze)n) (A ^B) ^ C � A ^ (B ^ C) (=: A ^B ^ C) (Assoziativgesetze)Bemerkung.� Die Beziehungen des voranstehenden Satzes beweist man mit Hilfe von Wahrheitstafeln.� Die in voranstehendem Satz zusammengestellten Beziehungen hei�en Regeln des logi-s
hen S
hlie�ens; sie werden beim Beweis mathematis
her S�atze benutzt.



1.6. LOGIK 17Aussageformen und Quantoren:De�nition 1.6.4 Eine einstellige Aussageform A(: : : ) ist ein spra
hli
her Ausdru
k miteiner \Leerstelle" und einer KlasseM von Objekten, soda� gilt: Dur
h Einsetzen eines Objektesa aus der Klasse M entsteht eine Aussage A(a). (Statt der Leerstelle kann au
h ein Bu
hstabeals Platzhaltersymbol stehen.)Mit Hilfe einer einstelligen Aussageform bildet man die Aussagenâ2M A(a) (Generalisierung)_a2M A(a) (Partikularisierung);deren Wahrheitswert de�niert ist dur
ha) ����â2M A(a)���� = W :, f�ur alle a 2M ist A(a) wahrb) ���� _a2M A(a)���� =W :, es existiert ein a 2 M , so da� A(a) wahr ist.Bemerkung.� \V" hei�t Allquantor (A ohne Querstri
h, Ged�a
htnisst�utze!),\W" hei�t Existenzquantor.� Falls kein Mi�verst�andnis m�ogli
h ist hinsi
htli
h der zugrundeliegenden Klasse von Ob-jekten, s
hreibt man einfa
h VaA(a) und WaA(a) statt Va2M A(a) und Wa2M A(a).� Ist A(: : : ) eine einstellige Aussageform mit der Leermenge als zugeh�origer Klasse vonObjekten, dann de�niert manâ2;A(a) ist eine Tautologie und_a2;A(a) ist eine Kontradiktion.Satz 1.6.5 Sei B eine Aussage, A(: : : ) eine Aussageform, dann gilt:a) :(VaA(a)) � Wa(:A(a)) (De MORGANs
he Regeln)b) :(WaA(a)) � Va(:A(a)) (De MORGANs
he Regeln)
) B ^ (Va A(a)) � Va(B ^ A(a))d) B _ (Va A(a)) � Va(B _ A(a)) B ^ (WaA(a)) � Wa(B ^ A(a)) (Distributivgesetz)e) B _ (Wa A(a)) � Wa(B _ A(a))



18 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIKf) �B ) Va A(a)� � Va(B ) A(a))g) �B ) Wa A(a)� � Wa(B ) A(a))h) [(VaA(a))) B℄ � Va(A(a)) B)i) [(WaA(a))) B℄ � Wa(A(a)) B)De�nition 1.6.6 Eine zweistellige Aussageform A(: : :0 ; : : :00) ist ein spra
hli
her Ausdru
kmit einer \ein-gestri
henen" und einer \zwei-gestri
henen" Leerstelle zusammen mit zwei Klas-sen M 0 und M 00 von Objekten, soda� folgende zwei Bedingungen gelten:(1) Dur
h Einsetzen eines Objektes a aus M 0 in die eingestri
hene Leerstelle vonA(: : :0 ; : : :00) entsteht eine einstellige Aussageform A(a; : : :00), deren Leerstelle die zweige-stri
hene Leerstelle von A(: : :0 ; : : :00) ist und deren Einsetzungsklasse M 00 ist.(2) Dur
h Einsetzen eines Objektes b aus M 00 in die zwei-gestri
hene Leerstelle vonA(: : :0 ; : : :00) entsteht eine einstellige Aussageform A(: : :0 ; b), deren Leerstelle die einge-stri
hene Leerstelle von A(: : :0 ; : : :00) ist und deren Einsetzungsklasse M 0 ist.Bemerkung.� Drei- und mehrstellige Aussageformen werden analog der voranstehenden De�nition er-kl�art.� Mit einer zweistelligen Aussageform lassen si
h dur
h Kombination von Generalisierungund Partikularisierung folgende 8 Aussagen bilden:â b̂ A(a; b); b̂ â A(a; b); â _b A(a; b); _b â A(a; b);_a b̂ A(a; b); b̂ _a A(a; b); _a _b A(a; b); _b _a A(a; b):Dabei ist z.B. die Aussage WaVbA(a; b) genau dann wahr, wenn es mindestens ein Objekta der Klasse M 0 gibt, soda� f�ur alle Objekte b der Klasse M 00 die Aussage A(a; b) wahrist.� F�ur eine zweistellige Aussageform gelten folgende Beziehungen:�) â b̂ A(a; b) � b̂ â A(a; b)�) _a _b A(a; b) �_b _a A(a; b)
) : â b̂ A(a; b)! �_a _b :A(a; b)Æ) : â _b A(a; b)! �_a b̂ :A(a; b)



1.6. LOGIK 19� Ist A(: : :0 ; : : :00) eine zweistellige Aussageform, f�ur die die erste und zweite Einsetzungs-klasse miteinander �ubereinstimmen (M 0 =M 00 := M), dann s
hreibt man:^a;b2M A(a; b) statt â2M b̂2M A(a; b)und _a;b2M statt _a2M _b2M A(a; b):Vorsi
ht: _a b̂ A(a; b) und b̂ _a A(a; b)sind im allgemeinen ni
ht wahrheitsglei
h!Beispiele. Wir setzen einige der De�nitionen bzw. Aussagen der Vorlesung mit Hilfe dieserS
hreibweise um:Das Prinzip der mathematis
hen Induktion:"A(1) ^ n̂2NA(n)) A(n + 1)!#) n̂2NA(n):Die Folge (xn) konvergiert gegen x: V�>0WN2NVn�N jxn � xj � �.Die Folge (fn) konvergiert punktweise auf [a; b℄ gegen f :�̂>0 ^x2[a;b℄ _N2N n̂�N jfn(x)� f(x)j � �:Die Folge (fn) konvergiert glei
hm�a�ig auf (a; b) gegen f :�̂>0 _N2N ^x2[a;b℄ n̂�N jfn(x)� f(x)j � �:(Die letzten 3 Begri�e werden sp�ater behandelt.)



20 KAPITEL 1. ZAHLEN & LOGIKZusammenfassung und Erg�anzungAus konkreten Aussagen A;B;C; : : : entstehen dur
h die Verkn�upfungen ^; _; : neue, zu-sammnegesetzte Aussagen, deren Wahrheitswert ni
ht vom konkreten Inhalt der urspr�ungli
henAussagen, sondern nur von deren Wahrheitswert abh�angt.Sehen wir vom konreten Inhalt der Aussagen ab, und fassen A;B;C; : : : (oder x1; x2; : : : xn)als Aussagen{Variable auf, wel
he die Wahrheitswerte W; F (oder 1; 0) annehmen, soentspre
hen den zusammengesetzten Aussagen die Aussage{Formen p(x1; x2; : : : xn), wel
heihrereseits au
h wieder nur die Werte W; F annehmen (oder 1; 0). Wir k�onnen also Aussage{Formen als Abbildungen interpretieren, deren Argumente alle m�ogli
hen 0; 1{Folgen der L�angen sind und deren Werte wieder 0; 1 sind.Jene Aussage{Form, die immer der Wert 0 bzw. 1 annimmt, entspri
ht allen m�ogli
henKontradiktionen bzw Tautologien in n Aussage{Variablen.Bei vorgebenem n gibt es f�ur (x1; x2; : : : xn) insgesamt 2n m�ogli
he Belegungen mit den Werten0; 1 und wir erhalten daher:Satz 1.6.7 Es gibt 22n Aussage{Formen p(x1; x2; : : : xn) in n Aussage{Variablen x1; x2; : : : xn.Diese Aussage{Formen k�onnen wir wieder dur
h ^; _; : miteinander verkn�upfen zu Aussage{Formen der glei
hen Art.Bezei
hne 1 jene Form, die nur den Wert 1 annimt und 0 jene, die nur den Wert 0 annimmt.Seien p; q; r beliebige Aussage{Formen (in n Variablen), dann gelten folgende Beziehungen:a) p _ p = p b) p ^ p = p
) p _ q = q _ p d) p ^ q = q ^ pd) (p _ q) _ r = p _ (q _ r) e) (p ^ q) ^ r = p ^ (q ^ r)f) p _ (q ^ r) = (p _ q) ^ (p _ r) g) p ^ (q _ r) = (p ^ q) _ (p ^ r)h) p _ 0 = p i) p ^ 1 = pj) p _ 1 = 1 k) p ^ 0 = 0l) p _ :p = 1 m) p ^ :p = 0n) :(:p) = p o) :1 = 0; :0 = 1q) :(p _ q) = :p ^ :q r) :(p ^ q) = :p _ :qs) p ^ (p _ q) = p t) p _ (p ^ q) = pDiese Gesetze bes
hreiben den sg. Aussagenkalk�ul und beinhalten die Regeln des logis
henS
hlie�ens in Satz 1.6.3. Obglei
h �uberaus n�utzli
h (praktis
he Anwendung: S
haltalge-bra), sind diese Regeln und der Aussagenkalk�ul weder ausrei
hend f�ur die " Logik des t�agli-
hen Lebens\ no
h f�ur die Bed�urfnisse der Mathematik. Insbesondere f�ur die Formulierung vonS�atzen �uber die Mitglieder, Objekte, Elemente udgl. von Gesamtheiten, Klassen, Mengen, wel-
he aus praktis
hen oder gruns�atzli
hen Gr�unden ni
ht einzeln aufz�ahlbar sind, ben�otigt mandie Einf�uhrung der Quantoren W; V, deren wi
htigste Eigens
haften in Satz 1.6.5 zusam-mengefa�t sind.Besondere Bedeutung haben dabei die de MORGAN's
hen Regeln:( â A(a)) �_a (:A(a)):(_a A(a)) � â (:A(a)):Insbesondere die erste dient in der Mathematik oft zur Widerlegung einer Behauptung (Ver-mutung) dur
h Angabe eines Gegenbeispiels. (Im t�agli
hen Leben ist diese Methode jedo
hselten erfolgrei
h zur Beseitigung von Vorurteilen.)



Kapitel 2Lineare Algebra
2.1 Lineare Glei
hungssystemeUm die Methoden zur L�osung von linearen Glei
hungssystemen zu illustrieren, beginnen wirmit einigen Beispielen:Beispiel. 3x + 2y = 7 (A)5x + y = 7 (B)ist ein System von 2 Glei
hungen in 2 Unbekannten.Um es zu l�osen, eliminieren wir x3x + 2y = 7 (A0) = (A)7y = 14: (B0) = 5(A)� 3(B)Das ergibt: y = 2, 3x+ 4 = 7, also x = 1.Beispiel. Betra
hte das System 7y + 2z = �22 (A)4x + 9y + z = �7 (B)3x + y � z = 0: (C)Hier funktioniert die obige Methode ni
ht, da x in (A) ni
ht vorkommt. Es gen�ugt aber, Glei-
hungen (A) und (B) zu vertaus
hen.Beispiel. 2x � y = 3 (A)3x � 5y + 2z = 7 (B)2x + 2y � 3z = 5: (C)S
hritt 1: Wir errei
hen, da� der KoeÆzient von x in (A) glei
h 1 ist (PIVOT eins).1 x � 12y = 32 (A0)3x � 5y + 2z = 7 (B0)2x + 2y � 3z = 5: (C 0)S
hritt 2: Wir eliminieren x von (B0) und (C 0):x � 12y = 32 (A00)� 72y + 2z = 52 (B00) = (B0)� 3 � (A0)3y � 3z = 2: (C 00) = (C 0)� 2 � (A0)21



22 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRAS
hritt 3: x � 12y = 321 y � 47z = �573y � 3z = 2:Wir k�onnen jetzt die Prozedur (mit y statt x) wiederholen und bekommen die L�osung: x = 29 ,y = �239 , z = �299 .Um zu sehen, warum diese Methode ni
ht immer funktioniert, betra
hten wir weitere Beispiele:Beispiel. x + 3y + 2z = 12x + 6y + 9z = �14x + 12y + 13z = 1Wenden wir die obige Methode an, so bekommen wir das �aquivalente System:x + 3y + 2z = 15z = �35z = �3In diesem Fall hat das System unendli
h viele L�osungen (das System ist unterdeterminiert).Beispiel. x + 3y + 2z = 12x + 6y + 9z = �14x + 12y + 13z = 2In diesem Fall bekommen wir: x + 3y + 2z = 15z = �35z = �2Dieses System ist inkompatibel { damit hat das urspr�ungli
he System keine L�osung.Wir bringen jetzt eine systematis
here Darstellung der allgemeinen Methode. Das allgemeineSystem (m Unglei
hungen, n Unbekannte) hat die Gestalta11x1 + � � �+ a1nxn = y1... ... (�)am1x1 + � � �+ amnxn = ymDas Zahlens
hema A = 264 a11 : : : a1n... ...am1 : : : amn 375(kurz A = [aij℄) hei�t die Matrix des Systems.A hat m Zeilen und n Spalten { ist daher eine m� n Matrix. Das Element aij ist in der i-tenZeile und der j-ten Spalte.



2.1. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME 23Die Glei
hung (�) l�ost man mit Hilfe des sogenannten Gau�s
hen Eliminationsverfahrens,d.h. man ersetzt die Matrix A dur
h eine Matrix B der Gestalt
~A = 26666666664

0 0 : : : 1 ~a1;j1+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~a1n0 0 : : : 0 : : : 0 1 ~a2;j2+1 ~a2n... ...0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 : : : 1 ~ar;jr+1 : : : ~arn0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0... ...0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
37777777775Das ma
ht man wie folgt:S
hritt 1: Falls a11 6= 0 ersetzt man A dur
h26664 1 a12a11 : : : a1na11a21 a22 a2n... ...am1 amn

37775Falls a11 = 0 su
ht man ein i, soda� ai1 6= 0 und vertaus
ht die Glei
hung 1 mit Glei
hungi. Dann zur�u
k zu S
hritt 1.Falls die erste Spalte null ist, dann wendet man S
hritt 1 auf die Matrix264 a12 : : : a1n... ...am2 : : : amn 375an.S
hritt 2: Man subtrahiert entspre
hende Vielfa
he der 1. Glei
hung von den anderen undbekommt dann eine Matrix der Gestalt26664 1 b12 b13 : : : b1n0 b22... ... ...0 bm2 : : : : : : bmn
37775Jetzt wenden wir dieselbe Methode auf die (m� 1)� (n� 1) Matrix264 b22 : : : b2n... ...bm2 : : : bmn 375 an:Die Prozedur endet, wenn die �ubrigen Zeilen alle Null sind.Die Matrix ~A hei�t eine hermites
he Normalform von A. Die Zahl r der ni
ht vers
hwin-denden Zeilen von ~A hei�t der Rang von A, ges
hrieben r(A).



24 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRAEs gilt: Falls r < m, dann ist die Glei
hung ni
ht immer l�osbar. Falls r < n, dann ist die L�osung(falls existent) ni
ht eindeutig, sondern enth�alt n � r freie Parameter. Falls r = n = m, dannist das Glei
hungssystem eindeutig l�osbar.Beispiel. Bere
hne eine hermites
he Normalform bzw. den Rang von A wobeiA = 24 2 �2 1 43 5 �1 02 �2 1 1 35#24 1 �1 12 23 5 �1 02 �2 1 1 35#24 1 �1 12 20 8 �52 �60 0 0 �3 35#24 1 �1 12 20 1 � 516 �340 0 0 1 35 { Rang 3Beispiel. Bestimme KoeÆzienten a; b; 
; d, soda�12 + 22 + � � �+ n2 = an3 + bn2 + 
n+ d:Wir setzen n = 0; 1; 2; 3 und bekommen das System d = 0a + b + 
 + d = 18a + 4b + 2
 + d = 527a + 9b + 3
 + d = 14;das man einfa
h l�osen kann. Man bekommt damit die bekannte Formel:nXk=1 k2 = 16n(n+ 1)(2n+ 1):Beispiel. F�ur wel
he Werte von a hat das Systemx + y + z = 12x + 3y + az = 3x + ay + 3z = 2a) keine L�osung;b) genau eine L�osung;
) mehrere L�osungen?



2.2. MATRIZEN 25Die Matrix 24 1 1 12 3 a1 a 3 35hat hermites
he Form 24 1 1 10 1 a� 20 0 2� (a� 1)(a� 2) 35Der Rang ist 3 falls 2 � (a � 1)(a � 2) 6= 0, d.h. a 6= 0 und a 6= 3. Dann gibt es genau eineL�osung.a = 3: Das System ist �aquivalent zum Systemx + y + z = 1y + z = 1 { keine L�osung0 = �1a = 0: keine L�osung.2.2 MatrizenDie folgenden speziellen Matrizen bzw. Matrizentypen sind wi
htig.1. Die m� n Nullmatrix 264 0 : : : 0... ...0 : : : 0 375ges
hrieben 0m;n oder einfa
h 0.2. Die m�m Einsmatrix oder Eiheitsmatrix26664 1 0 : : : 00 1 0... ...0 : : : : : : 1 37775ges
hrieben Im oder einfa
h I.3. Diagonalmatrizen 264 �1 0 0 0... . . . ...0 0 : : : �n 3754. Dreie
ksmatrizen 26664 a11 : : : : : : a1n0 a22 a2n... . . . ...0 : : : : : : ann
37775(d.h. Matrizen mit aij = 0, falls i > j).



26 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA2.2.1 Matrizenaddition und Multiplikation1. Addition: Falls A = [aij℄, B = [bij℄ m � n Matrizen sind, dann ist A + B die Matrix[aij + bij℄, z.B. � 3 4 82 7 3 �+ � 1 2 34 �5 6 � = � 4 6 116 2 9 �Eigens
haften:(i) A + 0 = 0 + A = A;(ii) A +B = B + A;(iii) A + (B + C) = (A+B) + C;(iv) A + (�A) = 0 (�A ist die Matrix [�aij℄).2. Multiplikation: Falls A eine m� n Matrix [aij℄, B eine n� p Matrix [bjk℄ ist, dann istAB die m� p Matrix [
ik℄, wobei 
ik =Pnj=1 aijbjk.Beispiel. Bere
hne 
35 wobeiA = 266664 1 2 3 �1 2 �3 10 �1 1 0 �1 1 0�1 �2 �3 �4 �5 �6 �71 2 3 5 7 1 132 4 6 6 �2 �4 �6
377775

B = 2666666664
0 1 0 1 0 1 0 2�1 �2 �3 �4 �5 �6 �7 �82 4 2 4 2 8 2 41 �1 1 �1 1 �1 1 �15 �5 3 2 1 6 7 81 1 1 1 1 1 1 1�1 �1 �1 �1 �1 �1 �1 �1

3777777775
35 = 0 + 10� 6� 4� 5� 6 + 7 = �4.Eigens
haften:1. (AB)C = A(BC)2. A(B + C) = AB + AC3. (A+B)C = AC +BC4. ImA = A = AIn.Im allgemeinen ist die Multiplikation ni
ht kommutativ, d.h. AB 6= BA.Beispiel. F�urA = � 3 2�1 1 � ; B = � 1 11 �1 � gilt AB = � 5 10 �2 � ; BA = � 2 34 1 � :



2.2. MATRIZEN 27Beispiel. Betra
hte die Systeme3x + 6y + 4z + 2w = ax + 7y + 8z + 9w = b�4x � y + 2z + 3w = 
 Iu = x2u + 4v = y6u � v = z2u + v = w II(d.h. das \Output" von I ist das \Input" von II).Substituierend bekommen wir das System3u + 6(2u+ v) + 4(6u� v) + 2(2u+ v) = au + 7(2u+ 4v) + 8(6u� v) + 9(2u+ v) = b�4y � (2u+ 4v) + 2(6u� v) + 3(2u+ v) = 
d.h. 43u + 22v = a81u + 29v = b12u � 3v = 
 :In Matrizens
hreibweise:X = 2664 xyzw 3775 ; A = 24 3 6 4 21 7 8 9�4 �1 2 3 35 ; AX = 24 ab
 35Z = � uv � ; B = 2664 1 02 46 �12 2 3775 ; BZ = X:Aus AX = 24 ab
 35 ; BZ = X folgt formal A(BZ) = 24 ab
 35d.h. (AB)Z = 24 ab
 35 :(Kontrolle: 24 3 6 4 21 7 8 9�4 �1 2 3 352664 1 02 46 �12 1 3775 = 24 43 2281 2912 �3 35):Inverse: Eine Inverse f�ur eine n � n Matrix ist eine Matrix B, soda� AB = BA = I. Ni
htjede n� n Matrix hat eine Inverse, aber die Inverse, falls existent, ist eindeutig. Es gilt



28 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRASatz 2.2.1 Falls A invertierbar ist, dann hat das System AX = Y die eindeutige L�osungX = A�1Y . Die n � n Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn der Rang von A glei
h nist.Beispiel. A = � 1 00 0 �hat keine Inverse. Denn f�urB = � b11 b12b21 b22 � gilt AB = � b11 b120 0 � ;und diese Matrix ist nie die Einsmatrix.Um die Matrix A zu invertieren, betra
hten wir die n� 2n Matrix [A In℄. Dur
h Zeilenumfor-mungen reduzieren wir A auf eine hermites
he Normalform. Falls alle Diagonalelemente unglei
hnull sind, dann ist A invertierbar. Wir reduzieren A weiter auf die Einsmatrix { dann steht A�1re
hts in der erweiterten Matrix.Beispiel. Ist die Matrix 24 2 1 11 2 11 1 2 35invertierbar? Falls ja, bestimme die Inverse dazu und l�ose damit das System2x + y + z = 8x + 2y + z = 9x + y + 2z = 7:Wir bilden die erweiterte Matrix 24 2 1 1 1 0 01 2 1 0 1 01 1 2 0 0 1 35und bere
hnen eine hermites
he Form wie folgt:24 2 1 1 1 0 01 2 1 0 1 01 1 2 0 0 1 35#24 2 1 1 1 0 00 32 12 �12 1 00 12 32 �12 0 1 35#24 2 1 1 1 0 00 32 12 �12 1 00 0 43 �13 �13 1 35



2.2. MATRIZEN 29Hermites
he Normalform: 24 2 1 10 32 120 0 67 35 { invertierbar.Wir bere
hnen weiter 24 1 12 12 12 0 00 1 13 �13 23 00 0 1 �14 �14 34 35#24 1 0 0 34 �14 �140 1 0 �14 34 �140 0 1 �14 �14 34 35Daher gilt: A�1 = 14 24 3 �1 �1�1 3 �1�1 �1 3 35Die L�osung des Systems ist: x = 2; y = 3; z = 1.Beispiel. Bestimme eine hermites
he Normalform f�urA = 24 2 �2 1 43 5 �1 02 �2 1 1 3524 2 �2 1 43 5 �1 02 �2 1 1 35#24 1 �1 12 23 5 �1 02 �2 1 1 35#24 1 �1 12 20 1 � 516 �340 0 0 �3 35Beispiel. L�ose das System 2x � 2y + z + 4w = 73x + 5y � z = 22x � 2y + z + w = 0:Wir wiederholen die obige Bere
hnung, diesmal mit der zus�atzli
hen Spalte720:



30 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRADas f�uhrt zur Matrix 24 1 �1 12 2 720 1 � 516 �34 �17160 0 0 1 73 35und liefert damit das �aquivalente Systemx � y + 12z 2w = 72y � 516z � 34w = �176w = 73 :(Sofort l�osbar.) Diese Glei
hung kann man suksseziv von hinten l�osen.Beispiel. Falls A = � a b
 d �mit ad� b
 6= 0, dann gilt A�1 = 1ad� b
 � d �b�
 a � :Z.B. f�ur A = � 3 2�2 1 � ; A�1 = 17 � 1 �22 3 � :(Denn � a b
 d � � d �b�
 a � = � ad� b
 00 ad� b
 � = � d �b�
 a � � a b
 d � :)Beispiel. Bere
hne A�1 (falls existent), wobeiA = 24 �1 2 �23 �2 11 0 1 3524 �1 2 �2 1 0 03 �2 1 0 1 01 0 1 0 0 1 35#24 1 �2 2 �1 0 00 4 �5 3 1 00 2 �1 1 0 1 35#24 1 �2 2 �1 0 00 1 �54 34 14 00 0 3 �1 �1 2 35#24 1 �2 2 �1 0 00 1 �54 34 14 00 0 1 �13 �13 23 35



2.3. DETERMINANTEN 31#24 1 0 �12 12 12 00 1 �54 34 14 00 0 1 �13 �13 23 35#24 1 0 0 13 13 130 1 0 13 �16 560 0 1 �13 �13 23 35 :Beispiel. Untersu
he die Glei
hung2x + 4y + z = 13x + 5y = 15x + 13y + 7z = 5:A = 24 2 4 13 5 05 13 7 35hat Rang 2 (Gau�'s
he Eliminierung) und wir bekommen das �aquivalente System24 2 4 1 13 5 0 15 13 7 5 35! 24 2 4 1 10 �2 �3 �10 0 0 2 35{ also keine L�osung.Beispiel. Wir betra
hten die homogene Glei
hung2x +4y +z = 03x +5y = 05x +13y +7z = 0Diese hat immer die triviale L�osung x = y = z = 0.Da aber r(A) < 3, bekommen wir weitere L�osungen aus der �aquivalenten Glei
hung:2x + 4y + z = 0� 2y � 3z = 0n�amli
h x = 52�, y = �3�2 , z = � (� willk�urli
h) { eine einparametrige L�osungss
har.2.3 DeterminantenSei A = � a11 a12a21 a22 �eine 2� 2 Matrix. Die Determinante detA von A ist die Zahl a11a22 � a21a12.Es gilt:



32 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRAa) A ist invertiervar , detA 6= 0, undA�1 = 1detA � a22 �a12�a21 a11 � :b) Das System AX = Y ist genau dann immer l�osbar, wenn detA 6= 0, und die L�osung istx1 = det � y1 a12y2 a22 �detA ; x2 = det � a11 y1a21 y2 �detA :Falls A = 24 a11 a12 a13a21 a22 a23a31 a32 a33 35eine 3� 3 Matrix ist, de�nieren wirdetA = a11a22a33 + a21a32a13 + a31a12a23�a31a22a13 � a21a12a33 � a11a23a32:Beispiel. det24 1 2 42 1 11 1 1 35 = 1 � 1 + 2 � 1 � 4 + 1 � 2 � 1��(1 � 1 � 4 + 2 � 2 � 1 + 1 � 1 � 1) = 2:Satz 2.3.1 (Cramers
he Regel). Das Systema11x1 + a12x2 + a13x3 = y1a21x1 + a22x2 + a23x3 = y2a31x1 + a32x2 + a33x3 = y3ist genau dann immer l�osbar, wenn detA 6= 0. Die L�osung ist dannx1 = detA1detA ; x2 = detA2detA ; x3 = detA3detAwobei A1 = 24 y1 a12 a13y2 a22 a23y3 a32 a33 35 usw.Beispiel. L�ose x1 � 2x2 + 2x3 = 2�x1 � x2 + 3x3 = 02x1 � x2 + x3 = 3



2.3. DETERMINANTEN 33
A = 24 1 �2 2�1 �1 32 �1 1 35 ; detA = �6A1 = 24 2 �2 20 �1 33 �1 1 35 ; detA1 = �8A2 = 24 1 2 2�1 0 32 3 1 35 ; detA2 = �1A3 = 24 1 �2 2�1 �1 02 �1 3 35 ; detA3 = �3:Die L�osung ist daher x1 = 43 ; x2 = 16 ; x3 = 12 :Die allgemeine De�nition der Determinante einer n� n Matrix istdetA = X�2Sn "�a1�(1) � � �an�(n)wobei Sn die Menge aller Permutationen von f1; : : : ; ng ist und "� = 1 (bzw. �1) falls � gerade(bzw. ungerade) ist (siehe oben).Eigens
haften:1. Wenn man zwei Zeilen oder Spalten einer Determinante vertaus
ht, so �andert si
h dasVorzei
hen

det266666666664
A1...Ai...Aj...An

377777777775 = � det266666666664
A1...Aj...Ai...An
377777777775 :2. Multipliziert man eine Zeile oder Spalte mit einer Zahl, so wird die Determinante mitdieser Zahl multipliziert: det2666664 A1...�Ai...An

3777775 = � det264 A1...An 375 :



34 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRA3. Addiert man ein Vielfa
hes einer Zeile (oder Spalte) zu einer anderen, so �andert si
hni
hts: det2666664 A1...Ai + �Aj...An
3777775 = det264 A1...An 375 :4. Falls A = 26664 a11 : : : : : : a1n0 a22 � � � a2n... ...0 0 : : : ann

37775eine Dreie
ksmatrix ist, dann gilt detA = a11a22 : : : ann.5. detAB = detA detB6. Lagrange Entwi
klung:detA = nXi=1 (�1)i+jaij detAij = nXj=1(�1)i+jaij detAijwobei Aij die Matrix ist, die man dur
h Weglassen der i-ten Zeile und j-ten Spaltebekommt.7. A ist genau dann invertierbar, wenn detA 6= 0. Es gilt dannA�1 = 1detA [(�1)i+j detAji℄:Da immer Ao = o gilt, ist dies glei
hwertig zu: Die Glei
hung Ax = o besitzt genau dann eineni
httriviale L�osung, wenn detA = 0.Beispiel. det24 2 3 41 1 1�3 1 2 35 = 2det � 1 11 2 �� det � 3 41 2 �� 3 det � 3 41 1 �= 2� 2 + 3 = 3det2664 2 4 0 13 1 0 �22 4 1 �3�1 �1 0 2 3775 = det24 2 4 13 1 �2�1 �1 2 35 :Beispiel. Bere
hne det24 2 4 13 5 05 13 7 35



2.4. DAS EIGENWERTPROBLEM 35det = 2 det24 1 2 123 5 05 13 7 35= 2det24 1 2 120 �1 �320 3 92 35 = �2 det � 1 323 92 � = 0:Beispiel.det2664 1 2 3 44 3 2 11 0 1 02 1 2 1 3775 = det24 3 2 10 1 01 2 1 35�2 det24 4 2 11 1 02 2 1 35+3det24 4 3 11 0 02 1 1 35�4 det24 4 3 21 0 12 1 2 35et
. (besser det24 2 3 43 2 11 2 1 35+ det24 1 2 44 3 12 1 1 35):2.4 Das EigenwertproblemSei A eine n� n Matrix. Ein � 2 R hei�t ein Eigenwert f�ur A, falls es eine n� 1 Matrix (alsoeinen Vektor) X( 6= 0) gibt, soda� AX = �X:Das ist genau dann der Fall, wenn � eine L�osung der Polynomglei
hungdet(A� �I) = 0ist. X hei�t dann Eigenvektor von A (bzgl. �). Das Eigenwertproblem f�ur A besteht darin,alle Eigenvektoren und die entspre
henden Eigenvektoren zu �nden.Nehmen wir an, da� die Glei
hung det(A� �I) = 0die reellen L�osungen �1; : : : ; �k besitzt (wir werden hier die komplexen Nullstellen ni
ht ber�u
k-si
htigen), wobei �i die Vielfa
hheit ri hat. Das homogene SystemAX = �iXhat dann mindestens eine ni
httriviale L�osung und dies liefert einen Eigenvektor. Im allgemei-nen hat die Glei
hung eine ki-parametrige L�osung, wobei 1 � ki � ri.Falls ki = ri f�ur jedes i ist, dann kann man f�ur jedes i, ri unabh�angige Eigenwerte �nden.Das liefert r1 + � � � + rk unabh�angige L�osungen. Falls die Glei
hung det(A � �I) = 0 keinekomplexe Nullstelle besitzt, dann gilt r1+ � � �+rk = n. In diesem Fall haben wir n unabh�angigeEigenvektoren X1; : : : ; Xn und die MatrixP = [X1; : : : ; Xn℄



36 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRAist invertierbar. Dann gilt: P�1AP ist eine Diagonalmatrix (die Diagonalelemente sind dieEigenwerte von A) und hei�t eine Diagonalisierung von A.Bemerkungen: A ist daher genau dann diagonalisierbar, wenn die Nullstellen von det(A ��I) = 0 alle reell sind und jede Nullstelle �i (mit Vielfa
hheit ri) ri unabh�angige Eigenvektorenbesitzt. Dies ist automatis
h der Fall, wenna) die Glei
hung det(A� �I) = 0 n vers
hiedene reelle Nullstellen besitzt, oderb) A symmetris
h ist, d.h. aij = aji.Beispiel. Ist A = � 1 10 1 � bzw. A = � 1 33 1 � diagonalisierbar?F�ur A = � 1 10 1 � gilt det(A� �I) = det � 1� � 10 1� � � = (1� �)2(1� �)2 = 0, � = 1:A besitzt daher einen Eigenwert mit Vielfa
hheit 2. Die Eigenvektoren sind L�osungen desSystems 0 � �1 + �2 = 00 � �1 + 0 � �2 = 0d.h. �2 = 0, �1 willk�urli
h.Das liefert nur einen unabh�angigen Eigenvektor, etwa (1; 0). Daher ist A ni
ht diagonalisierbar.F�ur A = � 1 33 1 � giltdet(A� �I) = det � 1� � 33 1� � � = 1� 2�+ �2 � 9 = (�� 4)(�+ 2):A hat zwei vers
hiedene reelle Eigenwerte 4;�2 und ist daher diagonalisierbar. Wir bere
hneneine Diagonalisierung wie folgt: F�ur � = 4 bekommen wir die Glei
hung �3�1 + 3�2 = 0 mitEigenvektor (1; 1), f�ur � = �2 die Glei
hung 3�1 + 3�2 mit Eigenvektor (1;�1).Damit gilt: P�1AP = � 4 00 �2 � ; wobei P = � 1 11 �1 � :Wir bringen zwei Beispiele von Anwendungen von Diagonalisierungen:1. L�ose die Di�erenzenglei
hung fn+2 = fn+1 + fnmit den Anfangswerten f0 = 0; f1 = 1. Die L�osung ist die sogenannte FIBONACCI-Folge0; 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21; 34; : : : . Wir f�uhren die MatrizenXn = � fn+1fn � ; A = � 1 11 0 � ; X0 = � 10 �



2.4. DAS EIGENWERTPROBLEM 37ein. Es gilt: Xn+1 = AXn. Daraus folgt: Xn = AnX0. Um die L�osung zu bekommen,m�ussen wir An bere
hnen. Das ma
ht man mit Hilfe einer Diagonalisierung. Es gilt:P�1AP = " 1+p52 00 1�p52 # wobei P = � 1+p52 1�p521 1 � :Daraus folgt: P�1AnP = 24 � 1+p52 �n 00 � 1�p52 �n 35oder An = P 24 � 1+p52 �n 00 �1�p52 �n 35P�1= 1p5 � 1+p52 1�p521 1 �24 �1+p52 �n 00 � 1�p52 �n 35" 1 �1+p52�1 1+p52 # :Das liefert das Ergebnis:fn = 1p5   1 +p52 !n � 1�p52 !n! : (2.1)BEMERKUNG. W�ahlt man als Anfang f0 = 1; f1 = 1, so erh�alt man die L�osungfn = 1p5 0� 1 +p52 !n+1 � 1�p52 !n+11A :2. L�ose das System der Di�erentialglei
hungendx1dt = 3x1 + 2x2dx2dt = x1 + 2x2:Wir s
hreiben die Glei
hung in der Form dXdt = AX, wobeiX = � x1x2 � ; A = � 3 21 2 � :Versu
hen wir den Ansatz X(t) = e�tX (X konstant), so bekommen wir die Glei
hung�e�tX = Ae�tX d.h. das Eigenwertproblem AX = �X. Die L�osung davon ist: � = 1; 4mit Eigenvektoren (�1; 1); (2; 1). Das liefert die zwei L�osungenet � �11 � ; e4t � 21 � :In der Tat ist die allgemeine L�osungX(t) = 
1et � �11 �+ 
2e4t � 21 �d.h. x1(t) = �
1et + 2
2e4t x2(t) = 
1et + 
2e4t:



38 KAPITEL 2. LINEARE ALGEBRABeispiel. L�ose die Di�erentialglei
hung:d2xdt2 � 2dxdt � 3x = 0:Wir f�uhren neue Unbekannte x1; x2 ein, wobei x1 = x, x2 = dxdt . x1; x2 gen�ugen dem Systemdx1dt = x2dx2dt = 3x1 + 2x2mit Matrix � 0 13 2 � :Die Eigenwerte davon sind 3 (mit Eigenvektor (1; 3)) und �1 (mit Eigenvektor (1;�1)). Damitist die allgemeine L�osung � x1x2 � = 
1e3t � 13 �+ 
2e�t � 1�1 �d.h. x(t) = 
1e3t + 
2e�t.Beispiel. L�ose die Di�erenzenglei
hung a0 = 2, a1 = 3, an+2 = 3an � 2an+1� an+2an+1 � = � �2 31 0 � � an+1an � { also � an+1an � = An � 32 � ;wobei A = � �2 31 0 � :Die Eigenwerte von A sind � = �3 (Eigenvektor � �31 �)� = 1 (Eigenvektor � 11 �):Damit gilt P�1AP = � �3 00 1 � ; wobei P = � �3 11 1 �P�1 = 14 � �1 11 3 � :Daher: An = P � (�3)n 00 1 �P�1:Daraus folgt: an = �14((�3)n � 9).



Kapitel 3Zahlentheorie
3.1 Teilbarkeit, PrimzahlenWir arbeiten wieder mit den ZahlensystemenN = f1; 2; 3; : : :gN0 = f0; 1; 2; 3; : : :gZ = N0 [ f�1;�2;�3; : : : gauf denen die Operation + und : de�niert sind.(N;+) ist eine kommutative Halbgruppe ohne neutralem Element;(N; :) ist eine kommutative Halbgruppe mit Einselement 1;(N0;+) ist eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 0;(Z;+; :) ist ein Ring.Satz 3.1.1 Teilbarkeit: Falls a; b 2 Z, dann sagen wir, da� a ein Teiler von b ist (ges
hrie-ben: ajb), falls ein r 2 Z existiert mit b = ra. Falls zus�atzli
h a 6= b, dann ist a ein e
hterTeiler von b. Es gilt:a) Falls ajbi (i = 1; : : : ; n), 
1; : : : ; 
n 2 Z, dann ajPni=1 
ibi;b) bja und 
 2 Z) b
ja
;
) a
jb
 (a; b; 
 2 Z, 
 6= 0)) ajb;d) bja) jbj � jaj (a; b 2 Z, a 6= 0);e) ajb und bja) jaj = jbj (a; b 2 Z n f0g);f) ajb, bj
) aj
 (a; b; 
 2 Z).Wir kehren zum Thema Divisionsalgorithmus zur�u
k, diesmal mit Beweis.Satz 3.1.2 Der Divisionsalgorithmus: Sei a 2 Z, b 2 N. Dann existieren eindeutig be-stimmte Zahlen q; r 2 Z mit 0 � r < b und a = qb + r.39



40 KAPITEL 3. ZAHLENTHEORIEBeweis. Existenz: Sei q ist die gr�o�te ganze Zahl aus der Menge ft 2 Z : t � abg. Dann gilt:q � ab < q+1 und daher bq � a < b(q+1). Sei dann r = a�bq, soda� 0 � r < b und a = qb+r.Eindeutigkeit: Sei a = qb+ r = q1b+ r1 etwa mit r1 � r. Daher gilt: (q� q1)b = r1 � r. Aber0 � r1 � r < b. Daher gilt q = q1 usw.3.1.1 1. Anwendung. Der gr�o�te gemeinsame Teiler.Falls a; b 2 Z, dann gilt: eine positive ganze Zahl d hei�t der gr�o�te gemeinsame Teiler von a; b(ges
hrieben: d = ggT (a; b)), falls1. dja und djb,2. Vd12N d1ja und d1jb) d1jd.Falls b = 0, so de�niert man naheliegend ggT (a; 0) = aWir untersu
hen genauer den Algorithmus aus Kapitel 1, um ggT (a; b) zu bere
hnen.Wir s
hreiben a = qb + r:Man sieht lei
ht, da� ggT (b; r) = ggT (a; b). Ohne Verlust der Allgemeinheit k�onnen wir daherannehmen, da� a; b > 0 und b < a. Um die rekursive Vorgangsweise besser zu verdeutli
hen,setzen wir x0 = a; q1 = q; x1 = b; x2 = r und erhalten nat�urli
he Zahlen qi; xi mit qi � 1 undx1 > x2 > � � � > xn > 0 x0 = q1x1 + x2x1 = q2x2 + x3...xn�2 = qn�1xn�1 + xnxn�1 = qnxn + 0xn ist also der letzte ni
ht{vers
hwindende Rest.Wir sehen unmittelbar tjx0; x1 , tjx2 , tjx3 � � � , tjxn�1 , tjxn:Daher gilt:1. xn = ggT (x0; x1).2. Dur
h R�u
ksubstiuieren von der letzten bis zur ersten Zeile sehen wir: Der ggT d l�a�t si
hs
hreiben als d = ra+ sbmit geeigneten r; s 2 Z. Es gilt sogar: d ist die kleinste positive Zahl, die si
h so s
hreibenl�a�t.Wir s
h�atzen nun die L�ange n des Algorithmus ab. Zun�a
hst bemerken wir:n h�angt ni
ht von d ab: wir k�onnen alle Glei
hungen dur
h d dividieren, ohne damit n zu�andern. Zur Bestimmung von n k�onnen wir also o.B.d.A. annehmen d = xn = ggT (x0; x1) = 1.



3.1. TEILBARKEIT, PRIMZAHLEN 41Beginnen wir mit der Nummerierung am Ende, so erhalten wir na
h einer entspre
hendenUmbenennung yn+1 = pnyn + yn�1yn = pn�1yn�1 + yn�2...y3 = p2y2 + y1y2 = p1y1 + 0Daraus sehen wir einen Zusammenhang zu den Fibona

i{Zahlen: f1 = 1 = y1 = f2 � y2 unddamit weiter y3 � y2 + y1 � f2 + f1 = f3...yk � yk�1 + yk�2 � fk�1 + fk�2 = fk...a = yn+1 � fn+1Dur
h Induktion zeigt man lei
ht die folgende Abs
h�atzung der Fibona

i{Zahlen: sei� = 12(1 +p5), dann gilt f�ur alle n fn+1 � �n:Daraus und aus der Rekursions{Formel f�ur die Fibona

i{Zahlen folgt sofortSatz 3.1.1 Die maximale L�ange im euklidis
hen Algorithmus ist na
h oben begrenzt dur
h diebin�are L�ange von a. Genauer n � 1log � log a:Diese maximale L�ange wird errei
ht bei Paaren aufeinander folgender Fibona

i{Zahlen.Beispiel. Wir bere
hnen (191,35). Es gilt:191 = 5 � 35 + 16 (! (35; 16))35 = 2 � 16 + 3 (! (16; 3))16 = 3 � 5 + 1 (! (3; 1))Daher gilt: (191; 35) = 1. Au�erdem:1 = 16� 5 � 3= 16� 5 � (35� 2 � 16)= 11 � 16� 5 � 35= 11(191� 5 � 35)� 5 � 35= 11 � 191� 60 � 35Aus diesen �Uberlegungen folgt lei
ht:1. a; b; 
 2 Z, m 2 Z n f0g ) ggT (am; bm) = jmj ggT (a; b)



42 KAPITEL 3. ZAHLENTHEORIE2. Falls a; b; 
 2 Z mit a 6= 0 und ggT (a; b) = 1, dann gilt: ajb
) aj
.(Denn es existieren r; s mit ra + sb = 1. Daher ra
 + sb
 = 
: Da a ein Teiler der linkenSeite ist, gilt aj
.)3. Die Glei
hung ax + by = 
 hat eine ganzzahlige L�osung (d.h. gegeben a; b 2 N, dannexistieren x; y 2 Z mit dieser Eigens
haft) , ggT (a; b)j
.De�nition 3.1.3 Zwei Zahlen a; b 2 Z sind relativ prim, falls ggT (a; b) = 1.Es existieren dann r; s 2 Z mit ra + sb = 1. Daraus folgt, da� jedes n 2 Z eine Darstellungr0a+ s0b hat. (Denn n = rna+ snb.)Diese �Uberlegungen �uber gemeinsame Teiler lassen si
h lei
ht auf mehrere Zahlen �ubertragen.Z.B. de�nieren wir:ggT (a1; : : : ; an) = gr�o�ter gemeinsamer Teiler von a1; : : : ; an= kleinstes d 2 N; das eine Darstellung X airi besitztggT (a1; : : : ; an) kann man rekursiv wie folgt bere
hnen:ggT (a1; : : : ; an) = ggT (a1; ggT (a2; : : : ; an)):fa1; : : : ; ang sind relativ prim, falls ggT (a1; : : : ; an) = 1. fa1; : : : ; ang sind paarweise relativprim, falls Vi 6=j ggT (ai; aj) = 1. (Die zweite Bedingung ist st�arker.)3.1.2 2. Anwendung. Primfaktorzerlegung ganzer Zahlen.De�nition 3.1.4 Eine Zahl n > 1 hei�t prim, falls die einzigen Teiler von n die Zahlen �1und �n sind. Sonst ist n eine zusammengesetzte Zahl.Falls n zusammengesetzt ist, dann besitzt n einen Primfaktor.(Induktionsbeweis: 4 ist ni
ht prim und hat 2 als Primfaktor. Sei n > 4. Induktionsannahme:Jede zusammengesetzte Zahl n1 < n hat einen Primfaktor. Falls n ni
ht prim, dann hat n einenpositiven Faktor n1 mit 1 < n1 < n. Falls n1 eine Primzahl ist, dann sind wir fertig. Falls ni
ht,dann besitzt n1 einen Primfaktor.)Im Kapitel 1 haben wir gesehen, da� es unendli
h viele Primzahlen gibt.Hilfssatz 3.1.5 Falls p eine Primzahl ist und pjab, wobei a; b 2 Z, dann gilt: pja oder pjb.Beweis. Falls p - a, dann gilt ggT (p; a) = 1, d.h. es existieren r; s mit pr + as = 1 und daherpbr + abs = b. Es gilt dann pjb (da pjpbr + abs).Korollar 3.1.6 Sei p eine Primzahl, a1; : : : ; an 2 Z. Dann gilt:pja1 � � �an )_i pjai:Mit diesen Hilfsmitteln k�onnen wir jetzt beweisen:Satz 3.1.7 (Fundamentalsatz der Zahlentheorie) Sei n 2 N und sei p1; p2; : : : die Folgeder Primzahlen. Dann existiert f�ur jedes i ein eindeutig bestimmtes �i 2 N0, soda� n =Q p�ii .(Es ist klar, da� �i = 0 f�ur fast alle i, d.h. das Produkt ist endli
h.)



3.1. TEILBARKEIT, PRIMZAHLEN 43Beweis. Zun�a
hst beweisen wir die Existenz sol
her Darstellungen. Wir verwenden einen In-duktionsbeweis. Der Fall n = 1 ist klar. Es gelte der Satz f�ur jedes n1 < n. Wir betra
hten denFall n. Falls n eine Primzahl ist, dann ist n = n eine geeignete Faktorisierung. Falls ni
ht, dannbesitzt n eine Primzahl p als Faktor. Sei n1 = np . n1 hat eine Primzahlzerlegung und damitau
h n = n1p.Eindeutigkeit: n 2 N habe zwei Zerlegungen:n =Yj p�jj =Yj p�jj :Wir zeigen: �j = �j f�ur jedes j. Falls ni
ht, dann existiert ein i mit �i 6= �i, etwa �i < �i. Wirk�urzen den Faktor p�ii und bekommen die Glei
hungYj 6=i p�jj = p�i��ii Yj 6=i p�jj :pi ist aber ein Faktor der re
hten Seite | daher gilt: pijQj 6=i p�jj und damit pijp�jj f�ur irgendeinj | Widerspru
h!Q p�ii hei�t die Primzahlzerlegung von n.Falls a =Yi p�ii und b =Yi p�iidann gilt ggT (a; b) =Yi p
iiwobei 
i = min(�i; �i). Das glei
he Argument zeigt, da� die ZahlYi pÆii ;wobei Æi = max(�i; �i), die kleinste positive Zahl ist, die sowohl a als au
h b als Faktor be-sitzt. Daher hei�t diese Zahl das kleinste gemeinsame Vielfa
he von a und b, ges
hrieben:kgV (a; b). Daraus folgt unmittelbarab = ggT (a; b): kgV (a; b):BEMERKUNG F�ur gro�e Zahlen ist die Primfaktorzerlegung (derzeit und m�ogli
herweisegrunds�atzli
h) ni
ht in \realistis
her" Re
henzeit m�ogli
h. Daher bere
hnet man kgV (a; b),indem man mit dem euklidis
hen Algorithmus zuerst den ggT (a; b) bere
hnet und dann dievorige Formel verwendet.Wir verwenden die Primzahlzerlegung, um folgendes Ergebnis zu beweisen:Falls a; b; 
 2 N so sind, da� 
n = ab (n 2 N), wobei ggT (a; b) = 1, dann sind a und b au
hn-te Potenzen, d.h. W
1;
22N a = 
n1 ^ b = 
n2 .



44 KAPITEL 3. ZAHLENTHEORIEDenn, sei a = Yp2P1 p�p b = Yp2P2 p�p ;wobei P1 (bzw. P2) die Mengen der Primzahlen sind, die in der Zerlegung von a (bzw. b)vorkommen. Dann gilt: P1\P2 = ; (da ggT (a; b) = 1). Aus der Bedingung ab = 
n folgt lei
ht:p 2 P1 [ P2 ) nj�p. Damit sieht man, da� a und b n-te Potenzen sind.3.1.3 Weitere Anwendungen des euklidis
hen Algorithmus1. Sei g0; g1; : : : eine Folge von positiven Zahlen, wobei g0 = 1, gn � 2 (n � 1). Dann hatjedes x 2 N eine eindeutige Darstellung:x = an(gn � � � g1) + an�1(gn�1 � � � g1) + � � �+ a1g1 + a0;wobei an 6= 0, 0 � ai � gi � 1.2. Eine �agyptis
he Darstellung einer Rationalzahl r 2℄0; 1[ ist eine der Gestalt:1n1 + � � �+ 1nk ;wobei die ni 2 N, etwa 23 = 12 + 16310 = 15 + 11037 = 13 + 111 + 1231= 14 + 17 + 128 :(Das letzte Beispiel zeigt, da� die Darstellung ni
ht eindeutig ist). Es gilt allerdings:Satz 3.1.8 Jede Rationalzahl r 2℄0; 1[ hat eine eindeutige Darstellungr = 1d0 + 1d0d1 + � � �+ 1d0 � � �dn ;(d0; d1; : : : ; dn 2 N).Beweis. Sei r = pq . Man bestimmt die d's rekursiv mit Hilfe des folgenden S
hemas: Setzeq = d0p� p1; wobei 0 � p1 < p (soda� pq = 1d0 + 1d0 (p1q ))q = d1p1 � p2; wobei 0 � p2 < p1...q = dnpn(d.h. der Algorithmus bri
ht dann ab, wenn pi ein Teiler von q ist.) Es gilt:pq = 1d0 + 1d0d1 + � � �+ 1d0 � � �dn�1 + pnqd0 � � �dn�1wie man lei
ht mit Hilfe der Induktion beweist.



3.2. RESTKLASSEN 453.2 RestklassenWir untersu
hen jetzt die algebrais
hen Operationen modulo einer gegebenen Zahl m. DieseArt von Addition und Multiplikation hat viele Anwendungen, z.B. kann man damit mit Hilfeeines Computers au
h mit sehr gro�en Zahlen genau re
hnen.Wir s
hreiben x = y (modm), falls mjx� y.Es gilt:a = b (modm) und tjm) a = b (mod jtj),a = b (modm), r 2 Z) ra = rb (modm),a = b (modm), 
 = d (modm) ) a + 
 = b + d (modm), a � 
 = b � d (modm),a
 = bd (modm),ar = br (modm) ) a = b (mod (md ) (wobei d = ggT (r;m)),ar = br (modm) ) a = b (modm), falls ggT (m; r) = 1,a = b (modm) ) a
 = b
 (mod 
m) (
 > 0),a = b (modm) ) ggT (a;m) = ggT (b;m),a = b (modm), 0 � jb� aj < m) a = b,a = b (modm), a = b (modn) ) a = b (modmn), falls m und n relativ prim.3.2.1 AnwendungenI. Teilbarkeitsregeln im Dezimalsystem: Sei n eine nat�urli
he Zahl mit Dezimalentwi
klungPpi=0 ai 10i. Man sieht lei
ht, da� n = n1 (mod3) (sogar (mod9)), wobei n1 = Ppi=0 ai,d.h. n ist genau dann dur
h 3 (bzw. 9) teilbar, wenn das Glei
he f�ur n1 gilt. �Ahnli
herweisegilt: n = a0 (mod 2)n = 10a1 + a0 (mod4)n = a0 (mod 5)n = pXi=0 (�1)[ i3 ℄10i�3[ i3 ℄ai (mod 7)n = 100a2 + 10a1 + a0 (mod8)n = pXi=0 (�1)iai (mod 11)n = pXi=0 (�1)[ i3 ℄10i�3[ i3 ℄ai (mod 13)(Denn: 103 = �1 (mod7)103 = �1 (mod13)10 = �1 (mod11)102 = 1 (mod11) usw.)



46 KAPITEL 3. ZAHLENTHEORIEII. Fermat's
he und Mersenne's
he Primzahlen:Fermat's
he Primzahlen: Fermat hat geglaubt, da� alle Zahlen der Gestalt 22n + 1 primsind. In der Tat gilt: 641j225 + 1 wie wir jetzt zeigen werden: 641 = 5 � 27 + 1, d.h.5 � 27 = �1 (mod641). Daher 54 � 228 = 1 (mod641). Aber 641 = 625 + 16 - also54 = �24 (mod641). Daraus folgt: �232 = �24 � 228 = 54 � 228 = 1 (mod641), d.h.641j225 + 1.Primzahlen der Gestalt 22n + 1 hei�en Fermat's
he Primzahlen. Falls eine Primzahlp die Gestalt 2r + 1 hat, dann ist r eine Potenz von 2 und damit p eine Fermat's
hePrimzahl (sonst enth�alt die Primzerlegung von r eine ungerade Primzahl q und(aq + 1) = (a+ 1)(aq�1 � aq�2 + aq�3 � � � �+ 1):)(Nebenbei bemerkt: Falls m > n, dann gilt:22n + 1j22m � 1:Daher sind die Zahlen Fn = 22n + 1 paarweise relativ prim).Eine Primzahl der Gestalt 2n � 1 hei�t eine Mersenne's
he Primzahl. In diesem Fallmu� n au
h prim sein. (Denn mjn) 2m � 1j2n � 1 | na
h dem S
hema(ar � br) = (a� b)(ar�1 + � � �+ br�1); a = 2m; b = 1; r = nm:)Die Mersenne's
hen Zahlen (d.h. Zahlen der Gestalt 2p � 1), sind die Kandidaten f�urgro�e Primzahlen (z.B. ist 2756839 � 1 eine Primzahl).Wir zeigen, da� 47j223 � 1, soda� letztere keine Primzahl ist. Denn 223 = (25)4 � 23 und25 = 32 = �15 (mod47), also 210 = 225 = �10 (mod47), also 220 = 100 = 6 (mod47),also 223 = 6 � 8 = 48 = 1 (mod47).Glei
hungen: Wir werden Polynomglei
hungen der Gestalt P (x) = 0 (modm) behandeln.Folgende Beispiele zeigen, da� das Verhalten ganz anders als im Fall von Glei
hungen in Roder C sein kann.Beispiele. Die Glei
hung 2x = 3 (mod4) hat keine L�osungen. Die Glei
hung x2 = 1 (mod8)hat 4 L�osungen.Der Fall von linearen Glei
hungen mit einer Variablen kann man lei
ht erledigen.Satz 3.2.1 Die Glei
hung ax = b (modm) hat genau dann eine L�osung, wenn gilt: ggT (a;m)jb.Dann hat sie genau d L�osungen, wobei d = ggT (a;m).Beweis. Notwendigkeit: Sei x eine L�osung. Es giltdjax; djmund daher djb (da b = ax� 
m).Nehme jetzt an, da� djb. Wir haben eine Darstellung d = ar +ms f�ur geeignete r; s und daherb = bd(d) = a( bd)r +msbd



3.2. RESTKLASSEN 47d.h. x = bdr ist eine L�osung.Anzahl der L�osungen: Falls x0 eine L�osung ist, dann sieht man lei
ht, da� die Zahlen ft; t +md ; : : : ; t+(d� 1)md g eine komplette Au
istung der L�osungen ist. Insbesondere gilt: Falls a undm relativ prim sind, dann hat die Glei
hung genau eine L�osung.Satz 3.2.2 (von Fermat) Sei p eine Primzahl. F�ur jedes a mit ggT (a; p) = 1 gilt ap�1 = 1(mod p). Allgemeiner: f�ur jedes a gilt ap = a (mod p). No
h allgemeiner gilt: f�ur jedes m 2 Nund jedes a mit ggT (a;m) = 1 gilt a�(m) = 1; (modm)wobei �(m) die Anzahl aller Zahlen fr1; : : : ; rsg aus f1; : : : ; m � 1g ist, die zu m relativ primsind.Satz 3.2.3 (von Wilson) Sei p eine Primzahl. Es gilt (p� 1)! = �1 (mod p).Simultane Systeme: Wir betra
hten jetzt Systeme der Gestaltx = 
i (modmi) (i = 1; : : : ; n);wobei die mi paarweise relativ prim sind. SeiM = m1 � � �mn,Mi = MMi (d.h.Mi =Qj 6=imj). Esgilt: ggT (Mi; mi) = 1. Daher ist die Glei
hung Miyi = 1 (modmi) l�osbar. Sei yi eine L�osungund setze x = Pi 
iMiyi. Dies ist klarerweise eine L�osung des obigen Systems. Damit habenwir den Existenzteil des folgenden Satzes bewiesen.Satz 3.2.4 Chinesis
her Restsatz: Das System x = 
i (modmi) (i = 1; : : : ; n) ist immerl�osbar. Au�erdem ist die L�osung eindeutig (modM) (d.h. f�ur zwei L�osungen x; y des Systemsgilt: x = y (modM)).Beweis. (der Eindeutigkeit) Da x = 
i = y (modmi), wissen wir, da� mijx � y f�ur jedesi | daher M jx� y.Polynomglei
hungen: Wir betra
hten jetzt Glei
hungen der GestaltP (x) = 0 (modm);wobei P ein Polynom ist.Bemerkung. Falls m = m1 � � �mn, wobei die mi paarweise relativ prim sind, dann gilt:P (x) = 0 (modm)hat genau dann eine L�osung, wenn gilt: f�ur jedes i hat P (x) = 0 (modmi) eine L�osung. Dennsei xi eine L�osung dieser Glei
hung und w�ahle x so, da� x = xi (modmi) f�ur jedes i. Dann istx eine L�osung der urspr�ungli
hen Glei
hung. Dieses Argument zeigt au
h, da�jfx 2 Zm : P (x) = 0gj =Y jfx 2 Zmi : P (x) = 0gj:



48 KAPITEL 3. ZAHLENTHEORIEWir k�onnen daher unsere Aufmerksamkeit dem Fall m = p� widmen.Zun�a
hst der Fall m = p eine Primzahl. Dann gilt:Satz 3.2.5 (von Lagrange) Sei P ein ni
ht-triviales Polynom vom Grad n. Dann hat dieGlei
hung P (x) = 0 (mod p)h�o
hstens n vers
hiedene L�osungen (mod p).Wie wir oben gesehen haben, zeigt die Glei
hungx2 = 1 (mod 8);da� dieser Satz f�ur zusammengesetze Zahlen ni
ht mehr gelten mu�.Anwendungen des Satzes von Lagrange: Wir k�onnen den Satz wie folgt formulieren: Falls P einPolynom vom Grad n ist, mit mehr als n L�osungen von P (x) = 0 (mod p), dann gilt: p ist einTeiler aller KoeÆzienten von P .Zum Beispiel betra
hte das PolynomP (x) = (x� 1) : : : (x� p+ 1)� (xp�1 � 1) = G(x)�H(x):Sowohl G als au
h H haben p � 1 Wurzeln | 1; 2; : : : ; p � 1. P ist daher ein Polynom vomGrad p� 2 mit p� 1 Wurzeln. Daher gilt: p ist ein Teiler der KoeÆzienten von p. Daraus folgtvgl. oben.Satz 3.2.6 (von Wostenholme) F�ur p � 5 gilt:p�1Xk=1 (p� 1)!k = 0 (mod p2):Beweis. �Ubungsaufgabe.Um die Glei
hung P (x) = 0 (mod p�) zu l�osen, fangen wir an mit dem Fall � = 1. Wir l�osendiese Glei
hung dur
h Probieren und verwenden dann die folgende Methode, um aus L�osungenf�ur P (x) = 0 (mod p�) ebensol
he f�ur P (x) = 0 (mod p�+1) zu bekommen.Satz 3.2.7 Sei x eine L�osung der Glei
hung P (x) = 0 (mod (p�)), (0 � x < p�). Es gilt:a) Falls P 0(x) 6= 0 (mod p), dann existiert genau ein x mit 0 � x < p�+1 und x = x(mod (p��1)), soda� p(x) = 0 (mod (p�+1)).b) Falls P 0(x) = 0 (mod p), dann gibt es 2 M�ogli
hkeiten. Entwederb1) P (x) = 0 (mod (p�+1)). Dann existieren r L�osungen der Glei
hung P (x) = 0 (mod p�+1)mit x = x (mod p�).oderb2) P (x) 6= 0 (mod p�+1). Dann hat P (x) = 0 (mod p�+1) keine L�osungen x mit x = x(mod p�).



3.3. ARITHMETISCHE FUNKTIONEN 49Beweis.a) Wir setzen x = sp� + x in das Polynom ein. Es gilt:P (x+ h) = P (x) + hP 0(x) + � � �+ P (n)(x)n! hn;wobei der KoeÆzient P (n) (x)k! von hk ein Polynom mit ganzzahligen KoeÆzienten ist. F�urx = sp� + x gilt: P (x) = P (x) + P 0(x)sp�+ Glieder mit p�+1 als Faktor, d.h.P (x) = P (x) + P 0(x)sp� (mod p�+1):Da P (x) = 0 (mod p�) gilt: P (x) = kp� (k 2 Z). DaherP (x) = kp� + P 0(x)sp� (mod p�+1)= p�(k + P 0(x)s) (mod p�+1)Es rei
ht daher, wenn wir s als L�osung der Glei
hungP 0(x)s+ k = 0 (mod p)w�ahlen. (Die Eindeutigkeit von x folgt aus der Eindeutigkeit der L�osung dieser Glei
hung).Fall b) Hier ist das Argument �ahnli
h.
3.3 Arithmetis
he FunktionenIn diesem Kapitel studieren wir sogenannte arithmetis
he Funktionen. Das sind Funktionenvon N (man
hmal au
h N0 bzw. Z) in C (gew�ohnli
h gilt sogar, da� die Werte in Z sind).Beispiele. Die folgenden Funktionen auf N sind Z-wertige arithmetis
he Funktionen.f(n) = n (die Identit�atsfunktion)f(n) = n� (� 2 N)f(n) = �(n) (siehe oben)Æ(n) = � 1 (n = 1)0 sonst�(n) = 8<: 1 falls n = 1(�1)` falls n = p1 : : : p` ein Produkt von ` vers
hiedenen Primzahlen ist0 falls es eine Primzahl p gibt mit p2jn:Beispiel. Wir bringen eine Tabelle von den ersten Werten f�ur �:n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12�(n) 1 �1 �1 0 �1 1 �1 0 0 1 �1 0Eine sol
he Funktion f hei�t multiplikativ, falls gilt: f(m: � n) = f(m)f(n) (m;n 2 N relativprim), stark multiplikativ, falls f(m � n) = f(m)f(n) (m;n 2 N).



50 KAPITEL 3. ZAHLENTHEORIEZ.B. sind f(n) = n bzw. f(n) = n� stark multiplikativ. � und � sind multiplikativ, aber ni
htstark multiplikativ (f�ur � ist das klar | f�ur � siehe unten).Falls f multiplikativ ist, dann gilt: f(m) =Q f(p�ii ), wobei m =Q p�ii .Falls f stark multiplikativ ist, dann gilt sogar: f(m) =Q(f(pi))�i.F�ur eine arithmetis
he Funktion f wird die Summenfunktion Sf wie folgt de�niert:Sf(n) =Xdjn f(nd ):Beispiele. Es gilt:S�(12) = �(12) + �(6) + �(4) + �(3) + �(2) + �(1) = 4 + 2 + 2 + 2 + 1 + 1 = 12S�(12) = 0 + 1 + 0� 1� 1 + 1 = 0(in der Tat gilt: S�(n) = n (n 2 N)S�(n) = Æ(n) (n 2 N)wie wir sp�ater beweisen werden).Beispiele. Weitere Beispiele von arithmetis
hen Funktionen sind:�(n) =Pdjn 1 = S1(n) | die Anzahl der Teiler von n.�(n) =Pdjn d = S Id (n) | die Summe der Teiler.�k(n) =Pdjn dk = S Id k(n) | die Summe der k-ten Potenzen der Teiler.Hilfssatz 3.3.1 Falls f multiplikativ ist, dann au
h Sf .Beweis. Wir bemerken zun�a
hst, da� jeder Teiler d eines Produktes mn von zwei Zahlen, diezueinander relativ prim sind, eine eindeutige Darstellung als d1d2 hat, wobei d1jm, d2jn.Z.B. die Teiler von 12 : 1; 2; 3; 4; 6; 12;von 25 : 1; 5; 25;von 12� 25 = 300 : 1; 2; 3; 4; 6; 12; 5; 10; 15; 20; 30; 60; 25; 50; 75; 100; 150; 300:Es gilt daher: Sf(mn) = Xdjmn f(d) = Xd1;d2;d1jm;d2jn f(d1)f(d2)= Xd1jm f(d1)Xd2jn f(d2)= Sf (m)Sf(n):



3.3. ARITHMETISCHE FUNKTIONEN 51Beispiel.Wir bere
hnen die Werte von �; � und �k. Da diese multiplikativ sind, gen�ugt es, dieWerte f�ur Primpotenzen auszure
hnen. Da die Teiler von p� die Zahlen f1; p; p2; : : : ; p�g sind,gilt: �(p�) = p� � p��1 = p�(1� 1p)�(p�) = � + 1�k(p�) = �Xi=0 pik = pk(�+1) � 1pk � 1 (k 6= 0)Daraus folgt, f�ur n = p�11 � � � p�rr�k(n) = Yi pk(�i+1)i � 1pki � 1�(n) = Yi (�i + 1)�(n) = Y p�ii �1� 1pi� = nYi �1� 1pi�(Wir verwenden stills
hweigend die Tatsa
he, da� � multiplikativ ist - siehe unten.)Wir bere
hnen die Summenfunktion S� der �-Funktion wie folgt: Da � multiplikativ ist, soau
h S�. F�ur eine Primpotenz p� gilt:S�(p�) = �(1) + �(p) + �(p2) + : : := 1� 1 + 0 : : := 0 falls � > 0:Das hei�t S�(n) = Æ(n) f�ur n eine Primpotenz und daher f�ur jedes n (weil beide Funktionenmultiplikativ sind).Die Formel S� = Æ folgt au
h aus den folgenden allgemeinen �Uberlegungen:Falls f multiplikativ ist, dann gilt:Xdjn f(d) = (1 + f(p1) + � � �+ f(p�11 ))(1 + f(p2) + � � �+ f(p�22 )) � � � (1 + � � �+ f(p�rr ));wobei n = p�11 : : : p�rr . Z.B. f�ur f(n) = ns gilt:Xdjn ds = (1 + ps1 + � � �+ p�1s1 ) � � � (1 + pr + � � �+ p�rsr )( = Yi p�i+1i � 1pi � 1 f�ur s = 1):Korollar 3.3.2 Pdjn �(d)f(d) = (1� f(p1)) � � � (1� f(pr)).Dies liefert, f�ur f = 1: Xdjn �(d) = (0 (n > 1)1 (n = 1)



52 KAPITEL 3. ZAHLENTHEORIEbzw. Xdjn �(d)d = ((1� 1p1 ) � � � (1� 1pk ) (n > 1)1 (n = 1)Satz 3.3.3 Sei f eine zahlentheoretis
he Funktion und setze g = Sf . Dann gilt:f(n) =Xdjn �(d)g(nd):Beweis. Die re
hte Seite ist Xdjn �(d)Xd0jnd f(d0):Aber die Paare d; d0, soda� djn bzw. d0jnd sind genau die Paare d; d0 mit dd0jn. Daraus folgt:Xdjn �(d)Xd0jnd f(d0) = Xd0d;dd0jn�(d)f(d0)Aus Symmetriegr�unden ist dies au
h die SummeXd0jn f(d0)Xdj nd0 �(d) =Xd0jn f(d0)S�( nd0 ) = f(n)(da S�( nd0 ) = 0, au�er wenn nd0 = 1, d.h. d0 = n.)Ein �ahnli
hes Argument zeigt, da� eine Funktion g mit der Eigens
haftf(n) =Xdjn �(d)g(nd )glei
h Sf sein mu�.Beispiel. Da S� = Id , gilt: �(n) = nXdjn 1d�(d):Beispiel. Eine Zahl n hei�t vollkommen, falls n glei
h der Summe ihrer e
hten Teiler ist,d.h. �(n) = 2n. Z.B. sind die Zahlen6 = 1 + 2 + 3; 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14vollkommen. Es gilt: Falls n = 2p � 1 eine Mersenne's
he Primzahl ist, dann istm = 2p�1(2p � 1)vollkommen. Denn �(m) = �[(2p�1)(2p � 1)℄= �(2p�1)�(2p � 1)= (2p � 1)(2p � 1 + 1)= 2:2p�1(2p � 1) = 2m:In der Tat gilt: Jede gerade vollkommene Zahl hat diese Gestalt. (Z.B. 6 = 2 � 3, 28 = 22 � 7).(Es ist unbekannt, ob ungerade vollkommene Zahlen existieren.)



3.3. ARITHMETISCHE FUNKTIONEN 53Beweis. (da� jede gerade vollkommene Zahl n der Gestalt 2p�1(2p � 1) ist, mit 2p � 1 eineMersenne's
he Primzahl.) Sei �(n) = 2n wobei n = 2km, mit m ungerade. Es gilt:�(2km) = �(2k)�(m) = (2k+1 � 1)�(m):Da �(n) = 2n, gilt: 2k+1m = (2k+1 � 1)�(m):Daraus folgt, da� 2k+1 ein Teiler von �(m) ist. Sei etwa �(m) = 2k+1` und daherm = (2k+1�1)`.Falls ` > 1, dann gilt: �(m) � `+m+ 1(da 1; `;m Teiler von m sind). Aber ` +m = 2k+1` = �(m) - Widerspru
h. Daraus folgt, da�` = 1, d.h. �(m) = 2k+1 und m = 2k+1�1. Es gilt dann �(m) = m+1, daher ist m = (2k+1�1)eine Primzahl | also die Mersenne's
he Primzahl (2k � 1) (p = k + 1 prim). Es gilt dannn = 2km = 2p�1(2p � 1)
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Kapitel 4Erzeugende Funktionen,Di�erenzenglei
hungen
4.1 Bru
hzerlegungenSei r eine Rationalfunktion, d.h. eine der Gestalt pq , wobei p und q Polynome sind. Wir nehmenan, dass der Grad von p streng kleiner als der von q ist. Wir su
hen eine Darstellung von r alsSumme von einfa
heren Funktionen (einfa
her in dem Sinn, dass Darstellungen als Potenzreihenlei
ht zu bere
hnen sind).Fall 1) q hat n vers
hiedene (reelle oder komplexe) Nullstellen �1; : : : ; �n, wobei n der Gradvon q ist.Wir verwenden dann den Ansatzp(x)(x� �1) � � � (x� �n) = a1x� �1 + � � �+ anx� �n :Man bere
hnet a1; : : : ; an, indem man ausmultipliziert und x sukzessiv glei
h �1, : : : ,�n setzt.Beispiel. r(x) = 1(1� x)(1� 2x)(also �1 = 1, �2 = 12).Ansatz: 1(1� x)(1� 2x) = A1� x + B1� 2x:Daher gilt: 1 = A(1� 2x) +B(1� x):Setzen wir x = 1 bzw. x = 12, so bekommen wir A = �1, B = 2, alsor(x) = 21� 2x � 11� x:55



56 KAPITEL 4. ERZEUGENDE FUNKTIONEN, DIFFERENZENGLEICHUNGENFall 2) q(x) hat eine Nullstelle � mit Vielfa
hheit k > 1. Dann arbeiten wir wie oben mitzus�atzli
hen Termen 1(x� �)2 ; 1(x� �)3 ; : : : ; 1(x� �)k :Beispiel. r(x) = 1� 2x+ 2x2(1� x)2(1� 2x) :Ansatz: A(1� x)2 + B(1� x) + C(1� 2x) :Wir multiplizieren die entspre
hende Glei
hung mit (1 � x)2 und setzen x = 1. Das liefertA = �1. Man multipliziert jetzt mit (1� 2x) und setzt x = 12. Das liefert C = 2. Jetzt setzenwir x = 0 und bekommen eine einfa
he Glei
hung in A, B und C. Da A und C s
hon bekanntsind, k�onnen wir diese Glei
hung lei
ht l�osen und bekommen B = 0.Daher gilt: 1� 2x+ 2x2(1� x)2(1� 2x) = �1(1� x)2 + 2(1� 2x) :4.2 PotenzreihenWir betra
hten jetzt Potenzreihen, d.h. Summen der Gestalta0 + a1x + a2x2 + � � � ;die wir au
h als P1n=0 anxn s
hreiben k�onnen. Diese kommen haupts�a
hli
h als Taylorreihenvon elementaren Funktionen vor (vgl. Vorlesung, Teil II).Z. B. ist jedes Polynom a0 + a1x + a2x2 + � � �+ anxneine (endli
he) Potenzreihe. Besonders wi
htig sind die uns s
hon bekannten binomis
hen Rei-hen, d.h. die Potenzreihe 1 + rx + �r2�x2 + � � �+ xr = rXn=0 �rn�xnvon (1 + x)r (r 2 N).Der n-te KoeÆzient in dieser Reihe ist�rn� = r(r � 1) : : : (r � n+ 1)n! :Man sieht sofort, dass dieser Ausdru
k f�ur jede reelle Zahl r (sogar f�ur r komplex) sinnvoll ist.Damit k�onnen wir die Potenzreihe (1 + x)� � 1Xn=0 ��n�xn



4.2. POTENZREIHEN 57de�nieren. (Im Teil II wird man sehen, in wel
hem Sinn die Summe re
hts tats�a
hli
h dieFunktion (1 + x)� darstellt).Der Fall � = �1, d.h. 11� x = 1 + x+ x2 + x3 + � � � = 1Xn=0 xnwird f�ur uns besonders wi
htig sein (geometris
he Reihe!).Weitere Beispiele von Potenreihendarstellungen:ex = 1 + x+ x22! + x33! + � � � = 1Xn=0 xnn!ln 11� x = x + x22 + x33 + � � � = 1Xn=1 xnnln 11 + x = �x + x22 � x33 + � � � = 1Xn=1 (�1)nxnnsin x = 1Xn=0(�1)n x2n+1(2n+ 1)!
os x = 1Xn=0(�1)n x2n(2n)!1(1� x)k+1 = 1Xn=0 �n+ kn �xn1p1� 4x = 1Xn=0 �2nn �xn:Beispiel. Zeige:a) aus f 0 = 0 folgt f konstant, bzw.b) aus f 0 = f folgt f(x) = 
ex (
 eine Konstante).Ansatz: f(x) = a0 + a1x + a2x2 + � � �Es gilt dann f 0(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x2 + � � �Wir ma
hen einen KoeÆzientenverglei
h und bekommen:a) a1 = 0, a2 = 0, a3 = 0 : : :|also f(x) = a0;b) a0 = a1, a1 = 2a2, a2 = 3a3 usw.Daraus folgt lei
ht, dass an = 1n!a0 | alsof(x) = a0(1 + x+ x22! + x33! + � � � ) = a0ex:



58 KAPITEL 4. ERZEUGENDE FUNKTIONEN, DIFFERENZENGLEICHUNGENBeispiel. Bere
hne die Potenzreihendarstellungen vona) x(1� x)(1� 2x)b) 1� 2x + 2x2(1� x)2(1� 2x) :Wir haben die Bru
hzerlegungen oben bere
hnet.Daher gilt:a) x(1� x)(1� 2x) = x� 21� 2x � 11� x� = 2x(1 + 2x + 4x2 + 8x3 + � � � )�x(1 + x + x2 + x3 + � � � )= 1Xn=1(2n � 1)xn
b) 1� 2x+ 2x2(1� x)2(1� 2x) = 21� 2x � 1(1� x)2 = 1Xn=0(2n+1 � n� 1)xn:Beispiel. Bestimme ein Potenzreihendarstellung f�urF (x) = x1� x� x2 :Es gilt: 1� x� x2 = (1� �+x)(1� ��x);wobei �+ = 1 +p52 ; �� = 1�p52 :Daher x1� x� x2 = x(1� �+x)(1� ��x)= 1�+ � �� � 11� �+x � 11� ��x�= 1p5  1Xn=0 �n+xn � 1Xn=0 �n�xn! :Wir listen in Tabellenform einige n�utzli
he Regeln f�ur die Bere
hnung von Potenzreihen auf.



4.3. DIFFERENZENGLEICHUNGEN UND POTENZREIHENDARSTELLUNGEN 59f und g sind Funktionen mit Potenzreihen P1n=0 anxn bzw. P1n=0 bnxn.� � f 1Xn=0 �anxnf + g 1Xn=0(an + bn)xnf 0 1Xn=1 nanxn�1Z x0 f(u) du 1Xn=0 ann+ 1xn+1f � a0x 1Xn=0 an+1xnf � a0 � a1xx2 1Xn=0 an+2xnf1� x 1Xn=0 snxn;wobei sn = a0 + � � �+ anf � g 1Xn=0 
nxn; wobei 
n = anb0 + � � �+ a0bnf(
x) 1Xn=0 
nanxn:4.3 Di�erenzenglei
hungen und Potenzreihendarstellun-genGewisse Glei
hungen (sogenannte Di�erenzenglei
hungen) lassen si
h mit Hilfe von Potenzrei-hendarstellungen l�osen. Wir beginnen mit einem einfa
hen Beispiel:Beispiel. Bestimme eine Folge (an), sodassan+1 = 2an + 1; a0 = 0:Die ersten Terme sind also 0; 1; 3; 7; 15; : : : .Eine Methode: Man stelle die naheliegende Vermutung auf, dass an = 2n� 1. Diese Vermutungbeweist man mit Hilfe der vollst�andigen Induktion (�Ubung).Die zweite Methode funktioniert oft, au
h wenn es keine sol
he vordergr�undige Vermutung gibt.Wir betra
hten die Potenzreihe mit der unbekannten Folge (an) als KoeÆzientenfolge d.h.A(x) = a0 + a1x+ a2x2 + � � � = 1Xn=0 anxn:(A hei�t die erzeugende Funktion der Folge). Wir versu
hen zun�a
hst aus der Di�erenzenglei-
hung eine (algebrais
he) Glei
hung f�ur A aufzustellen, indem wir die abgeleiteten Glei
hungenan+1xn = 2anxn + xn



60 KAPITEL 4. ERZEUGENDE FUNKTIONEN, DIFFERENZENGLEICHUNGENsummieren. Damit gilt: A(x)x = 2A(x) + 11� x:Wir l�osen diese Glei
hung f�ur A und bekommenA(x) = x(1� x)(1� 2x) :Jetzt brau
hen wir die Potenzreihendarstellung von A. Die haben wir s
hon bere
hnet: Es giltA(x) = 1Xn=0(2n � 1)xn;also an = 2n � 1.Beispiel. L�ose die Di�erenzenglei
hungan+1 = 2an + n; a0 = 1:Wiederum setzen wir A(x) =P1n=0 anxn und bekommen wie vorher die Glei
hungA(x)� 1x = 2A(x) + 1Xn=0 nxn = 2A(x) + x(1� x)2 :Wir l�osen diese algebrais
he Glei
hung und bekommenA(x) = 1� 2x + 2x2(1� x)2(1� 2x) :Die entspre
hende Potenzreihendarstellung haben wir s
hon bere
hnet. Wir bekommen damitdie L�osung an = 2n+1 � n� 1.Beispiel. Wir bere
hnen eine explizite Formel f�ur die Fibona

i-Reihe:Fn+2 = Fn+1 + Fn (F0 = 0; F1 = 1):Dieses Beispiel haben wir s
hon bere
hnet (Kapitel 2 | A
htung!: die Reihe ist jetzt 0; 1; 1; 2; 3; : : : ,ni
ht 1; 1; 2; 3; 5; : : : wie vorher).Wir setzen F (x) =P1n=0 Fnxn und bekommen die Glei
hungF (x)� xx2 = F (x)x + F (x);mit L�osung: F (x) = x1� x� x2 .Aus der Potenzreihentwi
klung (die wir oben bere
hnet haben) folgt:Fn = 1p5(�n+ � �n+):Bemerkung. Um den allgemeinen Di�erenzenausdru
k bngk+n + � � � + b0fk zu behandeln,verwenden wir das Polynom p, wobeip(x) = b0 + b1x + � � �+ bnxn:



4.3. DIFFERENZENGLEICHUNGEN UND POTENZREIHENDARSTELLUNGEN 61Dazu betra
hten wir das \gespiegelte" Polynom:�p(x) = b0xn + b1x+ � � �+ bn:Z.B. f�ur p(x) = 1� x� x2 ist �p(x) = x2 � x� 1.Es gilt p(x) = (1� �1x)(1� �2x) � � � (1� �nx) wobei �1; : : : ; �n die Nullstellen von �p sind.Damit ist 1p(x) eine Linearkombination der Funktionen11� �1x; 11� �2x; � � � ; 11� �nx:Daraus folgt, dass die allgemeine L�osung der Di�erenzenglei
hungbngk+n + bn�1gk+n�1 + � � �+ b0gk = 0die Gestalt gk = 
1�k1 + � � �+ 
n�knhat.Bemerkung. Falls �p(x) = (x� �1)d1 � � � (x� �r)dr ;dann ist die allgemeine L�osung gk = fi(k)�k1 + � � �+ fr(k)�kr ;wobei fi ein Polynom von Grad di�1 ist.Beispiel. Wir l�osen die Glei
hungg0 = g1 = 1gn = gn�1 + 2gn�2 + (�1)n (n � 2):Wie oben bekommen wir die Glei
hungG(x) = 1 + x + x2(1� 2x)(1 + x)2 :Damit hat die allgemeine L�osung die Gestaltgn = a2n + (bn + 
)(�1)nf�ur geeignete Konstanten a ,b, 
. Wir setzen n = 0; 1; 2 ein und l�osen das System f�ur a; b; 
.Ergebnis: gn = 792n + �n3 + 29� (�1)n:



62 KAPITEL 4. ERZEUGENDE FUNKTIONEN, DIFFERENZENGLEICHUNGEN4.4 Abs
hliessende Beispiele (nur f�ur Fortges
hrittene)Beispiel. Zeige: nXk=0 k�nk� = n2n�1:Es gilt: (1 + x)n = nXk=0 �nk�xk:Di�erenziere: n(1 + x)n�1 = nXk=0 k�nk�xk�1Setze x = 1 n2n�1 = nXk=0 k�nk�:Beispiel. Zeige: nXk=0 �nk�2 = �2nn �:Es gilt (1 + x)n(1 + x)n = (1 + x)2n:Ein KoeÆzientenverglei
h (f�ur xn) liefertnXi=0 �ni�� nn� i� = �2nn �:Aber �ni� = � nn� i�:Beispiel. L�ose das Systemu0 = 1; u1 = 0; v0 = 0; v1 = 1un = 2vn�1 + un�2; vn = un�1 + vn�2:(Motivierende Bemerkung: un ist die Anzahl der M�ogli
hkeiten, ein 3 � n S
ha
hbrett mitDominosteinen zu �uberde
ken.)n 0 1 2 3 4 5 6 7un 1 0 3 0 11 0 41 0vn 0 1 0 4 0 15 0 56:F�ur die erzeugenden Funktionen u; v bekommen wir die algebrais
hen Glei
hungenu(x) = 2xv(x) + x2u(x) + 1v(x) = xu(x) + x2v(x)



4.4. ABSCHLIESSENDE BEISPIELE (NUR F�UR FORTGESCHRITTENE) 63mit L�osungen u(x) = 1� x21� 4x2 + x4 ; v(x) = x1� 4x2 + x4oder u(x) = (1� x2)w(x2), v(x) = xw(x2) mit w(y) = 11� 4y + y2 .Daher gilt: v2n+1 = wn; u2n = wn � wn�1:Aus der Faktorisierung 1� 4y + y2 = (1� (2 +p3)y)(1� (2�p3)y) folgt:v2n�1 = 3 + 2p36 (2 +p3)n + 3� 2p36 (2�p3)nu2n = (2 +p3)n3�p3 + (2�p3)n3p3 :Beispiel. Folgende Rekursionsbeziehung spielt eine wi
htige Rolle in der theoretis
hen Infor-matik: bn = b0bn�1 + b1bn�2 + � � �+ bn�1b0; b0 = 1; b1 = 1:(bn ist die Anzahl der \bin�aren B�aume".)Setze b(x) = b0 + b1x + b2x2 + � � � .Es gilt dann: b(x) = 1 + xb(x)2.Daher ist b(x) = 1 +p1� 4x2x (*) oder 1�p1� 4x2x (**):Aber f�ur (*) gilt b(0) =1. Also ist (**) die einzige M�ogli
hkeit.Aber p1� 4x = (1� 4x)1=2 = 1Xk=0(�4)k� 12k�xkund so bn = �12(�4)n+1� 12n+ 1�und dies ist 1n+ 1�2nn � (die Catalans
he Zahl).



64 KAPITEL 4. ERZEUGENDE FUNKTIONEN, DIFFERENZENGLEICHUNGEN



Kapitel 5�Ubungen und L�osungsbeispiele�Ubungsblatt 0Thema|Induktion, dyadis
he Zahlen, das Pas
als
he Dreie
k1,2. Konstruiere die Multiplikations- und Additionstabelle f�ur Zahlen bez�ugli
h der Basis 8(zwei Beispiele).3. Stelle die Zahlen 35 und 17 als dyadis
he Zahlen dar und bere
hne ihre Summe undProdukt.4. (Induktionsbeweis) a + (a+ d) + � � �+ (a + nd) = (n+ 1)2a+ nd)2 :(Summe der arithmetis
hen Reihe).5. (Induktionsbeweis) a + aq + � � �+ aqn = a1� qn+11� q (q 6= 1):(Summe der geometris
hen Reihe).6. (Die Bernoullis
he Unglei
hung)(1 + p)n � 1 + np (p > �1; n 2 N):(Induktionsbeweis).7. (Induktionsbeweis) 11:2 + 12:3 + � � �+ 1n(n + 1) = nn+ 1 :8. (Induktionsbeweis) 12 + 222 + 333 + � � �+ n2n = 2� n+ 22n :9. Was ist die 10-te Zeile des Pas
als
hen Dreie
ks?65



66 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE10. Was ist Pnr=0(�1)r�nr�? L�osungsvors
hl�ageBsp. 4. Induktionsbeweis:n = 1pn! n+ 1:a+ (a+ d) + � � �+ (a + nd) + (a+ (n+ 1)d) = [a+ � � �+ (a+ nd)℄ + [a(n + 1)℄= (n + 1)(2a+ nd)2 + [a + (n+ 1)d℄ (Induktionsannahme)= (n + 2)(2a+ (n + 1)d)2 QED.Bsp. 6. Induktionsbeweis:n = 1pn! n+ 1:Es gilt: (1 + p)n � 1 + np (Induktionsannahme).Da 1 + p > 0 (1 + p)(1 + p)n � (1 + p)(1 + np)also (1 + p)n+1 � 1 + (n + 1)p+ np2� 1 + (n + 1)p QED.Bsp. 10. Versu
hn = 1 1� 1 = 0n = 2 1� 2 + 1 = 0n = 3 1� 3 + 3� 1 = 0.Vermutung: nXr=0(�1)r�nr� = 0:In der Tat 0 = (�1 + 1)n = nXr=0(�1)r�nr� (binomis
her Lehrsatz):



67�Ubungsblatt 1Thema|die nat�urli
hen Zahlen11. Dr�u
ke die Zahlen 179; 233 bez�ugli
h der Basis 2 bzw. 3 aus.12. Was is 999 (zur Basis 12)?13. Bere
hne ggT (189; 77).14. Bes
hreibe einen Algorithmus zum Bere
hnen von ggT (a1; : : : ; an).15. Beweise: m+ n = n+m, m:n = n:m.16. Seien n1; : : : ; nk nat�urli
he Zahlen > 1. Zeige: Es existiert ein ganze Zahl N , sodass keinni ein Teiler von N ist.17. F�ur �nr� = n!r!(n�r)! gilt �nr�+ � nr � 1� = �n+ 1r �:Induktionsbeispiele18. nXr=1 r2 = 16n(n+ 1)(2n+ 1):19. nXr=1 r3 = 14n2(n + 1)2.20. (x+ y)n = nXr=0 �nr�xn�ryr:L�osungsvors
hl�ageBsp. 11. 179 = 3 � 59 + 259 = 3 � 19 + 219 = 3 � 6 + 16 = 3 � 2 + 0.L�osung 20122. (Kontrolle: 2 � 81 + 9 + 3 � 2 + 2 = 179).Bsp. 12. Wir benutzen das Symbol B f�ur 11 (Basis 12).999 = 12 � 83 + 383 = 12 � 6 + 11; 6 = 12 � 0 + 6:L�osung: 633. (Kontrolle: 6 � 144 + 11 � 12 + 3 = 999).



68 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEBsp 13. 189 = 2 � 77 + 3577 = 2 � 35 + 7also ggT (= 189; 77) = 7.Bsp. 15. Wir zeigen:I. (m + n) + p = m + (n+ p) (Induktion bzgl. p)II. m + 1 = 1 +m (Induktion)III. m + n = n +m (Induktion bzgl. n)IV. m(n + p) = mn +mp (Induktion bzgl. p)V. (m + n)p = mp+ np (analog zu IV.)VI. m � 1 = 1 �m = m (Induktion)VII. mn = nm (Induktion bzgl. n).I. p = 1p LS = (m+ n) + 1 = (m+ n)0 = m + n0 (De�nition)= m + (n+ 1) = RS:p! p+ 1 Induktionsannahme (m+ n) + p = m+ (n+ p).Es gilt dann: (m+ n) + p0 = ((m + n) + p)0 (De�nition)= (m + (n+ p))0 (Induktionsannahme)= m + (n+ p)0 (De�nition)= m + (n+ p0) (De�nition)QED.II. m = 1pm! m+ 1 Induktionsannahme m + 1 = 1 +m.Es gilt dann: m0 + 1 = (m+ 1) + 1 (De�nition)= (1 +m) + 1 (Induktionsannahme)= (1 +m)0 (De�nition)= 1 +m0 (De�nition)QED.III. m + n = n +mInduktion bzgl. nn = 1 ist II.



69n! n + 1 m+ n0 = m+ (n+ 1)= (m+ n) + 1 (I)= (n+m) + 1 (Induktionsannahme)= n+ (m+ 1) (I)= n+ (1 +m) (II)= (n+ 1) +m (I)= n0 +m (De�nition)QED.IV. m(n + p) = mn +mpInduktion bzgl. pp = 1 ist die De�nition.p! p+ 1: m(n + p0) = m(n + (p+ 1)) (De�nition)= m(n + (1 + p)) (II)= m((n + 1) + p) (I)= m(n0 + p) = mn0 +mp (Induktionsannahme)= (mn +m) +mp (De�nition)= mn + (m+mp) (I) = mn + (mp+m) (III)= mn +mp0 (De�nition)QED.Bem. Die Induktionsannahme ist: m(n + p) = mn +mp f�ur alle nat�urli
he Zahlenm und n.V. �Ahnli
h.VI. Induktionsbeweis: m = 1p.m! m+ 1 1 �m0 = 1 �m+ 1 = m + 1 (Induktionsannahme)= m0 (De�nition)QED.VII. Induktionsbeweis bzgl. nn = 1 (VI.)n! n + 1 mn0 = mn+m (De�nition)= nm+m (Induktionshypothese)= (n+ 1)m (V)= n0m (De�nition)QED.



70 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEBsp. 16. W�ahle N = n1; n2 : : : nn + 1.Bsp. 18. Induktionsbeweis:n = 1pn! n+ 1:
n=1Xr=1 r2 = nXr=1 r2 + (n+ 1)2= 16n(n+ 1)(2n+ 1) + (n+ 1)2 (Induktionsannahme)= 16(n+ 1)(2n2 + n + 6n+ 6)= 16(n+ 1)(2n+ 3)(n+ 2)= 16(n+ 1)(n+ 2)(2(n+ 2) + 1) QED.

Bsp. 19. Induktionsbeweis:n = 1pn! n+ 1:
n=1Xr=1 r3 = 14n2(n+ 1)2 + (n+ 1)3 (Induktionsannahme)= 14(n + 1)2((n+ 1) + 1)2 QED.

Bsp. 20. n = 1n! n = 1



71(x + y)n+1 = (x+ y)n(x + y) = x(x + y)n + y(x+ y)n= nXr=0 �nr�xn+1�ryr + nXr=0 �nr�xn�ryr+1 (Induktionsbeweis)= nXr=0 �nr�xn+1�ryr + n=1XS=1� nS � 1�xn � (S � 1)yS (S � 1 = r)= nXr=0 �nr�xn+1�ryr + n+1Xr=1 � nr � 1�xn�r+1yn= nXr=1 ��nr� + � nr � 1��| {z }xn+1�ryr + xn+1 + yn+1= �n+ 1r � wegen Bsp. 17.= n+1Xr=0 �n+ 1r �xn+1ryr QED.



72 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE�Ubungsblatt 2Thema|Die Zahlensysteme Q, R, C.21. Betra
hte die folgenden Glei
hungen:x+22 = 107, x+22 = 17, 72x = 144, 72x = 143, x3 = 26, x3 = 27, x3 = �27, x2 = �27,x2 + 27x+ 2 = 0.Im wel
hem System (N, Z, Q, R, C) sind sie jeweils l�osbar?22. Seien r; s Rationalzahlen. Zeige: r + s = s+ r, r:s = s:r.23. Seien p; q; r; s ganze Zahlen, mit q und s positiv und pq < rs . Zeige:pq < p+ rq + s < rs:24. Sei x eine reelle Zahl, mit 0 < x. Zeige: Es existeren r 2 Q und s 2 R nQ mit 0 < r < x,0 < s < x.25. L�ose das Glei
hungssystem (1 + i)x� 2y = iix+ (1� i)y = 3:26. Sei z = p3 + i. Bere
hne z�1, jzj, z3, die Polardarstellung von z, z1:000:000, z1=2.27. Zeige: (
os � + i sin �)n = 
os n� + i sinn�, falls n < 0.28. Sei ! = �12 + ip32 . Bere
hne die Polardarstellung von !. Zeige !3 = 1, 1 + ! + !2 = 0.29. Sei z1 = a+ b, z2 = a! + b, z3 = a!2 + b (! wie im Beispiel 28). Zeige: z1 +!z2 +!2z3 =0. (Hinweis: die Punkte 1; !; !2 bilden die E
kpunkte eines glei
hseitigen Dreie
ks. Diealgebrais
he Bedingung z1+!z2+!2z3 = 0 entspri
ht der geometris
hen Bedingung, dassz1, z2, z3 E
kpunkte eines glei
hseitigen Dreie
ks sind).30. Seien z1, z2, z3 drei komplexe Zahlen und setze: w1 = z1(2+!)+z2(1�!), w2 = z2(2+!)+z3(1�!), w3 = z3(2+!)+ z1(1�!) (! wie im Beispiel 28). Zeige: w1+!w2+!2w3 = 0.(Hinweis: Dies ist ein \Beweis" des Satzes von NAPOLEON).L�osungsvors
hl�ageBsp. 25. (1 + i)x� 2y = i j � iix+ (1� i)y = 3 j � (1 + i)



73(1 + i)ix� 2iy = �1(1 + i)ix + 2y = 3(1 + i)�y(2 + 2i) = �3� 3i� 1y = 4 + 3i2 + 2i = (4 + 3i(1� i)2(1 + i)(1� i) = 7� i4 :) x = i+ 2y1 + i = (i + 72 � 12 i)(1� i)2 = 14(7 + i)(1� i) = 2� 32 i:Bsp. 26. z = p3 + iz�1 = p3� i3 + 1 = 14(p3� 1); jzj =qp32 + 1 = 2z3 = (p3 + i)3 = p33 + 3p32i+ 3p3i2 + i3 = 8iz = 2 p32 + 12i! = 2(
os 30Æ + i sin 30Æ) �2�
os �6 + i sin �6��z1=2 = p2(
os 15Æ + i sin 15Æ)1:000:000 : 6 = 166:666; 4 Rest) z1:000:000 = 21:000:000(
os 23� + i sin 23�).Bsp. 28. ! = 
os 120Æ + i sin 120Æ { also !2 = 
os 240Æ � i sin 240Æ!3 = 1: 1 + ! + !2 = 1� !31� ! = 0:Bsp. 29. z1 + !z2 + !2z3 = a+ b + !(a! + b) + !2(a!2 + b)= a(1 + !2 + !4) + b(1 + ! + !2)= a(1 + ! + !2) + b(1 + ! + !2) = 0:Bsp. 30.w1 + !w2 + !w3 = z1(2 + !) + z2(1� !) + !(z2(2 + !) + z3(1� !))+!2(z3(2 + !) + z1(1� !))= z1(2 + ! + !2 � !3) + z2(!(2 + !) + 1� !) + z3(!(1� !) + !2(2 + !);= z1(1 + ! + !2) + z2(1 + ! + !2) + z3!(1 + ! + !2) = 0:



74 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE�Ubungsblatt 3Thema: Permutationen31. Betra
hte die Permutationen�1 = � 1 2 3 4 5 6 7 8 9 102 4 6 8 10 1 3 5 7 9 ��2 = � 1 2 3 4 5 6 7 8 9 101 3 5 7 9 2 4 6 8 10 �Bere
hne �1 Æ �2, �2 Æ �1.32. Bere
hne ��11 und ��12 (�1 und �2 wie im Bsp. 31).33. Stelle die Permutationen �1 und �2 als Produkt von disjunkten Zyklen dar. (�1 und �2wie im Bsp. 31).34. Stelle die Permutationen �1 und �2 als Produkt von Transpositionen dar (�1 und �2 wieim Bsp. 31).35. Bere
hne "�1 und "�2 (�1 und �2 wie im Bsp. 31).36. Sei � = (i1 i2 : : : ir) ein Zyklus. Was ist die kleinste nat�urli
he Zahl n, sodass �n = Id?(Versu
h � = (2 4 6 8).)37. Sei � = (i1 i2 : : : ir) (j1 : : : js) das Produkt von zwei Zyklen. Was ist die kleinste nat�urli-
he Zahl n, sodass �n = Id? (Versu
h � = (2 4 6 8)(1 3 5 7 9).)38. Was ist die kleinste nat�urli
he Zahl n, sodass �n1 = Id bzw. �n2 = Id? (�1 und �2 wie imBsp. 31).39. (Erg�anzung zu Blatt 2) Seien z1, z2 komplexe Zahlen. Bestimme eine Zahl z3, sodass z1,z2, z3 die E
kpunkte eines glei
hseitigen Dreie
ks bilden (2 m�ogli
he L�osungen).40. Dr�u
ke den S
hwerpunkt (Mittelpunkt) der beiden m�ogli
hen Dreie
ke aus Bsp. 39 mit-hilfe von z1 und z2 aus. L�osungsvors
hl�ageBsp. 31. �2 Æ �1 = � 1 2 3 4 5 6 7 8 9 103 7 2 6 10 1 5 9 4 8 � :Bsp. 32. ��11 = � 1 2 3 4 5 6 7 8 9 106 1 7 2 8 3 9 4 10 5 � :Bsp. 33. �1 = (1 2 4 8 5 10 9 7 3 6)�2 = (2 3 5 9 8 6)(4 7):



75Bsp. 34. �2 = (2 6)(2 8)(2 9)(2 5)(2 3)(4 7)�1 = (1 0)(1 3)(1 7)(1 9)(1 10)(1 5)(1 8)(1 4)(1 2):Bsp. 35. ��1 = �1��2 = +1:Bsp. 36. (2 4 6 8)2 = (2 6)(4 8); (2 4 6 8)3 = (2 8 6 4)(2 4 6 8)4 = Id :Allgemein gilt: Die gesu
hte Zahl f�ur (i1 : : : ir) ist r.Bsp. 37. Es gilt: �20 = Id , �r 6= Id (r < 20).Allgemein gilt: die gesu
hte Zahl ist k.g.V. (r; s).i.a. gilt: die kleineste Zahl n f�ur die gilt �a = Id . (� eine allgemeine Permutation) istdas kleinste gemeinsame Vielfa
h der L�angen der Zyklen bei einer Darstellung von � alsProdukt von Zyklen.Bsp. 38. Mit Bsp. 33 und 37 gilt: �101 = Id , �62 = Id .Bsp. 39. Es gilt: z1 + !z2 + !2z3 = 0 (Bsp. 29.),also !2z3 � z1 � !z2 (Multiplikation mit ! und Verwendung von !3 = 1 (Bsp. 28.)),also z3 = �!z1 � !2z2 = �!z1 + (1 + !)z2 (!2 = �1� ! (Bsp. 28.)).(2. L�osung: z1(1 + !) � !z2) (erh�alt man dur
h Vertaus
hung von z1 und z2 in obigerRe
hnung).)Bsp. 40. z1 + z2 + z33 = 13((1� !)z1 + (1� !2)z2) = 13((1� !)z1 + (2 + !)z2)(wegen 1 + ! + !2 = 0 (Bsp. 28.)), bzw.z1 + z2 + z33 = 13(z1(2 + !) + (1� !)z2)= 13(z1(1� !2) + (1� !)z2):



76 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE�Ubungsblatt 4Thema: Logik und Mengenlehre41. Die symmetris
he Di�erenz A4 B von zwei Mengen ist (A n B) [ (B n A). Zei
hne einVenndiagramm von A4B.Gilt die Aussage (A4B)4 C = A4 (B 4 C)?42. Zeige: A \ (B 4 C) = (A \ B)4 (A \ C) (Venndiagramm).43. Gilt: A4 (B \ C) = (A4B) \ (A4 C)? (Venndiagramm)44. Zeige: A \ (B [ C) = (A \ B) [ (A \ C) (Venndiagramm).45. Zeige: (
 nA)\ (
 nB) = 
 n (A[B) (Venndiagramm), wobei A und B Teilmengen von
 seien.46. Bere
hne: f + g, f � g, f Æ g, g Æ f wobeif : x 7! x3; g : x 7! sinx(bzw. f : x 7! jxj, g : x 7! x4).47. Bere
hne die Wahrheitstafel von (:P ^Q)) (P ^Q):48. Bere
hne die Wahrheitstafel von A ^ (:B ) :A)) B:49. Bere
hne die Wahrheitstafel von (A) :B) ^ C:50. Bere
hne die Wahrheitstafel von [A ^ :(B _ C)℄) B:L�osungsvors
hl�ageBsp. 46. (f + g)(x) = x3 + sinx bzw. jxj+ x4(f � g)(x) = x3 sinx bzw. jxjx4 (= jx5j)f Æ g(x) = sin3 x bzw. jx4j (= x4)g Æ f(x) = sin x3 bzw. jxj4 (= x4)



77Bsp. 47. P Q :P :P ^Q P ^Q (:P ^Q)) (P ^Q)T T F F T TF T T T F FT F F F F TF F T F F TBsp. 49. A B C :B A) :B (A) :B) ^ CT T T F F FF T T F T TT F T T T TF F T T T TT T F F F FF T F F T FT F F T T FF F F T T F



78 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE�Ubungsblatt 5Thema: Lineare Glei
hungssysteme und Matrizen51. L�ose das System 3x + 7y + z = 12x + y = 12x + 3y � z = 5:52. L�ose das System ax + by = e
x + dy = f:53. Bestimme KoeÆzienten a; b; 
; d, soda� f�ur alle n 2 N12 + 22 + � � �+ n2 = an3 + bn2 + 
n+ d:(Zeige: d = 0, a + b + 
 + d = 1, 8a + 4b + 2
 + d = 5, 27a + 9b + 3
 + d = 14 und l�osedieses System.)54. Bestimme eine hermites
he Form f�urA = 24 2 �2 1 43 5 �1 02 �2 1 1 35und l�ose damit 2x � 2y + z + 4w = 73x + 5y � z = 22x � 2y + z + w = 0:55. Aus den Glei
hungen x + 2y + 4z � w = 1x � 3y + 2z � 2w = 7�4x + y + 2z + 3w = 0und u � v = x2u + v = y6u + 2v = z�u + v = wleite eine Glei
hung f�ur u; v ab.56. Bere
hne 24 1 2 4 �11 �3 2 �2�4 1 2 3 35 2664 1 �12 16 2�1 1 3775 :



7957. Bere
hne A�1 (falls existent), wobeiA = 24 �1 2 �23 �2 11 0 1 35 :58. Bere
hne alle L�osungen des Systems:2x + 4y + z = 03x + 5y = 05x + 13y + 7z = 0bzw. 2x + 4y + z = 13x + 5y = 15x + 13y + 7z = 5:59. Was ist der Rang von A = 24 1 5 21 1 70 �4 5 35bzw. A = 24 1 5 2 91 1 7 60 �4 5 �2 35?60. Bestimme a; b; 
, soda� 1 + 3 + 5 + � � �+ (2n+ 1) = an2 + bn + 
:L�osungsvors
hl�ageBsp. 51. 3x + 7y + z = 12x + y = 12x + 3y � z = 5#3x + 7y + z = 12x + y = 15x + 10y = 6#3x + 7y + z = 12x + y = 1�15x = �4 :L�osung: x = 415 , y = 715 , z = �4615 .(Kontrolle: 3x + 7y + z = 12+49�4615 = 1, 2x+ y = 1, 2x+ 3y � z = 8+21+4615 = 5.)



80 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEBsp. 52. ax + by = e
x + dy = f ! adx + bdy = edb
x + bdy = bf ! (ad� b
)x = 
d� bf:L�osung x = ed� bfad� b
 ; y = af � 
ead� b
 :(Kontrolle: ax + by = aed� abf + baf � b
ead� b
 = e:)(Stills
hweigende Annahme: ad� b
 6= 0.)Bsp. 53.a + b + 
 = 18a + 4b + 2
 = 527a + 9b + 3
 = 14 ! a + b + 
 = 16a + 2b = 324a + 6b = 11 ! a + b + 
 = 16a + 2b = 36a = 2 :L�osung: a = 13 ; b = 12 ; 
 = 16 ; d = 0:Also 12 + � � �+ n2 = 16(2n3 + 3n2 + n) = 16n(n + 1)(2n+ 1):Bsp. 54. 24 2 �2 1 4 73 5 �1 0 22 �2 1 1 0 35! 24 1 �1 12 2 720 8 �52 �6 �1720 0 0 �3 �7 35 :L�osung:w = 73 ; z = � (freier Parameter); y = 116(11 + 5�); x = � 148(23 + 9�):Probe: � 124(23 + 9�) � 18(11 + 5�) + �+ 283 = 7� 116(23 + 9�) + 516(11 + 5�) � � = 2� 124(23 + 9�) � 18(11 + 5�) + �+ 73 = 0 :Bsp. 58. 24 2 4 1 13 5 0 15 13 7 5 35! 24 2 4 1 13 5 0 1�9 �15 0 �2 35! 24 2 4 1 13 5 0 10 0 0 1 35 :Wir bekommen damit �aquivalente Systeme2x +4y +z = 03x +5y = 0:



81Allgemeine L�osung:x = �; y = �3�5 ; z = 2�5 (eine einparametrige L�osungss
har)bzw. 2x + 4y + z = 03x + 5y = 00 = 1 keine L�osung.Bsp. 59. 24 1 5 21 1 70 �4 5 35! 24 1 5 20 �4 50 �4 5 35) Rang 224 1 5 2 91 1 7 60 �4 5 �2 35! 24 1 5 2 91 �4 5 �30 �4 5 1 3524 1 5 2 90 �4 5 �30 0 0 1 35) Rang 3Bsp. 60. n = 0n = 1n = 2 
 = 1a + b + 
 = 44a + 2b + 
 = 9L�osung: 
 = 1, b = 2, a = 1 d.h. 1 + 3 + � � �+ (2n+ 1) = (n + 1)2.



82 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE�Ubungsblatt 6Matrizen61. Bere
hne AB, BA, wobeia) A = � 
os � � sin �sin � 
os � � ; B = � 
os � � sin�sin� 
os� �b) A = � 
os � � sin �sin � 
os � � ; B = � 
os� sin�sin� � 
os� �
) A = � 
os � sin �sin � � 
os � � ; B = � 
os� sin�sin� � 
os� � :62. Bere
hne An, wobeia) A = � 
os � � sin �sin � 
os � �b) A = � 
os � sin �sin � � 
os � � :63. Pr�ufe direkt, da� x = det24 m b 
n e fp k l 35det24 a b 
d e fh k l 35 usw.die L�osung der Glei
hung ax + by + 
z = mdx + ey + fz = nhx + ky + lz = pist.64. L�ose mit Hilfe der Cramers
hen Regel die Glei
hung4x + y + 2z = 3x + y � 2z = 2x + z = 7:65. Bere
hne A�1, wobei A = 24 �1 2 �23 �2 11 0 1 35(benutze Determinanten).



8366. Sei A = � a b
 d � ; B = � a1 b1
1 d1 � :Zeige: detAB = detA detB.67. Bere
hne det24 2 4 13 5 05 13 7 35 ; det2664 1 �1 2 �10 �1 3 12 1 2 11 0 1 0 3775 :68. Bere
hne det24 x + 1 1 11 x+ 1 11 1 x + 1 35 :69. Bere
hne det24 x �1 00 x �1
 b x + a 35 :70. Bere
hne det24 1 1 1x y zx2 y2 z2 35 :L�osungsvors
hl�ageBsp. 61a) AB = � 
os(� + �) � sin(� + �)sin(� + �) 
os(� + �) � = BA(Drehung +Drehung = Drehung!)b) AB = � 
os � � sin �sin � 
os � � � 
os� sin�sin� � 
os� �= � 
os � 
os�� sin � sin� 
os � sin�+ sin � 
os�sin � 
os�+ 
os � sin� sin � sin�� 
os � 
os� � = � 
os(� + �) sin(� + �)sin(� + �) � 
os(� + �) �(Drehung + Spiegelung = Spiegelung!)
) AB = � 
os � sin �sin � � 
os � � � 
os� sin�sin� � 
os� �= � 
os � 
os�+ sin � sin� 
os � sin�� sin � 
os�sin � 
os�� 
os � sin� sin � sin�+ 
os � 
os� � = � 
os(� � �) � sin(� � �)sin(� � �) 
os(� � �) �(Spiegelung + Spiegelung = Drehung!)



84 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEBsp. 62a) An = � 
os n� � sinn�sinn� 
os n� �(Induktionsbeweis).b) A2 = Id { daher A2n = IdA2n+1 = A:Bsp. 63. (ax + by + 
z) det24 a b 
d e fh k l 35 = a� m
l + nk
 + pbf�pe
 � nbl � mkf �+b� anl + dp
 + hmf�hn
 � pfa � ldm � + 
� aep + dkm + hbn�hem � dhp � akn �= m(ael + dk
+ hbf � he
� dbl � akf) = m det24 a b 
d e fh k l 35 :Bsp. 66. detA = ad� b
; detB = a1d1 � b1
1detAB = (aa1 + b
1)(
b1 + dd1)� (aa1 + d
1)(ab1 + bd1)= aa1
b1 + b
1
b1 + aa1dd1 + b
1dd1 � 
a1ab1 � d
1ab1 � 
a1bd1 � d
1bd1= aa1dd1 + b
b1
1 � b
a1d1 � adb1
1= detA detB:Bsp. 68. det24 x + 1 1 11 x + 1 11 1 x+ 1 35 = det24 x �x x1 x + 1 10 �x x 35 = det24 x 0 01 x+ 2 10 �x x 35= x(x2 + 2x + x) = x2(x + 3):Bsp. 69. det24 x �1 00 x �1
 b x+ a 35 = x(x2 + ax + b) + 
 = x3 + ax2 + bx + 
:Bsp. 70.det24 1 1 1x y zx2 y2 z2 35 = det24 1 0 0x y � x z � xx2 y2 � x2 z2 � x2 35 = (y � x)(z � x) det � 1 1y + x z + x �= (y � x)(z � x)(z � y):Allgemein



85Bsp. 68. det26664 x+ 1 1 : : : 11 x + 1 : : : 1... ... ...1 1 1 + x 37775 = xn�1(x+ n):Bsp. 69 det264 1 1 : : : 1...xn�11 : : : xn�1n 375 = Y1�i<j�n(xj � xi)(VANDERMONDE-Determinante).Bsp. 70 det26664 x �1 0 : : : 00 x �1 : : : 0...a0 a1 a2 : : : x+ an�1
37775 = xn + an�1xn�1 + � � �+ a0(Begleitmatrix).



86 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE�Ubungsblatt 7Thema: Eigenwertprobleme71. L�ose das Eigenwertproblem f�ur A = � 1 33 1 � :72. L�ose das Eigenwertproblem f�ur A = � 3 21 2 � :73. L�ose das Eigenwertproblem f�ur A = 24 1 �3 33 �5 36 �6 4 35 :74. Bere
hne An (A wie in 73).75. L�ose die Di�erenzenglei
hung Gn+2 = 12(Gn+1 +Gn)G0 = 0; G1 = 12 :76. L�ose das System dfdt = gdgdt = �6f + 5g:77. L�ose das System dxdt = 2ydydt = 3x + y:78. L�ose die Glei
hung y00 + 2y0 � 3y = 0:79. Bere
hne das kleinste r, soda� �r = Id , wobei� = � 1 2 3 4 5 : : : : : : : : : 261 14 2 15 3 : : : : : : : : : 26 � :80. Bere
hne das kleinste r, soda� �r = Id , wobei� = � 1 2 3 4 5 : : : : : : : : : 2614 1 15 2 16 : : : : : : : : : 13 � :



87L�osungsvors
hl�ageBsp. 71) det(A� �I) = det � 1� � 33 1� � � = 1� 2�+ �2 � 9 = (�+ 2)(�� 4):� = �2: Eigenvektor (1;�1);� = 4: Eigenvektor (1; 1).Also P�1AP = � �2 00 4 � mit P = � 1 1�1 1 � :Bsp. 72. det(A� �I) = 6� 5�+ �2 � 2 = (�� 4)(�� 1)� = 4: Eigenvektor (2; 1);� = 1: Eigenvektor (1;�1).Also P�1AP = � 4 00 1 � mit P = � 2 11 �1 � :Bsp. 73. P�1AP = 24 �2 0 00 �2 00 0 4 35 mit P = 24 1 1 11 0 10 �1 2 35 :Bsp. 74. Also An = P 24 (�2)n 0 00 (�2)n 00 0 4n 35P�1= 12 24 1 1 11 0 10 �1 2 3524 (�2)n 0 00 (�2)n 00 0 4n 3524 �1 3 �12 �2 01 �1 1 35= 12 24 1 1 11 0 10 �1 2 3524 �(�2)n 3(�2)n �(�2)n2(�2)n �2(�2)n 04n �4n 4n 35= 12 24 (�2)n + 4n (�2)n � 4n �(�2)n + 4n�(�2)n + 4n 3(�2)n � 4n �(�2)n + 4n�2(�2)n + 2 � 4n 2(�2)n � 2 � 4n 2 � 4n 35 :Bsp. 75. F�ur Xn = � Gn+1Gn � gilt Xn+1 = AXn | also Xn = AnX0; wobeiX0 = � 120 � ; A = � 12 121 0 � :



88 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEP�1AP = � �12 00 1 � mit P = � 1 1�2 1 � :Also An = P � (�12)n 00 1 �P�1:Also � Gn+1Gn � = P � (�12)n 00 1 �P�1 � 120 � | also Gn = 13 � 13 ��12�n :Bsp. 76.Diagonalisiere A = � 0 1�6 5 � | Ergebnis P�1AP = � 3 00 2 � ; P = � 1 13 2 � :Daher: f = 
1e3t + 
2e2t, g = 3
1e3t + 2
2e2t.Bsp. 77.Diagonalisiere A = � 0 23 1 � | Ergebnis P�1AP = � 3 00 �2 � mit P = � 2 13 �1 � :Daher: x = 2
1l3t + 
2e�2t, y = 3
1e3t � 
2e�2t.Bsp. 78. Setze x1 = y; x2 = y0. Wir bekommen das Systemdx1dt = x2dx2dt = 3x1 � 2x2:Diagonalisiere � 0 13 �2 � | Ergebnis P�1AP = � �3 00 1 � mit P = � 1 1�3 1 � :Also y = 
1e�3t + 
2et.Bsp. 79. � = (2 14 20 23 12 19 10 18 22 24 25 13 7 4 15 8 17 9 5 3)(6 16 21 11)| also r = 20 = kgV (4; 20).Bsp. 80. � = (1 14 7 17 22 11 19 23 25 26 13 20 10 5 16 8 4 2)(3 15 21 24 12 6)(18 9)| also r = 18 = kgV (18; 6; 2).



89�Ubungsblatt 8Thema: Glei
hungssysteme (Wiederholung) | Zahlentheorie81. L�ose das Eigenwertproblem f�ur A = 24 13 0 �1212 1 �1216 0 �15 35 :82. L�ose die vier Systeme:3x � 5y = 12x � y = 10; 7x + 5y = 03x � 2y = 0; � 8x + 2y = 19x � 3y = �2; 12x + 9y = 188x + 6y = 12:83. Bere
hne A�1, wobei A = 24 3 0 27 �1 50 4 2 35 :84. Bere
hne det2664 3 10 3 72 �1 6 81 3 �2 56 �3 1 4 3775 :85. L�ose das System x + y + 5z + 2u = 13x � 2y � u = 52x + y + 7z + 5u = 0:86. Bere
hne d = ggT (1819; 3587) und Zahlen s; t mit1819s+ 3587t = d:87. Bestimme s; t; u 2 Z mit 35s+ 55t+ 77u = 1.(Bemerkung: 35; 55; 77 sind relativ prim, aber ni
ht paarweise relativ prim.)88. Bestimme die kleinste Zahl k, soda� k genau einen (bzw. 2; 3; 4; 5; 6) Teiler hat.89. Bere
hne das Stein-Bro
ot Verfahren mit den Anfangswerten�01 ; 11� bzw. �01 ; 10 ; 0�1 ; �10 � :90. Br�u
he mn < m0n0 hei�en adjazent, falls m0n�mn0 = 1.(Bem. Dies impliziert, da� m und n bzw. m0 und n0 relativ prim sind).Zeige: mn und m0n0 adjazent ) mn und m+m0n+n0 (bzw. m+m0n+n0 und m0n0 ) sind adjazent.(NB. Die Bru
hpaare, die in einer Fareyreihe vorkommen, sind adjazent | also der Ge-stalt mn mit m;n Teilerfrei.)



90 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEL�osungsvors
hl�ageBsp. 81)det(A� � � E) = det0� 13� � 0 �1212 1� � �1216 0 �15� � 1A = (1� �)(13� �)((15� �) + 12 � 16)= (1� �)(2�+ �2 � 3) = (1� �)(�� 1)(�+ 3):EW: 1; 1;�3.Eigenvektoren:� = �3 : 0� 16 0 �1212 4 �1216 0 �12 1A0� xyz 1A = 0� 000 1A) (x; y; z) = (3; 3; 4) = e1:� = 1 : 0� 12 0 �1212 0 �1216 0 �16 1A0� xyz 1A = 0� 000 1A) e2 = (1; 0; 1)e3 = (0; 1; 0) :Bsp. 82. x = 7; y = 4; x = 0; y = 0; x = 16 ; y = 76; x = frei w�ahlbar!y = 2� 43x :Bsp. 83. 3 0 2 1 0 07 �1 5 0 1 00 4 2 0 0 1 ! 1 0 23 13 0 00 �1 13 �73 1 00 4 2 0 0 1 ! 1 0 23 13 0 00 1 �13 73 �1 00 4 2 0 0 1 !1 0 23 13 0 00 1 �13 73 �1 00 0 103 �283 4 1 ! 1 0 23 13 0 00 1 0 75 �35 1100 0 1 �145 65 310 ! 1 0 0 115 �45 �150 1 0 75 �35 1100 0 1 �145 65 310 :Bsp. 84. det0BB� 3 10 3 72 �1 6 81 3 �2 56 �3 1 4 1CCA = 3 � det0� �1 6 83 �2 5�3 1 4 1A� 10 � det0� 2 6 81 �2 56 1 4 1A+ 3 � det0� 2 �1 81 3 56 �3 4 1A� 7 � det0� 2 �1 61 3 �26 �3 1 1A= �3 � 173� 10 � 234� 3 � 140 + 7 � 119 = �2446:Bsp. 85. 1 1 5 2 13 �2 0 �1 52 1 7 5 0 ! 1 1 5 2 10 �5 �15 �7 20 �1 �3 1 �2 ! 1 1 5 2 10 5 15 7 �20 0 0 125 �125



91) u = �12=512=5 = �1z : : : frei w�ahlbarer Parameter.5y = �2� 7u� 15z = 5� 15z ) y = 1� 3zx = 1� 2u� 5z � y = 1 + 2� 5z � 1 + 3z = 2� 2z.Bsp. 86. 3587 = 1 � 1819 + 17681819 = 1 � 1768 + 511768 = 34 � 51 + 3451 = 1 � 34 + 1734 = 2 � 17 + 0 ) ggT (3587; 1819) = 1717 = 51� 34= 51� (1768� 34 � 51)= �1768 + 35 � 51= �1768 + 35 � (1819� 1768)= 35 � 1819� 36 � 1768= 35 � 1819� 36 � (3587� 1819)= �36 � 3587 + 71 � 1819:Bsp. 87. 35s+ 55 + 77u = 1. Betra
hte die Glei
hung mod5; 7; 11:mod5 : 2u = 1(mod 5)= � 3) u = 3(mod 5)) u = 5~u+ 3mod7 : 6t = 1(mod 7)= � 6) t = 6(mod 7)) t = 7~s+ 6mod11 : 2s = 1(mod 11)= � 6) s = 6(mod 11)) s = 11~s+ 6) 385(~s+ ~t+ ~u) + 210 + 330 + 231 = 1385(~s+ ~t+ ~u) = �770~s+ ~t+ ~u = �2 ) z.B. ~s = ~t = �1; ~u = 0) s = �5; t = �1; u = 3.Bsp. 88. k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16Anzahl der Teiler 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 2 4 4 5 ;also k = 1; 2; 4; 8; 16; 12.



92 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEBsp. 90. mn und m+m0n+ n0 adjazent , n(m +m0)�m(n + n0) = a + 1, nm0 �mn0 = 1p:



93�Ubungsblatt 9Thema: Zahlentheorie91. Lukaszahlen L0; L1; L2; : : : sind die Zahlen der Reihe 1; 3; 4; 7; 11; 18; : : : .Bestimme eine ges
hlossene Formel f�ur Ln. (Benutze die Formel aus dem Skriptum f�urAn, wobei A = � 1 11 0 �.)92. Zeige: Ln = Fn�1 + Fn+1, wobei F0; F1; : : : die Fibbona
i-Reihe 1; 1; 2; 3; 5; 8; : : : ist.93. Zeige: FnLn = F2n+1.94. Finde Zahlen x mit 2x = 1 (mod3), 3x = 1 (mod 5), x = 1 (mod 7).95. Zeige: Jede Quadratzahl hat eine der folgenden Einerzi�ern 0; 1; 4; 5; 6; 9.96. F�ur jedes n 2 Z ist n13 � n dur
h 2; 3; 5; 7; 13 teilbar.97. Was ist die letzte Zi�er von 3400, 2400?98. Zeige: 377�12 ist ungerade und zusammengesetzt. (Hinweis: Bere
hne 377 (mod4) undzeige, dass 23j377�12 .)99. Falls x = 1 (mod 4) bzw. 2 (mod3), dann x =? (mod12).100. K�urze den Ausdru
ka) 338182117759b) 485295916186818 . L�osungsvors
hl�ageBsp. 91.� Ln+1Ln � = An� L1L0 � ; A = � 1 11 0 � ; L0 = 1; L1 = 3An = P �0BBBB�  1 +p52 !n 00  1�p52 !n 1CCCCA � P�1; P = 0� 1 +p52 1�p521 1 1A� Ln+1Ln � = P �D � P�1� 31 � ) Ln =  1 +p52 !n+1 + 1�p52 !n+1



94 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEBsp. 93.Fn � Ln = 1p50� 1 +p52 !n+1 � 1�p52 !n+11A �0� 1 +p52 !n+1 + 1�p52 !n+11A= 1p50� 1 +p52 !2n+2 � 1�p52 !2n+21A = F2n+1Bsp. 94. 2x = 1 (mod3)x = 2 (mod3) 3x = 1 (mod5)x = 2 (mod5) x = 1 (mod7)x = 1 (mod7)
1 = 2; m1 = 3M = m1 �m2 �m3 = 105M1 = 35 
2 = 2; m2 = 5M2 = 21 
3 = 1; m3 = 7M3 = 15L�ose 35�y1 = 1 (mod3)�y1 = 2 21�y2 = 1 (mod 5)�y2 = 1 15�y3 = 1 (mod7)�y3 = 1) x =P 
iMi�yi = 2 � 35 � 2 + 2 � 21 � 1 + 1 � 15 � 1 = 197 = 92 (modM).Bsp. 95. F�ur j = 0; 1; : : : ; 9 gilt: a = j (mod 10)) a2 = j2 (mod 10)fj2 mod10g j= 0; 1; : : : ; 9g = f0; 1; 4; 9; 6; 5; 6; 9; 4; 1g= f0; 1; 4; 5; 6; 9g.Bsp. 97. 34 = 81 = 1 (mod10)3400 = (34)100 = 1100 = 1 (mod 10)25 = 32 = 2 (mod 10)2400 = (25)80 = 280 = (25)16 = 216 = (25)3 � 2 = 23 � 2 = 16 = 6 (mod10).Bsp. 98. 34 = 81 = 1 (mod4)377 � 1 = (34)19 � 3� 1 = 3� 1 = 2 (mod4)) 377 � 12 = 4 � k + 22 = 2k + 1, D.h. diese Zahl ist ungerade.Bsp. 99. Falls x = 1 (mod4), dann gilt x 2 f1; 5; 9g (betra
hte nur x in f0; 1; : : : ; 11g).Falls x = 2 (mod 3), dann gilt x 2 f2; 5; 8; 11g.Falls beide Bedingungen erf�ullt sind, mu� x = 5 gelten.



95�Ubungsblatt 10Thema: Zahlentheorie101. Zeige: 6jn3 + 11n (n 2 N)42jn7 � n (n 2 N)102. 4147j12512 � 113j270 + 370.103. Stelle eine Inverstabelle modulo 2; 3; 4; 5; 6; 7; 13; 17; 19; 20 usw. auf.104. Wir identi�zieren die Zahlen f0; 1; : : : ; 25gmit dem Alphabet fA;B; : : : ; Zg. F�ur jedes a 2N, das zu 26 relativ prim ist und f�ur jedesm 2 N ist die Zuordnung n 7! an+m (mod26)ein Kode. Chi�riere die W�orter KLAUSUR (a = 3, m = 5) bzw. INFORMATIK (a = 5,m = 1).105. Bere
hne die Inverse der Abbildung n 7! 3n + 5 (mod26) und de
hi�riere damit diekodierte Version von KLAUSUR aus Bsp. 104. L�ose die Systeme106. x = 2 (mod7), x = 5 (mod9)107. x = �1 (mod3), x = 3 (mod4)108. x = 2 (mod6), x = 5 (mod9)109. x = 1 (mod8), x = 3 (mod12)110. a) x = 20 (mod35), x = 28 (mod36)b) x = 10 (mod19), x = �2 (mod28).L�osungsvors
hl�ageBsp. 101. n = 0 (mod6)) n3 + 11n = 0 (mod6)n = 1 (mod 6)) n3 + 11n = 12 = 0 (mod6)n = 2 (mod 6)) n3 + 11n = 8 + 22 = 30 = 0 (mod6) usw.n = 0 oder 1 (mod6)) n7 � n = 0 (mod6)n = 2 (mod 6)) n7 � n = 27 � 2 = 0 (mod 6) usw.Bsp. 102. 4147 = 13 � 29 � 1112512 � 1 = (1)512 � 1 = 0 (mod11)12512 � 1 = (�1)512 � 1 = 0 (mod13)122 = 144 = �1 (mod29). Also 12512 � 1 = (�1)256 � 1 = 0 (mod29).



96 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE27 = 128 = �2 (mod 13).Daher 270 = (27)10 = (�2)10 = 210 = 27 � 8 = �16 = 10 (mod13)34 = 3 (mod 13). Daher 370 = 368 � 9 = 317 � 9 = 316 � 27= 34 = 3 (mod13).Also 270 + 370 = 10 + 3 = 0 (mod13).Bsp. 103. x 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12x�1 1 7 9 10 8 11 2 5 3 4 6 12 (mod13)Bsp. 106. L�osungen von x = 2 (mod7): 2; 9; 16; 23; : : :L�osungen von x = 5 (mod 9): 5; 14; 23; : : : ) 23 l�ost beide Glei
hungen (geht au
h mitChinesis
hem Restsatz).Bsp. 107. L�osungen von x = �1 (mod3): 2; 5; 8; 11; : : :L�osungen von x = 3 (mod4): 3; 7; 11; : : : ) 11 l�ost beide Glei
hungen (geht au
h mitChinesis
hem Restsatz).Bsp. 108. x = 2 (mod 6)) x = 2; 8; 14; : : :x = 5 (mod9)) x = 5; 14; : : : ) x = 14.Bsp. 109. Keine L�osung.Bsp. 110. a) x = 20 (mod 35)) m1 = 35;M1 = 36x = 28 (mod 36)) m2 = 36;M2 = 35M = 35 � 36 = 1260l�ose 36y1 = 1 (mod35)) y1 = 1l�ose 35y2 = 1 (mod36)) y2 = �1 = 35 (mod 36)x = 20 � 36 � 1 + 28 � 35 � 35 = 720 + 34300= 35020 = 1000 (mod1260).



97�Ubungsblatt 11Thema: Erzeugende FunktionenFalls g die erzeugende Funktion von (an) ist, was ist die von der Funktion111. 12 [g(x) + g(�x)℄112. 13 [g(x) + g(!x) + g(!2x)℄ (! wie im Beispiel 28)113. 14 [g(x) + g(ix) + g(�x) + g(�ix)℄ erzeugte Folge?Bestimme die erzeugende Funktion von114. 1; 0; 0 : : : ; 0; 0; : : : ; 0; 1; 0; : : : (1 im n-ten Platz).115. 1;�1; 1;�1; 1;�1; : : :116. 1; 0; 1; 0; 1; 0; : : : .L�ose die Di�erenzenglei
hungen117. a0 = 1, an+1 = 2an + 3,118. a0 = 2, a1 = 3, an+1 = 3an � 2an�1,119. a0 = 0, a1 = 1, an+2 = 4an+1 � 4an.120. Was ist die erzeugende Funktion von (1; 1; 2; 2; 4; 4; 8; 8; : : : ) bzw. (12; 22; 32; 42; : : : )?L�osungsvors
hl�ageBsp. 111. g(x) � a0 + a1x + a2x2 + � � �g(�x) � a0 � a1x+ a2x2 + � � �12[g(x) + g(�x)℄ � a0 + a2x2 + a4x4 + : : : (d.h. die Folge a0; 0; a2; 0; a4; 0 : : : ).Bsp. 112. (a0; 0; 0; a3; 0; 0; a6). (Verwende dabei 1 + ! + !2 = 0 und !3 = 1.)Bsp. 113. (a0; 0; 0; 0; a4; 0; 0; 0; a8; : : : ).Bsp. 114. Die konstante Funktion 1;die Funktion xn.Bsp. 115. 1� x + x2 � x3 + � � � � 11 + x .Bsp. 116. (1; 1; 1; : : : ) � 11� x | daher 11� x2 �= 12 � 11� x + 11 + x��.



98 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEBsp. 117. Sei f(x) = a0 + a1x + � � �Es gilt 1Xn=0 an+1xn = 2f(x) + 3 1Xn=0 xn = 2f(x) + 31� x:Also f(x)� 1x = 2f(x) + 31� x| daher f(x) = 1 + 2x(1� 2x)(1� x) = 41� 2x � 31� x= 4(1 + 2x + (2x)2 + � � �+ (2x)n + � � � )�3(1 + x+ � � �+ xn + � � � )Daher an = 4 � 2n � 3 (=KoeÆzient von xn in Entwi
klung von f(x)).Bsp. 118. a0 = 2; a1 = 3an+2 = 3an+1 � 2anf(x)� 2� 3xx2 = 3 � f(x)� 2x � 2f(x)) f(x) = 2� 3x1� 3x+ 2x2 = 11� x + 11� 2xf(x) = 1Xn=0 xn + 1Xn=0 2nxn = 1Xn=0(1 + 2n)n) an = 1 + 2n:Bsp. 119. a0 = 0, a1 = 1an+2 = 4an+1 � 4an1Xn=0 an+2xn = 4 � 1Xn=0 an+1xn � 4 � 1Xn=0 anxn; d.h. f(x)� 0� xx2 = 4 � f(x)� 0x � 4f(x)f(x) = x(1� 2x)2 = �12 � 11� 2x + 12 � 1(1� 2x)211� 2x = 1Xn=0 2nxn; 1(1� 2x)2 = 1Xn=0(n+ 1) � 2n � xnf(x) = 1Xn=0((n+ 1)2n�1 � 2n�1)xn = 1Xn=0 n � 2n�1xn ) an = n � 2n�1:Bsp. 120. (1; 1; 2; 2; 4; 4; 8; 8; : : : )f(x) = 1 + x + 2x2 + 2x3 + 4x4 + 4x5 + 8x6 + 8x7 + : : :f(x) = 1Xn=0 2n(x2n + x2n+1) = (1 + x) � 1Xn=0(2 � x2)n = 1 + x1� 2x2



99(12; 22; 32; 42; : : : )f(x) = 1Xn=0 n2xn = 1Xn=1(n� 1)2xn�1 = 1Xn=1 n2xn�1 � 2 1Xn=1 nxn�1 + 1Xn=1 xn�1= 1x � 1Xn=1 n2xn � 2 1Xn=0(n + 1)xn + 1Xn=0 xn = 1x 1Xn=0 n2xn � 2(1� x)2 + 11� x) f(x) = x(1 + x)(1� x)3 :



100 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE�Ubungsblatt 12Thema: Erzeugende FunktionenBestimme den KoeÆzienten von xn in121. e2x122. 1(1�ax)(1�bx) (a 6= b)123. (1 + x2)m.Bestimme die erzeugenden Funktionen der Folgen:124. (n), (�n+ �)125. (n2), (�n2 + �n+ 
)126. (3n), (5 � 7n � 3 � 4n).127. Was ist Pnk=1 k2?128. Bestimme die erzeugende Funktion von (F1; 2F2; 3F3; 4F4; : : : ), wobei Fn die Fibona

i-Zahlen aus dem Skriptum (Seite 58) sind.Bestimme b0; b1; b2, falls129. 1
osx = b0 + b1x+ b2x2 + � � �130. 1(1+x)m = b0 + b1x + b2x2 + � � � L�osungsvors
hl�ageBsp. 121. e2x = 1Xn=0 (2x)nn! = 1Xn=0 2nn!xn; d.h. an = 2nn!Bsp. 122. 1(1� ax)(1� bx) = a(a� b) � 11� ax � ba� b 1(1� bx)= aa� b 1Xn=0(ax)n � ba� b 1Xn=0(bx)n = 1Xn=0 an+1 � bn+1a� b xnd.h. an = an+1 � bn+1a� b = 1Xk=0 an�kbk:Bsp. 124. 1Xn=1 n � xn = x � 1Xn=1 n � xn�1 = x � 1Xn=1(n + 1)xn = x(1� x)21Xn=0(�n+ �)xn = 1Xn=0 �xn + � � 1Xn=1 n � xn = �1� x + � � x(1� x)2



101Bsp. 125. 1Xn=0 n2xn = 1Xn=1 n2xn = x(1 + x)(1� x)3 na
h Bsp. 1201Xn=0(�n2 + �n+ 
)xn = � � x(1 + x)(1� x)3 + � � x(1� x)2 + 
 � 11� x= � � x(1 + x) + � � x(1� x) + 
(1� x)2(1� x)3Bsp. 126. 1Xn=0 3nxn = 1Xn=0(3x)n = 11� 3x1Xn=0(5 � 7n � 3 � 4n)xn = 51� 7x � 31� 4xBsp 127. Sei 
n = nXk=1 k2 = nXk=0 k2) 
n = anb0 + � � �+ a0b0 mit ai = 1, bi = i2 f�ur i = 0; : : : ; n) (vgl. Skriptum S. 57)1Xn=0 
nxn =  1Xn=0 anxn!� 1Xn=0 bnxn! =  1Xn=0 xn!� 1Xn=0 n2xn! = 11� x �x(1 + x)(1� x)3 = x(1 + x)(1� x)4Partialbru
hzerlegung:x(1 + x)(1� x)4 = 1(1� x)2� 3(1� x)3+ 2(1� x)4 = 1Xn=0 ��n+ 1n �� 3�n+ 2n � + 2�n+ 3n �� xn) 
n = �n + 1n �� 3�n+ 2n �+ 2�n + 3n � = n+ 1� 32(n+ 2)(n+ 1) + 13(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)= 16(n+ 1)(1� 9(n+ 2) + 2(n+ 2)(n+ 3)) = 16(n+ 1)(2n2 + n) = 16n(n + 1)(2n+ 1):Bsp. 129. 1 = 
os x(b0 + b1x + b2x2 + : : : )= (1� x22 + x424 � x66! + � � � )(b0 + b1x + b2x2 + � � � )KoeÆzientenverglei
h:1 = b00 = b10 = b2 � 12b0 = b2 � 12 9=;) b0 = 1; b1 = 0; b2 = 12



102 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEBsp. 130. 1 = (1 + x)m � (b0 + b1x+ b2x2 + � � � )= mXn=0 �mn�xn(b0 + b1x+ b2x2 + � � � )= (b0 + b1x+ b2x2 +mb0x+mb1x2 +mb2x3 + �m2�b0x2 + � � �KoeÆzientenverglei
h:0 = b1 +mb0 = b1 +m) b1 = �m0 = b2 +mb1 + �m2�b0 ) b2 = �mb1 � �m2�b0 = m2 � 12(m2 �m) = 12(m2 +m):



103�Ubungsblatt 13Thema: Erzeugende FunktionenBestimme b1; b2, falls131. sin y = x132. tan y = x133. y + y2p1 + y = x134. y + y3 = xwobei y = b1x + b2x2 + b3x3 + � � � .Bru
hzerlegungen:135. x+1(x�1)(x+2) ;136. 1(x+1)(x2+2) ;137. x2+4(x+1)2(x�2)(x+3) .L�ose die Di�erenzenglei
hungen:138. yn+2 � 2yn+1 + 2yn = 1, y0 = 1, y1 = 1;139. 4yn+2 + 12yn+1 � 7yn = 35, y0 = 6, y1 = 3.140. Falls f 00 + f = 0, zeige f(x) = A 
os x +B sinx.L�osungsvors
hl�ageBsp. 131. sin y = y � y3y! + � � � , alsosin y = (b1x + b2x2 + b3x3 + � � � )� 16(b1x+ b2x2 + b3x3 + � � � )3 + � � � = xKoeÆzientenverglei
h: ) b1 = 1; b2 = 0.Bsp. 132. tan y = y + y3y + 25y5 + � � � , alsotan y = (b1x + b2x2 + b3x3 + � � � ) + (b1x + b2x2 + � � � )3=3 + � � � = xKoeÆzientenverglei
h: ) b1 = 1; b2 = 0.Bsp. 133. p1 + y = 1 + 12y � 18y2 + � � � , alsoy+y2 �p1 + y(b1x+ b2x2+ � � � )+(b1x+ � � � )2(1+ 12(b1x+ � � � )� 18(b1x+ � � � )2+ � � � ) = xKoeÆzientenverglei
h: b1 = 1; b2 = �1.



104 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELEBsp. 134. y + y3 = x, also (b1x + b2x2 + � � � ) + (b1x + � � � )3 = xKoeÆzientenverglei
h: b1 = 1; b2 = 0.Bsp. 135. x + 1(x� 1)(x+ 2) = Ax� 1 + Bx+ 2 = Ax + 2A+Bx�B(x� 1)(x + 2) )KoeÆzientenverglei
h: 1 = 2A� B ) 23 = A1 = A+B ) 13 = B.Bsp. 137. x2 + 4(x+ 1)2(x� 2)(x+ 3) = Ax+ 1 + B(x + 1)2 + Cx� 2 + Dx + 3= A(x+ 1)(x� 2)(x+ 3) +B(x� 2)(x+ 3) + C(x+ 1)2(x + 3) +D(x� 2)(x+ 1)2(x + 1)2(x� 2)(x + 3)KoeÆzientenverglei
h: A = 1736 ;B = �56 ;C = 845 ;D = �1320 .Bsp. 138. f(x) =P1n=0 ynxn1Xn=0 yn+2xn � 2 1Xn=0 yn+1xn + 2 1Xn=0 ynxn = 1Xn=0 xn; y0 = 1; y1 = 1:Wir ben�utzen die Formeln im Skriptum (Seite 57) und erhalten:f(x)� 1� xx2 � 2f(x)� 1x + 2 � f(x) = 11� xf(x)� 1x2 � 2x + 2� = 11� x + 1x2 + 1x � 2x = x2 + 1� x� x+ x2x2(1� x)f(x) = 2x2 � 2x+ 1(1� x)(1� 2x+ 2x2) = 11� x ) yn = 1 f�ur n = 0; 1; 2; : : :Weitere Beispiele139. Beweisen Sie das Assoziativgesetz der Addition nat�urli
her Zahlen: F�ur alle nat�urli
henZahlen m;n; r gilt (m+ n) + r = m+ (n+ r):140. Beweisen Sie das Kommutativgesetz der Addition und Multiplikation nat�urli
her Zahlen(vgl. Bsp. 15, Skriptum, Seite 65): F�ur alle nat�urli
hen Zahlen m;n giltm+ n = m+ n; m � n = n �m141. Zeigen Sie: F�ur alle nat�urli
hen Zahlen ist n3 + 2n dur
h 3 teibar.



105142. a) Stellen Sie die Zahlen 105 und 52 dyadis
h dar und bere
hnen Sie dyadis
h ihre Summeund ihr Produkt.b) Dr�u
ken Sie das Produkt hexadezimal aus.143. a) Sei 15E01 die Hexadezimaldarstellung einer Zahl n. Finden Sie f�ur n die dyadis
he unddie dezimale Darstellung.b) Stellen Sie 1.098.522 hexadezimal dar.144. Zeigen Sie 1 + 22 + 32 + � � �n2 = nXk=1 k2 = 16n(n + 1)(2n+ 1):145. Sei a1; a2; a3; : : : eine Folge von (reellen) Zahlen. Wir de�nieren damit zwei neue Folgen:s1 := a1; sn := sn�1 + an�1 := a1; �n := �n�1 � anS
hreiben Sie explizit die ersten 5 Glieder der neuen Folgen an.146. Was soll ein Computer tun, wenn er zu den Punkten in folgender \Summe" kommt?1 + 4 + 9 + � � �147. Die Folge pn sei rekursiv de�niert dur
h p0 = 1; pn = pn�1 + n. Finden Sie eine Formelf�ur pn und beweisen Sie diese (z.B. dur
h Induktion).148. Zu zwei reellen Zahlen a; b bezei
hne max(a; b) die gr�o�ere der beiden Zahlen (also etwamax(3; 5) = max(5; 3) = 5; max(7; 7) = 7). Was sagen Sie zu folgendem \Beweis"der Behauptung, da� alle nat�urli
hen Zahlen glei
h sind: Wir zeigen dazu induktiv dieG�ultigkeit der folgenden Aussage A(n): Wenn f�ur a; b 2 N max(a; b) = n, dann ist a = b.A(1) ist o�enbar ri
htig (aus max(a; b) = 1 und a; b 2 N folgt a = b = 1). Gelte nun A(n)f�ur a; b 2 N und sei max(a; b) = n+1. Dann gilt f�ur � := a�1; � := b�1 max(�; �) = n,woraus wegen der angenommenen G�ultigkeit von A(n) folgt: � = � und daher a = b.149. Geben Sie die Wahrheitstabelle f�ur das auss
hlie�ende Oder an.150. F�ur wel
he Belegungen von p; q; r ist die Aussageform(:p ^ q)) (r ^ q)fals
h? Geben Sie Warheitstabelle an.151. Eine Aussageform p(x; y; z) in den Aussagevariablen x; y; z sei dur
h folgende Wahrheits-tabelle festgelegt: x W W W F W F F Fy W W F W F W F Fz W F W W F F W Fp W W W W F F F FStellen Sie p dur
h ^;_;: dar.



106 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE152. Zeigen Sie, da� die Aussageformp(x; y) := �x ^ (x) y)�) yeine Tautologie ist. (Es ist die dem modus ponens zu Grunde liegende Tautologie)153. Zeigen Sie, da� die Aussageformp(x; y) := �(x) y)) ^ (x) :y)�) :xeine Tautologie ist. (Es ist die der redu
tio ad absurdum zu Grunde liegende Tautologie)154. Zeigen Sie, da� die Aussageformp(x; y) := �(x) y)) ^ (x) :y)�) :xeine Tautologie ist. (Es ist die der redu
tio ad absurdum zu Grunde liegende Tautologie)155. Aus: Logeleien von Zweistein1. Willi sagt: Herbert l�ugt2. Herbert sagt: Otto l�ugt3. Otto sagt: Willi und Herbert l�ugenWer l�ugt nun wirkli
h? Versu
hen Sie einen inirekten Beweis.156. Die Aussagen A;B seien de�niert dur
hA := Es gibt hier Haie.B := Es ist mir hier zu gef�ahrli
h.Versu
hen Sie Aussageformen in A,B zu formulieren, die folgenden S�atzenzu Grunde liegen:a) Es ist ni
ht wahr, da� es hier Haie gibt.b) Weil es hier Haie gibt, ist es mir hier zu gef�ahrli
h.
) Obwohl es hier Haie gibt, ist es mir hier ni
ht zu gef�ahrli
h.157. a) Zeigen Sie die 2. De MORGAN's
he Regel::(A _ B) � :A ^ :Bb) Zeigen Sie das 2. Distributivgesetz:A _ (B ^ C) � (A _ B) ^ (A _ C)158. Bilden Sie die Negation der Aussagên2N_p2P n � p � n2Wel
he der beiden Aussagen ist wahr?159. Zeigen Sie: Die Addition zweier nat�urli
her Zahlen m;n erfordert eine Re
henzeitO(max(logm; logn)).



107160. Wel
he der folgenden Ausdr�u
ke ist eine Aussage? Wel
he ist wahr, fals
h?a) 2x� 1 = 3b) (x + 1)2 = x2 � 2x+ 1
) Vx2R 2x� 1 = 4d) Wx2R 2x� 1 = 4, Wx2N 2x� 1 = 4e) Vx2R(x + 1)2 = x2 + 2x+ 1f) 2x� 1g) x3 + y3 = 725h) a2 + b2 = 
2Wie k�onnen Sie a; b; 
 interpretieren, damit aus der letzten Zeile ein altbekannter Satzder Geometrie entsteht?Wel
he der vorhergehenden Zeilen kann dur
h Angabe eines Grundberei
hes zu einerAussageform gema
ht werden?161. Dr�u
ken Sie die folgenden Aussagen mit Quantoren aus:a) 12 ist ni
ht die gr�o�te ganze Zahl.b) Es gibt keine gr�o�te ganze Zahl.
) Zwis
hen je zwei rationalen Zahlen liegt eine dritte.162. Bezei
hne M die gesamte Mens
hheit und L(x; y) das 2{stellige Pr�adikat\x liebt y".Lesen Sie folgende Ausagen exakt und umgangspra
hli
h:a) �Wx��Wy� L(x; y)b) �Vx��Wy� L(x; y)
) �Vy��Wx� L(x; y)d) �Wy��Vx� L(x; y)e) �Wx��Vy� L(x; y)f) �Vx��Vy� L(x; y)163. Bilden Sie die Negationen der Aussagen a) { f) der vorigen Aufgabe.164. In der Menge R der reellen Zahlen �nden Sie mindestens ein je1{,2{,3{,4{,5{ stelliges Pr�adikat.165. Widerlegen Sie dur
h ein Gegenbeispiel die BehauptungVaWb A(a; b) � Wb Va A(a; b).166. Bestimmen Siea) die Potenzmenge der Menge A = fA;B;C;Dg.b) das kartesis
he Produkt von A und B = f0; 1; 2g.
) Wieviele 2{elementige Teilmengen von A gibt es?167. a) Wieviele Aussageformen in 2 Variablen gibt es? (16)b) S
hreiben Sie alle Aussageformen in 2 Variablen an.



108 KAPITEL 5. �UBUNGEN UND L�OSUNGSBEISPIELE168. a) Zeigen Sie: (p) q) � (:q ) :p).b) Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, da� (p ) q) im allgemeinen vers
hieden ist von(:p) :q).169. Seien A;B Teilmengen einer Menge M , bez�ugli
h der A0; B0 das Komplement von resp.A;B bezei
hne. Zeigen Sie die de MORGAN's
hen Gesetze f�ur Dur
hs
hnitt und Verei-nigung: (A [B)0 = A0 \ B0; (A \B)0 = A0 [B0:170. F�ur endli
he MengenX bezei
hne jXj die Anzahl der Elemente vonX. Seien A;B endli
heMengen. Zeigen Sie (z.B. dur
h Induktion)jA� Bj = jAjjBj; jP(A) = 2jAj:171. A;B seien Mengen. Zeigen Sie: �A = B�, �A � B ^ B � A:�172. Bestimmen Sie von den folgenden komplexen Zahlen jeweils Real{ und Imagin�arteil sowieden Absolutbetrag:i�1i+1 ; 3+4i1�2i ; �1+ip2 �n (n 2 Z); i4711 � 3 + i; (1 + i)17 � (1� i)17173. F�ur z1 = 1� i, z2 = �2 + 4i bere
hnen Sie folgende Ausdr�u
ke:z21 + 2z1 � 3; j2z2 � 3z1j2; Im (z1 + z2 � 1)=(z1 � z2 + i):174. Bestimmen Sie f�ur die Abbildung F : C! C, de�niert dur
hF (z) = z2 � 2 die Ausdr�u
keF 2(2); F 3(2); F 4(2); : : : ; F n(2).Was ist F 2(1); F 3(�1)?175. Wieviele bijektive Abbildungen gibt es zwis
hena) A = fa; bg und B = f1; 2g?b) A = fa; b; 
g und B = f1; 2; 3g?
) A = fa; b; 
; dg und B = f1; 2; 3; 4g?d) A = f1; 2; 3; 4g = B?Erkennen Sie eine allgemeine Formel?176. a) Sei f(x) = x=2 + 1=x. Bestimmen Sie die gr�o�tm�ogli
he Teilmenge A � R, die alsDe�nititonsberei
h f�ur f in Frage kommt.b) Bestimmen Sie die Fixpunkte von f .177. a) Zei
hnen Sie eine Skizze des Graphen der Funktion f der vorigen Aufgabe.b) Wo l�a�t si
h die Funktion umkehren. Finden Sie geeignete Eins
hr�ankungen des De�-nitionsberei
hes von f .178. f : R! R sei de�niert dur
hf(x) = (x=3 (x � 1)5(x� 1) + 1=3 (x > 1)a) Zei
hnen Sie das S
haubild von f .b) Ist die Funktion umkehrbar (bijektiv)? Wenn ja, bestimmen Sie die Umkehrfunktiongraphis
h und re
hneris
h.



109179. Bestimmen Sie die Fixpunkte der Abbildungen f(x) = 12(x + 1x) und g(x) = x2 � x + 1.180. Zeigen Sie mit Modularithmetik: f�ur alle n 2 N gilt 3j2n+ n3.181. Zeigen Sie folgende Aussagen:a � b (mod m) ) ggT (a;m) = ggT (b;m)a � b (mod m); 0 � jb� aj < m ) a = ba � b (mod m); a � b (mod n); ggT (m;n) = 1 ) a � b (mod mn)


