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Kapitel 1

Zahlen & Logik

1.1 Natiirliche Zahlen

Wir verwenden den Buchstaben N, um die Menge der natiirlichen Zahlen zu bezeichnen, d.h.
N={1,23,...}.

n € N bedeutet: n ist eine natiirliche Zahl. Mit Ny bezeichnen wir die Menge {0, 1,2,...}. Die
relevanten Eigenschaften von N sind Konsequenzen der folgenden Axiome von Peano:

a) 1 ist eine natiirliche Zahl und jede Zahl n besitzt einen Nachfolger geschrieben n'.
Weiters gilt:

b) Der Nachfolger von n € N ist eindeutig bestimmt;
c¢) jedes n # 1 aus N ist Nachfolger von genau einem m € N;

d) falls A eine Teilmenge von N ist, sodal 1 € A und der Nachfolger von jedem n € A auch
in A ist, dann gilt A = N.

Die letzte Aussage heifit Prinzip der vollstindigen Induktion (auch Prinzip der mathema-
tischen Induktion).
Die Menge Ny besitzt eine Addition und eine Multiplikation d.h. Operationen

(m,n) — m +n bzw. (m,n) — mn.

Das folgt aus den Axiomen wie folgt: Fiir jedes m definieren wir m 4+ 1 = m/. Wir setzen dann
m +n' = (m+ n)". Es folgt aus dem Prinzip der mathematischen Induktion, dafl m + n wohl
definiert ist. Ahnlicherweise kann man die Axiome von Peano verwenden, um Multiplikation zu
definieren (Aufgabe fiir den Leser). (Dies ist ein Beispiel einer rekursiven Definition. Solche
Methoden sind gerade in der Informatik duflerst wichtig.)

Es gilt:

m+n = n+m, (m+n)+p=m+(n+p)
m+0 = m
mn = nm, (mn)p=m(np),m-1=m

m(n+p) = mn+mp (m,n,p€ Ny).
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BEISPIELE. Zeige: 1 +2 4 ---+n = §(n+1).
Sei A die Menge aller n € N, fiir die die Formel gilt: d.h.

A:{n:1+2+---+n:%n(n+1)}.

Es ist klar, dafl 1 € A, und wir zeigen, dafl aus n € A folgt n+ 1 € A. n € A bedeutet, dafl die
Formel 1 +2+ -+ n = n(n + 1) gilt. Dann:

1+---+n+n+1) = (1+---+n)+n+1
1
= 5n(n+1)+(n+1)

= (n+1)<g+1>

= "+

d.h. n+1 € A. Daraus folgt, dal A = N, d.h. die Formel gilt fiir jedes n € N.

Die Ordnungsstruktur: N hat zusétzlich eine Ordnungsstruktur: Wir definieren
m < n < es existiert p € N mit m +p = n.

Identifizieren wir die Elemente aus N mit den Gitterpunkten einer Zahlengerade, dann bedeutet
m < n, dafi m links von n liegt. Dann gilt: Aus m < n folgt mp < np, m+p < n+p (m,n,p € N).

Der Divisionsalgorithmus (Euklidischer Algorithmus): Seien m,n € N. Dann existieren
q,r € Ny sodafl
m=nqg+r mit 0 <r < n.

Dabei sind ¢, r eindeutig bestimmt.

Falls 7 = 0, dann ist n ein Teiler von m (geschrieben n|m). m ist eine Primzahl, falls m und
1 die einzigen Teiler von m sind.

BEeispiEL. Berechne alle Primzahlen < 100. Wir benutzen das sogenannte Sieb von Era-
tosthenes d.h. wir streichen sukzessive die Vielfachen von 2,3,5,7,... durch. Die Zahlen, die
iibrigbleiben, sind prim:

1 2 3 [4 5 [6] 7 [8 [9] [10
11 [12] 13 [14] [15] [16] 17 [18] 19 [20
121] [22] 23 [24] [25] [26] |27] [28] 29 [30
31 [32] [33] [34] [35] [36] 37 [38] [39] [40
41 [42] 43 [44] [45] [46] 47 [48] [49] [50
151] [52] 53 [54] |55] [56] |[57] [58] 59 [60
61 |62] [63] [64] [65] [66] 67 |68] [69] |70
71 [72] 73 [74] [75] [76] [77] [78] 79 [80
81] [82] 83 [84] [85] [86] [87] [88] 89 [90
91] [92] [93] |94] [95] [96] 97 [98] [99] [100.

Die gesuchten Primzahlen sind daher 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31, 37,41, 43,
47,53,59,61,67,71,73,79, 83, 89, 97.
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Schon Euklid hat bewiesen, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt. Der Beweis lautet wie
folgt: Wir nehmen an, dafl nur endlich viele Primzahlen py, ..., p, existieren und fiithren diese
Annahme zu einem Widerspruch. Sei NV die Zahl p1ps - - - p, + 1. Die Primzahlen py, ..., p, sind
keine Teiler von N, N hat aber mindestens eine Primzahl als Teiler. Daher kénnen wir unsere
Liste um mindestens eine Primzahl erweitern, und das ist schon der gesuchte Widerspruch.

Darstellungen von natiirlichen Zahlen: Als Anwendung des Divisionsalgorithmus haben
wir folgende Aussage: Sei n € N, n > 1. Dann hat jedes m € N eine eindeutige Darstellung

k k—1
m = apn + ap_1n + -+ ao,

wobei 0 < a; < n (und a; # 0).
Diese Darstellung heifit die n-are Entwicklung von m. Die wichtigsten Félle in der Praxis
sind

n = 10 — Dezimalentwicklung;
n = 2 — Dyadische Entwicklung;

n = 16 — Hexadezimalentwicklung.

Die Koeffizienten ag, ay, ..., a; sind die Restglieder nach sukzessiven Divisionen wie im folgen-
den Schema:

m = qon + ag

G = qGn+a

Q-1 = qrn+ aj (wobei g = 0).

BEISPIEL. Stelle die Dezimalzahl 27 in dyadischer Form dar

27 = 2.13+1
13 = 2-6+1
6 = 2:-3+0
3 = 2-1+1

= 2-0+1

Daher ist die dyadische Darstellung 11011.

Eine wichtige Zahl ist n! = 1-2-3.--n, das Produkt der ersten n natiirlichen Zahlen. n!
(gesprochen “n Fakultét” oder “n faktorielle”) ist die Anzahl der moglichen Anordnungen von
n verschiedenen Elementen.

n! wichst sehr schnell mit n (1,2, 6,24, 120, 750, 5040, 40320, 362880, 3628800(= 10!),

15! ~ 1.3 x 10'2,20! ~ 2.43 x 10*®,30! ~ 2.65 x 1032, 40! ~ 8.16 x 107).

Diese Zahlen stehen in enger Beziehung zu dem sogenannten Pascalschen Dreieck, wobei jedes
Element die Summe der zwei oberen Elemente ist. Wir bezeichnen mit (’;) das Element in der
n-ten Reihe und r-ten Diagonale. (’;) ist die Anzahl der M6glichkeiten, aus einer Menge von n
unterschiedlichen Elementen r Objekte auszuwéhlen, wobei die Reihenfolge nicht entscheidend

ist.



T NArltirmul 1. LANLIVIN & LUUGLIN

() =62
() (2)=(0)

Die Koeffizienten (TTL) spielen eine wichtige Rolle in der Mathematik, z.B. in dem

Es gilt dann

Eine wichtige Formel ist:

Binomialsatz:

(x+y)" = z": (:) "y

r=0

1.2 Rationale Zahlen & Reelle Zahlen

Rationale Zahlen

(Positive) Rationalzahlen sind diejenigen der Gestalt £ (p,q € N). Wir bezeichnen die Menge
solcher Zahlen mit Q*, — Qg ist die Menge Q* U {0}.

Wir kénnen die Strukturen von N verwenden, um entsprechende Strukturen auf Q% zu defi-
nieren:

Addition:
p,r_ps +qr
g s gs
Multiplikation:
p r_pr
g s gs
Ordnung:
p

- < r = ps < qr.
q s

Die gewohnlichen Rechenregeln gelten.

Jede Rationalzahl hat eine Darstellung der Gestalt

NP WL I
10° ' 105+ 102 102+

T .
m _ ... _ ..
10 100 10"\ 10

(geschrieben m, ajasy . .. a.b; ... bs). (Die Koeffizienten liegen zwischen 0 und 9.)
BEISPIEL. 0,365 = 0, 365365365365365365 « - - = 252

999 *

Reelle Zahlen

Schon die alten Griechen haben erkannt, dafl es Zahlen gibt, die nichtrational sind z.B. gibt es
kein r € Q, sodafl r* = 2. (Denn giibe es p, ¢, sodaBl (%)2 = 2, dann wiire p? = 2¢%. Daraus folgt,
daB p? und daher auch p gerade sind. Setzen wir p = 2p', so sehen wir, da8 ¢*> = 2p'2. Daher
ist auch ¢ gerade. p und ¢ haben also den gemeinsamen Faktor 2, den wir wegkiirzen kénnen.
Aber das gleiche Argument erlaubt uns noch einmal einen Faktor 2 zu kiirzen — und so weiter
ad infinitum. Diese Situation ist offensichtlich unméglich — also gibt es keine solchen p, q).
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Dabher fithren wir den Begriff der (positiven) reellen Zahlen ein. Das sind diejenigen Zahlen, die
Dezimalentwicklungen der Gestalt

m+—+-—+... (meN,0<q <9)

(geschrieben m, ajay . .. ) haben.
Wir bezeichnen die Menge solcher Zahlen mit R*.

Negative Zahlen
R bezeichnet die Menge aller Zahlen mit einer Darstellung
m,aya; . . .

oder
—m, a10a;z . . .

7.B. —1,41421...,—3,14159. ..
Z bezeichnet die ganzen Zahlen {..., —3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
Q bezeichnet die rationalen Zahlen {:I:% :p € Ny,q € N}
Auf R definieren wir
— eine Addition (z,y) — = +vy
— eine Multiplikation (x,y) — zy
— eine Ordnungstruktur z < y <y — 2 € R*.
Dann gilt:
1. R ist ein Korper (genaue Definitionen in der Vorlesung);
2. aus x < y folgt x + 2 <y + z;
3. aus x < y folgt xz < yz falls z > 0; xz > yz falls z < 0;

4. ausO<:c<yfolgt%>é,ausx<y<0folgt%>i,ausx<0<yfolgt%<i.

1.3 Die komplexen Zahlen

Identifizieren wir die Zahlen aus R mit Punkten aus der Zahlengeraden, so ist es natiirlich,
Punkte aus R? (d.h. geordnete Paare (x,y)) mit Punkten einer Ebene zu identifizieren. Wir
betrachten diese Objekte als Zahlen — die sogenannten “komplexen Zahlen” — und versehen die
Menge C solcher Zahlen mit einer Addition und Multiplikation wie folgt:

(1, 91) + (v2,52) = (@1 + 22,51 + Y2)
(1, 01) (22, y2) = (w122 — Y1yo, 1Yz + T2y1).

Verwenden wir den Buchstaben i fiir die komplexe Zahl (0, 1) und identifizieren wir die reelle
Zahl x mit der komplexen Zahl (x,0), so sehen wir:
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1. daB8 i = —1
2. daf} jedes z € C eine eindeutige Darstellung
2=x 41y
(z,y € R) hat.

x heifit der Realteil von z (geschrieben Rz). y heifit der Imaginérteil von z (geschrieben Jz).
Wir fiihren folgende Bezeichnung ein: z =  — iy heif}t die zu z konjugiert komplexe Zahl;

|z] = /(22 + y2) = V/2Z — der Absolutbetrag von z. arg 2 = der Winkel 8 € [0, 27|, sodaf}

cosf = i,sin&z A (z #0).

2| 2|

Wir haben die folgenden einfachen Beziehungen zwischen diesen Grofien:
21+ 29 = 21 + 29,2129 = 2122
|2’1 + Zz| < |Zl| + |Zg|

|z122] = a1zl
Falls z # 0, dann gilt 227! = 1 wobei 27! = ﬁ die Inverse von z ist.
Die Polardarstellung: Jedes z # 0 aus C hat die Darstellung

z = p(cos B + isin )

wobei p = |z| (und daher eindeutig bestimmt) und € ein Winkel ist, mit cosf = i sinh = %
(d.h. @ = arg z bis auf ein ganzzahliges Vielfaches von 27). In bezug auf diese Darstellung hat
die Multiplikation die einfache Gestalt:

2129 = p1p2(cos(by + O) + isin(6; + 6s))
wobei z; = py(cos; +isinhy), 2z = pa(cos by + isinhy).
Korollar 1.3.1 (Gesetz von de Moivre). Firn € Z gilt:
(cosB + isin )" = (cosnf + isinnb).
Aus diesen Formeln folgt die wichtige Tatsache: Fiir jede komplexe Zahl
¢ = p(cosB + isinb)

(ungleich Null) und jedes n € N existieren genau n kompleze Zahlen z, sodaf 2" = (, namlich

1/n< <2k7r+9> . <2k7r+9>>
zZ=0p coS + 7s1n
n n
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Insbesondere gibt es n komplexe Zahlen z, sodafl 2" = 1, ndmlich

2k . 2kmw
z=cos— +isin— (k=0,...,n—1).
n n

Sie heiflen die n-ten Wurzeln der Einheit.
Eine der wichtigsten Eigenschaften der komplexen Zahlen ist der sogenannte

Satz 1.3.2 Fundamentalsatz der Algebra: Sei p ein komplexres Polynom von Grad n > 1,
etwa
p(z) =ag+arz+ -+ ap2".

Dann hat p genau n Nullstellen A, ..., N\, d.h.
p(z) = an(z = A1)+ (2 = \p).
Falls p ein reelles Polynom ist, etwa
p(t) = ap + art + - - - + a,t",
wobei die a; reell sind, dann haben die Nullstellen von p die Gestalt:

iy ty, a1+ 1f1,00 —if1, ..., a5+ 10,5 —1fs, TH+25=n
reell konjungiert-komplexe Paare.

Es gilt dann
p(t) = (t—t1) - (t — t,)(t* — 201t + a2 + BE) - (* — 2a,t + o + B).

Die Zahlen exp z,lnz, z*: Fiir z € C definieren wir exp(z) (oder einfach e*) bzw. Inz (fiir
z # 0) wie folgt

z

e = e“(cosy+isiny) (z=uz+1y)
Inz = Inlz| +ih, wobei z = |z|(cosh + isinh)

(Wegen der Mehrdeutigkeit der Wahl von h gibt es unendlich viele mégliche Werte fiir In z.
Normalerweise wihlt man h = argz (d.h. den Winkel h, der zwischen 0 und 27 liegt). Der
ensprechende Wert von In z heifit der Hauptwert des Logarithmus. (Fiir die Funktionen exp,
In auf R, siehe unten).)

Falls z(# 0) € C, a € C, dann definieren wir 2% = exp(aIn 2).

Wegen der Mehrdeutigkeit des Logarithmus hat z* i.a. unendlich viele mogliche Werte. Wihlen
wir den Hauptwert des Logarithmus, so bekommen wir den Hauptwert von 2.

(N.B. Wenn «v = n eine ganze Zahl ist, dann stimmen diese Werte alle iiberein, sodafl man
in Wirklichkeit einen eindeutigen Wert hat. Falls a = % rational ist (wobei p und ¢ keine
gemeinsamen Faktoren besitzen), dann bekommt man ¢ Werte.)

BEISPIELE. Berechne ¢, In i, i':

e = cosl+isinl;

Ini = zg (Hauptwert);

i* = exp(ilni) = exp <—g> = ¢~ (Hauptwert).
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Einfache Eigenschaften der Funktionen exp und In:

exp(z1 + z2) = exp zj exp 29;
In(z120) = Inz +1lnze + 2ier (e =1,0,—1).

Wir schlieflen dieses Kapitel mit einer Liste von Zahlensystemen und ihren charakteristischen
Eigenschaften:

N Qt R
Division nicht im- Wurzel ziehen nicht . D

. e . . 1 Subtrahieren nicht im-
mer mdoglich d.h. immer moglich d.h. selich da o4a —
ax = b nicht immer r? = @ nicht immer HHerogtch da rra =
l6sbar 15sbar b nicht immer l6sbar
R C
22 = a nicht 16sbar fiir alle  Polynomialglei-
a negativ chungen losbar

1.4 Mengen und Abbildungen

In der Vorlesung haben wir mit “Mengen” und “Abbildungen” gearbeitet, ohne diese Begriffe
genau zu erldutern.

BEISPIELE. Die Losungsmenge des Systems:

3r+2y+z = 6
r+3y—T7z

Die Menge aller ganzen Zahlen;
Die Menge R aller reellen Zahlen usw.

Versuchen wir, eine prézise Definition einer Menge zu geben, so kommen wir in Schwierigkeiten
(vgl. den Versuch, in der euklidischen Geometrie einen Punkt zu definieren). Da die Feinheiten
der Mengentheorie uns in dieser Vorlesung nicht besonders interessieren, werden wir einen eher
pragmatischen Standpunkt einnehmen. Unter einer Menge versteht man “eine Zusammenfas-
sung” bestimmter wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens —
welche die Elemente der Menge genannt werden — zu einem “Ganzen” (Originaldefinition von
Georg CANTOR). Die Begriffe “Menge” bzw. “Eigenschaft” iiberdecken sich im grofien und
ganzen. Jede Eigenschaft bestimmt eine Menge (die Menge aller Dinge, die diese Eigenschaft
besitzen) — jede Menge bestimmt eine Eigenschaft (Mitgliedschaft dieser Menge). Eine beque-
me Methode, Mengen zu spezifizieren, besteht darin, ihre Elemente zwischen geschwungenen
Klammern aufzulisten (falls die Menge sehr viele oder sogar unendlich viele Elemente besitzt,
verwendet man Punkte, um fehlende Elemente anzudeuten).

BEISPIELE. {1, 2,3} ist die Menge aller natiirlichen Zahlen < 3;

{1,2,3,...} ist die Menge aller natiirlichen Zahlen;

{2,4,6,...} ist die Menge aller geraden Zahlen.

Eine andere Moglichkeit verwendet die definierende Eigenschaft der Menge, d.h. {z € A: P(z)}
ist die Menge aller z € A, die die Eigenschaft P erfiillen.

BEISPIELE. {z € N: z ist eine gerade Zahl} ist die Menge {2,4,6,...}.
{z € R: x > 0} — die Menge aller nicht-negativen reelen Zahlen.
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Wir verwenden Grofibuchstaben fiir Mengen, kleine fiir Elemente.

€ bedeutet “ist Mitglied von”. Die Folgenden Mengen sind so wichtig in der Mathematik, daf}
man eigene Buchstaben fiir sie reserviert:

N — die Menge aller natiirlichen Zahlen;

Z — die Menge aller ganzen Zahlen;

Q — die Menge aller rationalen Zahlen;

R — die Menge aller reellen Zahlen;

C — die Menge der komplexen Zahlen.

Falls A, B Mengen sind, dann bedeutet:

“AC B” — A ist Teilmenge von B (d.h. jedes Element von A ist Element von B).

“A=B” - A und B sind identisch (d.h. sie besitzen die gleichen Elemente).

AN B - ist die Menge aller Elemente, die sowohl in A als auch in B sind.

AU B — ist die Menge aller Elemente, die entweder in A oder in B (oder in beiden) sind.

A\ B - ist die Menge aller Elemente, die in A aber nicht in B sind.

() — (die leere Menge) ist die Menge, die keine Elemente besitzt.

A x B — ist die Menge aller geordneten Paare (a,b), wobei a € A, b € B (A x B heifit das
kartesische Produkt von A und B).

Diese Bezeichnungen lassen sich mit Hilfe der sogenannten VENN’schen Diagramme veran-
schaulichen.

BEISPIELE. Die Aussagen 2 € N, —7 € Z, % € Q, V2 € R sind richtig;

Die Aussagen —7 € N, % €Z,V2¢€Q,3+v—1¢c Rsind falsch. {1,2,3} C {1,2,3,4}, N C Z,
Z C Q, Q C R (richtig);

QC7Z {1,2,3,4} C{1,3,4,5} (falsch); N = {1,2,3,4...} (richtig);

{reR: 1 >0} ={r € R:esexistiert y € R mit z = y?} (richtig);

{1,2,3,4} N {1,2,5} = {1, 2} (richtig);

{1,2,3,4,} U{1,2,5} = {1,2,3,4,5} (richtig). R\ Q ist die Menge der irrationalen Zahlen,
(richtig).

D={reR:2?=-1} ={1,3,5,...} N{2,4,6,...} (richtig). Die Mengenoperationen erfiillen
die folgenden Rechenregeln, wie man sich leicht iiberzeugt:

1. AUA=AANA= A4

2. (AUB)UC=AU(BUC(C),(ANB)NC =AN(BNCO);

3. AUB=BUA,ANB = BN A;

4. AU(BNnC)=(AuB)Nn(AUC);

5. AN(BUC)=(ANB)U(ANC);

6. (A\B)N(A\C)=A\(BUC),(A\B)U(A\C)=A\(BNC)

(Die Gesetze von de MORGAN.)

Abbildungen: Eine informale Definition wére etwa: Eine Abbildung f von einer Menge A in
eine Menge B (in Symbolen f: A — B) ist eine Vorschrift, die jedem = € A ein Element f(x)
in B zuordnet. A heifit die Definitionsmenge (oder Definitionsbereich), B die Bildmenge
von f.
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BEISPIEL. Die Vorschrift f(z) = 22 definiert eine Abbildung von R in R. Wir benutzen folgende
Schreibweise:

fR — R

£Ui—)l‘2

oder f: z — z? (r € R). Um Anthropomorphismen wie “Vorschrift” zu vermeiden, kénnen
wir etwa die folgende formale Definition geben: eine Abbildung f: A — B ist eine Teilmenge
M von A x B mit den Eigenschaften:

a) fiir jedes x € A existiert ein y € B mit (z,y) € M;

b) (z,y) € M und (x,2) € M impliziert y = z.

(M ist der Graph der Abbildung.)

NOTATION. Id, ist die Identitdtsabbildung = — z auf einer Menge A: Falls f: A — B und
A; C A dann ist f(A4;) ={f(x): = € A1} das Bild von A, bzgl. f.
Fiir B; C B ist

(B ={z € A: f(z) € B}

das Urbild von B; bzgl. f. Eine Abbildung f: A — B ist

injektiv, falls © # y impliziert f(z) # f(y);

surjektiv, falls f(A) = B (d.h. jedes Element in B ist das Bild eines Elements aus A);
bijektiv, falls injektiv und surjektiv.

(Entsprechende Hauptworter: Injektion, Surjektion, Bijektion.)

BEISPIELE. Die Abbildung
f:z—2® von R in R

ist weder injektiv noch surjektiv. Es gilt:

fR) = {z:z>0}
) = Ve~V (y=0)
f7'B) = {Vy,—Vy:yeB,y=>0}

g: R — R, wobei ¢g:  — 22, ist surjektiv und injektiv — daher bijektiv.

h: x +— sinz von Rin[—1,1] ist surjektiv.

Zusammensetzung von Abbildungen:

Eine Abbildung kann man betrachten als eine mathematische Abstraktion eines “Input-Ouput
Systems”. Der Zusammensetzung (Verkniipfung) zweier Abbildungen entspricht die reihenweise
Koppelung von zwei Systemen. Damit die Zusammensetzung moglich ist, mufl der Output
von S; ein mogliches Input von S5 sein. In unserer Sprache heifit das, dafl die Abbildungen
f: A— B, g: C = D zusammensetzbar sind, falls B C C'. Die Abbildungen go f von A in D
ist dann die Abbildung

x> g(f(a:))

Falls eine Abbildung f: A — B bijektiv ist, dann existiert eine Abbildung g: B — A, sodaf}
fog=1dy, go f =1dg. g heiit die Inverse von f. (Geschrieben f='.)

BEISPIELE. Die Zusammensetzung der Abbildungen

fi(&,6) = (ani& + a2, a21&1 + axés)
g: (&1,&) = (bi1&n + b12&a, bar & + b22&o)
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ist die Abbildung

gof:(6,6) ((buau + b12a21)&1 + (11012 + b12a22) 8o,
(borar + b2oa21)&1 + (barars + b22a22)§2)-

(Alle Abbildungen von R? in sich selbst.)

1.5 Gruppen

Sei A eine Menge. Wir betrachten die Menge aller Bijektionen von A als ein algebraisches
System, mit Zusammensetzung als “Multiplikation”. Wie man leicht sieht, erfiillt dieses System
folgende Bedingungen.

Gl) ho(go f)=(hog)o f (Assoziativitit);
G2) fold=Ido f = f (Existenz eines Einselements);
G3) fo f~' = f~lo f=1d (Existenz von Inversen).

Wir bezeichnen diese Menge mit Per(A). Jede Teilmenge G(# ()) von Per(A), sodal g o f und
f~t € G, wenn f,g € G, heifit eine Transformationsgruppe von A.

BEISPIELE. Symmetriegruppen: Sei A eine Teilmenge von R?. Die Symmetriegruppe von
A ist die Menge aller Isometrien 7: R?* — R? sodall T(A) = A.

Beispiele: Die Symmetriegruppe von

I. dem Quadrat besteht aus 8 Elementen (die Identitit, drei Drehungen, vier Spiegelungen).

II. dem Kreis {(51, £): & +&2 = 1} ist unendlich (jede Rotation um 0, Spiegelung an jeder
Geraden durch 0).

Eine bequeme Art, Transformationsgruppen zu charakterisieren, ist die Angabe eines Systems
Erzeugender, d.h. einer Menge S von Transformationen, sodaf} jedes Element der Gruppe dar-
stellbar als ein Produkt von Elementen aus S ist. Z.B. haben die Gruppen oben folgende
erzeugende Systeme:

I. Die Drehung um 90 Grad plus eine Spiegelung an der xz-Achse.

IT. Die Menge aller Spiegelungen.

Wir fiihren jetzt den allgemeinen Begriff einer Gruppe ein. Eine Gruppe ist eine Menge G
zusammen mit einer Multiplikation, d.h. eine Abbildung (z,y) — zy von G x G in G, sodaf3

1. z(yz) = (zy)z (x,y,z € G) (Assoziativitit);

2. es existiert e € G mit ex =ze =z (z € G);
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3. fiir x € G existiert y € G, sodafl zy = yr = e.

Das Element e¢ € G mit Eigenschaft 2) ist eindeutig bestimmt und heifit die Einheit von
G. Ahnlicherweise ist das Element y von 3) eindeutig durch = bestimmt und heifit die
Inverse von z (geschrieben z71).

Eine Teilgruppe von einer Gruppe G ist eine nichtleere Teilmenge GGy von G, sodafl
4. (G ist geschlossen bzgl. Multiplikation, d.h. x,y € G impliziert xy € G;

5. ¢ € G, impliziert 27! € G;.
(G, ist dann selber eine Gruppe.

In der Praxis werden Teilgruppen oft folgendermafien bestimmt: {1, ..., x,} sei eine Teilmenge
von einer Gruppe G. Die Menge aller Elemente, die darstellbar als Produkte von Elementen aus
{w1,...,20,27", ..., 2;% e} (wobei jedes Element 6fters vorkommen kann) sind, ist eine Teil-
gruppe von G. Sie heifit die von {z1,...,z,} erzeugte Teilgruppe und wird mit (xy,...,z,)
bezeichnet. {x1,...,z,} heifen Erzeugende der Teilgruppe.

Besonders wichtig sind die sogenannten zyklischen Teilgruppen — das sind die Teilgruppen,
die von einem Element erzeugt sind, d.h. sie haben die Gestalt {z": n € Z}.

Im allgemeinen ist die Gruppenmultiplikation nicht kommutativ d.h. es kann Elemente z,y
geben, mit xy # yx.

Eine Grupe G heifit kommutativ (oder abel’sch), falls alle Elemente kommutieren d.h. zy =
yx (z,y € G) (die Multiplikationstabelle ist symmetrisch bzgl. der Diagonale). Beispiele von
kommutativen Gruppen sind: R mit Addition, C \ {0} mit Multiplikation.

Wegen der Nichtkommutativitiit ist die Aussage (xy) ' = 2~ 1y~! im allgemeinen falsch. Aller-
dings gilt der folgende Satz:

Satz 1.5.1 Seien x,y FElemente einer Gruppe G. Dann gilt:

(zy) "t =y a7

BEWEIS. Es gilt:

-1 1 -1

(ey) (e = oy ™o~ = (ve)a = a2 =

Ahnlicherweise gilt (y 'z~ ') zy = e.
Permutationen:

Eine sehr wichtige Klasse von Gruppen sind die Permutationsgruppen von endlichen Mengen.
Wir bezeichnen die Gruppe der Permutationen der Menge {1,2,...,n} mit S,,. S, hat bekannt-
lich n! Elemente.

Es ist bequem, eine Permutation 7 folgendermaflen zu bezeichen:
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7.B.

1 2 3 4
4 3 21

ist die Permutation 1 — 4,2+—3 3+~ 2,4+ 1.

Beispiele von wichtigen Permutationen:

[. Transpositionen: Permutationen, die zwei Zahlen austauschen. Sie haben die Gestalt:

II. Zyklen: Der Zyklus (iq iz ...i) in S, ist die Permutation, die 4; in 4y, s in 43, ..., i1 in
1 und 7, in 7; tberfiihrt.

Z.B. in S7 bezeichnet (236) die Permutation:
1 234567
136 45 27

Zwei Zyklen (i1, ..., i), (j1,--.,j-) sind disjunkt, falls sie keine gemeinsamen Elemente
haben. Z.B. sind (236), (457) disjunkt in S7, (236), (24 5) nicht.

Wir werden jetzt beweisen, dafl jede Permutation als Produkt von disjunkten Zyklen
darstellbar ist. Betrachten wir zunéchst die Permutation:

12 3 4567289 10
5 7109 46 8 21 3

Wir fangen mit dem Element 1 an und wenden wiederholt die Permutation an. Das liefert
den Zyklus (1549). Diese Prozedur wird wiederholt, indem wir mit einer Zahl (z.B. 2), die
nicht in (1549) vorkommt, anfangen. Wir bekommen den Zyklus (278). Ahnlicherweise
bekommen wir die Zyklen (310), (6). Das liefert die Faktorisierung

(1549) (278) (310) (6)

(Bemerkung: disjunkte Zyklen kommutieren.)
Satz 1.5.2 Jede Permutation in S,, ist darstellbar als ein Produkt von disjunkten Zyklen.

Korollar 1.5.3 Jede Permutation ist darstellbar als Produkt von Transpositionen.
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BEWwEIS. Nach dem letzten Satz geniigt es, zu zeigen, dafl jeder Zyklus diese Eigenschaft hat.
Aber

In der Sprache der Gruppentheorie heifit dieses Ergebnis, dafl die Transpositionen die ganze
Gruppe 5, erzeugen.
N.B. Die obige Darstellung einer Permutation als Produkt von Transpositionen ist nicht ein-

deutig!

BEISPIEL. Bestimme eine Darstellung der Permutation
12 3 4567289 10
5 710 9 46 8 21 3

als Produkt von Transpositionen.
Die Permutation = (1549)(278)(310)(6) = (19)(14)(15)(28)(27)(310).

Definition 1.5.4 Der Charakter ¢, einer Permutation m ist (—1)", wobei r die Anzahl der
Transpositionen in einer Darstellung wie oben ist.
7 heifst gerade, falls e, = 1, ungerade, falls ¢, = —1; Es gilt:

CL) Eroms = Exmys
b) falls T = (i1, ...,i,) ein Zyklus ist, dann gilt £, = (—=1)""! (denn

(ir, - yir) = (i00) (i1 - irr).

Daher gilt e, = —e,, wobei mp = (i1 ...1,1)).

BEISPIEL. Berechne ¢,, wobei
(12 3 4
TT\5 710 9
Es gilt: 7 = (1549)(278)(310).
Daher gilt: e, = (—=1)3(=1)*(-1) = 1.

Oder: 7= (19)(14)(15)(18)(27)(310).
Das sind 6 Zyklen — also gilt ¢, = 1.

6
6

oo
N Co

Y
4

1.6 Logik

1.6.1 Grundbegriffe der Logik

Wir stellen im folgenden einige Begriffe der Logik zusammen, die notwendig sind, um eine
gewisse Abkldrung und Normierung des Gebrauchs der Umgangssprache sowie eine Stilisierung
der Schreibweise mathematischer Sitze zu erreichen.
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Aussagenlogik: Wir verstehen unter einer Aussage ein (schrift-) sprachliches Gebilde, fiir
welches es einen Sinn hat, zu fragen, ob es wahr oder falsch ist. Eine Aussage soll stets entwe-
der wahr oder falsch (jedoch nichts Drittes, insgesondere nicht wahr und falsch zugleich) sein
(zweitwertige Logik). Es spielt dabei keine Rolle, ob wir tatséichlich feststellen konnen, ob eine
Aussage wahr oder falsch ist.

Symbole fiir Aussagen: A, B,C,... oder p,q,r,...

Definition 1.6.1 A, B seien Aussagen. Dann definieren wir den Wahrheitswert |A| von A wie
folgt:

|A| =W & A ist wahr,

|A| = F = A ist falsch,

A = B (oder |A| = |B|) = A und B haben denselben Wahrheitswert.

BEISPIELE. fiir Aussagen:

“Paris liegt in Frankreich”, “4 ist eine Primzahl” sind Aussagen. Keine Aussagen sind: “Wie
spit ist es?”, “Komm her!”.

Die “Aussagenlogik” gestattet, aus gegebenen Aussagen A, B neue Aussagen zu bilden, ndmlich:
A, (lies “nicht A”), die Negation von A,

AN B, (lies “A und B”), die Konjunktion von A und B,

AV B, (lies “A oder B”), die Disjunktion von A und B,

A = B, (lies “wenn A so B” oder “A impliziert B”), die Implikation von A auf B,

A < B, (lies “A genau dann, wenn B” oder “A dquivalent B”), die Aquivalenz von A und
B.

Diese Aussagen sind definiert durch die folgende “Wahrheitstafel” (das ist eine Tabelle, in
der der Wahrheitswert von Aussagen angegeben wird):

A|B|-A|ANB|AVB|A=B|A&B
Wi iw| F w w w w
WIF| F F w F F
FiWw|w F w w F
F|IF | W F F w w

Zusitze:

e Wie die Tabelle zeigt, ist A V B genau dann wahr, wenn wenigstens eine der beiden
Aussagen A, B wahr ist, die Disjunktion “V” entspricht also dem nichtausschliefenden
“oder”.

e Bei der Implikation “A = B” nennt man A die Pradmisse, B die Konklusion. Die
Implikation ist definitionsgeméf genau dann falsch (siche Wahrheitstafel), wenn A wahr
und B falsch ist. Im Sinne der Aussagenlogik ist demnach der in der Umgangssprache als
Unsinn empfundene Satz “Wenn der Schnee griin ist, dann ist Paris die Hauptstadt von
England” eine wahre Aussage.

Vereinbarung:
Um Klammern zu sparen, vereinbart man:
“=” bindet stiarker als “A”, V7, “=7 “7;
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“A”, “V” binden stirker als “=", “<”.
Wir schreiben demnach z.B.
—A A B statt (mA) A B oder AN B = C statt (AAB) = C.

Definition 1.6.2 FEine Verkniipfung von Aussagen A, B,C, ..., die unabhdngig von den Wahr-
heitswerten von A, B,C, ... stets wahr (falsch) ist, heifit Tautologie (Kontradiktion).

Regeln des logischen Schlieflens:

Satz 1.6.3 A, B, C seien beliebige Aussagen, T sei eine Tautologie und K eine Kontradiktion,
dann gilt:

a) 7(-A)=A

b) ~(AAB)=-AV B (De MORGANsche Regel)

¢) 2(AV B) =—-AA-B (De MORGANsche Regel)

d) A= B=-(AN-B)=-AVB

e) A= B = (-B = —A) (Kontrapositionsregel)

f) A= B=(AAN-B = K) (reductio ad absurdum)

9) (A= B)A (A= —B) = -A) =T (reductio ad absurdum)
h) (A=B)AN(B=C)=(A=0C)=T

i) Ao B=(A= B)A(B=A)

j) AN(A= B)= B=1T (modus ponens)

k) AN(BVC)=(AANB)V (ANAC) (Distributivgesetze)

[) AV(BANC)=(AV B)A(AVC) (Distributivgesetze)
m) (AVB)VC =AV (BVC) (=:AVBVC(C) (Assoziativgesetze)

n) (ANB)AC=AN(BAC) (=:ANBAC) (Assoziativgesetze)

BEMERKUNG.
e Die Beziehungen des voranstehenden Satzes beweist man mit Hilfe von Wahrheitstafeln.

e Die in voranstehendem Satz zusammengestellten Beziehungen heiflen Regeln des logi-
schen Schlieflens; sie werden beim Beweis mathematischer Sétze benutzt.
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Aussageformen und Quantoren:

Definition 1.6.4 Fine einstellige Aussageform A(...) ist ein sprachlicher Ausdruck mit
einer “Leerstelle” und einer Klasse M von Objekten, sodaf$ gilt: Durch Einsetzen eines Objektes
a aus der Klasse M entsteht eine Aussage A(a). (Statt der Leerstelle kann auch ein Buchstabe
als Platzhaltersymbol stehen.)

Mt Hilfe einer einstelligen Aussageform bildet man die Aussagen

/\ A(a) (Generalisierung)

aceM

\/ A(a) (Partikularisierung),

acM

deren Wahrheitswert definiert ist durch

=W & fir alle a € M ist A(a) wahr

N Ala)

acM

a)

b) =W & es existiert ein a € M, so daff A(a) wahr ist.

V Ala)

acM

BEMERKUNG.

e “A” heifit Allgquantor (A ohne Querstrich, Gedéchtnisstiitze!),
“\/” heifit Existenzquantor.

e Falls kein Mif}verstindnis moglich ist hinsichtlich der zugrundeliegenden Klasse von Ob-
jekten, schreibt man einfach A, A(a) und \/, A(a) statt A,.,; A(a) und /., Ala).

e Ist A(...) eine einstellige Aussageform mit der Leermenge als zugehoriger Klasse von
Objekten, dann definiert man

/\ A(a) ist eine Tautologie und
ach

\/ A(a)  ist eine Kontradiktion.

ach

Satz 1.6.5 Sei B eine Aussage, A(...) eine Aussageform, dann gilt:

a) =(A\, Ala)) =V, (~A(a)) (De MORGANsche Regeln)

b) ~(V,A(a)) = \,(-A(a)) (De MORGANsche Regeln)

¢) BA (A, Ala) = A\, (B A A0))

d) BV (A, A@) = \,(BV A(a)) BA(V,A() =V, (BAA() (Distributivgesetz)
¢) BV (V, Al) = V,(BV A(a))
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) [B= NAl@)] = A, (B = Ala))
9) [B=V,Ala)] =V,(B= Aa))
h) (A, Ala)) = Bl = A\, (A(e) = B)
1) [V, Ala)) = B] = V,(A(a) = B)

Definition 1.6.6 FEine zweistellige Aussageform A(...",...") ist ein sprachlicher Ausdruck
mit einer “ein-gestrichenen” und einer “zwei-gestrichenen” Leerstelle zusammen mit zwei Klas-
sen M" und M" von Objekten, sodaf folgende zwei Bedingungen gelten.:

(1) Durch Einsetzen eines Objektes a aus M' in die eingestrichene Leerstelle von
A(..", .. entsteht eine einstellige Aussageform A(a,..."), deren Leerstelle die zweige-
strichene Leerstelle von A(...",...") ist und deren Einsetzungsklasse M" ist

(2) Durch Einsetzen eines Objektes b aus M" in die zwei-gestrichene Leerstelle von

A(..",. ") entsteht eine einstellige Aussageform A(... ,b), deren Leerstelle die einge-
strichene Leerstelle von A(...",...") ist und deren Einsetzungsklasse M' ist.
BEMERKUNG.

e Drei- und mehrstellige Aussageformen werden analog der voranstehenden Definition er-
klart.

e Mit einer zweistelligen Aussageform lassen sich durch Kombination von Generalisierung
und Partikularisierung folgende 8 Aussagen bilden:

/\/\Aab /\/\Aab /\\/Aab \//\Aab
\//\Aab /\\/Aab \/\/Aab \/\/Aab

Dabei ist z.B. d1e Aussage V. /\b (a,b) genau dann wahr, wenn es mindestens ein Objekt
a der Klasse M' gibt, sodaf fiir alle Objekte b der Klasse M" die Aussage A(a,b) wahr
ist.

e Fiir eine zweistellige Aussageform gelten folgende Beziehungen:

) AN\ Ala,b) = \ N\ Ala,b)
B) V V Ala,0) =\/\/ Ala,b)

v) - (/\ /\A(a, b)) = \/ \/ —A(a,b)

5) - (/\ \/ Ala, b)) =\/ A\ ~A(a,b)
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o Ist A(...,...") eine zweistellige Aussageform, fiir die die erste und zweite Einsetzungs-
klasse miteinander iibereinstimmen (M' = M" := M), dann schreibt man:

/\ A(a,b) statt /\ /\ A(a,b)

a,beM acM beM
und
\/ statt \/ \/ A(a,b).
abeM acM beM
Vorsicht:

\/ /\ A(a,b) und /\ \/ A(a,b)
a b b a
sind im allgemeinen nicht wahrheitsgleich!

BEispiELE. Wir setzen einige der Definitionen bzw. Aussagen der Vorlesung mit Hilfe dieser
Schreibweise um:
Das Prinzip der mathematischen Induktion:

(/\A ) = A(n+1 )

neN

= /\ A(n)

neN

Die Folge (z,) konvergiert gegen z: A .,V yen Ausy 170 — 7| <€
Die Folge (f,,) konvergiert punktweise auf [a, b] gegen f:

/\/\ VA @) - f@)l <e

e>0z€la,b) NeEN n>N

Die Folge (f,,) konvergiert gleichméiBig auf (a,b) gegen f:

AV /\/\Ifn 7)) <e

e>0 NeN g€fa,b) n>N

(Die letzten 3 Begriffe werden spéter behandelt.)
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ZUSAMMENFASSUNG UND ERGANZUNG

Aus konkreten Aussagen A, B,C,... entstehen durch die Verkniipfungen A, V, = neue, zu-
sammnegesetzte Aussagen, deren Wahrheitswert nicht vom konkreten Inhalt der urspriinglichen
Aussagen, sondern nur von deren Wahrheitswert abhéngt.

Sehen wir vom konreten Inhalt der Aussagen ab, und fassen A, B,C,... (oder x1,zs,...2,)
als AUSSAGEN—VARIABLE auf, welche die WAHRHEITSWERTE W, F' (oder 1, 0) annehmen, so
entsprechen den zusammengesetzten Aussagen die AUSSAGE-FORMEN p(z1, xo, ... x,), welche
ihrereseits auch wieder nur die Werte W, F' annehmen (oder 1, 0). Wir konnen also Aussage—
Formen als Abbildungen interpretieren, deren Argumente alle méglichen 0, 1-Folgen der Lénge
n sind und deren Werte wieder 0, 1 sind.

Jene Aussage—Form, die immer der Wert 0 bzw. 1 annimmt, entspricht allen moéglichen
KONTRADIKTIONEN bzw TAUTOLOGIEN in n Aussage—Variablen.

Bei vorgebenem n gibt es fiir (xq, s, ... x,) insgesamt 2" mogliche Belegungen mit den Werten
0,1 und wir erhalten daher:

Satz 1.6.7 Es gibt 2*" Aussage-Formen p(x1, Ty, ...x,) in n Aussage-Variablen Ty, T, . .. T,
Diese Aussage—Formen kénnen wir wieder durch A, V, = miteinander verkniipfen zu Aussage—
Formen der gleichen Art.

Bezeichne 1 jene Form, die nur den Wert 1 annimt und O jene, die nur den Wert 0 annimmt.
Seien p,q,r beliebige Aussage—Formen (in n Variablen), dann gelten folgende Beziehungen:

a) pVp=p b) pAp=p

c)pVqg=qVp d)pANg=qAp

d) (pvVgVr=pVi(gVr) e) (pAg AT =pA(gAT)
HpvgAnr)={@VvagAnpVvr) g)pA(gVr)=p@AqV(pAT)
h)pvO=p i)pA1l=p

j)pV1= JpAO=0

)pV-p= m)pA-p=0

n) ~(=p) =p 0) 71=0,-0=1

q) ~(pVq) =-pA—g r) ~(pAgq)=-pV g
s)pA(pVag) =p typVpAg) =p

Diese Gesetze beschreiben den sg. AUSSAGENKALKUL und beinhalten die Regeln des logischen
Schlieflens in Satz 1.6.3. Obgleich {iberaus niitzlich (praktische Anwendung: SCHALTALGE-
BRA), sind diese Regeln und der Aussagenkalkiil weder ausreichend fiir die ,, Logik des tdgli-
chen Lebens“ noch fiir die Bediirfnisse der Mathematik. Insbesondere fiir die Formulierung von
Satzen iiber die Mitglieder, Objekte, Elemente udgl. von Gesamtheiten, Klassen, Mengen, wel-
che aus praktischen oder grunsétzlichen Griinden nicht einzeln aufzidhlbar sind, benotigt man
die Einfithrung der QUANTOREN \/, A\, deren wichtigste Eigenschaften in Satz 1.6.5 zusam-
mengefafit sind.

Besondere Bedeutung haben dabei die de MORGAN’schen Regeln

~(/\ Ala) = \/ (- A(a))

a

~(V A(a)) = A(=A(a)).
Insbesondere die erste dient in der Mathematik oft zur Widerlegung einer Behauptung (Ver-
mutung) durch Angabe eines GEGENBEISPIELS. (Im téglichen Leben ist diese Methode jedoch
selten erfolgreich zur Beseitigung von Vorurteilen.)
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Lineare Algebra

2.1 Lineare Gleichungssysteme

Um die Methoden zur Losung von linearen Gleichungssystemen zu illustrieren, beginnen wir
mit einigen Beispielen:
BEISPIEL.
3t + 2y = 7 (4
S5 + y =7 (B)
ist ein System von 2 Gleichungen in 2 Unbekannten.
Um es zu 16sen, eliminieren wir x

3z + 2y = 7 (A) =
Ty = 14. (B') = 5(A)—-3(B)

Das ergibt: y =2, 3z +4 =7, also z = 1.

BEISPIEL. Betrachte das System

Ty + 2z = -—22 (A)
dr + 9y + =z = -7 (B)
3t + y — z = 0. (CO)

Hier funktioniert die obige Methode nicht, da = in (A) nicht vorkommt. Es geniigt aber, Glei-
chungen (A) und (B) zu vertauschen.

BEISPIEL.

20 — gy = 3 (4

3t — 5y + 22 = 7 (B)

2c + 2y — 3z = 5. (O)
Schritt 1: Wir erreichen, dafl der Koeffizient von z in (A) gleich 1 ist (PIVOT eins).

[~ 3y = 3 (@)

3v — 5y + 2z = 7 (B)

2c + 2y — 3z = 5. (C)
Schritt 2: Wir eliminieren x von (B') und (C'):

To= gy = 5 (47
-5y + 22 = 3 (B)=(B)-3-(4)

3y — 32 = 2. (0"):(0')—2:(14')

21
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Schritt 3:
r — iy = %
4, _ s
?/ - 7 = 7
3y — 3z = 2.
Wir kénnen jetzt die Prozedur (mit y statt ) wiederholen und bekommen die Losung: z = %,
23 29
Yy=—"%9,2="7%-

Um zu sehen, warum diese Methode nicht immer funktioniert, betrachten wir weitere Beispiele:

BEISPIEL.
r + 3y + 2z = 1
2 + 6y + 92 = -1
dr + 12y + 13z = 1

Wenden wir die obige Methode an, so bekommen wir das dquivalente System:

r + 3y + 2z = 1
52 = =3
52 = =3

In diesem Fall hat das System unendlich viele Losungen (das System ist unterdeterminiert).

BEISPIEL.
r + 3y + 2z = 1
20 + 6y + 92 = -1
dr + 12y + 13z = 2
In diesem Fall bekommen wir:
r + 3y + 2z = 1
52 = =3
bz = —2

Dieses System ist inkompatibel — damit hat das urspriingliche System keine Losung.

Wir bringen jetzt eine systematischere Darstellung der allgemeinen Methode. Das allgemeine
System (m Ungleichungen, n Unbekannte) hat die Gestalt

a1+t T, =Y

()

Am1T1 + -t CmpTn = Ym

Das Zahlenschema
ay; ... A1p
A=
Am1 .- Qmp

(kurz A = [a;5]) heiit die Matrix des Systems.
A hat m Zeilen und n Spalten — ist daher eine m x n Matrix. Das Element a;; ist in der i-ten
Zeile und der j-ten Spalte.
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Die Gleichung (x) 16st man mit Hilfe des sogenannten Gauflschen Eliminationsverfahrens,
d.h. man ersetzt die Matrix A durch eine Matrix B der Gestalt

R R 2 A i |
00 ... 0 ... 01 dju .
A=100 ...l 0 1 Grjo Qrn
0 e 0
0 o 0 |

Das macht man wie folgt:

Schritt 1: Falls a; # 0 ersetzt man A durch

1 &z Qin
an 77 a1l

21 A22 Q2op
Qm1 Amn

Falls a;; = 0 sucht man ein ¢, sodafl a;; # 0 und vertauscht die Gleichung 1 mit Gleichung
. Dann zuriick zu Schritt 1.

Falls die erste Spalte null ist, dann wendet man Schritt 1 auf die Matrix

a12 ... QA1

Am2 .. Qmnp

all.

Schritt 2: Man subtrahiert entsprechende Vielfache der 1. Gleichung von den anderen und
bekommt dann eine Matrix der Gestalt

1 b12 b13 SN bln
0 b22
0 b2 ... ... bpg

Jetzt wenden wir dieselbe Methode auf die (m — 1) x (n — 1) Matrix

all.

Die Prozedur endet, wenn die iibrigen Zeilen alle Null sind.

Die Matrix A heiBt~eine hermitesche Normalform von A. Die Zahl r der nicht verschwin-
denden Zeilen von A heifit der Rang von A, geschrieben r(A).
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Es gilt: Falls » < m, dann ist die Gleichung nicht immer l6sbar. Falls r < n, dann ist die Losung
(falls existent) nicht eindeutig, sondern enthélt n — r freie Parameter. Falls » = n = m, dann
ist das Gleichungssystem eindeutig losbar.

BEispIEL. Berechne eine hermitesche Normalform bzw. den Rang von A wobei

[2 =2 1 4]
A= 13 5-10
2 -2 1 1|
i -
1 -1 3 2
3 5 -10
2 -2 1 1]
I
1 -1 & 2
0 8 —2 —6
0 0 0 -3
I
1 -1 L 2
5 _3
0 1 —3 —3 — Rang 3
0 0 0 1

BEISPIEL. Bestimme Koeffizienten a, b, ¢, d, sodafl
24+22 4+ 4n=an® +bn*+cn+d.

Wir setzen n =0, 1, 2,3 und bekommen das System
a + b + ¢ +

8a + 4b + 2¢ +
27 + 9% + 3¢ +

d 0
d 1
d 5
d 4,

=1

das man einfach losen kann. Man bekommt damit die bekannte Formel:
Zk = én(n +1)(2n+1).
k=1

BEisPIEL. Fiir welche Werte von a hat das System

r + y + z =1
2 + 3y + az
r 4+ ay + 3z = 2

|
w

a) keine Losung;
b) genau eine Losung;

¢) mehrere Losungen?
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Die Matrix
1 11
2 3 a
1 a 3
hat hermitesche Form
11 1
01 a— 2
00 2—(a—1)(a—2)

Der Rang ist 3 falls 2 — (e — 1)(a — 2) # 0, d.h. @ # 0 und a # 3. Dann gibt es genau eine
Lésung.
a = 3: Das System ist dquivalent zum System

r + vy + z = 1
y + z = 1 — keine Losung
0 = -1

a = 0: keine Ldsung.

2.2 Matrizen

Die folgenden speziellen Matrizen bzw. Matrizentypen sind wichtig.

1. Die m x n Nullmatrix

geschrieben 0,, ,, oder einfach 0.

2. Die m x m Einsmatrix oder Eiheitsmatrix

1 0 ... 0
0 1 0
0 1
geschrieben I, oder einfach I.
3. Diagonalmatrizen i
A O 0 0
0 0 An |
4. Dreiecksmatrizen )
aly .. e A1p
0 az QA2n
0 ... ... aun |

(d.h. Matrizen mit a;; = 0, falls 7 > j).
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2.2.1 Matrizenaddition und Multiplikation
1. Addition: Falls A = [a;], B = [b;;] m x n Matrizen sind, dann ist A + B die Matrix

[aij + bij], z.B.
348) [1 23] [46 11
2 7 3 4 =5 6| |6 2 9

i) A+0=0+ A= A4

(ii) A+ B =B+ A4

(iii) A+ (B+C)=(A+B)+C;

+ (—A) =0 (—A ist die Matrix [—a;;]).

Eigenschaften:

)
)
)
(iv) A

2. Multiplikation: Falls A eine m x n Matrix [a;;], B eine n x p Matrix [bj] ist, dann ist
AB die m x p Matrix [Cz’k]; wobei Cik = Z?:l aijbjk.

BEISPIEL. Berechne ¢35 wobei

1 2 3 -1 2 -3 1
0 -1 1 0 -1 1 0
A= | -1 -2 -3 -4 -5 —6 -7

1 2 3 5 7 1 13

2 4 6 6 -2 —4 —6

o 1 0 1 0 1 0 2
-1 -2 -3 -4 -5 —6 -7 -8

2 4 2 4 2 8 2 4
B = 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1

5 -5 3 2 1 6 7 8

1 1 1 1 1 1 1 1
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

35 =04+10-6—-4—-5—-6+7=—4.
Eigenschaften:

1. (AB)C = A(BC)
2. A(B+C) = AB+ AC
3. (A+ B)C = AC + BC
4 I,A=A=Al,

Im allgemeinen ist die Multiplikation nicht kommutativ, d.h. AB # BA.
BeispieL. Fiir

3 2 1 1 . o 1 2 3
am| 3 3= A aeas= |5 S ]ma= ] 1)
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BEISPIEL. Betrachte die Systeme

v + 6y + 42 + 2w = a
r + Ty + 8 + 9w = b
—dr — y + 2z + 3w =
u = x
2u + 4dv =y
bu — v = =z
2u + v = w
(d.h. das “Output” von I ist das “Input” von II).
Substituierend bekommen wir das System
3u + 6Ru+v) + 4(6u—v) + 22u+v)
u 4+ TQ2u+4v) + 8(6u—wv) 4+ 9(2u+v)
-4y — (2u+4v) + 2(6u—v) + 3(2u-+v)
d.h.
43u + 22v = a
8lu + 29v = b .
120 — 3v = ¢
In Matrizenschreibweise:
v 3 6 4 2
x=|Y1], a=| 1 789 AX =
© —4 -1 2 3
w
1 0
U 2 4
Z_[v}’ B = 6 —1 |- BZ =X
2 2
Aus
a
AX=| b |, BZ=X folgt formal A(BZ) =
d.h.
o
(Kontrolle:
1 0
3 6 4 2 9 4 43 22
1 78 9 6 —1 17 81 29
-4 -1 2 3 9 1 12 -3

).

4

II

Inverse: Eine Inverse fiir eine n x n Matrix ist eine Matrix B, sodafl AB = BA = I. Nicht

jede n x n Matrix hat eine Inverse, aber die Inverse, falls existent, ist eindeutig. Es gilt
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Satz 2.2.1 Fulls A invertierbar ist, dann hat das System AX =Y die eindeutige Lisung
X = A7'Y. Die n x n Matriz A ist genau dann invertierbar, wenn der Rang von A gleich n
15t.

BEISPIEL.
10
1=[4 o]
hat keine Inverse. Denn fiir
o b11 b12 . o bll b12
B_|:b21 bQZ}glltAB—{ 0 0],

und diese Matrix ist nie die Einsmatrix.

Um die Matrix A zu invertieren, betrachten wir die n x 2n Matrix [A I,]. Durch Zeilenumfor-
mungen reduzieren wir A auf eine hermitesche Normalform. Falls alle Diagonalelemente ungleich
null sind, dann ist A invertierbar. Wir reduzieren A weiter auf die Einsmatrix — dann steht A1
rechts in der erweiterten Matrix.

BEISPIEL. Ist die Matrix

— =N
— N =
(NI

invertierbar? Falls ja, bestimme die Inverse dazu und l6se damit das System

2t + y + z =
r + 2y + 2z =
r + Yy + 2z =

|
~ © o

Wir bilden die erweiterte Matrix

[ N
— N =
(NI
oo -
—
=]

und berechnen eine hermitesche Form wie folgt:

o
o

[ N
— N
NI
o O =
O =
)

=]
NNt
NN [ = p—
N[N = p—t
o = O
_— o O

<_

[e=)
ONIW =
WIS [ =
W N [ p—t
Wi = O
_ o O
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2 11
Hermitesche Normalform: 0 % % — invertierbar.
00 2
Wir berechnen weiter
13+ &+ 00
01+ —2 20
S G G
0 0 1 i 13
d
100 3§ -3
010 -t 4]
001 -f -1
Daher gilt:
1 3 -1 -1
A*lzZ -1 3 -1
-1 -1 3
Die Losung des Systems ist: x =2,y = 3,2z = 1.
BEISPIEL. Bestimme eine hermitesche Normalform fiir
2 —2 1 4]
A = 3 5 =1 0
| 2 =2 I 1]
2 —2 1 4]
3 5 =1 0
| 2 =2 I 1]
d
(1 -1 3 2]
3 5 -1 0
| 2 =2 I 1]
d
(1 -1 1 2
0 1 - -
0 0 0 -3
BEISPIEL. Lose das System
2r — 2y + 2z + 4w = 7
3r + 5y — =z = 2
2 — 2y + z + w = 0.

Wir wiederholen die obige Berechnung, diesmal mit der zusétzlichen Spalte

7
2
0.
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Das fiihrt zur Matrix

[1 -1 1 2 g]
0 1 -f -f -4
[0 0 0 1 %J
und liefert damit das dquivalente System
T — Yy + 3z 2w = 2
5 3,, — _ 11
by = %% — W = —%
w = &

(Sofort 16sbar.) Diese Gleichung kann man suksseziv von hinten lésen.

BEISPIEL. Falls

a b
=[]
mit ad — bc # 0, dann gilt
1 d —b
Al = .
ad—bc{—c a}
Z.B. fiir
B 3 2 11 =2
S E S I P
(Denn

a b d —=b| | ad—bc 0 _ d —b a b )
c d - a| 0 ad—bc | | —¢ a c d|’
BEISPIEL. Berechne A~! (falls existent), wobei

" -1 2 =2
A= 3 =2 1
L1 o0

!
1 -2 2 -1 00
5 3 1
0 1 -5 3 10
0 0 3 -1 —1 2
!
1 -2 2 -1 00
5 3 1
o o 41 _f:
0 0 1 -3 -3 3
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{
Lo -3 4 b
o1 b E T
oo 1-1-1y
{
100 % % é
010 5 —¢ ¢
001 - -11
BeispieL. Untersuche die Gleichung
20 + 4y + =z =1
3r 4+ Hy =1

or + 13y + 7z = 5.

2 4 1|1 4 1] 1
3 501 | =10 =2 =3|-1
o 13 7|5 0o 0 0] 2

— also keine Lésung.

BEispPIEL. Wir betrachten die homogene Gleichung

2 +4y 4z = 0
3r +Hy =0
Sr +13y +7z = 0

Diese hat immer die triviale Losung z =y = 2z = 0.
Da aber r(A) < 3, bekommen wir weitere Losungen aus der dquivalenten Gleichung:

2 + 4y + =z =0
- 2y — 3z = 0

ndmlich z = 2\, y = —%, z = A (A willkiirlich) — eine einparametrige Losungsschar.

2.3 Determinanten

Sei
A= [ 11 Aa12 ]

a21 a22

eine 2 x 2 Matrix. Die Determinante det A von A ist die Zahl aj1a92 — as1a;2.
Es gilt:
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a) A ist invertiervar < det A # 0, und
AL — 1 Q22 —a12
det A | —az:  an |

b) Das System AX =Y ist genau dann immer losbar, wenn det A # 0, und die Losung ist

det Yyr a2 det ailr Y1
= Y2 Q22 ro — a1 Y2
L det A 2 det A

Falls
11 a2 i3
A= Q21 Q22 (23

a31 azz G33

eine 3 X 3 Matrix ist, definieren wir

det A = ai1a90a33 + a91a32013 + a31612a93

—Q31022013 — 21012033 — A11A23032.-

BEISPIEL.

1-142-1-441-2-1—
—(1-1-442-2-14+1-1-1)=2.

det

[ GRS
(R —
—_ =

Satz 2.3.1 (Cramersche Regel). Das System

a11T1 + a12T2 + 4133 = Y1
2171 + Q22T2 + G23T3 = Yo
3171 + 32T2 + G333 = Y3

ist genau dann immer losbar, wenn det A # 0. Die Lésung ist dann

. detA1 Yy — detA2 L — detA3
T odetA’ 7T detA’ P detA

X1

Y1 a2 ai3
wobei A; = | Y2 G a3 usw.

Ys aszz2 ass

BEISPIEL. Lose

rT — 2.’L‘2 + 2.1‘3 = 2
—T — To + 33 = 0
2.’L‘1 — To9 + Try = 3
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1 -2 2
A = -1 -1 3|, detA=-6
| 2 -1 1
[ 2 —2 2]
A1 = 0 -1 3 y det A1 = -8
| 3 -1 1|
[ 1 2 2]
Ay = -1 0 3|, detAy=-1
2 3 1]
1 -2 2
Ay = -1 -1 0|, detA;=-3.
2 -1 3
Die Losung ist daher
4 1 1
xl_ga x2_67 ZU3—2.

Die allgemeine Definition der Determinante einer n X n Matrix ist

det A = Z 67ra17r(1) T anﬂ'(n)

WESTL

wobei S,, die Menge aller Permutationen von {1,...,n} ist und £, = 1 (bzw. —1) falls 7 gerade
(bzw. ungerade) ist (siehe oben).

Eigenschaften:
1. Wenn man zwei Zeilen oder Spalten einer Determinante vertauscht, so dndert sich das
Vorzeichen ) ) ) )

Ay Ay

A; A,

det : = —det :

Aj A;

| An An

2. Multipliziert man eine Zeile oder Spalte mit einer Zahl, so wird die Determinante mit
dieser Zahl multipliziert:

F A
: Ay
det [ AA; | = Adet |
ATL
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3. Addiert man ein Vielfaches einer Zeile (oder Spalte) zu einer anderen, so #ndert sich

nichts:
_ A, _
: Ay
det Al + )\AJ = det :
: Ay
| A
4. Falls
ay; .. ... Qip
A - 0 age -+ ag,
0 0 nn,

eine Dreiecksmatrix ist, dann gilt det A = aj1a99 ... dpy.
5. det AB = det Adet B

6. Lagrange Entwicklung:

det A = Z(—l)i+jai]‘ det Aij = Z(—l)”jaij det Aij
i=1 j=1
wobei A;; die Matrix ist, die man durch Weglassen der ¢-ten Zeile und j-ten Spalte
bekommt.

7. A ist genau dann invertierbar, wenn det A # 0. Es gilt dann

L1

= ot A [(—1)i+j det A]z] .

Da immer Ao = o gilt, ist dies gleichwertig zu: Die Gleichung Az = o besitzt genau dann eine
nichttriviale Losung, wenn det A = 0.

BEISPIEL.
2 3 4
det 1 11 :2det[11]—det[3 4]—3det[3 4]
1 2 1 2 1 1
-3 1 2
=2—-24+3=3
2 4 0 1
2 1
det 3 L0 =2 = det 3 1 -2
2 4 1 -3 1 1 9
-1 =1 0 2

BEISPIEL. Berechne
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(1 2
det = 2det| 3 5 0
| 5 13 7
(1 2 2 L 3
= 2det | 0 —1 —2 | = —2det 3 | =0.
0o 3 3 33
L 2
BEISPIEL.
i g 2 11 3 21 4 21 4 3 1 4 3 2
det 1010 =det | 0 1 O |—2det |1 1 O [+3det| 1 0 O |—4det| 1 0 1
5 1 9 1 1 21 2 21 2 11 2 1 2
etc. (besser
2 3 4 1 2 4
det | 3 2 1 | +det| 4 3 1])
1 21 2 11

2.4 Das Eigenwertproblem

Sei A eine n x n Matrix. Ein A € R heifit ein Eigenwert fiir A, falls es eine n x 1 Matrix (also
einen Vektor) X (# 0) gibt, sodaf
AX = A\X.

Das ist genau dann der Fall, wenn A eine Losung der Polynomgleichung
det(A—AI)=0

ist. X heifit dann Eigenvektor von A (bzgl. A). Das Eigenwertproblem fiir A besteht darin,
alle Eigenvektoren und die entsprechenden Eigenvektoren zu finden.
Nehmen wir an, daf} die Gleichung

det(A — AI) =0

die reellen Losungen Ay, ..., A; besitzt (wir werden hier die komplexen Nullstellen nicht bertick-
sichtigen), wobei \; die Vielfachheit r; hat. Das homogene System

AX =X

hat dann mindestens eine nichttriviale Losung und dies liefert einen Eigenvektor. Im allgemei-
nen hat die Gleichung eine k;-parametrige Losung, wobei 1 < k; < r;.

Falls k; = r; fiir jedes 7 ist, dann kann man fiir jedes 7, r; unabhingige Eigenwerte finden.
Das liefert r; + - -+ + r; unabhéingige Losungen. Falls die Gleichung det(A — AI) = 0 keine
komplexe Nullstelle besitzt, dann gilt 7y 4 .47, = n. In diesem Fall haben wir n unabhéngige
Eigenvektoren Xy,..., X, und die Matrix

P=[X,...,X,]
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ist invertierbar. Dann gilt: P~'AP ist eine Diagonalmatrix (die Diagonalelemente sind die
Eigenwerte von A) und hei8t eine Diagonalisierung von A.

Bemerkungen: A ist daher genau dann diagonalisierbar, wenn die Nullstellen von det(A —
AI) = 0 alle reell sind und jede Nullstelle ); (mit Vielfachheit r;) r; unabhéingige Eigenvektoren
besitzt. Dies ist automatisch der Fall, wenn

a) die Gleichung det(A — M) = 0 n verschiedene reelle Nullstellen besitzt, oder
b) A symmetrisch ist, d.h. a;; = a;;.

11
01

1
31
1—A 1

11 . . (1 Y2
0 l]gﬂtdet(A—)\I)—det[ 0 1_)\}—(1 A)

BEISPIEL. Ist A = [ } bzw. A = [ ] diagonalisierbar?

Fl'jrA:[

(1-XN)?=0&A=1.

A besitzt daher einen Eigenwert mit Vielfachheit 2. Die Eigenvektoren sind Losungen des
Systems

0 - & + & = 0

0 - 51 + 0 - fz =0

d.h. & =0, & willkiirlich.

Das liefert nur einen unabhéngigen Eigenvektor, etwa (1,0). Daher ist A nicht diagonalisierbar.

a3
FurA—[3 l}gllt

1—-X 3

det(A—)\I):det[ 5 1)

]:1—2)\+)\2—9:(A—4)(A+2).

A hat zwei verschiedene reelle Eigenwerte 4, —2 und ist daher diagonalisierbar. Wir berechnen
eine Diagonalisierung wie folgt: Fiir A = 4 bekommen wir die Gleichung —3&; + 3§, = 0 mit
Eigenvektor (1,1), fiir A = —2 die Gleichung 3£, 4+ 3§ mit Eigenvektor (1, —1).

Damit gilt:
4 0 1 1
1 .
P AP_—{0 _2},Wobe1P_—{1 _1].

Wir bringen zwei Beispiele von Anwendungen von Diagonalisierungen:

1. Lose die Differenzengleichung
fn+2 = fn+1 + fn

mit den Anfangswerten fy, = 0, f{ = 1. Die Losung ist die sogenannte FIBONACCI-Folge
0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, .... Wir fiihren die Matrizen

[ 11 1
e R F IR
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ein. Es gilt: X,,,; = AX,. Daraus folgt: X,, = A"X,. Um die Lésung zu bekommen,
miissen wir A" berechnen. Das macht man mit Hilfe einer Diagonalisierung. Es gilt:

1+v5 0 1+v5 15
2 cp_ | T2
0 1=V WobelP_[ i i }

P AP =

Daraus folgt:

()
—1 4n o 2
plAmP = 0 (=)
2
oder
145 )"
A" =P ( ? ) ’ P!
L ey
2

Das liefert das Ergebnis:

1 ((1+v3\ [(1-V5)\
) e

BEMERKUNG. Wihlt man als Anfang fy = 1, f; = 1, so erhiilt man die Losung

B 1 1+\/5 n+1 1_\/5 n+1
fn—ﬁ 9 - 9

2. Lose das System der Differentialgleichungen

d
% = 3.CU1—|—2.I'2
d
% = 33'1—|—2.I'2.

Wir schreiben die Gleichung in der Form CZ—); = AX, wobei

o T . 3 2
[ )
Versuchen wir den Ansatz X () = eMX (X konstant), so bekommen wir die Gleichung

AeMX = AeMX d.h. das Eigenwertproblem AX = AX. Die Losung davon ist: A = 1,4
mit Eigenvektoren (—1,1),(2,1). Das liefert die zwei Losungen

-1 2

t at
el
In der Tat ist die allgemeine Losung

-1 2
X(t) = ce [ 1 } + cpett [ 1 ]
at

dh. 2,(t) = —cie' + 2ce™ 19(t) = cre + cpe™.
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BEISPIEL. Lose die Differentialgleichung:

dx
Wir fithren neue Unbekannte x, x5 ein, wobei 1 = x, x5 = e Z1, Ty geniigen dem System
d.’El
dt
dZUQ
dt

= 3.’171 + 2.1‘2

32

Die Eigenwerte davon sind 3 (mit Eigenvektor (1,3)) und —1 (mit Eigenvektor (1, —1)). Damit

ist die allgemeine Losung
xl o 3t ]_ —t ]_
n )= lsJre 4]

BEISPIEL. Lose die Differenzengleichung ay = 2, ay = 3, a12 = 3a, — 2a,41

(pn4-2 _ -2 3 Ap+1 - An+41 AN 3
el B I el R el R

mit Matrix

d.h. z(t) = c1€® + e

wobei
-2 3
1)
Die Eigenwerte von A sind
: -3
A = -3 (Eigenvektor [ 1])
. 1
A = 1 (Eigenvektor [1 })
Damit gilt
145 | =30 : -3 1
PAP—|:01,WOb61P— 11
1{-11
-1 _ 2
Peo= 4{ 1 3]'
Dabher:

Daraus folgt: a, = —3((—3)" — 9).



Kapitel 3

Zahlentheorie

3.1 Teilbarkeit, Primzahlen

Wir arbeiten wieder mit den Zahlensystemen

N = {1,2,3,...}
N, = {0,1,2,3,...}
Z = Nou{-1,-2,-3,...}

auf denen die Operation + und . definiert sind.

N, +) ist eine kommutative Halbgruppe ohne neutralem Element;
N, .) ist eine kommutative Halbgruppe mit Einselement 1;

(
(
(No, +) ist eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 0;
(Z,+,.) ist ein Ring.

Satz 3.1.1 Teilbarkeit: Falls a,b € Z, dann sagen wir, daf a ein Teiler von b ist (geschrie-
ben: alb), falls ein r € Z ezistiert mit b = ra. Falls zusdtzlich a # b, dann ist a ein echter
Teiler von b. Es gilt:

a) Falls alb; (i=1,...,n), c1,...,¢, € Z, dann a| D ;| ¢;b;;
b) bla und ¢ € Z = bc|ac;
¢) aclbe (a,b,c € Z, ¢ # 0) = alb;
d) bla = |b| < l|a| (a,b € Z, a #0);
e) alb und bla = |a| = |b| (a,b € Z\ {0});
f) alb, blc = a|c (a,b,c € Z).
Wir kehren zum Thema Divisionsalgorithmus zuriick, diesmal mit Beweis.

Satz 3.1.2 Der Divisionsalgorithmus: Sei a € Z, b € N. Dann existieren eindeutig be-
stimmte Zahlen q,r € Z mit 0 < r < b und a = qgb+r.

39
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BEwEIS. Existenz: Sei ¢ ist die groite ganze Zahl aus der Menge {t € Z : ¢t < ¢}. Dann gilt:
q < % < q+1unddaher bg < a < b(g+1). Sei dann r = a—bg, sodaB 0 < r <bund a = gb+r.
Eindeutigkeit: Sei a = gb+ r = ¢;b+ ry etwa mit ry > r. Daher gilt: (¢ — ¢;)b = 1 — r. Aber
0 < ry —1r < b. Daher gilt ¢ = ¢, usw.

3.1.1 1. Anwendung. Der gréfite gemeinsame Teiler.

Falls a,b € Z, dann gilt: eine positive ganze Zahl d heifit der gréfite gemeinsame Teiler von a,b
(geschrieben: d = ggT (a, b)), falls

1. d|a und d|b,
2. /\dleN d1|a und d1|b = d1|d

Falls b = 0, so definiert man naheliegend ¢gg7(a,0) = a
Wir untersuchen genauer den Algorithmus aus Kapitel 1, um ggT (a,b) zu berechnen.
Wir schreiben

a=qb+r.

Man sieht leicht, dafl ggT (b,7) = ggT (a,b). Ohne Verlust der Allgemeinheit kénnen wir daher
annehmen, dafl a,b > 0 und b < a. Um die rekursive Vorgangsweise besser zu verdeutlichen,
setzen wir (o = a,q; = ¢,x1 = b,x9 = r und erhalten natiirliche Zahlen ¢;, z; mit ¢; > 1 und
Ty >T9g > >x, >0

To = Q1T1 + T2
T1 = (2%T2 + T3
Tp—2 = (p_1Tp—1+ Ty

Tp-1 = GnTp+ 0
T, ist also der letzte nicht—verschwindende Rest.

Wir sehen unmittelbar
tlzo, 11 & tlxg & tlrs - - < tlr, 1 & tla,.

Daher gilt:
1.z, = ggT (xg, z1).
2. Durch Riicksubstiuieren von der letzten bis zur ersten Zeile sehen wir: Der gg'T' d 148t sich
schreiben als
d=ra+sb

mit geeigneten r, s € Z. Es gilt sogar: d ist die kleinste positive Zahl, die sich so schreiben
laBt.

Wir schitzen nun die Linge n des Algorithmus ab. Zunéchst bemerken wir:

n héngt nicht von d ab: wir konnen alle Gleichungen durch d dividieren, ohne damit n zu
dndern. Zur Bestimmung von n kénnen wir also 0.B.d.A. annehmen d = x,, = ggT (z¢,x;) = 1.
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Beginnen wir mit der Nummerierung am Ende, so erhalten wir nach einer entsprechenden
Umbenennung

Yn+l = DPnYn + Yn—1
Yn = DPn-1Yn—1 1 Yn—2

Ys = D2Y2+ 11
y2 = piy1 +0

Daraus sehen wir einen Zusammenhang zu den Fibonacci-Zahlen: fi =1 =y, = f, < y9 und
damit weiter

Yys > Yo+ > fot+fi=1s
Y > Yp—1+Yk—2 > fro1+ foeo = [k

¢ = Ynt1 > fnt1

Durch Induktion zeigt man leicht die folgende Abschéitzung der Fibonacci—Zahlen: sei
0 = 1(1+V/5), dann gilt fiir alle n
fn-i—l Z 0n

Daraus und aus der Rekursions—Formel fiir die Fibonacci—Zahlen folgt sofort

Satz 3.1.1 Die maximale Lange im euklidischen Algorithmus ist nach oben begrenzt durch die
bindre Ldnge von a. Genauer

<
"= log 6

log a.
Diese maximale Linge wird erreicht bei Paaren aufeinander folgender Fibonacci—Zahlen.

BEISPIEL. Wir berechnen (191,35). Es gilt:

191 = 5-354+16 (= (35,16))
35 = 2-164+3 (= (16,3))
16 = 3-5+1 (—(3,1))

Dabher gilt: (191, 35) = 1. Auflerdem:

1 = 16—5-3
= 16—5-(35—2-16)
= 11-16-5-35

= 11(191—5-35) — 5-35
= 11-191—60-35

Aus diesen Uberlegungen folgt leicht:
1. a,b,c € Z, m e Z\ {0} = ggT (am,bm) = |m|ggT (a,b)



NArl1LIul 9. LALTLIUVIN L LUV

2. Falls a,b,¢ € Z mit a # 0 und ggT (a,b) = 1, dann gilt: a|bc = alc.
(Denn es existieren r, s mit ra + sb = 1. Daher rac + sbc = ¢. Da a ein Teiler der linken

Seite ist, gilt alc.)

3. Die Gleichung ax + by = ¢ hat eine ganzzahlige Losung (d.h. gegeben a,b € N, dann
existieren x,y € Z mit dieser Eigenschaft) < ggT (a,b)|c.

Definition 3.1.3 Zwei Zahlen a,b € Z sind relativ prim, falls ggT (a,b) = 1.

Es existieren dann r,s € Z mit ra + sb = 1. Daraus folgt, daf} jedes n € Z eine Darstellung
r'a + s'b hat. (Denn n = rna + snb.)

Diese Uberlegungen iiber gemeinsame Teiler lassen sich leicht auf mehrere Zahlen iibertragen.
Z.B. definieren wir:

geT (ay,...,a,) = groBter gemeinsamer Teiler von ay,...,a,
= kleinstes d € N, das eine Darstellung Zairi besitzt

ggT (ay,...,a,) kann man rekursiv wie folgt berechnen:

geT (a1,...,a,) = ggT (ay, ggT (ag, ..., ay)).

{ai,...,a,} sind relativ prim, falls ggT (ay,...,a,) = 1. {a4,...,a,} sind paarweise relativ
prim, falls A, ggT (a;, a;) = 1. (Die zweite Bedingung ist stérker.)

3.1.2 2. Anwendung. Primfaktorzerlegung ganzer Zahlen.

Definition 3.1.4 FEine Zahl n > 1 heifst prim, falls die einzigen Teiler von n die Zahlen +1
und £n sind. Sonst ist n eine zusammengesetzte Zahl.

Falls n zusammengesetzt ist, dann besitzt n einen Primfaktor.

(Induktionsbeweis: 4 ist nicht prim und hat 2 als Primfaktor. Sei n > 4. Induktionsannahme:
Jede zusammengesetzte Zahl n; < n hat einen Primfaktor. Falls n nicht prim, dann hat n einen
positiven Faktor n; mit 1 < n; < n. Falls n; eine Primzahl ist, dann sind wir fertig. Falls nicht,
dann besitzt n; einen Primfaktor.)

Im Kapitel 1 haben wir gesehen, dafl es unendlich viele Primzahlen gibt.

Hilfssatz 3.1.5 Fulls p eine Primzahl ist und p|ab, wobei a,b € Z, dann gilt: pla oder plb.

BEWEIS. Falls p 1 a, dann gilt ggT (p,a) = 1, d.h. es existieren r, s mit pr + as = 1 und daher
pbr + abs = b. Es gilt dann p|b (da p|pbr + abs).

Korollar 3.1.6 Sei p eine Primzahl, aq,...,a, € Z. Dann gilt:

play---an = \/ plas.

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir jetzt beweisen:

Satz 3.1.7 (Fundamentalsatz der Zahlentheorie) Sei n € N und sei py,po,... die Folge

der Primzahlen. Dann existiert fir jedes i ein eindeutig bestimmtes a; € Ny, sodafi n =[] p;".
(Es ist klar, daff o; =0 fiir fast alle i, d.h. das Produkt ist endlich.)
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BEWEIS. Zunichst beweisen wir die Existenz solcher Darstellungen. Wir verwenden einen In-
duktionsbeweis. Der Fall n = 1 ist klar. Es gelte der Satz fiir jedes n; < n. Wir betrachten den
Fall n. Falls n eine Primzahl ist, dann ist n = n eine geeignete Faktorisierung. Falls nicht, dann
besitzt n eine Primzahl p als Faktor. Sei n; = %. ny hat eine Primzahlzerlegung und damit
auch n = nqp.

Eindeutigkeit: n € N habe zwei Zerlegungen:
n=[1r =112/
J J

Wir zeigen: o; = 3; fiir jedes j. Falls nicht, dann existiert ein ¢ mit oy # 3;, etwa o; < 3;. Wir
¢ und bekommen die Gleichung

kiirzen den Faktor pj
[1 = Tl
i#i j#i

pi ist aber ein Faktor der rechten Seite — daher gilt: p;| [];_; pjo-‘j und damit pi|p?j fiir irgendein
j — Widerspruch!
]

[Ip;" heiit die Primzahlzerlegung von n.

Falls

a:Hpia" und b:Hpii
i i

dann gilt

geT (a,b) = Hp/

wobei v; = min(qy, §;). Das gleiche Argument zeigt, dafl die Zahl
[1»

wobei ¢; = max(ay, ;), die kleinste positive Zahl ist, die sowohl a als auch b als Faktor be-
sitzt. Daher heifit diese Zahl das kleinste gemeinsame Vielfache von a und b, geschrieben:
kgV (a, b). Daraus folgt unmittelbar

ab = ggT (a,b).kgV (a,b).

BEMERKUNG Fiir grole Zahlen ist die Primfaktorzerlegung (derzeit und moglicherweise
grundsitzlich) nicht in “realistischer” Rechenzeit moglich. Daher berechnet man kgV (a,b),
indem man mit dem euklidischen Algorithmus zuerst den gg7'(a,b) berechnet und dann die
vorige Formel verwendet.

Wir verwenden die Primzahlzerlegung, um folgendes Ergebnis zu beweisen:
Falls a,b,c € N so sind, da§ ¢ = ab (n € N), wobei ggT (a,b) = 1, dann sind a und b auch
n-te Potenzen, d.h. \/, . nya=c Ab=c5.
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Denn, sei
0 S VO
pEP1 pEP;

wobei P, (bzw. P,) die Mengen der Primzahlen sind, die in der Zerlegung von a (bzw. b)
vorkommen. Dann gilt: PN P, = () (da ggT (a,b) = 1). Aus der Bedingung ab = ¢" folgt leicht:
p € P, U P, = n|a,. Damit sieht man, daf ¢ und b n-te Potenzen sind.

3.1.3 Weitere Anwendungen des euklidischen Algorithmus

1. Sei go, 41, ... eine Folge von positiven Zahlen, wobei go = 1, g, > 2 (n > 1). Dann hat
jedes z € N eine eindeutige Darstellung:

T=0an(gn- - 01) + n1(Gn1---1) + -+ ar191 + ao,
wobei a, #0,0<a; <g; — 1.

2. Eine dgyptische Darstellung einer Rationalzahl r €]0, 1] ist eine der Gestalt:

1 1
Ty T
wobei die n; € N, etwa
2 1+1
3 2 6
3 1+1
100 5 10
3 1+1+ 1
7 3 11 231
B 1+1+1
47 28

(Das letzte Beispiel zeigt, daf8 die Darstellung nicht eindeutig ist). Es gilt allerdings:

Satz 3.1.8 Jede Rationalzahl v €]0,1] hat eine eindeutige Darstellung

1 1
A N

(do,dl,...,dn € N)

BEWEIS. Sei r = %. Man bestimmt die d’s rekursiv mit Hilfe des folgenden Schemas: Setze

= dop — p1, wobei 0 < p; < dal = = — + —(—
q op — p1, wobei 0 < p; <p (soda i) do(q))
q = dip1 —pa, wobei 0 < py <py
q = dppy
(d.h. der Algorithmus bricht dann ab, wenn p; ein Teiler von ¢ ist.) Es gilt:
P 1 1 1 Dn
=4 — 4.4+ +
q do dody do--+dp1  qdy---dny

wie man leicht mit Hilfe der Induktion beweist.
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3.2 Restklassen

Wir untersuchen jetzt die algebraischen Operationen modulo einer gegebenen Zahl m. Diese
Art von Addition und Multiplikation hat viele Anwendungen, z.B. kann man damit mit Hilfe
eines Computers auch mit sehr grolen Zahlen genau rechnen.

Wir schreiben z = y (modm), falls m|z — y.

Es gilt:

a =0 (modm) und t|m = a = b (mod |¢]),

)
)
a=">b (modm), c=d (modm) = a+c=b+d (modm), a —c=b—d (modm),
ac = bd (modm),

ar = br (modm)

a=>b (modm), r € Z= ra=rb(modm),

= a = b (mod (%) (wobei d = ggT (r,m)),
ar = br (modm) = a =b (modm), falls ggT (m,r) =1,
a =0 (modm) = ac = bc (modcm) (¢ > 0),
a=">0 (modm) = ggT (a,m) = ggT (b,m),
a=">0 (modm),0<|b—a|l<m=a=b,
a=b( ),

modm), a =b (modn) = a =b (modmn), falls m und n relativ prim.

3.2.1 Anwendungen

I. Teilbarkeitsregeln im Dezimalsystem: Sei n eine natiirliche Zahl mit Dezimalentwicklung
o a; 10°. Man sieht leicht, da$ n = n; (mod3) (sogar (mod?9)), wobei ny = >°7_; a;,
d.h. n ist genau dann durch 3 (bzw. 9) teilbar, wenn das Gleiche fiir n; gilt. Ahnlicherweise

gilt:
n = ag (mod2)
= 10a; +ap (mod4)
n = a (modb5)
P i . a1
no= Y (-110 5l (mod7)
=0
n = 100ay + 10a; + a9 (mod38)
p
n = Y (-1)'a; (modl1)
=0
p . . .
no= Y (110l (mod13)
=0
(Denn:
10° = —1 (mod7)
10° = -1 (mod13)
10 = —1 (modll)

10> = 1 (modll) usw.)
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II. Fermat’sche und Mersenne’sche Primzahlen:

Fermat’sche Primzahlen: Fermat hat geglaubt, daf§ alle Zahlen der Gestalt 22" + 1 prim
sind. In der Tat gilt: 641|122 + 1 wie wir jetzt zeigen werden: 641 = 5-27 + 1, d.h.
5:27 = —1 (mod641). Daher 5% - 22 = 1 (mod641). Aber 641 = 625 + 16 - also
5% = —2' (mod641). Daraus folgt: —23% = —2%.228 = 51.2% =1 (mod641), d.h.
641[22 4 1.

Primzahlen der Gestalt 22" + 1 heien Fermat’sche Primzahlen. Falls eine Primzahl
p die Gestalt 2" + 1 hat, dann ist r eine Potenz von 2 und damit p eine Fermat’sche
Primzahl (sonst enthilt die Primzerlegung von r eine ungerade Primzahl ¢ und

(a?+1)=(a+1D(a? —a2 +a?% —-.. +1))
(Nebenbei bemerkt: Falls m > n, dann gilt:
2% 127" — 1.

Daher sind die Zahlen F,, = 2*" + 1 paarweise relativ prim).

Eine Primzahl der Gestalt 2 — 1 heif3t eine Mersenne’sche Primzahl. In diesem Fall
muf n auch prim sein. (Denn m|n = 2™ — 1|2" — 1 — nach dem Schema

(a"=b)=(a—b)(a" - +bVH, a=2" b=1 r=—)
m

Die Mersenne’schen Zahlen (d.h. Zahlen der Gestalt 2?7 — 1), sind die Kandidaten fiir
grofie Primzahlen (z.B. ist 276839 — 1 eine Primzahl).

Wir zeigen, daf§ 47|23 — 1, sodaf§ letztere keine Primzahl ist. Denn 223 = (2°)%. 2% und
2° = 32 = —15 (mod 47), also 2! = 225 = —10 (mod 47), also 2° = 100 = 6 (mod 47),
also 22 = 6-8 =48 = 1 (mod 47).

Gleichungen: Wir werden Polynomgleichungen der Gestalt P(x) = 0 (modm) behandeln.
Folgende Beispiele zeigen, dafl das Verhalten ganz anders als im Fall von Gleichungen in R
oder C sein kann.

BEISPIELE. Die Gleichung 2z = 3 (mod4) hat keine Losungen. Die Gleichung z? = 1 (mod 8)
hat 4 Losungen.

Der Fall von linearen Gleichungen mit einer Variablen kann man leicht erledigen.

Satz 3.2.1 Die Gleichung ax = b (mod m) hat genau dann eine Lisung, wenn gilt: ggT (a, m)|b.
Dann hat sie genau d Lisungen, wobei d = ggT (a,m).

BeEwEIs. Notwendigkeit: Sei x eine Losung. Es gilt
dlax, dm

und daher d|b (da b = ax — cm).
Nehme jetzt an, daf d|b. Wir haben eine Darstellung d = ar + ms fiir geeignete r, s und daher

(d) = a(%)r+msg
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d.h. z = gr ist eine Losung.

Anzahl der Losungen: Falls 2y eine Losung ist, dann sieht man leicht, daf die Zahlen {¢,¢ +
2. t+(d—1)%} eine komplette Auflistung der Losungen ist. Insbesondere gilt: Falls a und
m relativ prim sind, dann hat die Gleichung genau eine Losung.

Satz 3.2.2 (von Fermat) Sei p eine Primzahl. Fir jedes a mit ggT (a,p) =1 gilt a?™' =1
(mod p). Allgemeiner: fir jedes a gilt a? = a (mod p). Noch allgemeiner gilt: fir jedes m € N
und jedes a mit ggT (a,m) =1 gilt

a®™ =1, (modm)

wobei ¢p(m) die Anzahl aller Zahlen {ry,...,rs} aus {1,...,m — 1} ist, die zu m relativ prim
sind.

Satz 3.2.3 (von Wilson) Sei p eine Primzahl. Es gilt (p —1)! = —1 (mod p).
Simultane Systeme: Wir betrachten jetzt Systeme der Gestalt
r=¢ (modm;) (i=1,...,n),

wobei die m; paarweise relativ prim sind. Sei M = mq -+ -m,, M; = (d h. M; = H#Z m;). Es
gilt: ggT (M;, m;) = 1. Daher ist die Gleichung MyZ =1 (mod ml) [5sbar. Sei ¥, eine Losung
und setze x = ). ¢;M;y;. Dies ist klarerweise eine Losung des obigen Systems. Damit haben
wir den Existenzteil des folgenden Satzes bewiesen.

Satz 3.2.4 Chinesischer Restsatz: Das System © = ¢; (modm;) (i = 1,...,n) ist immer
losbar. Auferdem ist die Losung eindeutig (mod M) (d.h. fir zwei Lisungen x,y des Systems
gilt: v =y (mod M)).

BewEls. (der Eindeutigkeit) Da x = ¢; =y (modm;), wissen wir, da8 m;|z — y fiir jedes
i — daher M|z —vy

Polynomgleichungen: Wir betrachten jetzt Gleichungen der Gestalt
P(x) =0 (modm),

wobei P ein Polynom ist.

BEMERKUNG. Falls m = m; ---m,, wobei die m; paarweise relativ prim sind, dann gilt:
P(z) =0 (modm)

hat genau dann eine Losung, wenn gilt: fiir jedes i hat P(z) = 0 (mod m;) eine Losung. Denn
sei z; eine Losung dieser Gleichung und wihle x so, dal © = x; (mod m;) fiir jedes 7. Dann ist
x eine Losung der urspriinglichen Gleichung. Dieses Argument zeigt auch, dafl

{2 € Zu - P(a) = 0} = [ [ Hew € Zy, : P(x) = 0}.
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Wir kénnen daher unsere Aufmerksamkeit dem Fall m = p® widmen.
Zunéichst der Fall m = p eine Primzahl. Dann gilt:

Satz 3.2.5 (von Lagrange) Sei P ein nicht-triviales Polynom vom Grad n. Dann hat die

Gleichung
P(z) =0 (modp)

hdchstens n verschiedene Lisungen (modp).

Wie wir oben gesehen haben, zeigt die Gleichung
22=1 (mod8),

daf} dieser Satz fiir zusammengesetze Zahlen nicht mehr gelten mufl.

Anwendungen des Satzes von Lagrange: Wir kénnen den Satz wie folgt formulieren: Falls P ein
Polynom vom Grad n ist, mit mehr als n Losungen von P(x) =0 (modp), dann gilt: p ist ein
Teiler aller Koeffizienten von P.

Zum Beispiel betrachte das Polynom

Plx)=(@—1)...(x—p+1)— (a1 - 1) =G(z) — H(z).

Sowohl G als auch H haben p — 1 Wurzeln — 1,2,...,p — 1. P ist daher ein Polynom vom
Grad p — 2 mit p — 1 Wurzeln. Daher gilt: p ist ein Teiler der Koeffizienten von p. Daraus folgt
vgl. oben.

Satz 3.2.6 (von Wostenholme) Fir p > 5 gilt:

BEWEIS. Ubungsaufgabe.
]

Um die Gleichung P(z) = 0 (modp®) zu lésen, fangen wir an mit dem Fall o = 1. Wir 16sen
diese Gleichung durch Probieren und verwenden dann die folgende Methode, um aus Losungen
fiir P(z) = 0 (mod p®) ebensolche fiir P(z) = 0 (mod p®*') zu bekommen.

Satz 3.2.7 Sei x eine Lisung der Gleichung P(z) =0 (mod (p%)), (0 <z < p®). Es gilt:

a) Falls P'(z) # 0 (modp), dann ezistiert genau ein T mit 0 < T < p*™ und 7 = =
(mod (p®~1)), sodaff p(T) = 0 (mod (p**1)).

b) Falls P'(z) =0 (modp), dann gibt es 2 Mdaglichkeiten. Entweder

b1) P(z) =0 (mod (p®™')). Dann existieren r Lisungen der Gleichung P(T) = 0 (mod p*™)
mit T = x (mod p®).
oder

b2) P(z) # 0 (modp®™'). Dann hat P(Z) = 0 (modp*™') keine Lisungen T mit T = x
(mod p®).
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BEWEIS.
a) Wir setzen T = sp® + x in das Polynom ein. Es gilt:

P™(z)

P(x+h)=P(x)+hP'(x)+ -+ .

hn

wobei der Koeffizient P(”)%) von h¥ ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ist. Fiir

T = sp® + x gilt: P(T) = P(z) + P'(z)sp®+ Glieder mit p®** als Faktor, d.h.
P(T) = P(z) + P'(x)sp® (modp*t?).
Da P(z) =0 (modp®) gilt: P(xz) = kp® (k € Z). Daher

P(@) = kp®+ P'(z)sp® (modp*™)
= p*(k+ P'(z)s) (modp**h)

Es reicht daher, wenn wir s als Losung der Gleichung
P'(x)s+ k=0 (modp)
wihlen. (Die Eindeutigkeit von T folgt aus der Eindeutigkeit der Losung dieser Gleichung).

Fall b) Hier ist das Argument dhnlich.

3.3 Arithmetische Funktionen

In diesem Kapitel studieren wir sogenannte arithmetische Funktionen. Das sind Funktionen
von N (manchmal auch Ny bzw. Z) in C (gewdhnlich gilt sogar, daf die Werte in Z sind).

BEISPIELE. Die folgenden Funktionen auf N sind Z-wertige arithmetische Funktionen.

f(n) = n (die Identitétsfunktion)
fn) = n* (aeN)
f(n) = ¢(n) (siehe oben)

5(n):{ 1 (n=1)

0 sonst
1 falls n =1
p(n) =< (=1)¢ fallsn =p;...p, ein Produkt von ¢ verschiedenen Primzahlen ist
0 falls es eine Primzahl p gibt mit p?|n.

BeispIEL. Wir bringen eine Tabelle von den ersten Werten fiir p:

n 1 2 34 56 7 10 11 12
pn) 1 -1 -1 0 -1 1 -1 1 -1 0
Eine solche Funktion f heifit multiplikativ, falls gilt: f(m.-n) = f(m)f(n) (m,n € N relativ

prim), stark multiplikativ, falls f(m -n) = f(m)f(n) (m,n € N).

8 9
0 0
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Z.B. sind f(n) =n bzw. f(n) = n® stark multiplikativ. © und ¢ sind multiplikativ, aber nicht
stark multiplikativ (fiir g ist das klar — fiir ¢ siehe unten).

Falls f multiplikativ ist, dann gilt: f(m) =[] f(p;"), wobei m =[] p;".

Falls f stark multiplikativ ist, dann gilt sogar: f(m) = [[(f(pi))*.

Fiir eine arithmetische Funktion f wird die Summenfunktion Sy wie folgt definiert:

Sin) =Y 1(5).
dln

BEISPIELE. Es gilt:

Ss(12) = ¢(12) +¢(6) + 0(4) + P(3) +(2) + (1) =44+24+2+2+1+1=12
Su(12) = 0+14+0—-1-14+1=0

(in der Tat gilt:

Ss(n) = n (neN)
Su(n) = d(n) (neN)
wie wir spiter beweisen werden).

BeispiELE. Weitere Beispiele von arithmetischen Funktionen sind:

(n) = > g 1 = Si(n) — die Anzahl der Teiler von n.
)= Zd‘n d = S1q(n) — die Summe der Teiler.

-
o(n

ok(n) =>4 d¥ = S1q*(n) — die Summe der k-ten Potenzen der Teiler.

Hilfssatz 3.3.1 Falls f multiplikativ ist, dann auch Sy.

BEwEIs. Wir bemerken zunéchst, dafl jeder Teiler d eines Produktes mn von zwei Zahlen, die
zueinander relativ prim sind, eine eindeutige Darstellung als d;ds hat, wobei d;|m, da|n.
Z.B. die Teiler

von 12 : 1,2,3,4,6,12,
von 25 : 1,5,25,
von 12 x 25 =300 : 1,2,3,4,6,12,5,10,15,20,30, 60, 25,50, 75,100, 150, 300.

Es gilt daher:

Sptmn) = > fld)= > f(d)f(do)

dimn d1,d2,d1|m,d2|n

= Y ()Y fldy)

di|m da|n

= Sy(m)Sy(n).
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BeispiEL. Wir berechnen die Werte von ¢, 7 und 0. Da diese multiplikativ sind, geniigt es, die

Werte fiir Primpotenzen auszurechnen. Da die Teiler von p® die Zahlen {1,p,p?,...,p"} sind,
gilt:
o o a—1 o 1
o(*) = p"—p Zp(l—];)
7(p*) = a+1
@ k(a+1) _ 1
a i p
o(p®) = Y p= 1 (k #0)
i=0

(n) = H(ai—i-l)

b(n) = lepf” (“i) =1l (“i)

(Wir verwenden stillschweigend die Tatsache, da§ ¢ multiplikativ ist - siche unten.)
Wir berechnen die Summenfunktion S, der p-Funktion wie folgt: Da p multiplikativ ist, so
auch S,. Fiir eine Primpotenz p* gilt:

Su®) = p(1) + pp) + pp®) + ...
= 1-1+40...
= 0 falls a > 0.

Das heifit S,(n) = d(n) fiir n eine Primpotenz und daher fiir jedes n (weil beide Funktionen
multiplikativ sind).

Die Formel S, = ¢ folgt auch aus den folgenden allgemeinen Uberlegungen:

Falls f multiplikativ ist, dann gilt:

DS = (14 fpr) + -+ FEEN) A+ Fpa) + -+ F052) - (L4 -+ f(pi7)),
dln

wobei n = p{*...p%. Z.B. fiir f(n)=n® gilt:

st = (L4p 4 A pP) e (L py+ oo+ pr)
d|n
ai—l—l_]_

b, ..
= - f =1).
( H p— tir s =1)

Korollar 3.3.2 de p(d)f(d) = (1— f(p1))---(1 = f(p)).
Dies liefert, fiir f = 1:

> uld) = {(1) En > 1)

i n=1)
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bzw.

pd) _ JA-2)-(1—5) (n>1)
%7_{1 (n=1)

Satz 3.3.3 Sei f eine zahlentheoretische Funktion und setze g = Sy. Dann gilt:

fn) =Y uld)g(%).

d|n
BEWEIS. Die rechte Seite ist
> u(d)) f(d).
dln a|n

Aber die Paare d, d’, sodafl d|n bzw. d'|% sind genau die Paare d, d’ mit dd'|n. Daraus folgt:
Dond) Y fd)= > md)f(d)
d|n a\y d'd;dd' |n

Aus Symmetriegriinden ist dies auch die Summe

SO F) Y n(d) =Y F(d)Su() = F()

d'|n d| % d'|n
(da S,(%) = 0, aufler wenn 5 =1, d.h. d' = n.)

Ein dhnliches Argument zeigt, daf} eine Funktion ¢ mit der Eigenschaft

f(n) =3 n(d)g(5)
din
gleich Sy sein mu$.

BEISPIEL. Da Sy = Id, gilt:

Bn) = n 3 L)
dln

BEispIiEL. Eine Zahl n heifit vollkommen, falls n gleich der Summe ihrer echten Teiler ist,
d.h. o(n) = 2n. Z.B. sind die Zahlen

6=14+2+3, 28=1+24+4+7+14

vollkommen. Es gilt: Falls n = 2P — 1 eine Mersenne’sche Primzahl ist, dann ist

m = 207127 — 1)
vollkommen. Denn

o(m) = of(2"1)(2" - 1)]

= o(2?"No(2P - 1)

= (2P-1)(2*-1+1)

= 2.2°74(2° — 1) = 2m.

In der Tat gilt: Jede gerade vollkommene Zahl hat diese Gestalt. (Z.B. 6 = 2-3, 28 = 22.7).
(Es ist unbekannt, ob ungerade vollkommene Zahlen existieren.)
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BEWEIS. (daB jede gerade vollkommene Zahl n der Gestalt 2P~1(2P — 1) ist, mit 22 — 1 eine
Mersenne’sche Primzahl.) Sei o(n) = 2n wobei n = 2fm, mit m ungerade. Es gilt:

o(28m) = o (2F)o(m) = (2" — D)a(m).
Da o(n) = 2n, gilt:
2k = (28 — 1)o(m).

Daraus folgt, daf§ 2571 ein Teiler von o(m) ist. Sei etwa o(m) = 2¥*1¢ und daher m = (2" —1)¢.
Falls ¢ > 1, dann gilt:
om)>l+m+1

(da 1,¢,m Teiler von m sind). Aber ¢ +m = 2¥"'¢ = g(m) - Widerspruch. Daraus folgt, daf
¢=1,d.h. o(m) = 2¥" und m = 281 — 1. Es gilt dann o(m) = m+1, daher ist m = (2F*1 —1)
eine Primzahl — also die Mersenne’sche Primzahl (2¥ — 1) (p = k + 1 prim). Es gilt dann

n=2Fm = 2P71(2F — 1)
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Kapitel 4

Erzeugende Funktionen,
Differenzengleichungen

4.1 Bruchzerlegungen

Sei r eine Rationalfunktion, d.h. eine der Gestalt 2—9, wobei p und ¢ Polynome sind. Wir nehmen

an, dass der Grad von p streng kleiner als der von ¢ ist. Wir suchen eine Darstellung von r als
Summe von einfacheren Funktionen (einfacher in dem Sinn, dass Darstellungen als Potenzreihen
leicht zu berechnen sind).

Fall 1) ¢ hat n verschiedene (reelle oder komplexe) Nullstellen My, ..., A,, wobei n der Grad
von ¢ ist.

Wir verwenden dann den Ansatz

p(aj) frd 1 + N + ain
(x=XN)(zr—A) =X\ T =\
Man berechnet a4, ..., a,, indem man ausmultipliziert und x sukzessiv gleich A, ... )\, setzt.
BEISPIEL.
(@) :
r(r) =
(1 —2)(1 —2x)
1
(also A\ =1, Ay = 5)
Ansatz:
1 A N B
(1—-2)(1—-22) 1—2 1-—22
Daher gilt:
1=A(1-2x)+ B(1 — x).
1
Setzen wir x = 1 bzw. x = 2 so bekommen wir A = —1, B = 2, also
2 1
A s i g

95



NAri1Lm 4. DRAEUGLINDG FPUININ LIUINIGIN DLE P IDIVIN AN G LT O U IN G N

Fall 2) ¢(x) hat eine Nullstelle A mit Vielfachheit £ > 1. Dann arbeiten wir wie oben mit

zusatzlichen Termen
1 1 1

(z =22 (=A@ =)

BEISPIEL.
1 — 2z + 222

(1—1)%(1 —2x)

r(r) =

Ansatz:
A B C

22 (=2 (=20)

Wir multiplizieren die entsprechende Gleichung mit (1 — z)? und setzen z = 1. Das liefert

1
A = —1. Man multipliziert jetzt mit (1 — 2z) und setzt © = 7 Das liefert C' = 2. Jetzt setzen

wir = 0 und bekommen eine einfache Gleichung in A, B und C. Da A und C schon bekannt
sind, konnen wir diese Gleichung leicht 16sen und bekommen B = 0.
Daher gilt:

1 — 2% + 222 -1 2

I—2P(—20) (=22 (=20)

4.2 Potenzreihen
Wir betrachten jetzt Potenzreihen, d.h. Summen der Gestalt

2
o + a1 + axxr” + - -+,

die wir auch als ) °  a,z" schreiben konnen. Diese kommen hauptséchlich als Taylorreihen

von elementaren Funktionen vor (vgl. Vorlesung, Teil II).
Z. B. ist jedes Polynom
ap + a1z + apr® + - -+ a,z”

eine (endliche) Potenzreihe. Besonders wichtig sind die uns schon bekannten binomischen Rei-
hen, d.h. die Potenzreihe

,
r 2 ro__ r n
1+m"—|—<2>x +-- 4 —Z(TL)J:

n=0

von (1+z)" (r € N).
Der n-te Koeffizient in dieser Reihe ist

<r> r(r—1)...(r—n+1)

n!

n

Man sieht sofort, dass dieser Ausdruck fiir jede reelle Zahl r (sogar fiir 7 komplex) sinnvoll ist.
Damit kénnen wir die Potenzreihe

(1+2)* ~ i <Z>x"

n=0
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definieren. (Im Teil II wird man sehen, in welchem Sinn die Summe rechts tatséchlich die
Funktion (1 4 x)® darstellt).
Der Fall o = —1, d.h.

=l+o+2°+2°+---=) a"
——=l+o+a’+a’+ ;

wird fiir uns besonders wichtig sein (geometrische Reihe!).

Weitere Beispiele von Potenreihendarstellungen:

0
2 .’L‘3 n

s _ z -\
e = 1+x+§+§+---—zon!
1 2 3 o "

In =4+ —=—+—=+= —
1—= 3 —~n
1+z 2 3 n

n=1
o r2ntl
: _ R A
i g( e
cosx = (=1)"
— (2n)!
1 = (n+k\
(1 — z)kH - Z( n )x
n=0

1 = (2n\ ,
BEISPIEL. Zeige:
a) aus f' = 0 folgt f konstant, bzw.
b) aus f' = f folgt f(x) = ce” (c eine Konstante).

Ansatz:
f(z) = ap + a1x + aga® + - -

Es gilt dann
f'(x) = ay + 2a97 + 3azz® + - -

Wir machen einen Koeffizientenvergleich und bekommen:
a) a; =0,a3=0,a3 =0 ...—also f(z) = ay;
b) ay = a1, a1 = 2ay, az = 3az usw.
Daraus folgt leicht, dass a,, = %ao — also
| 2 3

x x
f(l“):ao(1+x+§+§+_,_):a0€x.
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BEeispIiEL. Berechne die Potenzreihendarstellungen von

2) (1—2)(1 - 22)

1 — 22 + 222

b) (1—2)%(1—2x)

Wir haben die Bruchzerlegungen oben berechnet.

Daher gilt:
a)
T 2 1
= — =2x(1 + 2z + 4% +82% + - --
(1—2)(1 - 22) x{l—?x 1—3;} 142w+ 40"+ 807+ )
—z(l+a+2+2°+--+)
= ) (2"-1a"
n=1
1 — 2z + 222 2 1 -
b = — = 2"t o —1)2™.
) I—2)21-20) 1-22 (1—a)? g( -1z

BEISPIEL. Bestimme ein Potenzreihendarstellung fiir

Fla) = ———— j_ -

Es gilt:
l—z—a?=(1-¢2)(1-¢_u),

wobel

1 5 1—+/5

b, = +2f7 b = Q\f
Daher
x B x
l—z—2  (1—¢ya)(l—¢_x)

B 1 ( 1 _ 1 )
a ¢r—9-\l1-¢x 1-9¢x

1 o0 o0

Wir listen in Tabellenform einige niitzliche Regeln fiir die Berechnung von Potenzreihen auf.
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und ¢ sind Funktionen mit Potenzreihen Y °° a,x™ bzw. Y >° b,z".
n=0

n=0 "“n
a-f E Qa,x"

f+yg Z(an + bn)xn

f o0

] E Spa™,
—x

n=0

wobei Sp=ap+---+ay
oo

f-q Z cpx", wobei ¢, = a,by + - - - + apb,
n=0
o0
f(cx) Z c"a,x".
n=0

4.3 Differenzengleichungen und Potenzreihendarstellun-
gen

Gewisse Gleichungen (sogenannte Differenzengleichungen) lassen sich mit Hilfe von Potenzrei-
hendarstellungen 16sen. Wir beginnen mit einem einfachen Beispiel:

BEISPIEL. Bestimme eine Folge (a,), sodass
Gni1 = 2a, +1, ap=0.

Die ersten Terme sind also 0,1,3,7,15,....

Eine Methode: Man stelle die naheliegende Vermutung auf, dass a,, = 2" — 1. Diese Vermutung
beweist man mit Hilfe der vollstindigen Induktion (Ubung).

Die zweite Methode funktioniert oft, auch wenn es keine solche vordergriindige Vermutung gibt.
Wir betrachten die Potenzreihe mit der unbekannten Folge (a,) als Koeffizientenfolge d.h.

A(x) = ag + a1z + apa® + -+ = Zanx”.
n=0
(A heifit die erzeugende Funktion der Folge). Wir versuchen zunéichst aus der Differenzenglei-
chung eine (algebraische) Gleichung fiir A aufzustellen, indem wir die abgeleiteten Gleichungen

12" = 2a,2" + 2"
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summieren. Damit gilt:

Wir 16sen diese Gleichung fiir A und bekommen

(1—2)(1—2x)

Ax) =

Jetzt brauchen wir die Potenzreihendarstellung von A. Die haben wir schon berechnet: Es gilt

o0

Ar) => (2" = 1)a",

n=0

also a,, = 2™ — 1.
BEeispIEL. Lose die Differenzengleichung

Gpi1 = 2a, +n, ag=1.

Wiederum setzen wir A(z) = > >° ja,z™ und bekommen wie vorher die Gleichung

Ax) —1

=2A " =24
" (a:)—i-;m: (z) +

Wir 16sen diese algebraische Gleichung und bekommen

1 — 22 + 222

AW = G

(1 —xz)*

Die entsprechende Potenzreihendarstellung haben wir schon berechnet. Wir bekommen damit

die Losung a, = 2"t —n — 1.

BEeispieL. Wir berechnen eine explizite Formel fiir die Fibonacci-Reihe:

Fopo=Fop+F, (Fo=0,F =1).

Dieses Beispiel haben wir schon berechnet (Kapitel 2 — Achtung!: die Reihe ist jetzt 0,1,1,2,3,. ..

nicht 1,1,2,3,5,... wie vorher).
Wir setzen F(z) = > 2, Fpz"™ und bekommen die Gleichung

== R,

mit Losung: F(x) = %
—r—x

Aus der Potenzreihentwicklung (die wir oben berechnet haben) folgt:

1
b= ﬁ(dﬁ — ¢4

BEMERKUNG. Um den allgemeinen Differenzenausdruck b,gx., +
verwenden wir das Polynom p, wobei

p(x) = by + bz + - + ",

-+ + by fr. zu behandeln,
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Dazu betrachten wir das “gespiegelte” Polynom:

p(x) = box™ + byx + - - - + by,.

2

Z.B. fir p(z) =1—a2—2%ist p(x) = 2% —x — 1.

Es gilt p(z) = (1 — p1x)(1 — paz) - - - (1 — ppx) wobei py, ..., p, die Nullstellen von p sind.

Damit ist ﬁ eine Linearkombination der Funktionen
p(x

1 1 1
L—pix’1—pox’ 11— ppx’

Daraus folgt, dass die allgemeine Losung der Differenzengleichung

bnGktn + bn_1Gk+n—1 + -+ bogr =0
die Gestalt
Gk = c1p} + o cap),
hat.

BEMERKUNG. Falls
p(z) = (z = p)™ - (z = pr)",
dann ist die allgemeine Lésung

gr = filk)pk + -+ fo(k)p},

wobei f; ein Polynom von Grad d;_; ist.

BeispieL. Wir losen die Gleichung

g = g1=1

Wie oben bekommen wir die Gleichung

1+ x+ 22
(1—2z)(1+ )%

G(x) =
Damit hat die allgemeine Losung die Gestalt
gn = a2" + (bn +¢)(=1)"

fiir geeignete Konstanten a ,b, c. Wir setzen n = 0, 1,2 ein und l6sen das System fiir a, b, c.

Ergebnis:
7 n 2
n = =2" —+ =] (=1)".
=g+ (5+5) D
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4.4 Abschliessende Beispiele (nur fiir Fortgeschrittene)

BEISPIEL. Zeige:

g B = non .
2+()
k=0

Es gilt:
(1+2)" = (Z) "
k=0
Differenziere: .
n(l+z)" =Y k (Z) zh
k=0
Setze x =1

BEISPIEL. Zeige:

Es gilt
(1+2)"(1+2)" = (1+2)™

Ein Koeffizientenvergleich (fiir z™) liefert

> () - ()

Aber

BEISPIEL. Lose das System

Uy = 1, UIZO, ’UQZO, ’01:]_
U, = 2051+ Up—2, Up = Up_1+ Up_2.

(Motivierende Bemerkung: u,, ist die Anzahl der Moglichkeiten, ein 3 x n Schachbrett mit
Dominosteinen zu iiberdecken.)

1 7
0 0
1 26.

Fiir die erzeugenden Funktionen u,v bekommen wir die algebraischen Gleichungen

u(z) = 2zv(x)+2*u(z) +1

v(r) = zu(r) + 2%v(z)
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mit Losungen

1—-uz B x

1 — 42?2 + ot
1

oder u(z) = (1 — 2?)w(2?), v(z) = rw(x?) mit w(y) = T

Daher gilt:

V2n+1 = Wy, U2pn = Wy — Wp—1.

Aus der Faktorisierung 1 — 4y + 4% = (1 — (2 4+ v3)y)(1 — (2 — V3)y) folgt:

S ?ﬂﬂ(uﬂ)u%m(z—ﬂ)n

N RV R CIVE 1
T 33 3V3

BEeispiEL. Folgende Rekursionsbeziehung spielt eine wichtige Rolle in der theoretischen Infor-
matik:
bn = bobp—1 + biby_g + -+ +bp_1by, by =1,0; = 1.

(b, ist die Anzahl der “bindren Béume”.)
Setze b(x) = by + by + box? + - -
Es gilt dann: b(z) = 1 + zb(z)?.

Daher ist

1+v1-4 1—-v1-4

b(z) = Ll bl (*)  oder S Al (*%).
2z 2z

Aber fiir (*) gilt b(0) = oco. Also ist (**) die einzige Moglichkeit.
Aber . )

V1—do=(1—42)* = 2

= =3 0 (3)
k=0

und so

2
und dies ist ( n) (die Catalansche Zahl).

n+1l\n
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Kapitel 5

Ubungen und Lésungsbeispiele

Ubungsblatt 0
Thema—Induktion, dyadische Zahlen, das Pascalsche Dreieck

1,2. Konstruiere die Multiplikations- und Additionstabelle fiir Zahlen beziiglich der Basis 8
(zwei Beispiele).

3. Stelle die Zahlen 35 und 17 als dyadische Zahlen dar und berechne ihre Summe und
Produkt.

4. (Induktionsbeweis)

ot (atd)t ot (a4 ) = HD2ED,

(Summe der arithmetischen Reihe).

5. (Induktionsbeweis)

1_ n+1

at+aq+---+aq" =a——
l—q

(Summe der geometrischen Reihe).
6. (Die Bernoullische Ungleichung)
(1+p)">1+np (p>-1,neN).
(Induktionsbeweis).

7. (Induktionsbeweis)

L1 1 o
1.2 23 nn+1) n+1
8. (Induktionsbeweis)
Ly 2 3 o,y nt2
2 22 3 n 2n

9. Was ist die 10-te Zeile des Pascalschen Dreiecks?

65
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Bsp.
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Was ist Z?:o(_l)r(f)?

Losungsvorschlige

4. Induktionsbeweis:

n=1y

n—n-+1:

a+(a+d) +--+ (a+nd)+(a+(n+1)d)=a+ -+ (a+nd)]+[a(n+1)]

1)(2 d
_ (n +1)(2a + nd) + [a + (n + 1)d] (Induktionsannahme)

2
_ (n+2)(2a+ (n+1)d) QED.
2
. 6. Induktionsbeweis:
n=1y
n—n+ 1:

Es gilt: (14 p)” > 1+ np (Induktionsannahme).

Dal+p>0
(I+p)(1+p)" > (1+p)(1+np)
also
(1+p)"™ > 1+(n+1Dp+np?
> 14+ (n+1)p QED.
. 10. Versuch

n=1 1-1=0
n=2 1-24+1=0
n=3 1-3+3-1=0.

Vermutung:

In der Tat
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Ubungsblatt 1

Thema—die natiirlichen Zahlen

11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

20.

Bsp.

Driicke die Zahlen 179, 233 beziiglich der Basis 2 bzw. 3 aus.

Was is 999 (zur Basis 12)7

Berechne ggT (189, 77).

Beschreibe einen Algorithmus zum Berechnen von ggT (ay, ..., a,).
Beweise: m +n =n+m, m.n = n.m.

Seien ny, ..., n, natiirliche Zahlen > 1. Zeige: Es existiert ein ganze Zahl N, sodass kein

n; ein Teiler von N ist.
() (m)=0)
+ = .
r r—1 T

Fir (") = 2 gilt

(n—r)!

Induktionsbeispiele
Zr2 =-n(n+1)(2n+1).
r=1
—~ 5 1, 2
r°=-n"(n+1)
4
r=1
- n -r,r
(z+y)" = ( )x” y
r
r=0
Losungsvorschlige
. 11. 179 =3-59 +2
59 =3-19+2
19=3-6+1
6=3-2+0.

Losung 20122. (Kontrolle: 2-81+9+3 -2+ 2 = 179).
12. Wir benutzen das Symbol B fiir 11 (Basis 12).

999 = 12-83+3
83 = 12-6+11; 6=12-0+6.

Losung: 633. (Kontrolle: 6 - 144 + 11 - 12 + 3 = 999).
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Bsp 13.

189 = 2-77+35
o= 23547

also ggT'(=189,77) =T7.
Bsp. 15. Wir zeigen:

L. (m+n)+p=m+ (n+p) (Induktion bzgl. p)
II. m +1 =14 m (Induktion)
III. m +n =n+ m (Induktion bzgl. n)
IV. m(n + p) = mn + mp (Induktion bzgl. p)
V. (m +n)p = mp + np (analog zu IV.)
VI. m-1=1-m = m (Induktion)
VII. mn = nm (Induktion bzgl. n).

Lp=1J

LS=(m+n)+1=(m+n) = m+n' (Definition)

p — p+ 1 Induktionsannahme (m +n) +p = m+ (n + p).
Es gilt dann:

(m+n)+p = ((m+n)+p) (Definition)
= (m+ (n+p))" (Induktionsannahme)
= m+ (n+p)" (Definition)
= m+ (n+p') (Definition)
QED.

II. m=1y/
m — m + 1 Induktionsannahme m +1 =1+ m.
Es gilt dann:

m'+1 = (m+1)+1 (Definition)
(1+m) + 1 (Induktionsannahme)
(1+m)" (Definition)
= 1+ m' (Definition)
QED.

. m+n=n+m
Induktion bzgl. n
n =1 ist II.



n—-n+1

m+n" = m+(n+1
= (m+n)+
= (n+m)+
= n+(m+1
= n+(1+m)
= (n+1)+m(1)
= n' + m (Definition)

D

Induktionsannahme)

)
+1
+1
) (D

(
(
(
(IT)

QED.
IV. m(n+p) =mn+mp
Induktion bzgl. p
p = 1 ist die Definition.
p—p+1:
m(n+p) = m(n+ (p+1)) (Definition)
= m(n+(1+p)) (II)
= m((n+1)+p) (I

m(n' + p) = mn' + mp (Induktionsannahme)

(mn 4+ m) + mp (Definition)
mn + (m + mp) (I) =mn+ (mp+m) (I1I)
= mn+ mp' (Definition)

QED.
Bem. Die Induktionsannahme ist: m(n + p) = mn + mp fiir alle natiirliche Zahlen
m und n.
V. Ahnlich.
VI. Induktionsbeweis: m = 1,/.
m—m+1

1-m' = 1-m+1=m+1 (Induktionsannahme)
= m' (Definition)
QED.
VII. Induktionsbeweis bzgl. n
n=1 (VL)
n—n-+1

mn' = mn+m (Definition)
= nm + m (Induktionshypothese)
= (n+1)m (V)
= n'm (Definition)
QED.
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Bsp. 16. Wihle N =nq,ny...n, + 1.

Bsp. 18. Induktionsbeweis:

n=1y/

n—n+1:

n=1 n
ZT2 = Zr2+(n+1)2
r=1 r=1

1

= én(n +1)(2n + 1) + (n + 1)? (Induktionsannahme)
1

= 6(n+ 1)(2n® +n + 61 + 6)
1

= 6(n+ D(2n+3)(n+2)

= L)@+ +2)+1)  QED.

Bsp. 19. Induktionsbeweis:

n=1

1
Z P = Z77,2(77, +1)% + (n+1)? (Induktionsannahme)
r=1

= i(n +1)%((n+1)+1)> QED.

Bsp. 20. n=1

n—on=1



(33 + y)n+1

(z+y)"(z+y) =2 +y)" +yl@+y)"

Z Z "y 4 Z (2) 2" "y"*! (Induktionsbeweis)
r=0

(*)

(:) Ty 4 ni (ST_L 1) "= (S -1y’ (S—1=r)
(*)

|

1
= <n+ ) wegen Bsp. 17.
’

n+1
1
<”+ >x”+”yr QED.
>,

(1



(4

NArlilul J9. UDUINGLIN UIND LUSUINGOD IO LI

Ubungsblatt 2

Thema—Die Zahlensysteme Q, R, C.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Betrachte die folgenden Gleichungen:

x 422 =107, 2 +22 = 17, 720 = 144, 72z = 143, 2® = 26, 23 = 27, 23 = —27, 2? = —27,
2+ 27+ 2 =0.

Im welchem System (N, Z, Q, R, C) sind sie jeweils 16sbar?
Seien r, s Rationalzahlen. Zeige: r +s = s+ r, r.s = s.r.

Seien p, q,r, s ganze Zahlen, mit ¢ und s positiv und %’ < ©. Zeige:

< < -.
q+s s

p_ptr _r
q

Sei z eine reelle Zahl, mit 0 < x. Zeige: Es existeren r € Q und s € R\ Q mit 0 < r < x,
0<s<u.

Lése das Gleichungssystem

A+idx—2y = i
ir+(1—iy = 3.

Sei z = v/3 +i. Berechne 27!, ||, 2%, die Polardarstellung von z, z':000:000 " ;1/2,
Zeige: (cosf + isin#)" = cosnb + isinnd, falls n < 0.
Sei w = —% + z§ Berechne die Polardarstellung von w. Zeige w® =1, 1 +w + w? = 0.

Sei 2y =a+b, 20 = aw + b, 23 = aw? + b (w wie im Beispiel 28). Zeige: z; + wzy + w?z3 =
0. (Hinweis: die Punkte 1,w,w? bilden die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks. Die
algebraische Bedingung z; + w2z, +w?23 = 0 entspricht der geometrischen Bedingung, dass
21, 29, 23 Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks sind).

Seien z1, 2, z3 drei komplexe Zahlen und setze: w; = 21 (24w)+22(1—w), wy = 22(24+w)+
23(1 —w), w3 = 23(2+w) + 21 (1 —w) (w wie im Beispiel 28). Zeige: w; + wwy + w?w; = 0.

(Hinweis: Dies ist ein “Beweis” des Satzes von NAPOLEON).

Losungsvorschlige

. 25.

1+ -2y = i |-i
ir+(1—iy = 3 |-(1+9)



(o

(1+4i)iz —2iy = —1
(1+d)iz+2y = 3(1+1)

—y(2+2i) = —3-3i—1
4430 (A+3il-i) T
Y= 9% 21+ —i) 4
i+2  (+§-301—-i) 1 : , 3
=z T 5 4:( +14)(1 —1) 5
Bsp. 26.
z = V3+i
V3—i 1 2
B == -1 = 1=2
z s - 1V3-D = VVE
2 = (VB+iP =V3 +3V3i+3V3i2+i° = 8i
3 1
z = 2(%—#52) = 2(cos 30° 4 isin 30°) (2 (cos%+isin%))

M%7 = V/2(cos15° + isin 15°)

1.000.000 : 6 = 166.666, 4 Rest

= 21.000.000 — 21.000.000 (COS %71’ + isin %71')

Bsp. 28.
w = co0s120° +isin120° — also w? = cos 240° — 7 sin 240°
w? 1
3
l+w+w?= Y —o.
l—w
Bsp. 29.
21+ wztwiz = a+b+wlaw +b) + w?(aw® +b)
= a(l+w’ +w!) +b(l +w+w?
= a(l+w+w?) +b(1l+w+w?)=0.
Bsp. 30.

wy +wwy +wws = 212+ w)+ 2l —w) +w(22+w)+ 2(l —w))
+w?(23(2 +w) + 21(1 — w))
= 21Q2+w+w — W)+ Hnw2+w) +1—w)+ 2wl —w)+w(2+w),
21(1+w+w’) + 2l +w+w?) + 2wl +w+w’) =0.
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Ubungsblatt 3

Thema: Permutationen

31.

32.
33.

34.

35.
36.

37.

38.

39.

40.

Betrachte die Permutationen

(12345 678910
™M=\192 468101357 9
(12345678910
=\ 13579246 8 10

Berechne m o mq, mo o 7.
Berechne 77! und 75" (7, und 7 wie im Bsp. 31).

Stelle die Permutationen m; und 7y als Produkt von disjunkten Zyklen dar. (7 und 7o
wie im Bsp. 31).

Stelle die Permutationen 7, und 7 als Produkt von Transpositionen dar (7 und 7, wie
im Bsp. 31).

Berechne e, und ¢, (7 und 7 wie im Bsp. 31).

Sei m = (iy iy ...1,) ein Zyklus. Was ist die kleinste natiirliche Zahl n, sodass 7" = Id?
(Versuch m = (24638).)

Seim = (i142 ... %) (J1 ... js) das Produkt von zwei Zyklen. Was ist die kleinste natiirli-
che Zahl n, sodass 7" = 1d? (Versuch 7 = (2468)(13579).)

Was ist die kleinste natiirliche Zahl n, sodass 7] = Id bzw. 7§ = Id? (7, und 7o wie im
Bsp. 31).

(Ergéinzung zu Blatt 2) Seien z;, z; komplexe Zahlen. Bestimme eine Zahl z3, sodass z;,
29, 23 die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks bilden (2 mogliche Losungen).

Driicke den Schwerpunkt (Mittelpunkt) der beiden méglichen Dreiecke aus Bsp. 39 mit-
hilfe von z; und 2, aus.

Losungsvorschlige
. 31.
(1234 5678910
T2PT=\3 792610159 4 8
. 32.
a_ (12345678 910
1=\ 6172839410 5
. 33.

m o= (1248510973 6)
m o= (235986)(47).



Bsp.

Bsp.

Bsp.

[RY)

. 34.
m = (26)(28)(29)(25)(23)(47)
mo= (10)(13)(17)(19)(110)(15)(18)(14)(12).
. 35.
€r, = —1
€mg = +1.
. 36.

(2468)” = (26)(48);(2468)°=(2864)
(2468)" = 1Id.

Allgemein gilt: Die gesuchte Zahl fiir (i ...4,) ist r.

37. Esgilt: 720 = Id, 7" # Id (r < 20).
Allgemein gilt: die gesuchte Zahl ist k.g.V. (r, s).

i.a. gilt: die kleineste Zahl n fir die gilt 7% = Id. (7 eine allgemeine Permutation) ist
das kleinste gemeinsame Vielfach der Lingen der Zyklen bei einer Darstellung von 7 als
Produkt von Zyklen.

38. Mit Bsp. 33 und 37 gilt: 7{° = Id, «§ = Id.

39. Es gilt: z; + w2 + w?z3 = 0 (Bsp. 29.),

also w?z3 — 21 — wzy (Multiplikation mit w und Verwendung von w® =1 (Bsp. 28.)),
also 23 = —wz; — w?z = —wz; + (1 +w)z (w? = =1 —w (Bsp. 28.)).

(2. Losung: 21(1 + w) — wzg) (erhélt man durch Vertauschung von z; und 2z in obiger
Rechnung).)

. 40.

21+ 20+ 2 1 1
% = g((1 —w)z + (1 — w2)22) = 5((1 —w)z + (2 +w)z)
(wegen 1+ w +w? =0 (Bsp. 28.)), bzw.

+ 20 + 1
% — 5(21(2+w)+(1_w)22)

_ %(21(1 — )+ (1 —w)2).
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Ubungsblatt 4

Thema: Logik und Mengenlehre

41.

42.
43.
44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Bsp.

Die symmetrische Differenz A A B von zwei Mengen ist (A \ B) U (B \ A). Zeichne ein

Venndiagramm von A A B.
Gilt die Aussage (AAB)AC=AA (BAC)?

Zeige: AN(BAC)=(ANB)A (ANC) (Venndiagramm).
Gilt: AA(BNC)=(AAB)N(AAC)? (Venndiagramm)

Zeige: AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Venndiagramm).

Zeige: (Q\ A)N(Q\ B) =Q\ (AU B) (Venndiagramm), wobei A und B Teilmengen von

() seien.
Berechne: f+g¢, f-g, fog, go [ wobei
frx—2a®, g:xrsing
(bzw. f x|z, g: 2z 2b).
Berechne die Wahrheitstafel von

(PAQ)= (PAQ).

Berechne die Wahrheitstafel von

AN(-B = -A) = B.

Berechne die Wahrheitstafel von

(A= -B)AC.

Berechne die Wahrheitstafel von

[A/\ﬁ(B\/O)] = B.

Losungsvorschlige

46.
3 +sinz bzw. |z|+ 2?
(f-9)(x) = a3sinz  bzw. |z|x
og(x) = sin®z  bzw. |z
of(r) = sina® bzw. |z|!

=
+
&
&
I



(N

Bsp. 47.

Bsp. 49.

RN RRRK

RN NMNRBRERNN

A=-B (A= -B)AC

N S S T

ONBNNRKKRKK
MMNNRRARERENKRK
THRNRBNRERK
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Ubungsblatt 5

Thema: Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

51. Lose das System

v + Ty + 2z =1
2 + y =1
20 + 3y — 2z = 5.

52. Lose das System
ar + by = e
cx + dy = [
53. Bestimme Koeffizienten a, b, ¢, d, sodaf fiir alle n € N
PP4+22 4+ 4nl=an®+bn*+cn+d.

(Zeige: d =0, a+b+c+d=1,8a+4b+2c+d=25,27a+9b+ 3¢+ d = 14 und lose
dieses System.)

54. Bestimme eine hermitesche Form fiir

2 =2 1 4
A=13 5 -1 0
2 =2 11
und 16se damit
2z — 2y + 2z + 4w = 7
3r + dy — =z = 2

55. Aus den Gleichungen

r 4+ 2y + 4z — w =1
r — 3y + 2z — 2w =T
—4r + y 4+ 22 4+ 3w = 0
und
u - v =
2u + v Y
6u + 20 = =z
-u + v = w
leite eine Gleichung fiir u, v ab.
56. Berechne
1 24 -1 ; _1
1 -3 2 =2 6 2
-4 1 2 3 1



o7.

58.

59.

60.

Berechne A™! (falls existent), wobei

-1 2 =2
A= 3 =2 1
1 0 1
Berechne alle Losungen des Systems:
2 + 4y + 2z =0
3r +  dy 0
or + 13y + 7z = 0
bzw.
2 + 4y + 2z = 1
3r + Hy 1
or + 13y + 7z = 5.
Was ist der Rang von
1 5 2
A=|1 1 7
0 —4 5
bzw.
[1 5 2 9]
A=11 1 7 67
L 0 —4 5 -2 J

Bestimme a, b, ¢, sodaf}

1+3+5+ -+ 2n+1)=an’+bn+c.

Bsp. 51.

Losungsvorschlige
3r + Ty + z =1
2r + 3y — z = b
d
3t + Ty + 2z =1
or + 10y = 6
1
3v. + Ty + 2z = 1
—15% = —4
Losung: z = &+, y = L, z = -4,

: _ 12449-46
(Kontrolle: 3z + 7y + 2z = ==

=1, 2r4+y=1,

_ 8421446

=5)

9
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Bsp. 52.
ar + by = e adr + bdy = ed B
ce. + dy = f 7 ber bdy = bf = (ad = be)x = cd = bf.
Losung
ed—0bf af — ce
r = ——- — .
ad—be’ 7T ad—be
(Kontrolle:
aed — abf 4+ baf — bce
by = =e.
ax + by - e.)
(Stillschweigende Annahme: ad — be # 0.)
Bsp. 53.
a + b+ ¢ = 1 a + b + ¢ = 1 a + b + ¢ =1
8 + 4b + 2¢ = 5 — 6a + 2b = 3 = 6a + 2b = 3.
27a + 9 + 3¢ = 14 24a + 6b = 11 6a = 2
Lésung:
1 1 1
a:§, bzi, CZE, d=0.
Also . .
12+---+n2:6(2n3+3n2+n)zén(n+1)(2n+1).
Bsp. 54.
2 -2 1 4|7 1 -1 3 2| 1
3 5 -10[(2|—=]0 8 -2 —6|-L
2 =2 1110 0O 0 0 =3| —7
Lésung:
‘ \ (freier Parameter) L 145 L 53401
w= -, z=A\ (freier Parameter = — r=—— :
3’ T 16 ’ 18
Probe: . . ”
—2—14(23+9/\) — 55(11+5>\) + A+F =7
—6(234+9)) + (1145 — A= 2.
—5:(234+9)\) — $(1145)) + A+L = 0
Bsp. 58.
2 4 111 2 4 1 1 2 4 1|1
3 5 01| — 3 50 1| =135 0|1
5 13 715 -9 —15 0] -2 0001

Wir bekommen damit dquivalente Systeme

20 44y +z = 0
3r +5Y = 0.



Allgemeine Losung:

bzw.

Bsp. 59.

Bsp. 60.

[ -

B = ot

(G2 NI\

= (eine einparametrige Losungsschar)

20 + 4y + z = 0
= 0 keine Losung.

3r + By

= Rang 2
52 9
-4 5 =3
00 1
=1
= 4
=9
= (n+1)%
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Ubungsblatt 6

Matrizen
61. Berechne AB, BA, wobei

a) ) ) ) )

A— C(.)SQ —sin 6 . B= cgsqﬁ —sin ¢
| sinf  cosf | | sing  cos¢ |
b) i _ i i

A 6959 —sin 6 . B- C(.)Sgﬁ sin ¢
| sinf)  cosf | | sing —cos¢ |

cos 0 sin 0

:{sinﬁ —COSH]’ sing —cos¢

B:[Cosgb sinqﬁ]

62. Berechne A™, wobei

a)

| cos —sinf

o [ sinff  cosf ]
b)

[ cos 0 sin 6 }

sinff —cosf

63. Priife direkt, daf

" m b c -|
det | n e f
U k1 J
x = usw.
a b c
det | d e f
h k 1
die Losung der Gleichung
ar + by 4+ cz = m
dv + ey + fz = n
hey + ky + lz = p

ist.
64. Lose mit Hilfe der Cramerschen Regel die Gleichung

de + y + 2z = 3
r + oy — 2z =
x + z =T

[\

65. Berechne A~!, wobei

-1 2 —
A= 3 =2 1
1 0 1

(benutze Determinanten).



66.

67.

68.

69.

70.

b)

Sei

Zeige: det AB = det Adet B.

Berechne
2 41 o 15 1
det | 3 5 0 [, det
5 13 7 2 b2
1 01 0
Berechne
z+1 1 1
det 1 z+1 1
1 1 z+1
Berechne
r —1 0
det | 0 =« -1
c b x+a
Berechne
1 1
det | = y =z
2?2y 22
Losungsvorschlige
. 61a)
| cos(0+¢) —sin(0+¢) |
AB = [ sin(0+¢) cos(0+¢) | bA

(Drehung +Drehung = Drehung!)

AR — cosf) —sinf coS ¢ sin ¢
- sinff  cos# sing — cos¢

| cos(8+¢) sin(0+ ¢)

- cosfcos ¢ —sinfsin ¢ cosfsin ¢ + sin b cos ¢
- ~ | sin(@ +¢) —cos(8+ ¢)

sin f cos ¢ + cosfsin ¢ sinfsin ¢ — cosf cos ¢

(Drehung + Spiegelung = Spiegelung!)

AB — [cosﬁ sine] |:COSQ5 sinqﬁ]

sinf) —cos6 sing —coso
| cos(f —¢) —sin(f —¢

- cosfcos ¢ +sinflsing cosfsin ¢ — sinf cos ¢ )
N | sin(f —¢)  cos(f — @)

sin ) cos ¢ — cos@sin ¢ sinfsin ¢ + cos b cos ¢

(Spiegelung + Spiegelung = Drehung!)
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Bsp. 62a)
A — cosnf —sinnd
| sinnf  cosnd
(Induktionsbeweis).
b)
2n
A?=1d - daher A;;l“ _ 114;1
Bsp. 63.
a b c
(ax +by+cz)det | d e f | =a mel + nkc 4 pbf
hok ol —pec — nbl — mkf
! anl + dpc + hmf n aep + dkm + hbn
—hnce — pfa — ldm “\ —hem — dhp — akn
a b c
= m(ael + dkc+ hbf — hec — dbl — akf) =mdet | d e f
h k 1
Bsp. 66.

det A = ad—be, detB = ad; — by

det AB = (aay + bcy)(chby + ddy) — (aar + dey)(aby + bdy)
= aaicby + beicby + aaidd; + beydd; — cajaby — dejaby — cabd; — deibdy
= aa;ddy, + bebicy — bead; — adbicy
det A det B.
Bsp. 68.
[x+1 1 1 -| "x —z x-l "x 0 O-I
det 1 r+1 1 = det{ 1 z4+1 1 [ =det] 1 z+2 1
[ 1 1 x—i—lJ {0 —x xJ {0 - xJ
= z(2®+ 2z +2) = 2*(z + 3).
Bsp. 69.
r —1 0
det | 0 =z -1 | =z(2®+az+0b)+c=2"+az’+br+ec
c b x+a
Bsp. 70.
1 1 1 0 0 1 1
det | 2y 2z |=det| 2 y—2zx z-z = (y—x)(z—x)det[ }
2 P 22 22 oyt g? g2 y+zx z+w

= (y=2)(z-2)(z—y)

Allgemein



Bsp. 68.

r+1 1
1 z+1
det .
1 1
Bsp. 69
1 1
det
x?’l

(VANDERMONDE-Determinante).

Bsp. 70

(Begleitmatrix).

1
= H (z; — ;)
n—1 1<i<j<n
0
0

T+ Qp_1

="+ a,_ 2"+

+a0
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Ubungsblatt 7

Thema: Eigenwertprobleme

71. Lose das Eigenwertproblem fiir

72. Lose das Eigenwertproblem fiir

73. Lose das Eigenwertproblem fiir

1 -3 3
A=|3 =5 3
6 —6 4

74. Berechne A" (A wie in 73).

75. Lose die Differenzengleichung

76. Lose das System

77. Lose das System

78. Lose die Gleichung
y" 4+ 2y — 3y =0.

79. Berechne das kleinste r, sodal 77 = Id, wobei
(1 23 45 ... 26
T\ 1142153 26 )
80. Berechne das kleinste r, sodafl 7" = Id, wobei

(12 34 5 ... 26
T™=\14 115 2 16 ......... 13 /-



Bsp. 71)
det(A — AI) = det [

A = —2: Eigenvektor (1, —1);
A = 4: Eigenvektor (1,1).
Also

PT'AP

Bsp. 72. det(A — A[) = 6 — 5 +
A = 4: Eigenvektor (2, 1);
A = 1: Eigenvektor (1, —1).

Losungsvorschlige

1-Xx 3

5 1_A} =1-22 4+ -9=(\+2)(A—4).

-2 0 . 11
=[] e = 1]

A2—2=(A—4)(A—1)

Also
4 0 2 1
~1 _ : _
PAP—[OI} mit P—{l _1}.
Bsp. 73.
-2 0 0 1 11
P'AP = 0 —2 0 mit P=|1 0 1
0 0 4 0 —1 2
Bsp. 74. Also
(=2)" 0 0
A" = P 0 (=2)" 0 P!
0 0 4"
T2 0 01[—1 3—1]
=3 1 01 0 (=2)" 0 2 =2 0
0 -1 2] O 0 4”J[ 1 -1 lJ
N R I M G C R
=3 1 01 2(=2)" —=2(=2)" 0
|0 -1 2] 47 —4" 4n
I R e e L
= 5| SR 34 (2
i —2(=2)"4+2-4" 2(=2)"—2-4" 2 - 4™
Bsp. 75. Fiir
Gn+1 : n .
X, = [ G ] gilt X, =AX, —also X, =A"X,, wobei

|

=

Il
—
O N
| I |

i

Il
—
— N
O N

ol
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2 1
Also (1)
—Lyn
n __ 2 —1
wop[ 0]
Also
G (=" 0] a5 11/ 1\"
. 76.

) .. _ 01 - ) 1 13 0 |11
Diagonalisiere A—[_G 5] Ergebnis P AP—[O 2], P—{g 2].

Daher: f = ¢3! + coe?, g = 3c1e3 + 2cqe?.

.77,

0 2

3 1

Diagonalisiere A:{ 0 —2 3 -1

] — Ergebnis PIAP:{3 0] mit P:{2 1].

Daher: o = 2¢,13 + coe 2, y = 3c,e3t — coe™ 2.

. 78. Setze r1 = y,r2 = yy'. Wir bekommen das System

da:l
- = T
: 2
T2
E = 3.’171 - 2.’172.
. . 0 1 : 45 | =30 : - 11
Diagonalisiere [ 3 _9 ] — Ergebnis P AP = [ 0 1 ] mit P = [ 31 ] .

Also y = ci1e 3t + cpel.
. 79.
T=(2142023121910182224251374158 1795 3)(6 16 21 11)
— also r =20 = kgV (4,20).
. 80.
7= (114717221119232526 1320105 16 8 4 2)(3 1521 24 12 6)(189)

— also r =18 = kgV (18,6, 2).
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Thema: Gleichungssysteme (Wiederholung) — Zahlentheorie

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.
89.

90.

Lose das Eigenwertproblem fiir

[13 0 —12]
A=112 1 —12 |.
[16 0 —15J
Lése die vier Systeme:
3vr — 5y = 1 Tz 4+ b5y = 0 — 8 4+ 2y = 1 122 + 9y = 18
20 — y = 10, v — 2y = 0, 9 — 3y = =2, 8z + 6y = 12.
[3 0 21
Berechne A™!, wobei A= | 7 -1 5 |.
[0 4 2J
Berechne
3 10 3 7
2 -1 6 8
det )y 3 9 5
6 -3 1 4
Lose das System
r + y + 52 + 2u = 1
3r. — 2y - u =

20 + y + 7z + du = 0.
Berechne d = ggT (1819, 3587) und Zahlen s, ¢ mit
1819s + 3587t =d.
Bestimme s,t,u € Z mit 35s + 55t + 77u = 1.
(Bemerkung: 35,55, 77 sind relativ prim, aber nicht paarweise relativ prim.)
Bestimme die kleinste Zahl k, soda8 k genau einen (bzw. 2,3,4,5,6) Teiler hat.

Berechne das Stein-Brocot Verfahren mit den Anfangswerten

01 01 0 —1
- = bzw. - =, |.
(1 1) (1 0" —1 0)

Briiche ™ < ’T’;—,, heiflen adjazent, falls m'n — mn’ = 1.

(Bem. Dies impliziert, dal m und n bzw. m’ und n’ relativ prim sind).

m!
nl

m

Zeige: T

. ' ' N .
adjazent = " und 7 (bzw. 270 und 77) sind adjazent.

(NB. Die Bruchpaare, die in einer Fareyreihe vorkommen, sind adjazent — also der Ge-
stalt ™ mit m, n Teilerfrei.)

und
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Losungsvorschlige
Bsp. 81)
13—Xx 0 —12
det(A—X-E) = det 12 1-X =12 =(1-=XN)(13=X)((15=X) +12-16)
16 0 —15—-2A
= 1-N2A\+X=3)=(1-N)\—-1)(A+3).
EW: 1,1, -3.
Eigenvektoren:
16 0 —12 x 0
A=-3: 12 4 —12 y |=10]=(zyz2=(334 =e.
16 0 —12 z 0
12 0 —12 x 0 e2 = (1,0,1)
A=1: 12 0 —12 y |=101]= .
16 0 —16 z 0 es = (0,1,0)
Bsp. 82.
1 7 x = frei wihlbar!
$—7,y—4, aj_oay_07 x_éay_é, y = 2-%.’17
Bsp. 83.
3 02100 1 0 % % 00 10 % é 0 0
7-15010—=0-135 —-%210=01—-3 % -1 0 —
0 42001 0 42 001 04 20 01
2 1 2 1 11 4 1
FE RTINS IR = .
3 3 5 5 10 T 5 5 10
Bsp. 84.
2 _1(1) 2 ; -1 6 8 2 6 8
det = 3-det 3 =2 5 | —10-det| 1 =2 5
Los =20 -3 1 4 6 1 4
6 -3 1 4
2 -1 8 2 -1 6
+ 3:det| 1 3 5 | —7-det| 1 3 =2
6 —3 4 6 -3 1
= —3-173—-10-234 —3-140+4 7-119 = —2446.
Bsp. 85.
1 15 21 1 1 5 2 1 11 5 2 1
3 20 -15—-0 -5 -1 =7 2 —=025 1 7 =2
2 17 50 0 -1 -3 1 -2 00 o2 -2



—12/5 .
12/5

= U=

7z ... frei wihlbarer Parameter.
oYy=—-2—-Tu—15z2=5—-1bz=y=1—-3z2
r=1-2u—-52—y=14+2-52—-1+32=2—-2z2.

Bsp. 86.

3587 = 1-1819+ 1768
1819 = 1-1768 + 51
1768 = 34-51+ 34
ol = 1-34+17
3 = 2-174+0 = ggT (3587,1819) = 17

17 = 51-34
= 51— (1768 — 34 -51)
= 1768+ 3551

—1768 + 35 - (1819 — 1768)
35- 1819 — 36 - 1768

35 1819 — 36 - (3587 — 1819)
— —36-3587 + 71 - 1819.

Bsp. 87. 35s + 55 4+ 77u = 1. Betrachte die Gleichung mod 5,7, 11:

mod5 : 20 = 1(mod5)/-3
= u = 3(modb)=u=>5u+3
mod 7 : 6t = 1(mod7)/-6
= t = 6(mod7)=t=75+6
mod 11 : 2s = 1(mod11)/-6
= s = 6(modll)=s=115+6
= 385(5 +1+a) +210+330+231 = 1
385(5+t+a) = —T70
S+t+0 = -2 = zB. s=t=-1,0=0
=s=-0,t=—1,u=23.
Bsp. 88.
k123456789 10 11 12 13 14 15 16
Anzahl der Teiler 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4 2 6 2 4 4 5’

also k =1,2,4,8,16,12.
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Bsp. 90.

!

™ g 2T adjazent < n(m+4+m')—mn+n)=a+1
n n+n'

< nm' —mn' =1y/.



Ubungsblatt 9

Thema: Zahlentheorie

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

Lukaszahlen Ly, L, Lo, ... sind die Zahlen der Reihe 1,3,4,7,11,18,....
Bestimme eine geschlossene Formel fiir L,,. (Benutze die Formel aus dem Skriptum fiir
A" wobei A = [ 1 (1)])
Zeige: L, = F,, 1 + F, 11, wobei Fy, Fy,... die Fibbonaci-Reihe 1,1,2,3,5,8, ... ist.
Zeige: F, L, = Fo, 1.
Finde Zahlen x mit 2z =1 (mod3),3x =1 (mod5),z=1 (mod7).
Zeige: Jede Quadratzahl hat eine der folgenden Einerziffern 0,1,4,5,6,9.
Fiir jedes n € Z ist n'®* —n durch 2,3,5,7,13 teilbar.
Was ist die letzte Ziffer von 3100, 21007
Zeige: 3772’1 ist ungerade und zusammengesetzt. (Hinweis: Berechne 37 (mod4) und
zeige, dass 23|%.)
Fallsz =1 (mod4) bzw. 2 (mod3), dann z =? (mod12).
Kiirze den Ausdruck
) s
b) 18520501
Losungsvorschlige
. 91.

o
7N
p—
|
S
N——
3
T
=
|
—_
)
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Falls x =2 (mod3), dann gilt € {2,5,8,11}.
Falls beide Bedingungen erfiillt sind, mufl x = 5 gelten.

93.
n+1 n+1 n+1 n+1
oo L 1+5 1-5 1+5 1-5
Y 2 2 2 2
2n+4-2 2n+4-2
IR A ECA N E V. A N
G 5 5 = Lon+t1
. 94.
2c = 1  (mod3) 3r = 1  (mod5) z = 1 (modT)
r = 2 (mod3) r = 2 (modb) zr = 1 (mod7)
cT = 2, m1:3 Cy = 2, m2:5 C3 = 1, m3:7
M = ml-mg-m3:105
M1 - 35 M2 == 21 M3 - 15
Lose
35y = 1 (mod 3) 2ly, = 1 (mod5) 15y = 1 (mod7)
h o= 2 g = 1 g3 = 1
=r=> My =2-35-2+2-21-1+1-15-1=197=92 (mod M).
.95. Fiir j=0,1,...,9¢gilt:a=75 (mod10) = a*=7* (mod10)
{72 mod10} |=0,1,...,9} ={0,1,4,9,6,5,6,9,4,1} = {0,1,4,5,6,9}.
.97. 3*=81=1 (mod10)
3400 — (34)100 — 1100 =1 (mod 10)
2°=32=2 (mod10)
2100 — (25)80 = 280 — (2%)16 =216 = (25)3.2=23.2=16=6 (mod10).
.98. 3'=81=1 (mod4)
3M—1=03HYY.3-1=3-1=2 (mod4)
3M—1 4-k+2
= 5 = 2+ =2k + 1, D.h. diese Zahl ist ungerade.
.99, Fallsz =1 (mod4), dann gilt € {1,5,9} (betrachte nur z in {0,1,...,11}).
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Thema: Zahlentheorie
101. Zeige: 6|n* + 11n (n € N)
42In" —n (n € N)
102. 4147|12512 -1
13|270 + 370,
103. Stelle eine Inverstabelle modulo 2,3,4,5,6,7,13,17,19, 20 usw. auf.

104. Wir identifizieren die Zahlen {0, 1,...,25} mit dem Alphabet {A, B, ..., Z}. Fiir jedes a €
N, das zu 26 relativ prim ist und fiir jedes m € N ist die Zuordnung n — an+m (mod 26)
ein Kode. Chiffriere die Worter KLAUSUR (a = 3, m = 5) bzw. INFORMATIK (a = 5,
m =1).

105. Berechne die Inverse der Abbildung n +— 3n +5 (mod26) und dechiffriere damit die
kodierte Version von KLAUSUR aus Bsp. 104. Lose die Systeme

106. z= 2 (mod7),z=5 (mod9)
107. =-1 (mod3),z=3 (mod4)
108. = 2 (mod6),z=5 (mod9)
109. z= 1 (mod8),z=3 (modl2)

110. a) 2 =20 (mod35), x =28 (mod36)
b) x =10 (mod19), z =—2 (mod?28).

Losungsvorschlige

Bsp. 101. n=0 (mod6) = n*+11ln=0 (mod6)
n=1 (mod6)=n*+1ln=12=0 (mod6)
n=2 (mod6)=n*+11ln=8+22=30=0 (mod6) usw.

n=0oder 1 (mod6)=n"—n=0 (mod6)
n=2 (mod6)=n"—n=2"-2=0 (mod6) usw.

Bsp. 102. 4147 =13-29-11
12912 - 1=(1)2-1=0 (modll)
1292 1= (=1)"2 — 1 =0 (mod13)
122 =144 = —1 (mod29). Also 12°"2 — 1= (=1)»® —1=0 (mod29).



. 103.
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27 =128 = —2 (mod13).

Daher 270 = (27)10 = (=2)10 =210 = 27.8 = ~16=10 (mod13)

3* =3 (mod13). Daher 370 = 3% .9 = 317.9 = 316.97
=3*=3 (mod13).

Also 2 +3 =10+3 =0 (mod13).

|1 23 4 5 6 78 9 10 11 12

1 7 9 10 8 1l 2 5 3 4 6 1z wedld

. 106. Losungen von x =2 (mod7): 2,9,16,23,...

Losungen von x =5 (mod9): 5,14,23,... = 23 16st beide Gleichungen (geht auch mit
Chinesischem Restsatz).

. 107. Losungen von x = —1 (mod3): 2,5,8,11,...

Losungen von © = 3 (mod4): 3,7,11,... = 11 16st beide Gleichungen (geht auch mit
Chinesischem Restsatz).

.108. =2 (mod6) =z =2,814,...

r=>5 (mod9) =z=>514,... =z =14

. 109. Keine Losung.
. 110. a) £ =20 (mod35) = my = 35, M, = 36

x =28 (mod36) = my =36, My, =35
M = 35-36 = 1260

16se 36y; =1 (mod35) =y, =1
16se 35y =1 (mod36) =y, = —1 =35 (mod 36)

2 =20-36-1+28-35-35 = 720 4 34300
= 35020 = 1000 (mod 1260).
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Thema: Erzeugende Funktionen
Falls g die erzeugende Funktion von (a,) ist, was ist die von der Funktion

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

115, 1—o 422 —23 4+ - - ~

[9(z) + g(—2)]

N =

s[9(2) + g(wz) + g(w?x)] (w wie im Beispiel 28)
ilo(2) + g(iz) + g(—x) + g(—ix)] erzeugte Folge?
Bestimme die erzeugende Funktion von

1,0,0...;0,0,...,0,1,0,... (1 im n-ten Platz).

1,-1,1,-1,1,—1,...

1,0,1,0,1,0,....

Lose die Differenzengleichungen

ap =1, ap11 = 2a, + 3,

ay =2, a1 =3, Gp11 = 3, — 20, 1,
ay =0, a1 =1, apyo = day41 — 4ay,.

Was ist die erzeugende Funktion von (1,1,2,2,4,4,8,8,

Losungsvorschlige

. 111. g(x) ~ ap + a1x + axx® + - - -

g(—x) ~ag — a1z + agax® + - - -

2

. 113. (a,0,0,0,a4,0,0,0,as,...).

. 114. Die konstante Funktion 1;

die Funktion z".

1
14z

...) bzw. (12,22,3% 4% .. .)7

1
—lg(z) + g(—z)] ~ ag + azz® + agx* + ... (d.h. die Folge ag, 0, az,0,a4,0...).

. 112. (ag,0,0,a3,0,0,a6). (Verwende dabei 1 +w + w? = 0 und w?® = 1.)

1 1 1/ 1 1
116, (1,1,1,...) ~ ~ daher — (= - .
(LL L)~y aerl—ﬂ( 2<1—x+1+x>>

Jd I
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Bsp. 117. Sei f(z) = ap + a1x + - - -

Es gilt
o o0 3
;an+1x":2f(x)+3;xn:2f(x)+ —
Also i)
z)—1 3
JAN T 9
. Fl@) + 77—
— daher
142z 4 3
I@) = Toa=e " 1-m 1-2

= 4(1+22+ (22)* + -+ (22)" +--+)
_3(14_3;4_...4_3;”4_...)

Daher a,, = 4 - 2" — 3 (=Koeffizient von 2" in Entwicklung von f(x)).

Bsp. 118. ay =2;a; =3

Up42 = 3an+1 - 2a,

flz) —2—3x f(z)—2 2 -3z 1 1
x? x f(@) = f() 1 — 3z + 222 1—x+1—2x
flay=>Y a"+) 2"a" =) (1+2")n=a,=1+2"
n=0 n=0 n=0

BSp. 119. ag = 0, a; =1

Upt2 = 4an+1 — day,

Zan+2x” =4. Zan+1x” —4- Zanx”, d.h. /(@) 5 Ty, /(@) —4f(z)
x x
n=0 n=0 n=0

x 1 1 1

1
J@) = G52~ 3 120 "2 = 2ap

o0

1 = 1
— 271, n. — 1 . 271, . n
1- 22 nz:% = 200 Z)(Wr ) 2"

n=

f(z) = Z((” +1)2"7h = 2" = Zn Sl = g, = - 2"
n=0 n=0

Bsp. 120. (1,1,2,2,4,4,8,8,...)

fl) = 1+x+20% 422 +4a* + 42° + 825 + 827 + ...

flz) = ;2”(.%2” _|_$2n+1) =(1+uw)- 2(2 . x2)n _ 11_4-222

n=0
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Ubungsblatt 12

Thema: Erzeugende Funktionen
Bestimme den Koeffizienten von z" in

121. e*
122. oo (@# D)
123. (1 + %)™
Bestimme die erzeugenden Funktionen der Folgen:
124. (n), (an + pB)
125. (n?), (an®+ Bn+7)
126. (3"), (5-7" —3-4").
127. Was ist Y p_, k??

128. Bestimme die erzeugende Funktion von (Fi,2F,, 3F;,4Fy,...), wobei F,, die Fibonacci-
Zahlen aus dem Skriptum (Seite 58) sind.

Bestimme by, by, by, falls

129 1 :b0+b1x+b2x2+...

cosT

130. (1+lx)m = bO -+ blaj + b2x2 + ...

Losungsvorschlige
Bsp. 121.
2x __ - (237)”_ - 2" n _2n
e —g p _;)Hx’ d.h. a, o
Bsp. 122.
1 B a 1 b 1
(1—ar)(1—bx) (a—b) 1—ax a—>b(l—bx)
a S b S S an+1 bn+1
= n __ b n _ n
a—b;(ax) a—bnz%(x) g a—>b v
d.h.
an+1 bn+1 S N
N = — n— bk
In a—>b kz:;a
Bsp. 124.
- n - n— - n T
Sonotme Yma e Yo et =
n=1 n=1 n=1
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Bsp. 125.
o0 o0 1
menzzn%n:H nach Bsp. 120
n=0 n=1
i( 2 4 Bt ) z(1 + x) 5 T 1
an n o —= . .
7 (1- ) 1-22 "1z
n=0
arz(l4a)+ B a(l—x)+ (1 —x)?
B (1— =)
Bsp. 126.
owar= Y@y =
1 -3z
n=0 n=0
- 5 3
5-7"—3-4" =
n:O( ) 1—7¢x 1—4x
Bsp 127. Sei
W= YR =Y E
k=1 k=0
= ¢, = apbg + - +agby mit a; =1, b; =i* fiiri =0,...,n

Bsp.

= (vgl. Skriptum S. 57)

(& V(L) B e(1+z)  2(l+a)
;cnx = (;anl‘ )(;bnx ) - < —~ ) <Zn ) 1_1‘ (1—{L’)3 N (1—5U)4

Partialbruchzerlegung:

Rt B (1))

n=0

=c, = 1<n+1> —3<n+2> +2<n+3> :n+1—g(n+2)(n+1)+%(n+3)(n+2)(n+1)

= 6(n+ D1 —9(n+2)+2(n+2)(n+3) = é(n+ 1)(2n* +n) = én(n+ 1)(2n + 1).

129.
1 = cosz(by+ bz + by +...)
x?2  at af
= (1—E+ﬁ—a+ ) (bo + by + box? + -+ )
Koeffizientenvergleich
1 = bo
0 = b :>b0:1,b120,b2:—
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Bsp. 130.

m

= Z (T)x”(b0+b1x+b2x2+---)

n=0
= (bg + bl.’E + bQ.’E2 + mbg.’E + mb1$2 + mb2x3 + (?) bO.Z'Q —+ ..

Koeffizientenvergleich:

0 = b1+mb0:b1+m:>b1:—m

1 1
0 = b2+mb1+ (7;>b0 :>b2 = —mb1 — (7;>b0 :m2— §(m2—m) = §(m2+m)
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Thema: Erzeugende Funktionen
Bestimme by, by, falls

131.
132.
133.

134.

135.

136.

137.

138.
139.

140.

siny = x
tany =x

y+y3/1+y=ua

y+y' =1

wobei y = byx + byx? + bga® + - -+
Bruchzerlegungen:

z+1 .
(z-1)(z+2)?

1 .
@)’

x2+4
(z4+1)?(z—2)(z+3) "

Lose die Differenzengleichungen:
Yni2 = 2Unt1 +20n =1L yo =1, ;1 = 1;
AYnt2 + 12yn11 — Ty = 35, Yo = 6, y1 = 3.

Falls f” 4+ f =0, zeige f(z) = Acosz + Bsinu.

Losungsvorschlige

. 131. siny:y—z—?—l—---,also

1
siny = (b + bpw® + by +---) — =

Koeffizientenvergleich: = b, = 1,0, = 0.

_ 5 2,5
- 132, tany =y + 4+ 597+ -+, also

tany:(b1x+b2l'2+b3$3+)+(b13§'+b2$2+)3/3+:

Koeffizientenvergleich: = b, = 1,6, = 0.

. 133. \/1+y:1+%y—§y2+---,also

1 1
y_|_y2. ) /1+y(b1x+b2x2+...)_|_(b1x+...)2(1_|_§(b133_|_...)__

Koeffizientenvergleich: b; = 1,0, = —1.

6(b1l‘+b2$2+b33§'3+"')3+"'

SUESEE

X

1U9d
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Bsp. 134. y + y® = x, also
(b1x+b2x2+...)_|_(b1x_|_...)3:x
Koeffizientenvergleich: b; = 1,0, = 0.

Bsp. 135.
z+1 A B _Ax+2A+B:c—B

G-D@+2) -1 242  (@-D@+2)
Koeffizientenvergleich: 1 =2A — B = % =A
l1=A+B=1i=B8B.

Bsp. 137.
2+ 4 A B C D

Gt 1)P@—2(@+3) o+l @r1f 7-2" 753
Az +1)(z —2)(x+3)+ Bz = 2)(z +3) + C(z + 1)*(x + 3) + D(x — 2)(z + 1)?
(x 4+ 1)%(x —2)(z + 3)

; tohe A - T.p_ 5. _ 8.1y _ 13
Koeffizientenvergleich: A = 3-; B = —¢;C = ;D = —57.

Bsp. 138. f(z) =37, yua"

Zyn+zx” - 2Zyn+1x” + 22%@“” = Zx”; Yo =Ly = 1.
n=0 n=0 n=0 n=0

Wir beniitzen die Formeln im Skriptum (Seite 57) und erhalten:

fl@)—1-x  f(zr)-1 1
9 2. f(z) =
x? x 2 /(@) l1—z
1 2 1 1 1 2 z*+l—-az—o+a?
=~ _Z49) = 2=
f(x)<3:2 x+> 1—3:+3:2+:c x 22(1 —x)
232 — 2 1 1
) = AT - oy =1fiirn=0,1,2,...

(1—2)1—-2r+222) 1-—ux
Weitere Beispiele
139. Beweisen Sie das Assoziativgesetz der Addition natiirlicher Zahlen: Fiir alle natiirlichen
Zahlen m,n,r gilt

(m+n)+r=m+ (n+r).

140. Beweisen Sie das Kommutativgesetz der Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen
(vgl. Bsp. 15, Skriptum, Seite 65): Fiir alle natiirlichen Zahlen m,n gilt

m+n=m-+n, mxn=mns*xm

141. Zeigen Sie: Fiir alle natiirlichen Zahlen ist n3 4+ 2n durch 3 teibar.



142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.
150.

151.

1U9

a) Stellen Sie die Zahlen 105 und 52 dyadisch dar und berechnen Sie dyadisch ihre Summe
und ihr Produkt.

b) Driicken Sie das Produkt hexadezimal aus.

a) Sei 15E01 die Hexadezimaldarstellung einer Zahl n. Finden Sie fiir n die dyadische und
die dezimale Darstellung.

b) Stellen Sie 1.098.522 hexadezimal dar.

Zeigen Sie
- 1
k=1
Sei aq, as, as, ... eine Folge von (reellen) Zahlen. Wir definieren damit zwei neue Folgen:
S1 1= aq, Sp i = Sp_1 + ay
T = ag, Ty = Tp—1 % Qp,

Schreiben Sie explizit die ersten 5 Glieder der neuen Folgen an.

Was soll ein Computer tun, wenn er zu den Punkten in folgender “Summe” kommt?
1+44+9+---

Die Folge p,, sei rekursiv definiert durch po =1, p, = p,_1 + n. Finden Sie eine Formel
fiir p, und beweisen Sie diese (z.B. durch Induktion).

Zu zwei reellen Zahlen a,b bezeichne max(a,b) die groBere der beiden Zahlen (also etwa
max(3,5) = max(5,3) = 5, max(7,7) = 7). Was sagen Sie zu folgendem “Beweis”
der Behauptung, dafl alle natiirlichen Zahlen gleich sind: Wir zeigen dazu induktiv die
Giiltigkeit der folgenden Aussage A(n): Wenn fiir a,b € N max(a,b) = n, dann ist a = b.

A(1) ist offenbar richtig (aus max(a,b) = 1 und a,b € N folgt a = b = 1). Gelte nun A(n)
fiir a,b € N und sei max(a,b) = n+1. Dann gilt fiir « := a—1, 5 := b— 1 max(«, 5) = n,
woraus wegen der angenommenen Giiltigkeit von A(n) folgt: & = 8 und daher a = b.

Geben Sie die Wahrheitstabelle fiir das ausschlieffende Oder an.
Fiir welche Belegungen von p, ¢, r ist die Aussageform

(pAq) = (r Aq)
falsch? Geben Sie Warheitstabelle an.

Eine Aussageform p(z,y, 2) in den Aussagevariablen z,y, z sei durch folgende Wahrheits-
tabelle festgelegt:

W
W
F
W

| | | =
| | S|
| F| |

| =| |

== ==

W
F
W
W

TN
== ==

Stellen Sie p durch A, V, - dar.
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. Zeigen Sie, dafl die Aussageform

p(z,y) = (A (z=y) =y
eine Tautologie ist. (Es ist die dem modus ponens zu Grunde liegende Tautologie)

Zeigen Sie, dafl die Aussageform

p(z,y) = ((z = y) A (z = ) =
eine Tautologie ist. (Es ist die der reductio ad absurdum zu Grunde liegende Tautologie)

Zeigen Sie, dafl die Aussageform

p(z,y) = ((z = y) A= y) = w
eine Tautologie ist. (Es ist die der reductio ad absurdum zu Grunde liegende Tautologie)

Aus: LOGELEIEN VON ZWEISTEIN

1. Willi sagt: Herbert ligt
2. Herbert sagt: Otto ligt
3. Otto sagt: Willi und Herbert ligen

Wel" hjgt nun erkllCh? Versuchen Sie einen inirekten Beweis.

Die Aussagen A, B seien definiert durch
A := Es gibt hier Haie.
B := Es ist mir hier zu gefdhrlich.

Versuchen Sie Aussageformen in A,B zu formulieren, die folgenden Sétzen
zu Grunde liegen:

a) Es ist nicht wahr, dafl es hier Haie gibt.
b) Weil es hier Haie gibt, ist es mir hier zu gefihrlich.
¢) Obwohl es hier Haie gibt, ist es mir hier nicht zu geféhrlich.

a) Zeigen Sie die 2. De MORGAN’sche Regel:

ﬁ(A\/B)E—!A/\—!B

b) Zeigen Sie das 2. Distributivgesetz:
AV (BANC)=(AVB)A(AV(O)

Bilden Sie die Negation der Aussage

AV n<p<o?

neN peP
Welche der beiden Aussagen ist wahr?

Zeigen Sie: Die Addition zweier natiirlicher Zahlen m, n erfordert eine Rechenzeit
O(max(log m,logn)).
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Welche der folgenden Ausdriicke ist eine Aussage? Welche ist wahr, falsch?
a)2r—1=3

b) (z4+1)2=2%—-2z+1

¢) Nyer20 —1=4

d) Veer 20 —1=4, Voen20 —1=4
e) Nper(@+1)? =2 +20+1

f) 22 — 1

g) 23+ y> =725

)
h)
Wie koénnen Sie a, b, ¢ interpretieren, damit aus der letzten Zeile ein altbekannter Satz
der Geometrie entsteht?

a’> + b =¢?

Welche der vorhergehenden Zeilen kann durch Angabe eines Grundbereiches zu einer
Aussageform gemacht werden?

Driicken Sie die folgenden Aussagen mit Quantoren aus:

a) 12 ist nicht die grofite ganze Zahl.
b) Es gibt keine grofite ganze Zahl.
c¢) Zwischen je zwei rationalen Zahlen liegt eine dritte.

Bezeichne M die gesamte Menschheit und L(z,y) das 2-stellige Priadikat
“x liebt y”.

Lesen Sie folgende Ausagen exakt und umgangsprachlich:

a) (V,)(V,) L(z.y)

)(/\x)(\/y) L(xay)
) (A)(V

2 (V) Llz,y)
)(vy) (/\x) L(x,y)
) (V.) v)
) (A)(A,)  Lz,y)

V) (A,) Lz,
Bilden Sie die Negationen der Aussagen a) — f) der vorigen Aufgabe.

T o0 o

In der Menge R der reellen Zahlen finden Sie mindestens ein je
1-,2—,3—,4—,5— stelliges Pradikat.

Widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel die Behauptung

Ne Vi Ala,b) =V, A, Ala, b).

Bestimmen Sie

a) die Potenzmenge der Menge A = {A, B,C, D}.
b) das kartesische Produkt von A und B = {0, 1, 2}.
¢) Wieviele 2—elementige Teilmengen von A gibt es?

a) Wieviele Aussageformen in 2 Variablen gibt es? (16)
b) Schreiben Sie alle Aussageformen in 2 Variablen an.
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a) Zeigen Sie: (p = q) = (—q = —p).
b) Zeigen Sie an einem Gegenbeispiel, daf (p = ¢) im allgemeinen verschieden ist von

Seien A, B Teilmengen einer Menge M, beziiglich der A’, B’ das Komplement von resp.
A, B bezeichne. Zeigen Sie die de MORGAN’schen Gesetze fiir Durchschnitt und Verei-
nigung:

(AUB)=A'nB, (AnB)=AUB.

Fiir endliche Mengen X bezeichne | X | die Anzahl der Elemente von X . Seien A, B endliche
Mengen. Zeigen Sie (z.B. durch Induktion)

|Ax Bl =|A[|B], [P(A) =21
A, B seien Mengen. Zeigen Sie: (A = B) & (A CBABC A.)

Bestimmen Sie von den folgenden komplexen Zahlen jeweils Real- und Imaginérteil sowie
den Absolutbetrag:

et et (%) (nez); ™ —34i (147 — (11—

Fiir z; =1 — 4, 23 = —2 + 47 berechnen Sie folgende Ausdriicke:

22422 —3; 22— 325 Im (21 + 20 — 1) /(21 — 22 +1).

Bestimmen Sie fiir die Abbildung F': C — C, definiert durch

F(z) = 2* — 2 die Ausdriicke

F2(2), F°(2), FY2), ..., F"(2).

Was ist F2(1), F3(-1)?

Wieviele bijektive Abbildungen gibt es zwischen

a) A={a,b} und B = {1,2}?

b) A= {a,b,c} und B ={1,2,3}?

c) A={a,b,c,d} und B ={1,2,3,4}7

d) A={1,2,3,4} = B?

Erkennen Sie eine allgemeine Formel?

a) Sei f(x) = /2 + 1/x. Bestimmen Sie die groBtmogliche Teilmenge A C R, die als
Definititonsbereich fiir f in Frage kommt.

b) Bestimmen Sie die Fixpunkte von f.

a) Zeichnen Sie eine Skizze des Graphen der Funktion f der vorigen Aufgabe.

b) Wo l&8t sich die Funktion umkehren. Finden Sie geeignete Einschréinkungen des Defi-
nitionsbereiches von f.

f R — R sei definiert durch
_Jx/3 (<L)
f(x)_{5(x—1)+1/3 (@ > 1)

a) Zeichnen Sie das Schaubild von f.
b) Ist die Funktion umkehrbar (bijektiv)? Wenn ja, bestimmen Sie die Umkehrfunktion
graphisch und rechnerisch.
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179. Bestimmen Sie die Fixpunkte der Abbildungen f(z) = 3(z + 1) und g(z) = 2* —z + 1.

180. Zeigen Sie mit Modularithmetik: fiir alle n € N gilt 3|2n + n?.

181. Zeigen Sie folgende Aussagen:

a=b (modm) = ggT(a,m)=ggT(bm)
b (modm), 0<|b—al<m = a=b

a

a=b (modm), a=b (modn), ggT(m,n)=1 =

(mod mn)



