
Mathematik f�ur Wirts
hatsinformatikerIIKonrad KienerInstitut f�ur Analysis und Numerik, Johannes Kepler Universit�at,A 4040 Linz, �Osterrei
h





2



KAPITEL 1Folgen und Reihen1.1. Folgen, Konvergenz von Folgen. Die Euler's
he Zahl e.Wenn wir in der Natur die L�ange einer Stre
ke messen, so k�onnen wir das immernur in Bezug auf eine vorgegebene Einheit dur
hf�uhren, z.B. 1m. Wenn darauf no
heine 
m{ und mm{Einteilung vorhanden ist, so k�onnen wir die L�ange der Stre
keals ein Vielfa
hes der Eiheit, des 100{sten und des 1000{sten Teiles davon angeben,letztli
h daher als ein rationales Vielfa
hes der Einheit 1 mit der Genauigkeit von1 mm.Es war eine h�o
hst beunruhignde Entde
kung zur Zeit des PYTHAGORAS dieL�ange der Diagonale eines Quadrates mit Seitenl�ange 1, eine o�ensi
htli
h sinnvollegeometris
he Gr�o�e, ni
ht dur
h eine Verh�altniszahl bes
hreibbar ist. In heutigerSpre
hweise: p2 ist keine rationale Zahl, es gibt also keine ganzen Zahlen p; qmit p2 = p=q. S
hon die Grie
his
he Mathematik hat den Zahlbegri� erweitert zudem, was wir heute als reelle Zahlen R bezei
hnen. Die endg�ultige Kl�arung diesesZahlbegri�es erfolgte erst gegen Ende des vorigen Jahrhunderts. Ein wesentli
herS
hritt dazu war die genaue Fassung der Begri�e von Konvergenz und Grenzwert,um den K�orper der rationalen Zahlen Q in geeigneter Weise zu vervollst�andigen undabzus
hlie�en. Diese Begri�e geh�oren zu den fundamentalen der Mathematik undihrer Anwendungen und wir werden ihnen in vielen Varianten begegnen. Wir gehenhier der K�urze halber bereits von einer intuitiven Vorstellung der reellen Zahlen alsPunkte der Zahlengeraden (diese enth�alt dann o�enbar au
h L�angen wie p2) ausund ma
hen uns im Folgenden klar, in wel
hem Sinne diese Menge vollst�andig istund die Menge der rationalen Zahlen abs
hlie�t.Definition 1.1. Eine reelle Zahlenfolge ist eine Abbildung F : N ! R. Anstellevon F (n) s
hreiben wir meist an und symbolisieren die Folge in einer der folgendenFormen (a1; a2; a3; : : : ); (an)n2N; oder kurz (an):Die an hei�en die Glieder der Folge (an). Man
hmal ist es zwe
km�a�ig, die Indizie-rung (=Nummerierung) der Folgenglieder bei 0 beginnen zu lassen: (a0; a1; : : : ).Wir k�onnen Folgen gliedweise addieren, multiplizieren, mit einer festen Zahl 
 multi-plizieren und dur
heinander dividieren und erhalten wieder Folgen: d.h. mit (an); (bn)3



4 1. FOLGEN UND REIHENsind au
h (an+ bn); (an � bn); (
 � an) und (an=bn) Folgen. Letztere nat�urli
h nur, fallsalle bn 6= 0.Beispiel 1.1. a) Die Glieder einer Folge m�ussen ni
ht notwendig vers
hieden sein.Daher entspri
ht etwa der konstanten Funktion F : N! R, de�niert dur
hF (n) = a (n 2 N), die sg. konstante Folge (a; a; a; : : : ).b) Zu q 2 R ist die geometris
he Folge de�niert dur
h (q; q2; q3; : : : )
) Zu a; d 2 R bezei
hnet (a; a+ d; a+ 2d; a + 3d; : : : ) eine sg. arithmetis
he Folgemit dem Inkrement (Zuwa
hs) d.d) Zahlrei
he und wi
htige Beispiele von Folgen ergeben si
h dur
h Rekusionsformelnund die Iteration von Funktionen. z.B. (vgl. Math I Erzeugende Funktionen) liefertdie Rekursion mit Anfangswertenan = an�1 + 2an�2 + (�1)n; a0 = a1 = 1 (n � 2)die Folge an = 792n + (�1)n�n3 + 29�:Mit einer Funktion F : R! R (allgemeiner F : A! A) k�onnen wir zu gegebenemx0 die Folge der Iterierten de�nieren dur
hxn := F (xn�1) (n = 1; 2; : : : )Die ersten paar Glieder explizit anges
hrieben, erhalten wir damitx0; x1 = F (x0); x2 = F (F (x0)); x3 = F (F (F (x0))); : : : :(vgl. �Ubung, wo F (x) = sinx war.)Definition 1.2. a 2 R hei�t Grenzwert (Limes) der Folge (a1; a2; : : : ), falls gilt�̂>0 _n02N n̂�n0 jan � aj < �(1.1)S
hreibweise: a = limn!1 an; oder an ! a; oder kurz a = liman:Falls a = 0, dann hei�t (an) Nullfolge. (an) hei�t konvergent, falls ein Grenzwertexistiert, sonst divergent.Wir k�onnen (1.1) so interpretieren: bei beliebig vorgegebener Genauigkeit � > 0liegen ab einem (von � abh�angigen) n0 alle Folgenglieder an innerhalb der Genauig-keitsgrenze nahe bei a. Man sagt au
h: sie liegen in der �{Umgebung des Punktes a.Dies ist die Menge fx 2 R : 0 � jx� aj < �g. Die Bestimmung des kleinsten n0 mitder in der De�nition angegebenen Eigens
haft in Abh�angigkeit vom vorgegeben �



1.1. FOLGEN, KONVERGENZ VON FOLGEN. DIE EULER'SCHE ZAHL E. 5bedeutet eine Abs
h�atzung der Ges
hwindigkeit, mit der die Folge gegen den Grenz-wert geht. Dies kann ein s
hwieriges Problem sein, unter Umst�anden s
hwieriger alsdie Bere
hnung des Grenzwertes selbst.Unmittelbar aus der De�nition ergibt si
hFolgerung 1.1. a) Eine Folge (an) konvergiert genau dann gegen 0, wenn die Folgeder Absolutbetr�age gegen 0 konvergiert:an ! 0 () janj ! 0:b) Eine Folge (an) konvergiert genau dann gegen a, wenn (an�a) eine Nullfolge ist.
) Falls die Folge (an) gegen a konvergiert, dann konvergiert au
h die Folge (an+1)gegen a.Definition 1.3. (an) strebt (geht) gegen 1 (in Zei
hen an !1 oderlimn!1 an =1), falls K̂>0 _n02N n̂�n0 an > K(1.2)(an) strebt (geht) gegen �1 (in Zei
hen an ! �1 oder limn!1 an = �1), fallsK̂<0 _n02N n̂�n0 an < K(1.3)(an) hei�t oszillierend, falls (an) divergiert, aber weder gegen 1 no
h gegen �1geht.Satz 1.2. a) Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.b) Jede konvergente Folge (an) ist bes
hr�ankt, d.h. es existiert ein K > 0, soda� f�uralle n gilt janj � K.
) Das Produkt einer bes
hr�ankten Folge mit einer 0{Folge ist eine 0{Folge.Beweis. Zu a): Sei liman = a und liman = b. Wir w�ahlen � > 0. Dann exi-stiert n1 , soda� f�ur alle n � n1 gilt jan � aj < �=2 und analog existiert n2, soda�f�ur alle n � n2 gilt jan � bj < �=2. Sei N = maxfn1; n2g. Unter Anwendung derDreie
ksunglei
hung folgt dann f�ur n � Nja� bj = ja� an + an � bj � ja� anj+ jb� anj < �=2 + �=2 = �:Die ni
htnegative Gr�o�e ja�bj ist daher kleiner als jede beliebig vorgegebene positiveGr�o�e �. Dies ist nur m�ogli
h f�ur ja� bj = 0. Also gilt a = b.Zu b): O�enbar ist jede 0{Folge bes
hr�ankt (ja?). Ist weiter liman = a, dann folgtdie Behauptung aus janj = jan � a+ aj � jan � aj+ jaj:



6 1. FOLGEN UND REIHENZu 
): Sei liman = 0 und f�ur alle n 2 N jbnj � K mit K > 0. Sei weiters� > 0. Dann existiert ein n0, soda� f�ur alle n � n0 : janj < �=K (Bea
hte: inder De�nition der Konvergenz kann das � beliebig sein, also au
h �=K!). Dann abererhalten wir f�ur alle n � n0 : jan � bnj � janjK < (�=K)K = �. Also gilt au
han � bn ! 0.F�ur das Re
hnen mit Grenzwerten gilt folgenderSatz 1.3. Seien (an) und (bn) konvergente Folgen, 
 2 R. Dann gilta) lim(an � bn) = liman � limbnb) lim(
an) = 
 liman
) lim(an � bn) = liman � limbnd) lim(an=bn) = liman= lim bn ; falls alle bn 6= 0 und limbn 6= 0:Beweis. Nur f�ur 
): Sei liman = a und liman = b. Na
h dem vorigen Satz ist dieFolge (an) bes
hr�ankt dur
h ein K > 0. Unter Anwendung der Dreie
ksunglei
hungerhalten wirjab� anbnj = jab� anb+ anb� anbnj � jab� anbj+ janb� anbnj� jbjja� anj+ janjjb� bnj � jbjja� anj+ jKjjb� bnjDie re
hte Seite der vorigen Zeile ist wegen Satz 1.2 eine 0{Folge. Daher die Be-hauptung.Der folgende Satz zeigt das Verhalten der Grenzwertbildung gegen�uber der Ord-nungsstruktur von R.Satz 1.4. a) Seien (an); (bn) konvergente Folgen. F�ur alle n ab einem gewissen n0(man sagt dann: f�ur fast alle n) gelte an � bn. Dann gilt au
h liman � limbn.b) Seien (an); (bn); (
n) konvergente Folgen, soda� f�ur fast alle n gilt an � bn � 
n.Weiters gelte liman = lim
n =: d. Dann konvergiert au
h (bn) und limbn = d(Sandwi
h{Prinzip)Wie kann man ents
heiden, ob eine Folge konvergiert, wenn man den Grenzwert ni
htkennt? Der folgende Satz ist konzeptuell und praktis
h oft zur Fehlerabs
ha�atzungvon fundamentaler Bedeutung.Satz 1.5 (Konvergenzkriterium v. CAUCHY). Eine Folge (an) konvergiert genaudann, wenn gilt �̂>0 _n02N ^n;m�n0 jan � amj < �



1.1. FOLGEN, KONVERGENZ VON FOLGEN. DIE EULER'SCHE ZAHL E. 7Definition 1.4. Eine Folge (an) hei�t monoton steigend (genauer monoton ni
htfallend), falls an � an+1. Eine Folge (an) hei�t monoton fallend (genauer mono-ton ni
ht steigend), falls an � an+1. Bei strenger Monotonie ist dann Glei
hheitausges
hlossen.In vielen F�allen ist folgendes Konvergenzkriterium n�utzli
h.Satz 1.6. Eine bes
hr�ankte, monotone (steigend oder fallend) Folge ist konvergent.Genauer: Eine na
h unten (oben) bes
hr�ankte, monoton fallende (steigende) Folgeist konvergent.Beispiel 1.2. a) (1=n) ist eine 0{Folge: Um dies entspre
hend der De�nition einzu-sehen, ma
hen wir uns zunutze, wie die ganzen Zahlen auf der Zahlengeraden liegen:jede reelle Zahl liegt zwis
hen 2 aufeinander folgenden ganzen Zahlen. Sein nun � > 0.Es existiert daher ein (eindeutig bestimmtes) nat�urli
hes n0 mit n0 � 1 � 1=� < n0.Dann aber gilt f�ur alle n � n0 1n � 1n0 < �:b) Wir untersu
hen f�ur ein q 2 R die geometris
he Folge qn. Es gilt1: jqj < 1 =) qn ! 02: q > 1 =) qn !13: q = 1 =) qn = 1! 14: q � �1 =) (qn) oszillierendBeweis: zu 1. Wegen jqj < 1 ist (jqjn) streng monoton fallend und klarerweise na
hunten bes
hr�ankt dur
h 0. Die Folge ist daher konvergent. Sei a der Grenzwert. Na
hFolgerung 1.1 ist au
h jqjn+1 = jqjjqjn gegen a konvergent und daher gilt a = jqja.Dies ist wegen jqj < 1 nur m�ogli
h f�ur a = 0.2., 3., 4. �Ubung.
) Sei F : [0;1[! [0;1[ de�niert dur
h F (x) = p1 + x. Die Folge (xn) sei rekursivde�niert dur
h x1 = 1; xn+1 = F (xn) (n = 1; 2; : : : ):Es l�a�t si
h zeigen (z.B. dur
h Induktion), da� die Folge dur
h 2 na
h oben be-s
hr�ankt und monoton wa
hsend ist. Na
h Satz 1.1 ist die Folge daher konver-gent. Dur
h Grenz�ubergang auf beiden Seiten der Iterationsglei
hung erhalten wira = p1 + a und daraus f�ur a die Glei
hung a2 = 1 + a mit den L�osungena = 12(1 � p5: Da alle Folgenglieder positiv sind, s
heidet die negative L�osungaus und somit ist der Grenzwert a = 1 +p52 :



8 1. FOLGEN UND REIHENDaraus erhalten wir eine Approximation von p5 mit irrationalen xnp5 = �1 + limn!1 2xn:Sei nun F (x) = 1=(1 + x) und entspre
hend sei (xn) rekursiv de�niert dur
hx1 = 1; xn+1 = F (xn) = 1=(1 + xn) (n = 1; 2; : : : ):Zun�a
hst gilt o�enbar f�ur alle n xn � 1 und daher xn � 12 . Diese Folge ist ni
htmonoton. Mit dem Cau
hy{Kriterium l�a�t si
h aber na
hweisen, da� die Folge kon-vergent ist und der Grenzwert erf�ullt somit a = 11+a , woraus folgta = �1 +p52 :Nun erhalten wir eine andere Approximation von p5 mit rationalen xnp5 = 1 + limn!1 2xn:Bemerkung 1.1. Es sei besonders hervorgehoben, da� das Bere
hnen des Grenz-wertes in den vorigen Beispielen dur
h L�osen der Glei
hung F (a) = a i.a. nur m�ogli
hist, wenn man bereits wei�, da� die Folge der Iterierten konvergiert. Die Glei
hungF (a) = a besagt dann, da� a ein sg. Fixpunkt von F ist.Beispiel: Ist etwa F (x) := �x, dann ist die rekursiv de�nierte Folge gegeben dur
hxn+1 = �xn. Bei einem Anfangswert x0 = 1 erhalten wir xn = (�1)n, also eineoszillierende Folge. Das Au
�osen der Glei
hung F (x) = �x = x liefert aber den\Grenzwert" 0.d) Sei xn = �1+ 1n�n. Wir zeigen, da� diese Folge monoton wa
hsend und na
h obenbes
hr�ankt ist: aus dem binomis
hen Lehrsatz erhalten wirxn = �1 + 1n�n = 1 +�n1�1n +�n2� 1n2 + � � � +�nn� 1nn= 1 + n1 1n + n(n � 1)2! 1n2 + � � �+ n(n� 1) � � � (n� n+ 1)n! 1nn= 1 + 1 + 12!�1 � 1n�+ � � �+ 1n!�1 � 1n��1 � 2n� � � � �1� n� 1n �< 1 + 1 + 12! + 13! + � � �+ 1n! < 3:Jeder Klammerausdru
k der vorletzten Zeile dieser Kette w�a
hst mit n, soda� dieFolge xn monoton w�a
hst. Weiters ist jeder Klammerazsdru
k kleiner 1 und dahergilt die letzte Unglei
hung. Die Abs
h�atzung na
h oben dur
h 3 gilt wegen 2n�1 < n!und der Summenformel f�ur die geometris
he Reihe.1 + 1 + 12! + 13! + � � �+ 1n! < 1 + 1 + 12 + 122 + � � �+ 12n�1 < 3:



1.1. FOLGEN, KONVERGENZ VON FOLGEN. DIE EULER'SCHE ZAHL E. 9Na
h Satz 1.6 hat die Folge (xn) daher einen Grenzwert. Zusammenfassend underg�anzend giltSatz 1.7. Die Folge (1 + 1=n)n ist konvergent. Ihr Grenzwert ist die sg. Euler's
heZahl. e = limn!1�1 + 1n�n:(1.4)Die Euler's
he Zahl ist irrational und es gilte = 2; 7182818284590 � � �Es l�a�t si
h weiter zeigen, da� f�ur jede gegen 1 strebende Folge (an) gilte = limn!1�1 + 1an�an:(1.5)Die Folge (1.5) ist zur tats�a
hli
hen Bere
hnung von e ni
ht geeignet, da sie sehrlangsam konvergiert: man brau
ht 
a. 16.000 Glieder, um e nur auf 4 Dezimalstellengenau zu erhalten. (vgl. Abb.2)Die Folgen (1.5) f�ur e ergeben si
h im Zusammenhang mit Zinseszins{Bere
hnung.Sei p% der j�ahrli
he Zinssatz, so s
hreiben wir q = p=100.1) Ohne Zinseszins: Wenn ein Kapital K mit einem Zinssatz von p% verzinst wird,so stehen bei 1{j�ahriger Verzinsung na
h 1 Jahr K + Kq zur Verf�ugung, na
h 2Jahren entspre
hend K + 2Kq und na
h n Jahren K(1 + nq) zur Verf�ugung.2) Mit Zinseszins, j�ahrli
he Verzinsung: Na
h 1 Jahr (wie vorher) K(1 + q). Na
h 2Jahren K(1 + q)(1 + q) und na
h k Jahren K(1 + q)k.3) Mit Zinseszins, monatli
he Verzinsung: Na
h 1 Jahr K(1+q=12)12, na
h 2 JahrenK(1 + q=12)2�12 und na
h k Jahren K(1 + q=12)k�12.Wird die Verzinsung in immer k�urzerem Abstand 1=n vorgenommen, so bel�auft si
hna
h 1 Jahr das Gesamtkapital (K plus aufgelaufene Zinsen) auf K�1 + qn�n undwird im Grenzfall die4) stetige Verzinsung:limn!1K�1 + qn�n = limn!1K�1 + 1n=q �n = limn!1K��1 + 1n=q �n=q�q = K eq:Hier ist klar, da� f�ur festes q die Folge (n=q) mit n gegen 1 strebt.Na
h k Jahren betr�agt somit bei stetiger Verzinsung das Gesamtkapital: Kekq.



10 1. FOLGEN UND REIHEN1.2. ReihenDie oben angegebene Dezimaldarstellung f�ur die Euler's
he Zahl e = 2; 7182 � � � isteine Kurzs
hreibweise f�ure = 2 + 7 � 10�1 + 1 � 10�2 + 8 � 10�3 + 2 � 10�4 + � � �Definition 1.5. Sei (an) eine Folge reeller Zahlen. Wir de�nieren s1 = a1 und f�urn � 2 sn = sn�1 + an:Also: s2 = a1 + a2, s3 = s2 + a3 = a1 + a2 + a3 usw. Meist s
hreibt mansn = a1 + a2 + � � �+ an:sn hei�t die n{te Partialsumme der unendli
hen Reihe1Xn=1 an:Man nenntP1n=1 an konvergent (divergent), wenn die Folge der Partialsummen (sn)im Sinne der De�nition 1.1 konvergent (divergent) ist. Oft beginnt der Summations-index n bei 0.Im Sinne dieser De�nition ist die Dezimaldarstellung einer ni
htnegativen reellenZahl x = b0; b1b2b3 : : : die Abk�urzung einer konvergenten (Na
hweis vgl. �Ubungen)Reihe der Form x = b0 + 1Xn=1 bn 110n (b0 2 Z+; 0 � bn � 9):Dies wieder ist ein Ausdru
k daf�ur, da� wir die reelle Zahl x dur
h eine Folge ratio-naler Zahlen, n�amli
h dur
h die endli
hen Teilsummen dieser unendli
he Reiheapproximieren (= ann�ahern) k�onnen.Beispiel 1.3. Wir untersu
hen die Konvergenz der geometris
he Reihe P1n=0 qn.Lemma 1.8. F�ur alle q 6= 1 gilt1 + q + q2 + � � �+ qn = 1 � qn+11� q :(1.6)Dies ergibt si
h sofort aus(1+q+q2+ � � �+qn)(1�q) = 1+q+q2+ � � �+qn�q�q2�� � ��qn�qn+1 = 1�qn+1:Unter Ber�u
ksi
htigung von Beispiel 1.2 erhalten wir sofort



1.2. REIHEN 11Satz 1.9. Die geometris
he ReiheP1n=0 qn ist konvergent genau dann, wenn jqj < 1,genauer 1Xn=0 qn =8><>: 11�q f�ur jqj < 1=1 f�ur q � 1oszillierend (also divergent) f�ur q � �1:Die Frage na
h der Konvergenz oder Divergenz einer Reihe l�a�t si
h oft dur
h Ver-glei
h mit einer bereits bekannten Reihe beantworten. F�ur Divergenz{Fragen eignetsi
h dasSatz 1.10 (Minorantenkriterium). Seien (an); (bn) zwei Folgen. Es gelte (f�ur fastalle n) an � bn � 0. Falls P1n=1 bn =1, dann gilt au
h P1n=1 an =1.Beweis. O.B.d.A. gelte f�ur alle n : an � bn � 0. Dann gilt o�enbar f�ur diePartialsummen der beiden Reihensn = a1 + a2 + � � �+ an � tn = b1 + b2 + � � �+ bn:Da na
h Voraussetzung tn !1, folgt daraus au
h sn !1.Es folgen nun Kriterien f�ur die Konvergenz von Reihen.Satz 1.11. P1n=1 an sei konvergent. Dann gilt limn!1 an = 0. Falls daher umge-kehrt (an) keine 0{Folge ist, dann divergiert die Reihe P1n=1 an.IstP1n=1 janj konvergent, dann ist au
hP1n=1 an konvergent (aus der absoluten Kon-vergenz folgt die gew�ohnli
he) und es gilt�� 1Xn=1 an�� � 1Xn=1 janj:Beweis. Dies folgt sofort aus dem Cau
hy{Kriterium Satz 1.5 f�ur die Folge derPartialsummen mit dem Spezialfall k = 1: sn+1 � sn = an+1 ! 0. Der zweite Teilben�utzt zus�atzli
h no
h die Dreie
ksunglei
hung: dana
h ist0 � jsn+k � snj = jan+1 + an+2 + � � �+ an+kj � jan+1j+ jan+2j+ � � �+ jan+kj:Die re
hte Seite geht bei beliebigem n gegen 0 f�ur k !1 na
h Voraussetzung unddaher au
h die linke. Die Behauptung folgt wieder aus dem Cau
hy{Kriterium.Beispiel 1.4. Die harmonis
he Reihe ist de�niert als P1n=1 1n . Es ist zwar 1n ! 0,die Reihe ist aber divergent. Das obige Kriterium ist also zwar notwendig, aber ni
hthinrei
hend f�ur die Konvergenz.Satz 1.12 (Majorantenkriterium). Seien (an); (bn) zwei Folgen. Es gelte (f�ur fastalle n) janj � bn. Falls P1n=1 bn konvergiert, dann kovergiert P1n=1 janj und daherkonvergiert au
h P1n=1 an.



12 1. FOLGEN UND REIHENSatz 1.13 (Wurzelkriterium). Sei (an) eine Folge, f�ur die limn!1 npjanj := q exi-stiere. Dann gilta) Falls q < 1, dann ist P1n=1 janj und damit P1n=1 an konvergent.b) Falls q > 1, dann ist P1n=1 janj =1 und P1n=1 an divergent.
) Falls q = 1, dann l�a�t si
h keine allgemeine Aussage bzgl. Konvergenz (Divergenz)tre�en.Satz 1.14 (Qotientenkriterium). Sei (an) eine Folge, f�ur die limn!1��an+1an �� := qexistiere. Dann gilta) Falls q < 1, dann ist P1n=1 janj und damit P1n=1 an konvergent.b) Falls q > 1, dann ist P1n=1 janj =1 und P1n=1 an divergent.
) Falls q = 1, dann l�a�t si
h keine allgemeine Aussage bzgl. Konvergenz (Divergenz)tre�en.Wir ben�otigen no
h einen Satz �uber die Multiplikation konvergenter Reihen. Wennwir das Produkt von endli
hen Summen bilden, so ergibt si
h dieses als die Summealler m�ogli
hen Produkte, etwa(a1 + a2 + � � �+ an)(b1 + b2 + � � �+ bm) = nXk=1 mXl=1 ak � bl:Es spielt dabei keine Rolle, in wel
her Reihenfolge wir diese Summation vornehmen.Bei unendli
hen Summen ist dies, selbst wenn die beteiligten Reihen konvergiereni.a. nur unter zus�atzli
hen Bedingungen der Fall. Es giltSatz 1.15 (Doppelreihensatz). P1k=1 ak und P1l=1 bl seien absolut konvergenteReihen. Dann ist jede aus allen m�ogli
hen Produkten akbl gebildete SummeP1k;l=1 akblabsolut konvergent, ihr Wert ist unabh�angig von der Art der Reihenfolge der Sum-mation und es gilt 1Xk;l=1 akbl = 1Xk=1 ak 1Xl=1 bl:Insbesondere gilt (die Indizierung beginne jetzt bei 0)1Xk;l=0 akbl = 1Xn=0 nXk=0 akbn�k = 1Xk=0 ak 1Xl=0 bl:Der mittlere Term hei�t das CAUCHY{Produkt der beiden Reihen.Beispiel 1.5. Wir untersu
hen die Reihe1Xn=0 1n!xn



1.2. REIHEN 13und wollen diejenigen x 2 R bestimmen, f�ur die diese Reihe konvergiert. Setzen wiran = 1n!xn, so liefert das Quotientenkriteriumlimn!1����an+1an ���� = limn!1���� n!xn+1(n + 1)!xn ���� = limn!1 1n+ 1 jxj = q = 0:Die Reihe konvergiert also absolut f�ur beliebiges x 2 R. Dies re
htfertigt folgendeDefinition 1.6. Die Abbildung x! 1Xn=0 1n!xnist f�ur alle x 2 R de�niert und hei�t Exponentialfunktion, in Zei
hen expx. Mans
hreibt au
h kurz expx =: ex.Dies ist die wi
htigste Funktion der Mathematik. Sie hat folgende Eigens
haften:Satz 1.16. 1) exp 0 = e0 = 1; exp 1 = e1 = e.2) F�ur exp gilt folgende Funktionalglei
hung: F�ur alle x; y 2 Rexp(x+ y) = ex+y = ex � ey = expx � expyexp(�x) = 1= exp x:3) F�ur alle x 2 R gilt ex > 0, es gilt also insbesondere exp : R!℄0;1[ und exp hatkeine 0{Stellen. F�ur alle x > 0 gilt ex > 1.4) Die Exponentialfunktion ist streng monoton wa
hsend: f�ur alle x; y 2 R giltx < y =) ex < ey:Die Exponentialfunktion ist daher injektiv.5) limx!�1 ex = 0; limx!1 ex =1.6) F�ur alle x 2 R gilt ex = limn!1�1 + xn� 1n = 1Xn=0 1n!xn:7) F�ur x = n 2 N gilt exp(n) = e � e � � � e (n{mal), d.h. exp(n) ist die gew�ohnli
hen{te Potenz der Euler's
hen Zahl.



14 1. FOLGEN UND REIHENBeweis. Zu 1) exp(0) = 1 ergibt si
h unmittelbar dur
h Einsetzen von x = 0in die Reihe. Um exp(1) = e einzusehen, betra
hten wir no
hmals�1 + 1n�n = 1 +�n1�1n +�n2� 1n2 + � � �+�nn� 1nn= 1 + n1 1n + n(n� 1)2! 1n2 + � � �+ n(n � 1) � � � (n � n + 1)n! 1nn= 1 + 1 + 12!�1� 1n�+ 13!�1 � 1n��1 � 2n�+ � � �� � �+ 1k!�1 � 1n��1� 2n� � � ��1 � k � 1n �+� � �+ 1n!�1 � 1n��1� 2n� � � ��1 � n� 1n �:Lassen wir nun n gegen 1 gehen, so strebt jeder Klammerausdru
k der letzten3 Zeilen gegen 1 und der ganze letzte Ausdru
k der Glei
hungskette strebt dahergegen 1 + 1 + 12! + 13! + � � � + 1k! + � � � . Der Grenzwert der linken Seite ist aberde�nitionsgem�a� die Euler's
he Zahl e. Der \Beweis"ist ni
ht vollst�andig, da wir beieinem 2{fa
hen Grenz�ubergang stills
hweigend die Reihenfolge vertaus
ht haben:limn!1 limk!1 � � � = limk!1 limn!1 � � � . Dies m�u�te man no
h re
htfertigen.Zu 2) Wir wissen bereits, da� die Exponentialreihe absolut konvergiert und verwen-den das Cau
hy{Produkt, den Doppelreihensatz 1.15 und den binomis
hen Lehrsatz.expx exp y = 1Xn=0 1n!xn 1Xn=0 1n!yn = 1Xn;m=0 1n!xn 1m!xm= 1Xn=0 nXm=0 1n! 1n�m!xmyn�m = 1Xn=0 1n! nXm=0 n! 1m! 1n �m!xmyn�m= 1Xn=0 nXm=0�nm�xmyn�m = 1Xn=0 1n! (x+ y)n = exp(x+ y):Die 2. Formel folgt nun sofort aus 1) und 1 = exp(0) = exp(x�x) = expx exp(�x).Zu 3) F�ur x > 0 sind alle Summanden inP1n=0 1n!xn = 1+x+ � � � positiv und daherexpx > 1. Aus der 2. Formel in 2) folgt dann sofort exp(�x) > 0, also f�ur alle x 2 Rexpx > 0.Zu 4) Ist x < y, dann ist y = x + t mit t > 0 und aus 2) und 3) folgt exp y =expx exp t > expx. also die strenge Monotonie der Exponentialfunktion.Zu 5) Aus der Reihendarstellung P1n=0 1n!xn = 1 + x + � � � > 1 + x f�ur positive xfolgt sofort expx!1 f�ur x!1 und aus 2) daher exp(x)! 0 f�ur x!�1. (vgl.Abb.1)



1.2. REIHEN 15Zu 6) bleibt hier unbewiesen.Zu 7) Folgt aus der Funktionalglei
hung 2).Die strenge Monotonie der Exponentialfunktion gew�ahrleistet die Existenz einerinversen Funktion:Definition 1.7. Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponenti-alfunktion. log :℄0;1[! R:F�ur alle y > 0 gilt also exp(log y) = y und f�ur alle x 2 R gilt log(expx) = x. Mannennt log y den nat�urli
hen Logarithmus von ySatz 1.17. Die Funktion log hat folgende Eigens
haften (vgl. Abb.1)1) log 1 = 0.2) log ist streng monoton wa
hsend, also injektiv.3) limy!1 log y =1 und limy!0+ log y = �1.4) log erf�ullt folgende Funktionalglei
hung: F�ur alle x; y > 0 giltlog(x � y) = log x+ log y:Beweis. Folgt alles aus den entspre
henden Eigens
haften der Exponentialfunk-tion. Etwa die Funktionalglei
hung f�ur log: Es giltelogx+logy = elogx � elogy = x � y = elog(x�y)und wegen der Injektivit�at von exp daher die Behauptung.Definition 1.8. Sei a > 0. Die allgemeine Potenzfunktion zur Basis a ist de�niertf�ur alle x 2 R dur
h ax := ex log a:Aus der De�nition und den Eigens
haften von exp folgtSatz 1.18. Sei a > 0. Dann gilt 1) a0 = 12) ax+y = axay3) Die Abbildung x! ax ist in R streng monoton fallend von 1 na
h 0 f�ur0 < a < 1, konstant 1 f�ur a = 1 und streng monoton steigend von 0 na
h 1 f�ura � 1. F�ur 0 < a 6= 1 besitzt die Funktion ax daher eine Umkehrfunktion, densg. Logarithmus zur Basis a, in Zei
hen loga y (vgl. Abb.2). Es gilt au
h hier dieFunktionalglei
hung loga xy = loga x+ loga y.4) F�ur alle x; y 2 R gilt �ax�y = axy:5) F�ur x = pq p 2 Z; q 2 N ist ax = qpap:
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Abbildung 2. 0:8x und 1:5x und 50 Glieder von Euler's Folge �1 + 1n�n.Die allgemeine Potenzfunktion stimmt also f�ur rationale x mit den gew�ohnli
henPotenzen (p{fa
hes Produkt und q{te Wurzel) �uberein, ist also eine Erweiterungdieser Funktionen von rationalen Exponenten auf beliebige reelle.Beweis. Nur Zu 4) Es ist�ax�y = ey(log ax) = ey(x log a) = e(xy) log a = axy:Bemerkung 1.2. F�ur jedes x > 0 gilt de�nitionsgem�a� x = aloga x = eloga x loga =elogx und wir erhalten daraus die Umre
hnung zwis
hen log und loga:loga x = 1log a log x:



KAPITEL 2Reelle Funktionen2.1. Konvergenz von Funktionen{Folgen. Potenzreihen.Funktionen f : A ! B � R, bei denen also der Bildberei
h B Teilmenge von Rist, hei�en reelle Funktionen. Sehr h�au�g, aber ni
ht notwendigerweise ist au
h derDe�nititonsberei
h A Teil von R.Unter einem Intervall versteht man eine Teilstre
ke der Zahlengeraden mit oderohne Endpunkte. Au
h ganz R oder [a;1[; ℄�1; a[ sehen wir als Intervalle an. DerDe�nitionsberei
h A der von uns betra
hteten Funktionen wird meist ein Intervalloder eine endli
he Vereinigung von Intervallen sein.Reelle Funktionen bilden die Grundlage der quatitativen Modellierung der Wirk-li
hkeit.Die Gesamtheit der Funktionen f : A ! R erbt einen Gro�teil der Struktur vonR, d.h. wir k�onnen reelle Funktionen addieren, subtrahieren , miteinander multi-plizieren, dur
heinander dividieren (sofen der Nenner 6= 0 ist) und den Grenzwertkonvergenter Funktionen{Folgen betra
hen und erhalten wieder reelle Funktionen.Darin liegt ein wi
htiges Prinzip zur Erzeugung neuer Funktionen aus s
hon bekann-ten.Definition 2.1. Seien f; g : A ! R und 
 2 R. Wir de�nieren in naheliegenderWeise die Funktionen f + g; 
f; f � g; f=g : A ! R dur
h folgende Vors
hrift: f�urx 2 A sei (f + g)(x) := f(x) + g(x)(
f)(x) := 
f(x)(f � g)(x) := f(x) � g(x)�fg �(x) := f(x)g(x) (sofern g(x) 6= 0)(2.1)Falls f : A ! B; g : B ! R, so erhalten wir dur
h die Zusammensetzung einereelle Funktion g Æ f : A! R, de�niert dur
h g Æ f(x) := g(f(x)).Ein x0 2 A, f�ur das f(x0) = 0, hei�t Null{Stelle (kurz 0{Stelle) von f .17



18 2. REELLE FUNKTIONENUnter Umst�anden k�onnen wir Funktionen in folgender Weise miteinader verglei
hen:wir de�nieren f � g :() x̂2A f(x) � g(x):Eine Funktion f : A! R hei�t monoton, falls f�ur alle x; y 2 A giltx � y ) f(x) � g(y) monoton ni
ht fallendx � y ) f(x) � g(y) monoton ni
ht wa
hsendx < y ) f(x) < g(y) streng monoton wa
hsendx < y ) f(x) > g(y) streng monoton fallendSei (fn) eine Folge von Funktionen fn : A! R undD = fx 2 A : limn!1 fn(x) existiertg. Dann erhalten wir eine Grenzfunktionf : D � A! R, de�niert dur
hf(x) := limn!1 fn(x):D hei�t der Konvergenzberei
h der Folge (fn) und f hei�t der punktweise Limes derFunktionen fn.Beispiel 2.1. a) Einfa
hste reelle Funktionen sind die konstanten Abbildungenf(x) = 
 und die identis
he Abbildung IdR(x) = x. Dur
h wiederholte Multiplikati-on der identis
hen Abbildung mit si
h selbst erhalten wir die Abbildungen x 7! xk,der Multiplikation dieser Funktionen mit Konstanten und der Addition erhalten wirs
hlie�li
h die Polynom{Funktionen p : R! R:p(x) = a0 + a1x+ a2x2 + � � � + anxn:Falls an 6= 0, dann hei�t p ein Polynom vom Grade n.Sei q(x) = b0+b1x+b2x2+� � �+amxm ein weiteres Polynom. Dur
h Qotientenbildungerh�alt man eine sg. rationale Funktionr(x) = p(x)q(x) = a0 + a1x+ a2x2 + � � �+ anxnb0 + b1x+ b2x2 + � � �+ amxm :Der (maximale) De�nitionsberei
h von r ist o�enbar R nNq. Dabei ist Nq die Men-ge der 0{Stellen von q. F�ur die rationalen Funktionen gibt es die M�ogli
hkeit derDarstellung dur
h Partialbru
h{Zerlegung (vgl. Math I, WS).Als eine direkte Verallgemeinerung der Bildung von Polynomen erhalten wir dur
hGrenz�ubergang im Sinne der vorigen De�nition die sg. Potenzreihen.Definition 2.2. Sei (an); n = 0; 1; 2; : : : eine Folge reeller Zahlen und x0 2 R festgew�ahlt. Ein Ausdru
k der Form 1Xn=0 an(x� x0)n



2.1. KONVERGENZ VON FUNKTIONEN{FOLGEN. POTENZREIHEN. 19hei�t Potenzreihe mit den KoeÆzienten an und dem Entwi
klungspunkt x0.Eine Potenzreihe konvergiert o�enbar immer f�ur x = x0 und hat hier den Wert a0.Falls eine Potenzreihe no
h f�ur andere Punkte konvergiert, so l�a�t si
h zeigen, da�sie glei
h f�ur ein ganzes, symmetris
h um x0 gelegenes Intervall konvergiert (vgl.weiter unten). Das gr�o�te sol
he Intervall hei�t das Konvergenzintervall der Potenz-reihe. Dieses Intervall ist dann der gr�o�tm�ogli
he Berei
h, in dem die Potenzreiheeine reelle Funktion darstellt. Man spri
ht von der Potenzreihendarstellung oderPotenzreihenentwi
klung dieser Funktion um den Entwi
klungspunkt x0.Beispiel 2.2. a) P1n=0 xnn! ist eine Potenzreihe mit x0 = 0 als Entwi
klungspunkt.Wir wissen bereits, da� diese Potenzreihe f�ur alle x 2 R konvergiert, das Konver-genzintervall ist also ganz R und die dadur
h dargestellte Funktion ist die Exponen-tialfunktion. Wir wissen au
h, da� wir diese Funktion als Grenzwert einer andererenkonvergenten Funktionen{Folge darstellen k�onnen:exp(x) = ex = limn!1�1 + xn�n = 1Xn=0 xnn! :(2.2)Die Potenzreihen{Entwi
klungen um den 0{Punkt (d.h. Entwi
klungspunkt =0) f�urdie aus Mittels
hule bekannten Funktionen sin; 
os lauten
os x = 1Xn=0(�1)n x2n(2n)! sin x = 1Xn=0(�1)n x2n+1(2n + 1)! :(2.3)b) Die geometris
he Reihe P1n=0 xn hat den Entwi
klungspunkt 0 und konvergiertf�ur 0 � jxj < 1, das Konvergenzintervall ist also ℄�1; 1[. Die Reihe divergiert in denEndpunkten �1. Im Intervall ℄� 1; 1[ gilt11� x = 1Xn=0 xn:(2.4)Man bea
hte: Die Funktion f(x) = 11�x ist auf R n f1g de�niert, wird dur
h diegeometris
he Reihe aber nur im Intervall ℄� 1; 1[ dargestellt.
) Die Potenzreihenentwi
klung von 13�x um den Punkt 2 ist13� x = 1Xn=0(x� 2)n:Wie lautet die Potenzreihenentwi
klung dieser Funktion um den Punkt x0 = 1:



20 2. REELLE FUNKTIONEN13 � x = 12� (x� 1) = 12(1� x�12 ) = 12 1Xn=0 12n (x� 1)n:Dur
h Potenzreihen darstellbare Funktionen nennt man (reell{) analytis
he Funk-tionen. Sie haben viele s
h�one Eigens
haften (vgl. z.B. Satz 3.15 unten).Der folgende Satz ergibt si
h lei
ht aus dem Quotienten{ und Wurzel{Kriterium f�urgew�ohnli
he Reihen. Er erm�ogli
ht in vielen F�allen die Bestimmung des Konvergen-zintervalles einer Potenzreihe.Satz 2.1. Sei P1n=0 an(x � x0)n eine Potenzreihe mit Entwi
klungspunkt x0. Fallseiner der beiden folgenden Grenzwertelimn!1��an+1an �� = � limn!1 janj1=n = �existiert, dann hei�t R = 1=� der Konvergenzradius der Potenzreihe und die Reihekonvergiert absolut f�ur 0 � jx � x0j < R. F�ur die Randpunkte x0 � R des (sg.Konvergenz{)Intervalles ℄x0 � R;x0 + R[ l�a�t si
h i.a. bez�ugli
h Konvergenz keineAussage tre�en.Falls � = 0 bzw. � =1, so setzt man R =1 bzw. R = 0.Beispiel 2.3. a) Die Potenzreihen f�ur exp; sin; 
os haben alle den Konvegenz{Radius R =1b) Die Potenzreihe P1n=1 nnxn konvergiert f�ur kein x 6= 0. Ihr Konvergenz{Radiusist 0.
) Wir werden sp�ater sehen, da� si
h die Logarithmus{Funktion dur
h eine Potenz-reihe darstellen l�a�t: log(1 + x) = 1Xn=0(�1)n xn+1n+ 1 :Aus der ersten Formel des letzten Satzes ergibt si
h unmittelbar, da� diese Reihejedenfalls f�ur jxj < 1 konvergiert. Tats�a
hli
h l�a�t si
h zeigen, da� diese Reihe au
hno
h f�ur x = 1 konvergiert. Dies liefert (LEIBNIZ)log 2 = 1 � 12 + 13 � 14 � � � � :Die Reihe konvergiert nur sehr langsam und w�are zur tats�a
hli
hen Bere
hnung vonlog 2 g�anzli
h ungeeignet.Neben den Potenzreihen gibt es no
h viele andere M�ogli
hkeiten, Funktionen alspunktweisen Limes einer Folge von Funktionen darzustellen. Eine besonders wi
htige



2.2. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN. STETIGKEIT. 21bilden die Fourier{Reihen. Dabei geht es um die Frage, ob, wie gut und f�ur wel
hex eine Funktion f si
h folgenderma�en darstellen l�a�t:f(x) = a0 + 1Xn=1 an 
os nx+ 1Xn=1 bn sinnx (an; bn 2 R):(2.5)Die Anwendungen dieser Darstellungen rei
hen von der Wahrs
heinli
hkeitsthorie,Na
hri
htente
hnik, Bild{ und Spra
hanalyse, W�armeleitung (von da her stammensie) usw. bis hin zur Quantentheorie.Man
hmal ist es n�utzli
h, eine m�ogli
hst einfa
he Funktion zu �nden, die an vorge-gebenen Punkten vorgegebene Werte Werte annimmt: man su
ht also z.B. bei einerMe�reihe eine sg. Interpolation der Me�punkte dur
h den Graphen eines Polynoms.Satz 2.2 (Interpolationsformel von LAGRANGE). Seien x1; x2; : : : ; xn paarweisevers
hiedene reelle Zahlen und y1; y2; : : : ; yn vorgegebene reelle Zaheln (Werte). Dannexistiert genau eine Polynomfunktion p der Gestalt p(x) = a0+a1x+ � � �+an�1xn�1mit p(x1) = y1; p(x2) = y2; : : : ; p(xn) = yn. p kann folgenderma�en bestimmt werden:Seien p1(x) := (x� x2)(x� x3) � � � (x� xn)(x1 � x2)(x1 � x3) � � � (x1 � xn) ; : : :pn(x) := (x� x1)(x� x2) � � � (x� xn�1)(xn � x1)(xn � x2) � � � (xn � xn�1) ;dann gilt p(x) = y1p1(x) + � � � ynpn(x).Beweis. Nur f�ur die Existenz:p(x1) = y1p1(x1) + y2p2(x1) + � � � ynpn(x1) = y1 � 1 + y0 � 0 + � � � yn � 0 = y1:Analog ergibt si
h p(xi) = yi.2.2. Grenzwerte von Funktionen. Stetigkeit.Wir untersu
hen im Folgenden die Wirkung von Funktionen auf konvergente Folgen.Historis
h sind diese Fragestellung und die dabei entstandenen Begri�e aufgetau
htbeim Versu
h, dynamis
hes Ges
hehen mathematis
h zu bes
hreiben: wie kann manquantitativ fassen, da� si
h ein auf einer Bahn, bes
hrieben dur
h eine odere mehrerereelle Funktionen x(t), be�ndli
her K�orper mit der Zeit t einer bestimmten Lage x0n�ahert. Intuitiv, aber no
h ungenau: x kommt x0 beliebig nahe, wenn t hinrei
hendnahe bei t0 ist. Dies ist die urspr�ungli
he Bezei
hnung der Ortskoordinate dur
h xund der Zeitvariablen dur
h t (t f�ur tempus). Wir verwenden jetzt wieder die bisheri-ge Bezei
hnung f�ur abh�angige und unabh�angige Variable . Die pr�azise Formulierunglautet in Analogie zur De�nition des Grenzwertes einer Folge und in einer f�ur unsausrei
henden Form:



22 2. REELLE FUNKTIONENDefinition 2.3. Seif : A ! R und y0 2 R; . Man sagt: f besitzt in x0 denGrenzwert y0, wenn̂�>0_Æ>0 x̂2A �0 < jx� x0j < Æ =) jf(x)� y0j < ��:(2.6)Andere Spre
hweise: f strebt (konvergiert) gegen y0, wenn x gegen x0 strebt.S
hreibweisen: limx!x0 f(x) = y0 oder f(x)! y0 f�ur x! x0:Analog zu den Folgen haben wir die Notwendigkeit zu erkl�aren, was es hei�t, eineFunktion wird bei Ann�aherung an eine bestimmte Stelle beliebig gro�.Definition 2.4. Sei f : A! R Man sagt: f strebt gegen 1 f�ur x gegen x0, wennK̂>0_Æ>0 x̂2A �0 < jx� x0j < Æ =) f(x) > K�:(2.7)S
hreibweisen: limx!x0 f(x) =1 oder f(x)!1 f�ur x! x0:Man sagt: f strebt gegen �1 f�ur x gegen x0, wenn limx!x0(�f(x)) =1.Ist x0 =1 (�1), dann tritt in den obigen De�nitionen anstelle der Bedingung: : : _Æ>0 x̂2A �0 < jx� x0j < Æ =) : : : �:die Bedingung : : : _�>0 x̂>� =) : : : �:bzw. : : : _�>0 ^x<�� =) : : : �:�Ahnli
h zum Satz 1.2 giltSatz 2.3. Ein reelle Funktion besitzt an einer Stelle h�o
hstens einen Grenzwert.Bemerkung 2.1. 1. y0 in De�nitition 2.3 hat ni
hts zu tun mit dem Wert derFunktion f an der Stelle x0, ja f mu� in x0 ni
ht einmal de�niert sein. Es wird nurvorausgesetzt, da� wir uns dem Punkt x0 von A heraus beliebig ann�ahern k�onnen.2. Das Pr�ufen der Bedingung V�>0 in De�nitition 2.3 ist nat�urli
h nur f�ur kleine �interessant, jenes der Bedingung VK>0 in De�nitition 2.4 dagegen f�ur die gro�enK.



2.2. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN. STETIGKEIT. 233. In der obigen De�nition bedeutet die Bedingung 0 < jx � x0j < Æ, da� x linksund re
hts von x0 liegen kann, die Ann�aherung an x0 kann also in beliebiger Weisevon links und, oder re
hts erfolgen. L�a�t man die Ann�aherung nur von einer Seiteher zu, so kommt man zum Begri� des Links{ bzw. Re
hts{seitigen Limes und mans
hreibt daf�ur limx"x0 f(x) oder limx!x0� f(x) Linksseitiger Limeslimx#x0 f(x) oder limx!x0+ f(x) Re
htsseitiger LimesFolgerung 2.4. Eine Funktion besitzt an einer Stelle einen Grenzwert genau dann,wenn sie dort sowohl einen linksseitigen wie einen re
htsseitigen Grenzwert besitztund diese beiden glei
h sind. Sind diese beiden Limiten andererseits unglei
h, dieFunktion ma
ht dort also einen Sprung, dann besitzt sie dort keinen Grenzwert.Beispiel 2.4. 1. F�ur die konstante Funktion f(x) = 
 k�onnen wirA =℄�1;1[= Rw�ahlen und und sehen aus der De�nition unmittelbar, da� f�ur alle x0 2 A giltlimx!x0 f(x) = 
:2. Ebenso gilt f�ur die Identis
he Abbildung f(x) = x und f�ur alle x0 2 Rlimx!x0 f(x) = limx!x0 x = x0:Analog zu Satz 1.3 �uber das Re
hnen mit Folgen gelten f�ur das Re
hnen mit Grenz-werten von Funktionen folgende RegelnSatz 2.5. Seien f; g : A ! R mit limx!x0 f(x) = y0 und limx!x0 g(x) = z0 und
 2 R. Dann gilt a) limx!x0(f(x) � g(x)) = y0 � z0b) limx!x0 
 f(x) = 
 y0
) limx!x0 f(x) � g(x) = y0 � z0d) limx!x0 1=f(x) = 1=y0 ; falls y0 6= 0:Beweis. Beispielhaft nur f�ur b): Falls 
 = 0, dann ist nat�urli
h limx!x0 0 = 0.Sei also 
 6= 0 und � > 0 vorgegeben. Na
h Voraussetzung gibt es Æ > 0, soda� f�uralle x 2 I 0 < jx� x0j < Æ =) jf(x)� y0j < �=j
j:Dann gilt aber au
h0 < jx� x0j < Æ =) j
 f(x)� 
 y0j = j
jjf(x)� y0j < �:Bei d) l�a�t si
h zeigen, da� aus y0 6= 0 folgt: f(x) 6= 0 f�ur hinrei
hend nahe bei x0gelegene x 2 A.



24 2. REELLE FUNKTIONENFolgerung 2.6. Sei p(x) = a0+a1x+ � � �+anxn eine Polynomfunktion p : R! Rund x0 2 R. Dann giltlimx!x0 p(x) = a0 + a1x0 + � � � + anxn0 = p(x0):Einpr�agsam k�onnen wir daf�ur au
h s
hreibenlimx!x0 p(x) = p( limx!x0 x):Funktion und Limes sind hier miteinander vertaus
hbar (vgl. Stetigkeit weiter un-ten).Nat�urli
h gibt es au
h Funktionen, die keine oder nur einseitige (links{, re
htssei-tige) Grenzwerte besitzen. Es gibt sogar Funktionen, die in keinem einzigen Punktihres De�nitionsberei
hes einen Grenzwert besitzen. In gewissem Sinne ist dies sogarmeistens der Fall.Beispiel 2.5. 1. Die HEAVISIDE{Funktion H : R! R, de�niert dur
hH(x) = (0 (x < 0)1 (x � 0)gilt o�enbar limx!0�H(x) = 0 limx!0+H(x) = 1:Na
h Folgerung 2.4 besitzt H also in 0 keinen Grenzwert. Die Funktion hat (ma
ht)dort eine Sprung der H�ohe 1.2. Der Ausdru
k sin 1=x de�niert eine Abbildung f : R n f0g ! [�1; 1℄. DieseAbbildung besitzt in x0 = 0 keinen Grenzwert. (vgl. Abb.13. F�ur x sin 1=x (de�niert auf R n f0g) gilt limx!0 x sin 1=x = 0:4. f : R! R, de�niert dur
hf(x) = (0 f�ur x rational1 f�ur x irrationalbesitzt nirgends einen Grenzwert, au
h keinen einseitigen.Dies sieht man am besten mit Hilfe des folgenden Satzes. Dieser Satz bringt dieExistenz des Grenzwertes einer Funktion in Verbindung mit ihrer Wikung auf kon-vergente Folgen.Satz 2.7. Eine Funktion f : A! B � R besitzt genau dann in x0 einen Grenzwerty0, also limx!x0 f(x) = y0, wenn f�ur alle Folgen (xn) in A mit xn 6= x0 giltlimn!1 xn = x0 =) limn!1 f(xn) = y0:



2.2. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN. STETIGKEIT. 25Definition 2.5. f : A! B � R hei�t stetig in x0 2 A, falls giltlimx!x0 f(x) = f(x0);anderenfalls hei�t f unstetig in x0.Merkregel: f stetig genau dann, wenn lim und f miteinander vertaus
hbar sind.f hei�t stetig in A, falls f stetig ist in allen Punkten von A, anderenfalls unstetigin A.Bemerkung 2.2. a) Im Gegensatz zur De�nitition des Grenzwertes mu� f�ur dieStetigkeit die Funktion an der Stelle x0 de�niert sein.b) Aus Folgerung 2.4 sehen wir: Eine stetige Funktion ma
ht keine Spr�unge. Zumin-dest der aristotelis
hen Vorstellung na
h (Die Natur ma
ht keine Spr�unge) solltenalso stetige Funktionen gut zur Bes
hreibung realer Vorg�ange geeignet sein.Satz 2.8. Sei f : A! B � R; x0 2 A. Folgende Aussagen sind �aquivalent1) f ist in x0 stetig.2) limh!0 f(x0 + h) = f(x0).3) Zu jedem � > 0 existiert ein Æ > 0, soda� f�ur alle x 2 A mit jx� x0j < Æ (wof�urwir au
h s
hreiben k�onnen x = x0 + h; 0 � jhj < Æ) giltjf(x)� f(x0)j = jf(x0 + h)� f(x0j < �Formal in Zei
hen: �̂>0_Æ>0 ^x2UÆ(x0) f(x) 2 U�(f(x0)):Hier ist U�(a) = fu : ju� aj < �g.4) limn!1 f(xn) = f(x0) f�ur alle Folgen (xn) in A mit xn ! x0.Beispiel 2.6. 1. Polynome sind auf ganz R stetig.2. Dur
h Potenzreihen darstellbare Funktionen sind imKonvergenzberei
h der Reihestetig.2. Rationale Funktionen sind auf R nN stetig, wobei N die Nullstellen{Menge desNennerplynoms ist. Falls Z�ahler und Nenner teilerfremd sind, dann streben sie inden 0{Stellen des Nenners gegen �1.3. Die Funktion 4. in Beispiel 2.5 ist �uberall unstetig.4. Die Ausdr�u
ke f(x) = sin 1=x; g(x) = x sin 1=x sind beide ni
ht f�ur x0 = 0de�niert. Da f in x0 = 0 keinen Grenzwert besitzt, kann diese Funktion bei keinerErkl�arung von f(0) stetig gema
ht werden. Wegen limx!0 g(x) = 0, ist es sinnvoll,die Funktion g zu erweitern dur
h die De�nition g(0) := 0. Dann ist g �uberall stetig(vgl. Abb.1). Man spri
ht von stetiger Erg�anzung.
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Abbildung 1. sin 1x und x sin 1x
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Abbildung 2. sin und ar
sinF�ur stetige Funktionen gelten folgende wi
htige S�atze.Satz 2.9 (Zwis
henwertsatz). Eine auf einem abges
hlossenen und endli
hen In-tervall de�nierte stetige Funktion nimmt jeden Wert zwis
hen ihrem Maximum undMinimum mindestens einmal an.Satz 2.10. Sei f : [a; b℄! R stetig auf dem abges
hlossenen und endli
hen Intervall[a; b℄. Aus f(a) �f(b) < 0 (d.h. f(a); f(b) haben entgegengesetztes Vorzei
hen), dannhat f in ℄a; b[ mindestens eine 0{Stelle: Es existiert ein x0 mit a < x0 < b, soda�f(x0) = 0.Satz 2.11. Eine auf einem Intervall stetige Funktion ist genau dann umkehrbar,wenn sie streng monoton ist. Genauer: Sei f : I ! B � R stetig im Intervall I.Dann gilt:f : I ! f(I) ist genau dann bijektiv, wenn f streng monoton ist. Au
h die Umkehr-funktion ist dann streng monoton und stetig.Auf diesem Satz beruht die Tatsa
he, da� bei vielen klassis
hen Funktionen eineUmkehrfunktion existiert, zumindest wenn wir uns auf sol
he Teile des De�niti-onsberei
hes eins
hr�anken, wo die betra
htete Funktion streng monoton ist. DerNa
hweis der strengen Monotonie gelingt oft dur
h Betra
htung der Ableitung (vgl.weiter unten Satz 3.11)
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Abbildung 3. Fixpunktbestimmung: f(x) und f(x)� x.
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Abbildung 4. 
os und ar

os
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Abbildung 5. f(x) = x3 und f(x) = 1x(x�1)Beispiel 2.7. a) Die Sinus{Funktion ist auf ganz R de�niert und stetig. DemS
haubild (Abb. 2) entnehmen wir, da� sin im Intervall [��=2; �=2℄ streng mo-noton w�a
hst und besitzt daher na
h Satz 2.11 eine stetige und streng monotoneUmkehrfunktion ar
sin : [�1; 1℄ ! [��=2; �=2℄. Analoges gilt f�ur 
os und seineUmkehrabbildung ar

os : [�1; 1℄! [0; �℄ (vgl. Abb.4)b) Die Tangens{Funktion ist gegeben dur
h tanx = sin x= 
os x. Dies ist de�niertf�ur alle x 2 R n f(2k + 1)�2 : k 2 Z (in den ungeradzahligen Vielfa
hen von �=2
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Abbildung 6. tan x und ar
tan xliegen die 0{Stellen des Nenners 
os x) und ist dort stetig. Dem S
haubild entneh-men wir die strenge Monotonie in Intervallen der L�ange �. Die Umkehrfunktionwird �ubli
herweise f�ur das Intervall ℄� �=2; �=2[ bestimmt und hei�t Ar
ustangens:ar
tan : R!℄� �=2; �=2[ (vgl. Abb.6).
) Untersu
hen wir bez�ugli
h Umkehrbarkeit die Funktion f(x) = 1x(x�1) (vgl. Ab-bildung 5). Der maximale De�nitionsberei
h der Funktion ist R n f0; 1g. Wir ent-nehmen dem S
haubild, da� die Funktion in 4 Teilen ihres De�nitionsberei
hesstreng monoton ist: ℄�1; 0[; ℄0; 1=2℄; [1=2; 1[; ℄1;1[. Man re
hnet lei
ht na
h, da�f�1 :℄�1;�4℄!℄0; 1=2℄ gegeben ist dur
hf�1(y) = 12 �r14 + 1y :In den meisten F�allen ist die Umkehrfunktion allerdings ni
ht dur
h eine Formelangebbar. Graphis
h l�a�t si
h die Umkehrfunktion von f dur
h Spiegelung des Gra-phen von f am Graphen von y = x gewinnen.d) Aus Satz 2.10 folgt ein einfa
her Fixpunkt{Satz (vgl. Bemerkung zu xn+1 = f(xn)am Ende von Kap. 1)Satz 2.12. Jede stetige Abbildung f : [0; 1℄! [0; 1℄ besitzt (mindestens) einen Fix-punkt, d.h. es existiert ein x 2 [0; 1℄ mit f(x) = x.Beweis. Wir betra
hten die Funktion g(x) := f(x) � x. Falls f(0) = 0 oderf(1) = 1, dann ist ni
hts zu beweisen. Wegen 0 � f(x) � 1 k�onnen wir dahero.B.d.A. annehmen f(0) > 0; f(1) < 1. Daher gilt g(0) > 0 und g(1) < 0. Na
hSatz 2.10 existiert daher ein x 2℄0; 1[ mit g(x) = 0. Daraus folgt die Behauptung.Geometris
h ist die Sa
he klar: Der Graph von x! x s
hneidet mindestens einmalden Graphen von x! f(x) im Intervall [0; 1℄. (vgl. Abbildung 3)



KAPITEL 3Di�erentialre
hnung3.1. Di�erentiation reeller Funktionen in einer reellen VariablenDefinition 3.1. Sei f : A ! R eine reelle Funktion, wobei A ein o�enes Inter-vall oder eine endli
he Vereinigung von disjunkten o�enen Intervallen ist. Falls derGrenzwertf 0(x0) := df(x0)dx := dfdx����x0 := limh!0 f(x0 + h)� f(x0)h = limx!x0 f(x)� f(x0)x� x0(3.1)existiert und endli
h ist, so hei�t dieser Grenzwert die Ableitung von f an der Stellex0 und f hei�t an der Stelle x0 di�erenzierbar mit der Ableitung f 0(x0). Auf Grundunserer Voraussetzung �uber A liegt f�ur hinrei
hend kleine h mit x0 au
h no
h x0+him De�nitionsberei
h von f .Wenn f 0(x) f�ur alle inneren Punkte x 2 A existiert, dann hei�t f inA di�erenzierbar.Der sg. Di�erenzenquotient f(x0 + h) � f(x0)hist die Steigung der Sekante dur
h die bena
hbarten Punkte (x0; f(x0)) und(x0+h; f(x0+h)) auf dem Graphen der Funktion f . Ihre Grenzlage ist die Tangentemit der Steigung f 0(x0). Die Tangente ist der Graph der linearen Funktionx! y = f(x0) + f 0(x0)(x� x0):(3.2)f 0(x0) ist die NEWTON's
he und df(x0)dx ist die LEIBNITZ's
he S
hreibweise f�ur dieAbleitung von f an der Stelle x0. Die S
hreibweise dfdx��x0 ist eine moderne Varianteder letzteren. Ihre Zwe
km�a�igkeit wird si
h ergeben.Setzt man �f = f(x0 + h) � f(x0) und �x = (x0 + h)� h = h, so erh�alt man diesehr suggestive Glei
hung f 0(x0) = df(x0)dx = lim�x!0 �f�x:Das hei�t also: der Di�erenzenquotient wird im Grenzwert zum Di�erentialquotien-ten. 29



30 3. DIFFERENTIALRECHNUNGf 0(x0) k�onnen wir als die �Anderungsrate der Funktion f in der Umgebung (N�ahe) desPunktes x0 interpretieren und die lineare Abbildung x! y = f(x0)+f 0(x0)(x�x0)ist eine lineare Approximation der i.a. ni
htlinearen Abbildung f oder geometris
hausgedr�u
kt: den Graphen der Funktion f approximieren wir an der Stelle x0 dur
heine si
h ans
hmiegende Gerade, die Tangente.Beispiel 3.1. 1) Der Graph der konstanten Abbildung f : R! R, de�niert dur
hf(x) = 
, hat o�enbar in allen Punkten x 2 R die Steigung 0 und ist zuglei
hseine eigene Tangente. Wir sehen also rein geometris
h und ohne Re
hnung, da�eine konstante Funktion in allen Punkten ihres De�nitionsberei
hes di�erenzierbarist und die Ableitung 0 hat f 0(x) = 0.Die formale Re
hnung:f 0(x0) = limh!0 f(x0 + h) � f(x0)h = limh!0 
� 
h = 0:2) Wir betra
hten die identis
he Abbildung f(x) = x. Wieder sehen wir rein geo-metris
h, da� der Graph in allen Punkten x 2 R die Steigung 1 und zuglei
h seineeigene Tangente ist. Die Funktion f(x) = x ist also in allen Punkten di�erenzierbarund hat die Ableitung 1 : f 0(x) = 1.Die formale Re
hnung best�atigt dies: Sei x0 2 R:f 0(x0) = limh!0 f(x0 + h)� f(x0)h = limh!0 x0 + h� x0h = limh!0 hh = 1:Mit diesen trivialen Beispielen und den folgenden allgemeinen Di�erentiations{Regeln werden wir dann kompliziertere Ausdr�u
ke di�erenzieren. Zuvor no
h derZusammenhang zwis
hen Di�erenzierbarkeit und Stetigkeit.Satz 3.1. Wenn f in x0 2 A di�erenzierbar ist, dann ist f in x0 stetig.Beweis. Aus der vorausgesetzten Existenz des Grenzwertes (3.1) folgt die Exi-stenz einer S
hranke ����f(x)� f(x0)x� x0 ���� �Mf�ur hinrei
hend nahe bei x0 gelegene x 6= x0 und daherjf(x)� f(x0)j �M jx� x0j:F�ur x! x0 geht die re
hte Seite gegen 0 und daher au
h die linke.Die Umkehrung dieses Satzes gilt ni
ht: x 7! jxj ist �uberall stetig, aber ni
ht di�e-renzierbar in x = 0.



3.1. DIFFERENTIATION REELLER FUNKTIONEN IN EINER REELLEN VARIABLEN 31Satz 3.2 (Di�erentiationsregeln). f; g : A ! R seien beide in x 2 A di�erenzier-bar. �; � seine Konstante 2 R. Dann gilt(�f + �g)0(x) = �f 0(x) + �g0(x) Summenregel. Linearit�at der Ableitung(fg)0(x) = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x) Produktregel�fg�0(x) = f 0(x)g(x)� f(x)g0(x)g2(x) QuotientenregelDabei wird bei der Quotientenregel nat�urli
h g(x) 6= 0 angenommen.Beweis. Der Beweis f�ur die Summenregel ist trivial.Zur Produktregel; Es istf(x)g(x)� f(x0)g(x0)x� x0 = f(x)� f(x0)x� x0 g(x) + f(x0)g(x)� g(x0)x� x0 :Aus dem vorigen Satz folgt g(x)! g(x0) und daher die Behauptung.Zur Qutientenregel bere
hnen wir zuerst die Ableitung von 1=g:1g(x) � 1g(x0)x� x0 = � 1g(x)g(x0) � g(x)� g(x0)x� x0 !� 1(g(x0))2g0(x0):Daraus und der s
hon gezeigten Produktregel egibt si
h Quotientenregel.Satz 3.3 (Kettenregel). Sei f : A ! B und g : B ! R mit o�enen IntervallenA; B. f sei in x0 2 A di�erenzierbar und g sei in f(x0) di�erenzierbar. Dann istau
h die zusammengesetzte Funktion g Æ f : A! R in x0 di�erenzierbar und es gilt(g Æ f)0(x0) = g0(f(x0))f 0(x0):Satz 3.4 (Ableitung der Inversen). Sei f : A ! R in A stetig, streng monotonin A, di�erenzierbar in x0 und f 0(x0) 6= 0. Dann ist au
h die inverse Funktionf�1 : f(A)! A in y0 := f(x0) di�erenzierbar und es gilt�f�1�0(y0) = 1f 0(x0) :Beweis. Wenn wir die Di�erenzierbarkeit der inversen Funktion als bewiesenannehmen, dann wird die Behauptung lei
ht plausibel mit der Kettenregel: Ausf�1 Æ f(x) = f�1(f(x)) = x folgt ja�f�1�0(x) = �f�1�0(f(x))f 0(x) = 1:In der LEIBNITZ{Notation lassen si
h die Di�erentiationregeln suggestiv zusam-menfassen: Dabei verwenden wir die klassis
he S
hreibweise y = y(x) = f(x)und z = z(x) = g(x), bzw. bei der Kettenregel z = z(y) = g(y), soda� alsoz(x) = g Æ f(x).



32 3. DIFFERENTIALRECHNUNGSatz 3.5. ddx(y + z) = ddxy + ddxz = dydx + dzdx Summenregelddx(�y) = �dydx Multiplikation mit Konstanterddx(yz) = dydxz + y dzdx Produktregelddx�yz � = dydxz � y dzdxz2 Quotientenregeldzdx = dzdy dydx Kettenregeldxdy = 1dydx Ableitung der Inversen(3.3)Beispiel 3.2. a) Die Ableitung von ex:�ex�0 = limh!0 ex+h � exh = ex limh!0 eh � 1h = ex limh!0�1h�1 + h+ 12!h2 + � � � � 1��= ex limh!0 hh�1 + 12!h+ 13!h2 + � � � �= ex limh!0�1 + 12!h+ 13!h2 + � � � � = ex:Wir werden sp�ater sehen, da� jede Funktion f mit f 0(x) = f(x) ein konstantesVielfa
hes der Exponentialfunktion ist: f(x) = 
 � ex.b) Die Ableitung von log x:log ist invers zu exp. Daher folgt aus Regel �uber die Ableitung der Inversen mity = ex also f�ur x = log y dxdy = 1dydx = 1ex = 1y ;also (log)0(y) = 1=y.
) �xn�0 = nxn�1:Beweis dur
h Induktion bei Anwendung der Produktregel: Die Formel ist o�enbarri
htig f�ur n = 1. Sie gelte also bis n. Dann ist�xn+1�0 = �xn � x�0 = �xn�0 � x+ xn � x0 = nxn�1x+ xn = xn(n+ 1):Daraus und aus der Summenregel folgt f�ur die Ableitung von Plynomenddx(a0 + a1x+ a2x2 + � � � + anxn) = a1 + 2a2x+ � � � + nanxn�1:



3.2. MITTELWERTSATZ, TAYLOR{REIHE. 33d) Die Summenregel gilt i.a. nur f�ur endli
he Summen. Unter gewissen Umst�andenl�a�t sie si
h formal au
h auf unendli
he Summen erweitern, insbesondere gilt beiPotenzreihen im Inneren des Konvergenzintervalles:ddx 1Xn=0 an(x� x0)n = 1Xn=0 nan(x� x0)n�1:(3.4)Man bea
hte: die abgeleitete Reihe hat denselben Konvergenzradius wie die ur-spr�ungli
he (�Ubung).e) Ableitung von x(t) = t=(1 � t2): Quotienten{ und Kettenregel liefern_x(t) = 1(1� t2) � t(�2t)(1 � t2)2 = 1 � t2 + 2t2(1 � t2)2 = 1 + t2(1 � t2)2 :Definition 3.2. Sei f : A ! R in A di�erenzierbar. Dann ist also f 0 : A ! Rde�niert. Falls f 0 di�erenzierbar ist, so de�niert man die 2. Ableitung von f an derStelle x 2 A dur
h f 00(x) := (f 0)0(x) und entspre
hend de�niert man die h�oherenAbleitungen von f dur
hf 000 := (f 00)0; : : : ; f (n) := �f (n�1)�0 = dnfdxn ;vorausgesetzt, da� die jeweils vorhergehende Ableitung di�erenzierbar ist. Man sagtdann au
h, da� f in x Ableitungen 1., 2., : : : , n{ter Ordnung besitzt.Beispiel 3.3. a) F�ur f(x) = ex giltex = f 0(x) = f 00(x) = � � � = f (n)(x):b) F�ur f(x) = sinx folgt dur
h Ableiten der de�nierenden Potenzreihef 0(x) = 
os x; f 00(x) = � sinx; f 000(x) = � 
os x; f (4)(x) = sinx usw.3.2. Mittelwertsatz, Taylor{Reihe.Definition 3.3. f : A ! R besitzt in x0 2 A eine lokales (relatives) Maximum(Minimum), wenn f�ur alle Punkte einer Umgebung x 2 Ur(x0) gilt f(x) � f(x0)(bzw. f(x) � f(x0).f : A ! R besitzt in x0 2 A eine globales (absolutes) Maximum (Minimum),wenn f�ur alle Punkte x 2 A gilt f(x) � f(x0) (bzw. f(x) � f(x0). f(x0) hei�t dannglobaler (absoluter) Extremalwert von f , bzw. f besitzt in x0 ein globales (absolutes)Extremum.Nat�urli
h ist jedes globale Extremum ein lokales.Beispiel 3.4. Die auf ganzR de�nierte Abbildung x 7! 1�jxj hat in x0 ein globalesMaximum.



34 3. DIFFERENTIALRECHNUNGSatz 3.6. Falls f : [a; b℄ ! R in a < x0 < b (x0 ist also ein innerer Punkt von[a; b℄) eine lokales Extremum besitzt und f 0(x0) existiert, dann gilt f 0(x0) = 0.Beweis. Da x0 innerer Punkt des De�nitions{Intervalles [a; b℄ ist, existiert einÆ > 0, soda� ℄x0�Æ; x0+Æ[� [a; b℄. f habe in x0 ein lokales Maximum. Dann erhaltenwir x0 < x < x0 + Æ =) f(x)� f(x0)x� x0 � 0 ; also f�ur x # x0 f 0(x0) � 0x0 � Æ < x < x0 =) f(x)� f(x0)x� x0 � 0 ; also f�ur x " x0 f 0(x0) � 0:Da na
h Voraussetzung f 0(x0) existiert, ist beides nur m�ogli
h, wenn f 0(x0) = 0.F�ur ein lokales Minimum ist der Beweis analog.Satz 3.7. f; g : [a; b℄ ! R seien stetig in [a; b℄ und in ℄a; b[ di�erenzierbar. Dannexistiert ein x 2℄a; b[ mit�f(b)� f(a)�g0(x) = �g(b)� g(a)�f 0(x):(3.5)Beweis. Wir betra
hten folgende Hilfsfunktion h : [a; b℄! R, defniert dur
hh(x) := �f(b)� f(a)�g(x)� �g(b)� g(a)�f(x):Dann gilt:h ist stetig in [a; b℄.h ist di�erenzierbar in ℄a; b[.h(a) = f(b)g(a)� f(a)g(b) = h(b):Wir zeigen nun, da� daraus die behauptete Existenz von x 2℄a; b[ folgt:1. Falls h konstant ist, dann gilt (3.5) f�ur alle x 2℄a; b[ und es ist ni
hts mehr zubeweisen.2. Sei also o.B.d.A. h(x0) > h(a) f�ur ein x0 2℄a; b[. Dann besitzt h na
h Satz 2.9 einMaximum f�ur ein x 2℄a; b[. F�ur dieses x gilt na
h dem vorigen Satz h0(x) = 0.Folgerung 3.8 (Mittelwertsatz). f : [a; b℄ ! R sei stetig in [a; b℄ und in ℄a; b[di�erenzierbar. Dann existiert ein x 2℄a; b[ mitf(b) � f(a) = (b� a)f 0(x):(3.6)Geometris
h bedeutet dies die Existenz eines Punktes x, wo die Steigung der Tan-gente glei
h der Steigung der Geraden dur
h (a; f(a)) und (b; f(b)) ist.Beweis. Setze im vorigen Satz g(x) = x.



3.2. MITTELWERTSATZ, TAYLOR{REIHE. 35Folgerung 3.9. a) f : [a; b℄ ! R sei stetig in [a; b℄ und in ℄a; b[ di�erenzierbarund f 0(x) = 0 in ℄a; b[. Dann ist f konstant.b) f; g : [a; b℄! R seien stetig in [a; b℄ und in ℄a; b[ di�erenzierbar. Sei weitersf 0(x) = g0(x) in ℄a; b[. Dann unters
heiden si
h f und g nur um eine Konstante:f = g + 
.Beweis. zu a) Seien x1; x2 2 [a; b℄. Wegen f(x2) � f(x1) = f 0(�)(x2 � x1) = 0folgt f(x2) = f(x1).b) folgt sofort aus a), da auf Grund der Voraussetzung f � g konstant ist.Eine oft zitierte Form des Zwis
henwertsatzes ist folgendeFolgerung 3.10. f : [a; b℄ ! R sei stetig in [a; b℄ und in ℄a; b[ di�erenzierbar.Seien x0; x0 + h 2 [a; b℄. Dann existiert ein 0 < � < 1 mitf(x0 + h) = f(x0) + hf 0(x0 + �h):(3.7)Satz 3.11. Eine in einem Intervall I di�erenzierbare Funktion f ist genau danndort monoton steigend bzw. fallend, wenn f�ur alle x 2 I gilt f 0(x) � 0 bzw. f(x) � 0.Beweis. Nur f�ur steigende Monotonie: Ist f monoton steigend, dann dann f�urx0 2 I und h so klein, da� au
h no
h x0 + h 2 I:f(x0 + h)� f(x0)(� 0; falls h > 0� 0; falls h < 0:In jedem Fall gilt also f(x0 + h)� f(x0)h � 0und daher au
h dur
h Grenz�ubergang h! 0: f 0(x0) � 0.Sei nun umgekehrt f�ur alle x 2 I f 0(x) � 0. W�are nun f�ur x0 < x1 im Gegensatz zurBehauptung f(x1) < f(x0) so egibt si
h aus dem Mittelwert{Satz f�ur ein zwis
henx0 und x1 gelegenes � der Widerspru
hf 0(�) = f(x1)� f(x0)x1 � x0 < 0:F�ur die strenge Monotonie gilt:Satz 3.12. Eine in einem Intervall I di�erenzierbare Funktion f ist dort strengmonoton steigend bzw. fallend, wenn f�ur alle x 2 I gilt f 0(x) > 0 bzw. f 0(x) < 0.Beweis. Analog zum zweiten Teil des Beweises im vorigen Satz (�Ubung).



36 3. DIFFERENTIALRECHNUNGDie Bedingung ist ledigli
h hinrei
hend, aber ni
ht notwendig: Die Abbildung x 7! x3ist streng monoton steigend auf ganz I = R, jedo
h ddxx3��0= 3x2��0= 0.Unter der Annahme, da� f h�ohere Ableitungen besitzt, werden wir nun den Mittel-wertsatz erweitern. Damit werden wir imstande sein, f lokal in eine Potenzreihe zuentwi
keln.Satz 3.13. f; g : [a; b℄ ! R seien stetig in [a; b℄ und in ℄a; b[ di�erenzierbar. In℄a; b[ existiere no
h f (n) (d.h. es existieren die Ableitungen bis eins
hlie�li
h n{terOrdnung). Es seien x0; x0+h 2 [a; b℄ und h 6= 0. Dann gilt: Es existiert ein 0 < � < 1mit�f(x0 + h)� �f(x0) + hf 0(x0) + h22! f 00(x0) + � � �+ hn�1(n� 1)!f (n�1)(x0)�	g0(x0 + �h)= �g(x0 + h)� g(x0)�(1 � �)n�1(n� 1)! hn�1f (n)(x0 + �h):Beweis. Wir setzen f�ur x 2℄a; b[F (x) = f(x0 + h)� n�1Xk=0 f (k)(x)k! (x0 + h� x)kund wenden Satz 3.8 auf F und g an: Es existiert also ein 0 < � < 1, soda��F (x0 + h)� F (x0)�g0(x0 + �h) = �g(x0 + h)� g(x0)�F 0(x0 + �h):Nun ist F 0(x) = � n�1Xk=0 f (k+1)(x)k! (x0 + h� x)k + n�1Xk=1 f (k)(x)(k � 1)!(x0 + h� x)k�1= � f (n)(x)(n+ 1)!(x0 + h� x)n�1:Setzen wir im vorigen Satz g(x) = (x0 + h� x)n, so erhalten wirSatz 3.14 (Formel vo TAYLOR mit LAGRANGE{Restglied).f(x0 + h) = n�1Xk=0 f (k)(x0)k! hk + f (n)(x0 + �h)n! hn:(3.8)Hier wird die 0{te Ableitung von f mit f glei
hgesetzt: f (0) := f .Wir haben bereits Funktionen kennen gelernt, die beliebig oft (man sagt au
h un-endli
h oft) di�erenzierbar sind: exp; sin; 
os. Die Formel von Taylor legt nahe, indiesem Falle zu einer unendli
he Reihe �uberzugehen:



3.2. MITTELWERTSATZ, TAYLOR{REIHE. 37Definition 3.4. f : [a; b℄ ! R sei in x0 2℄a; b[ unendli
h oft di�erenzierbar. F�urx 2℄a; b[ hei�t 1Xn=0 f (n)(x0)n! (x� x0)n := Tf(x; x0)die Taylor{Reihe von f um x0 (= mit Entwi
klungspunkt x0).Bemerkung 3.1. Die Taylor{Reihe ist o�enbar eine Potenzreihe mit Entwi
klungs-punkt x0. Es stellen si
h sofort folgende Fragen:1. Konvergiert die Taylor{Reihe �uberhaupt f�ur ein x 6= x0? (i.a. nein) M.a.W.: unterwel
hen Bedingungen f�ur f hat diese Reihe einen positiven Konvergenzradius?2. Wenn die Taylor{Reihe konvergiert, stellt sie dann die Funktion f dar?( i.a. nein)3. Ist eine formale Potenzreihe immer die Taylorreihe einer unendli
h oft di�eren-zierbaren Funktion? (Ja. Satz v. E. Borel)Positive Antworten f�ur 1.,2, gibt es unter geeigneten Voraussetzungen.Beispiel 3.5. a) Wir wissen bereits dndxn ex = ex, soda� also f�ur x0 = 0 und alle ndndxn ex��0= 1. Die Taylor{Reihe der Exponentialfunktion ist daherexpx = 1Xn=0 1n! dndxn ex��0xn = 1Xn=0 1n!xn:Dies ist ein Sonderfall des folgenden allgemeinenSatz 3.15. Bei einer dur
h eine Potenzreihe dargestellten Funktion stimmt inner-halb des Konvergenzintervalles die Taylor{Reihe mit der Potenzreihe �uberein.Beweis. Nur formal: Sei etwa f(x) = a0+a1x+a2x2+ � � � die Potenzreihenent-wi
klung der Funktion f mit Entwi
klungspunkt x0 = 0. Dann folgt dur
h formalesDi�erenzieren f 0(x) = a1 + 2a2x+ 3a3x2 + � � �f 00(x) = 2a2 + 3 � 2a3x+ � � �f 000(x) = 3 � 2a3 + 4 � 3 � 2a4x+ � � �usw.und daher f�ur x = 0a0 = f(0); a1 = f 0(0); a2 = f 00(0)2 ; a3 = f 000(0)2 � 3 ; : : :Daraus folgt f(x) = f(0) + f 0(0)x+ f 00(0)2 x2 + f 000(0)2 � 3 x3 + � � �



38 3. DIFFERENTIALRECHNUNGIn der Praxis bedeutet dies, da� man bei vielen Funktionen die Taylor{Reihe meistlei
hter dur
h AuÆnden den Potenzreihenentwi
klung gewinnt als dur
h direktesBere
hnen der h�oheren Ableitungen. Dies gilt insbesondere bei rationalen Funk-tionen. Betra
hten wir etwa Beispiel (2.2), wo wir dur
h formales Umformen dergeometris
hen Reihe erhalten habenf(x) = 13� x = 12 � (x� 1) = 12(1 � x�12 ) = 12 1Xn=0 12n (x� 1)n:Daher gilt Tf(x; 1) = 12 1Xn=0 12n (x� 1)n:Die vorangegangenen S�atze bilden die Grundlage f�ur die Analyse von Funktionen.Beispiel 3.6. a) In Beispiel 3.2 sahen wir: exp0 x = expx. Wenn nun f�ur eine Funk-tion f : R ! R gilt f 0(x) = f(x), dann folgt dur
h Weiterdi�erenzieren dieserGlei
hung f (n)(x) = f(x) und daher f�ur die Taylor{Entwi
klung dieser Funktionmit Entwi
klungspunkt x0 = 0f(x) = 1Xn=0 f (n)(0)n! xn = 1Xn=0 f(0)n! xn = f(0) exp x:f stimmt daher bis auf einen konstanten Faktor mit der Exponentialfunktion �ube-rein.b) In Formel (2.3) haben wir sinx und 
osx formal als Potenzreihen in x mit Ent-wi
klungspunkt x0 = 0 eingef�uhrt. Es folgt nun die geometris
he Interpretation:Eine Kurve in der Ebene k�onnen wir bes
hreiben dur
h die sg. Parameterdarstel-lung: es ist eine Abbildung eines Parameter{Intervalles I (physikalis
h meist als Zeitinterpretiert) in die EbeneI 3 t 7! x(t) = (x(t); y(t)) 2 R2mit den Komponentenfunktionen x; y : I ! R.Der Tangentialvektor ist die Ableitung des Ortsvektors na
h dem Parameter t. Wennwir t als die Zeit interpretieren, dann hei�t die zeitli
he Ableitung des Ortsvektorsder Ges
hwindigkeitsvektor.v(t) := ddtx(t) := � _x(t); _y(t)� = lim�!0 x(t+ � )� x(t)� :Wir su
hen nun die mathematis
he Bes
hreibung der Bewegung einer Punktmasseauf dem Einheitskreis f(x; y) : x2 + y2 = 1g, wobei die Bewegung mit betragsm�a�igkonstanter Ges
hwindigkeit 1 und im Gegenuhrzeigersinn erfolgen soll. Wir w�ahlendie Anfangsbedingungen so, da� x(0) = (1; 0) und _x(0) = (0; 1).



3.2. MITTELWERTSATZ, TAYLOR{REIHE. 39Zum Zeitpunkt t be�nde si
h die Masse im Punkt (x(t); y(t)). Aus der Bedingungx2(t) + y2(t) = 1folgt dur
h Ableiten (Ableitung der 2. Potenz + Kettenregel!)2x _x+ 2y _y = 0:Das innere Produkt zwis
hen Orts{ und Ges
hwindigkeitsvektor ist also 0. Geo-metris
h bedeutet dies, da� der Ges
hwindigkeitsvektor (seine L�ange ist na
h Vor-aussetzung 1) senkre
ht auf den Ortsvektor (der L�ange 1) steht. Weil wir uns imGegenuhrzeigersinn auf dem Kreis bewegen, geht also der Ges
hwindigkeits{ (=Tangential{)vektor aus dem Ortsvektor dur
h eine (im mathematis
hen Sinne) po-sitive Drehung um �=2 = 90Æ hervor:_x(t) = �y(t) _y(t) = x(t):Dur
h Weiterdi�erenzieren beider Glei
hungen erhalten wir�x = � _y = �x �y = _x = �yAllgemein erhalten wir (dur
h Induktion)x(2n)(t) = (�1)nx(t) y(2n)(t) = (�1)ny(t)x(2n+1)(t) = �(�1)n _x(t) y(2n+1)(t) = (�1)n _y(t):Aus den Anfangsbedingungen folgtx(2n)(0) = (�1)nx(0) = (�1)n y(2n)(0) = (�1)ny(0) = 0x(2n+1)(0) = �(�1)n _x(0) = 0 y(2n+1)(0) = (�1)n _y(0) = (�1)n:Die Taylorreihen f�ur x bzw. y lauten somitx(t) = 1Xn=0 (�1)n(2n)! t2n y(t) = 1Xn=0 (�1)n(2n+ 1)!t2n+1;d.h. also x(t) = 
os t und y(t) = sin t: Da wir uns mit Ges
hwindigkeit 1 auf demKreis bewegen, ist t die pro Zeiteinheit zur�u
kgelgte Bogenl�ange, entspri
ht also demim Bogenma� gemessenen Winkel zwis
hen dem Ortsvektor x(t) und der x{A
hse.Aus dem Strahlensatz folgt damit die �ubli
he Interpretation: Bei vorgegenemWinkelt (im Bogenma� gemessen) ist in einem re
htwinkeligen Dreie
k sin t (
os t) dasVerh�altnis von Gegen{(An{)kathete zur Hypothenuse.Aus der vorangegengen geometris
hen Interpretation sehen wir au
h sofort, da� 
osgerade und sin ungerade Funktionen und beide periodis
h sind:
os(�t) = 
os t sin(�t) = � sin t
os(t� 2�) = 
os t sin(t� 2�) = sin t:(3.9)



40 3. DIFFERENTIALRECHNUNG
) Wir bestimmen die Taylor{Entwi
klung von f(x) = log(1+x) mit Entwi
klungs-punkt 0. Es ist f(x) = log(1 + x) f(0) = 0f 0(x) = 11 + x f 0(0) = 1f 00(x) = � 1(1 + x)2 f 00(0) = �1 usw.f (n)(x) = (�1)n (n � 1)!(1 + x)n f (n)(0) = (�1)n�1(n� 1)!:Daraus erhalten wir log(1 + x) = x� x22 + x33 � x44 � � �Wir wissen bereits (vgl. Beispiel (2.3)), da� diese Reihe f�ur jxj < 1 absolut konver-gent ist. Zur numeris
hen Bere
hnung von log verwendet man seine Funktionalglei-
hung:Indem wir x dur
h �x ersetzen, erhalten wirlog(1� x) = �x� x22 � x33 � x44 � � �und darauslog(1 + x)� log(1� x) = log 1 + x1� x = 2�x+ x33 + x55 + � � � �:Diese Reihe konvergiert f�ur kleine x sehr gut und ist zur e�ektiven Bere
hnunggeeignet: dazu setzt man � = (1+x)=(1�x) und erh�alt umgekehrt x = (��1)=(�+1).z.B. ist f�ur � = 2 x = 1=3 und daherlog 2 = 2�13 + 13 � 33 ++ 15 � 35 + 17 � 37 + � � � � = 0; 69314 : : :Um sukzessive weiter Werte zu bere
hen, verwendet man no
h die Beziehunglog(a+ 1) = log a�1 + 1a�:�Ubung: Bere
hnen Sie (ohne Tas
henre
hner) log 3 auf 4 Stellen genau.d) Die Binomis
he Reihe. Wir bestimmen die Taylor{Entwi
klung vonf(x) = (1 + x)� mit Entwi
klungspunkt 0 und � 2 R. Es istf(x) = (1 + x)� f(0) = 1f 0(x) = �(1 + x)��1 f 0(0) = �f 00(x) = �(�� 1)(1 + x)��2 f 00(0) = �(� � 1) usw.f (n)(x) = �(�� 1) � � � (� � n+ 1)(1 + x)��n f 00(0) = �(� � 1) � � � (�� n+ 1):



3.2. MITTELWERTSATZ, TAYLOR{REIHE. 41Wir setzen ��k� = �(� � 1) � � � (� � n+ 1)k!und erhalten die binomis
he Reihe(1 + x)� = 1 +��1�x+��2�x2 + � � � +��k�xk + � � �(3.10)Die binomis
he Reihe konvergiert absolut f�ur jxj < 1 (Quotientenkriterium).Spezialf�alle:1) Falls � = m 2 Z+, dann ist o�enbar ��k� = 0 f�ur k > m und die binomis
he Reihereduziert si
h auf auf den binomis
hen Lehrsatz:(1 + x)m = 1 +�m1�x+�m2�x2 + � � �+�mm�xm:2) � = �1 ��1n � = (�1)n: Geometris
he Reihe(1 + x)�1 = 1 � x+ x2 � x3 +� � � �3) � = �2 ��2n � = (�1)n(n+1): Damit oder dur
h Di�erenzieren der geometris
henReihe erhalten wir (1 + x)�2 = 1� 2x+ 3x2 � 4x3 +� � � �4) � = 1=2 liefert(1 + x) 12 = p1 + x = 1 + 12x� 18x2 + 116x3 � 5128x4 +� � � �F�ur kleine x ergibt si
h in erster N�aherungp1 + x � 1 + x2 :3.2.1. Die Formel von EULER und Folgerungen. F�ur die trigonometri-s
hen Funktionen gelten ebenfalls wi
htige Funktionalglei
hungen, hier Additions-theoreme genannt. Man gewinnt sie am besten mit der folgenden Formel von Euler.i = p�1 ist darin die imagin�are Einheit. Man bea
hte i2 = �1; i3 = �i; 14 =1; i5 = i usw.Satz 3.16. F�ur alle t 2 R gilt e�it = 
os t� i sin t: Insbesondere ist ei� = �1.



42 3. DIFFERENTIALRECHNUNGBeweis. Wir verwenden die vorher erw�ahnte Periodizit�at der Potenzen von i.In der de�nierenden Summe f�ur die Exponentialfunktion fassen wir alle Terme zu-sammen, die i ni
ht enthalten und alle, die i enthalten:eit = 1Xn=0 inn!tn = 1 + (it) + (it)22! + (it)33! + � � �= 1 + it� t22! � it33! + t44! �+ � � �= �1� t22! + t44! �+ � � � �+ i�t� t33! + t55! �+ � � � �= 
os t+ i sin t:Daraus ergibt si
h sofort au
h die Aussage f�ur �t.Aus der Euler's
hen Formel folgt sofort
os t = eit + e�it2 sin t = eit � e�it2i :(3.11)Daraus und aus ex+y = exey (g�ultig au
h im Komplexen) folgen die Additionstheo-reme f�ur Sinus{ und Kosinusfunktion und damit f�ur den Tangens:
os(x� y) = 
osx 
os y � sinx sin ysin(x� y) = sinx 
os y � 
os x sin ytan(x+ y) = tanx+ tan y1� tan x tan y :(3.12)Bez�ugli
h der zahlrei
hen sonstigen Formeln f�ur die trigonometris
hen Funktio-nen 
os; sin; tan; 
ot und ihre auf geeigneten De�nitionsberei
hen existierendenUmkehrabbildungen ar

os; ar
sin; ar
tan; ar

ot sei verwiesen auf beliebige For-melsammlungen z.B. Teubner{Tas
henbu
h der Mathematik. Hier �ndet man au
hReihen{ und Produkt{Entwi
klungen dieser Funktionen.Beispielhaft betra
hten wir no
h die Reihenentwi
klungen f�ur tan x und die Um-kehrfunktion ar
tan y (vgl. Abb.6) Es istf(x) = tan x = sin x= 
os x f(0) = 0f 0(x) = 1= 
os2 x = 
os�2 x f 0(0) = 1f 00(x) = 2 
os�3 x sinx f 00(0) = 0f 000(x) = 6 
os�4 x� 4 
os�2 x f 000(0) = 2f (4)(x) = 24 
os�5 sinx� 8 
os�3 sinx f (4)(0) = 0 usw.No
h einige Terme weitergere
hnet ergibt si
h die Taylor{Entwi
klungtan x = x+ 13x3 + 215x5 + 17315x7 + � � �



3.2. MITTELWERTSATZ, TAYLOR{REIHE. 43F�ur die Umkehrfunktion ar
tan : R !℄� �=2; �=2[ setzen wir y(x) = ar
tan x underhalten na
h Formel (3.3)y0(x) = 1tan0(ar
tanx) = 
os2(ar
tanx) = 11 + tan2(ar
tan x)= 11 + x2 = 1 � x2 + x4 � x6 +� � � �und daraus y(x) = 
0 + x � x33 + x55 � x77 + � � � � Wegen y(0) = 0 folgt 
0 = 0 unddaher ar
tanx = x� x33 + x55 � x77 +� � � �(3.13) Bere
hnung von �ARCHIMEDES (
a. 210 v.Chr.) 3 Stellen � � 22=7.VIETE (1579) 10 Stellen.LEIBNITZ (1646{1716) ar
tan 1 = �4 = 1Xn=0(�1)n 12n+ 1 :Diese ber�uhmte Reihe ist allerdings zur numeris
hen Bere
hnung von � ungeeignet:es sind 
a. 1050 Glieder der Reihe n�otig f�ur 100{stellige Genauigkeit (wieso?). Dieklassis
he Methode zur numeris
hen Bere
hnung von � beruht auf obiger Reihen-entwi
klung f�ur ar
tan und auf folgender Hilfsformelar
tan � + ar
tan � = ar
tan � + �1� �� :(3.14)Dies folgt aus dem Additionstheorem f�ur tan. Dazu setzen wir ar
tan � = � undar
tan � = �, soda� � = tan� und � = tan �. Dann folgt die Behauptung austan(� + �) = � + �1 � �� :Die Idee besteht darin, � und � m�ogli
hst klein zu w�ahlen, da� glei
hzeitig �+�1��� = 1,soda� in Formel (3.14) die Reihenentwi
klung der linken Seite s
hnell konvergiertund die re
hte Seite �=4 liefert.MACHIN (1706{1751): 100 Stellen.�4 = 4 ar
tan 15 � ar
tan 1239 :



44 3. DIFFERENTIALRECHNUNGNa
h Formel (3.14) ist2 ar
tan 15 = ar
tan 15 + 151� 125 = ar
tan 5122 ar
tan 512 = ar
tan 512 + 5121 � 25144 = ar
tan 120119 und daherar
tan 120119 � ar
tan 1239 = ar
tan 120119 � 12391 + 120119 � 1239 = ar
tan 119 � 239 + 120119 � 239 + 120 = �4 :S
hon mit 5 Summanden f�ur ar
tan 15 und 2 Summanden f�ur ar
tan 1239 genau auf 7Na
hkommastellen f�ur �.GILLOUD{DICHAMP (1967) 500.000 Dezimalstellen:�4 = 6 ar
tan 18 + 2 ar
tan 157 + ar
tan 1239 :MIOSHI{KAZUHIKA (1981) 2.000.000 Dezimalstellen:�4 = 8 ar
tan 110 � ar
tan 1239 � 4 ar
tan 1515 :KANADA{TAKAHASHI: HEUTE mehr als 50 � 109 Stellen mit anderen Algorith-men.Abs
hlie�end no
h eine Fehlerabs
h�atzung: wir betra
htenRn(x) := ar
tan x� n�1Xk=0 (�1)k2k + 1x2k+1und wenden darauf den Mittelwertsatz in der Form von Satz 3.5 mit g(x) = x2n+1an. Es ist ddxRn(x) = 11 + x2 � n�1Xk=0(�1)kx2k = 11 + x2 � 1 � (�x2)n1 + x2= (�1)n x2n1 + x2 :Wegen Rn(0) = g(0) = 0 ergibt si
h mit einem geeigneten 0 < � < 1Rn(x) = x2n+1(2n + 1)(�x)2n � (�1)n (�x)2n1 + (�x)2= (�1)nx2n+1(2n + 1)(1 + (�x)2) :



3.2. MITTELWERTSATZ, TAYLOR{REIHE. 45Damit erhalten wir ni
ht nur das Vorzei
hen von Rn(x), sondern au
h eineAbs
h�atzung f�ur den Absolutbetrag��Rn(x)�� < x2n+12n+ 1 :Der Fehler bei der Bere
hnung von ar
tan dur
h die unendli
he Reihe (3.13) ist alsokleiner als das erste ni
ht ber�u
ksi
htigte Glied der Reihe.Bemerkung 3.2. � ist irrational (LAMBERT 1761).� ist transzendent (LINDEMANN 1882).Das bedeutet: Es gibt kein Polynom mit ganzzahligen KoeÆzienten, das � als 0{Stelle hat. Daraus und aus der Theorie von GALOIS (1811{1832) folgte na
h 2000Jahren Su
he dieUnm�ogli
hkeit der Quadratur des Kreises.3.2.2. Unbestimmte Formen. Regel von de l'HOSPITAL. Man de�niert�1 <x �1 =) x+1 =1�1 �x <1 =) x�1 = �1�1 <x <1 =) x1 = x�1 = 00 <x �1 =) x � 1 =1; x � (�1) = �1�1 �x < 0 =) x � 1 = �1; x � (�1) =1:Dies ist motiviert dur
h Grenz�uberg�ange bei Folgen, etwaxn ! x; yn ! �1 =) xnyn ! 0:00 ; 11 ; 0 �1; 1�1 bleiben unde�niert, da hier f�ur vers
hiedene Folgen die Grenz-werte vers
hieden sein k�onnen.Bezei
hne R = R [ f�1g [ f1g. Sei nun � 2 I � R mit einem ni
htentarte-ten Intervall I. f; g seien, mindestens auf I n f�g de�nierte Abbildungen, f�ur dielimx!� f(x) und limx!� g(x) existieren.Definition 3.5. Falls limx!� f(x) = limx!� g(x) = 0 (1), dann hei�t fg eine unbe-stimmte Form vom Typ 00 bzw. 11 im Punkt �. Analog f�ur 0 � 1; 1�1.Satz 3.17 (Regel von de l'HOSPITAL). f; g seien reellwertige Abbildungen, die f�ur�1 � � < � � 1 di�erenzierbar sind. F�ur alle x 2℄�; �[ gelte g0(x) 6= 0 und esexistiere limx#� f 0(x)g0(x) = A 2 R:Falls nun weiters f(x)! 0 und g(x)! 0 f�ur x # �, oder g(x)!1 f�ur x # �, danngilt limx#� f(x)g(x) = A:



46 3. DIFFERENTIALRECHNUNGEine analoge Behauptung gilt f�ur x " � oder g(x)! �1.Eine einfa
he, aber oft n�utzli
he Version dieses Satzes zur Bere
hnung unbestimmterFormen ist der folgendeSatz 3.18. f; g seien in � di�erenzierbar, dh. f 0(�) und g0(�) existieren. Weiterssei f(�) = g(�) = 0 und g0(�) 6= 0. Dann giltlimx!� f(x)g(x) = f 0(�)g0(�) :Beweis. Aus g0(�) 6= 0 folgt, da� f�ur hinrei
hend nahe bei � gelegene x au
hg(x)�g(�)x�� 6= 0. Wegen f(�) = g(�) = 0 erhalten wirlimx!� f(x)g(x) = limx!� f(x)�f(�)x��g(x)�g(�)x�� = f 0(�)g0(�) :Bemerkung 3.3. a) Ist au
h f 0=g0 eine unbestimmte Form, so kann man bei 2{maliger Di�erenzierbarkeit von f; g zu lim f 00(x)g00(x) �ubergehen, usw.b) Die unbestimmten Formen 0 � 1; 1�1 lassen si
h dur
h f(x)=(1=g(x)) in dieForm 00 bzw. dur
h f(x)� g(x) = log�ef(x)�g(x)� = log ef(x)eg(x)auf die Form 11 transformieren.Beispiele:1: 00 : limx!0 ex � e�xx = limx!0 (ex � e�x)0x0 = limx!0 ex + e�x1 = 2:2: 00 : limx!0 sinxx = limx!0 
osx1 = 1:3. 11 : Wir zeigen, da� ex st�arker gegen 1 geht als jede (positive) Potenz x�.Falls � 2 N, dann gilt d�dx�x� = �(� � 1) � � � 1 und daherlimx!1 x�ex = limx!1 �x��1ex = limx!1 �(� � 1)x��2ex = � � �= limx!1 �(� � 1) � � � 1ex = 0:Falls 0 < � 62 N, dann ist 0 � [�℄ < � < [�℄ + 1 und daher folgt die Behauptungaus 0 < x�ex < x[�℄+1ex



3.2. MITTELWERTSATZ, TAYLOR{REIHE. 47und dem bereits gezeigten.Allgemeiner gilt, da� jede Exponentialfunktion ax; (a > 0) st�arker gegen1 geht alsjede Potenzfunktion x�; (� > 0):4: 11 : Sei � > 0 limx!1 x�log x = limx!1 �x��11=x = limx!1�x� =1:Jede Potenzfunktion geht also st�arker gegen 1 als der Logarithmus.3.2.3. Lokales Verhalten von f . Kurvendiskussion. Die Taylor{Entwi
k{lung einer Funktion f mit Entwi
klungspunkt x0 ist das Standardwerkzeug, um daslokale Verhalten von f in der Umgebung von x0 zu untersu
hen. N�aherungsweisek�onnen wir anstelle von f das Taylor{Polynom 1., 2., 3. und h�oheren Grades un-tersu
hen. Geometris
h betra
htet ersetzen wir also den Graphen von f dur
h eineGerade (=Tangente) bzw. dur
h eine Parabel 2., 3., usw. Ordnung.Wir untersu
hen nun f dur
h Betra
htung des ersten ni
ht vers
hwindendenTerms der Taylor{Entwi
klung. Zur Vereinfa
hung der Situation k�onnen wir x0 = 0annehmen. (Sonst betra
hten wir die Funktion g(x) := f(x+ x0) in der Umgebungdes Punktes x = 0. Dies bedeutet eine Parallelvers
hiebung des Graphen von f so,da� (x0; f(x0)) in (0; g(0)) �ubergeht.) Sei alsof(x) = f(0) + f 0(0)x+ f 00(0)2! x2 + f 000(0)3! x3 + � � �1.) In 1. N�aherung f verh�alt si
h f wie eine lineare Funktion f(0)+f 0(0)x, dargestelltdur
h eine Gerade dur
h (0; f(0)) mit der Steigung f 0(0).2.) Sei f 0(0) = 0 und f 00(0) 6= 0. Dann verh�alt si
h f wie f(0)+ f 00(0)2 x2. Je na
h demVorzei
hen von f 00(0) hat f ein lokales Minimum (f 00(0) > 0) oder lokales Maximum(f 00(0) < 0).3.) Sei f 0(0) = f 00(0) = 0 und f 000(0) 6= 0. Dann verh�alt si
h f wie die kubis
heParabel f(0) + f 000(0)3! x3. Es liegt also in x = 0 ein Wendepunkt mit horinzontalerWendetangente vor.Allgemein gilt:Satz 3.19. Falls die erste ni
htvers
hwindende Ableitung f (n)(x0) von f in x0 ge-rade Ordnung hat (d.h. n ist gerade), dann besitzt f dort ein lokales Extremum.Es ist ein lokales Minimum, falls f (n)(x0) > 0, es ist ein lokales Maximum, fallsf (n)(x0) < 0. Falls n ungerade ist, dann liegt eine horizontale Wendetangente vor.Untersu
ht man die relative Lage des Graphen von f zur Tangente in einem be-stimmten Punkt, so erh�alt man Information �uber das Kr�ummungsverhalten der



48 3. DIFFERENTIALRECHNUNGFunktion: Der Graph von f kann lokal oberhalb oder unterhalb der Tangente lie-gen oder diese dur
hsetzen. Dies f�uhrt zum wi
htigen Begri� der Konvexit�at einerFunktion.Definition 3.6. f : I ! R hei�t konvex im Intervall I, falls f�ur alle x; y 2 I undalle 0 < � < 1 f((1 � �)x+ �y) � (1� �)f(x) + �f(y):Geometris
h: der Graph von f liegt immer unterhalb der Sekante zwi
hen (x; f(x))und (y; f(y)). f hei�t konkav, falls �f konvex ist.Geometris
h klar istFolgerung 3.20. f : I ! R ist konvex im Intervall I genau dann, wenn f�ur aller < s < t aus I gilt f(s)� f(r)s� r � f(t)� f(s)t� s :Daraus und aus dem Mittelwertsatz (Satz 3.8) folgt sofortFolgerung 3.21. f : I ! R sei di�erenzierbar. Dann gilt: f ist genau dann kon-vex, wenn f 0 monoton ni
ht fallend ist. Das gilt also insbesondere dann, wenn f 00 � 0in I.Als Kurvendiskussion bezei
hnet man die Untersu
hung einer Funktion fbez�ugli
h:1. De�nitionsberei
h, Bildberei
h2. Bestimmung der Stetigkeits{, Unstetigkeitsstellen3. Verhalten in den Unstetigkeitsstellen und Randpunkten des Def.Berei
hes(Grenzwertebestimmung)4. Bestimmung der 0{Stellen samt zugeh�origer Tangentensteigung5. Bestimmung der kritis
hen Punkte (d.h. L�osen der Glei
hung f 0(x) = 0)6. Bestimmung der Extrema7. Monotonie (Vorzei
hen von f 0)8. Konvexit�at (Vorzei
hen von f 00)9. Wendepunkte samt zugeh�origer Tangentensteigungum damit einen �Uberbli
k �uber die Form des Graphen zu erhalten.



KAPITEL 4Integralre
hnung4.1. Stammfunktion. InhaltsmessungDie Integralre
hnung hat 2 wesentli
he Verbindungen: Im Ramen der Di�erential-re
hnung kann man sie formal als Umkehroperation der Di�erentiation aufassen.Geometris
h betra
htet ers
heint sie als das Mittel zur Bestimmung von Fl�a
hen{und Volumsinhalten. S
hon von den Er�ndern (NEWTON und LEIBNITZ) stammtdie Erkenntnis, da� beides aufs engste zusammenh�angt.Im Folgenden sei wieder I ein Intervall in R mit den Endpunkten a; b und D seieine endli
he Teilmenge von I, also D = f�1; : : : ; �ng � I.Definition 4.1. a) F : I ! R hei�t Stammfunktion von f : I ! R in I, wenn� F stetig ist auf I und di�erenzierbar auf I nD� F 0(x) = f(x) f�ur alle x 2 I nD (D hei�t i.f. Ausnahmemenge).b) Ist F Stammfunktion von f und �; � 2 I, dann hei�t F (�)�F (�) das bestimmteIntegral von f zwis
hen � und � und f hei�t der Integrand. Man s
hreibtZ �� f(x) dx = F (�)� F (�):
) Besitzt f : I ! R eine Stammfunktion in I, dann hei�t f integrierbar �uber (in)I. Eine Stammfunktion bezei
hnet man oft au
h als unbestimmtes Integral von f ,ges
hrieben R f(x) dx:Beispiel 4.1. a) Im Intervall ℄0;1[ ist log x eine Stammfunktion von 1=x, alsoZ 21 1x dx = log x��21 = log 2:b) Auf ganz R ist exp(x2) eine Stammfunktion von 2x exp(x2), alsoZ 20 2xex2 dx = ex2��21 = e� 1:Was die Eindeutigkeit der Stammfunktion betri�t, gilt49



50 4. INTEGRALRECHNUNGSatz 4.1. 2 Stammfunktionen von f unters
heiden si
h h�o
hstens um eine Kon-stante, d.h.: Sind F1; F2 Stammfunktionen von f in I, dann ist F2 � F1 konstantauf I.Beweis. Mit Ausnahme von h�o
hstens endli
h vielen Punkten gilt f�ur alle x 2 Iddx(F2 � F1) = F 02 � F 01 = f(x)� f(x) = 0:Na
h Folgerung 3.9 nimmt F2 � F1 in den endli
h vielen Teilintervallen von I, diedur
h Weglassen der h�o
htens endli
h vielen Ausnahmepunkte von F2; F1 aus Ienstehen, konstante Werte an. Nun ist na
h Voraussetzung F2 � F1 stetig, ma
htalso keine Spr�unge. Die konstanten Werte m�ussen also alle glei
h sein.Daraus folgt sofort, da� die obige De�nition des Integrals sinnvoll, d.h. unabh�angigvon der Wahl der Stammfunktion ist: Ist n�amli
h F2(x)� F1(x) = konst, dann istF2(�)� F2(�) = F1(�)� F1(�).Bemerkung 4.1. a) Die Bezei
hnung der Integrationsvariablen ist unwesentli
h:R �� f(t) dt; R �� f(y) dy; R �� f(x) dx bedeuten alle dasselbe. Ni
ht gut ist etwa dieS
hreibweise R x� f(x)dx.b) Das Integral h�angt von f und vom Integrationsintervall (bestimmt dur
h dieEndpunkte �; �) ab. Dabei gilt ni
ht notwendig � � �.Satz 4.2. a) Ist f integrierbar �uber I, dann au
h �uber jedem Teilintervall von I.b) Ist f integrierbar �uber I, dann gilt f�ur beliebige �; �; 
 2 IZ �� f(x) dx + Z 
� f(x) dx = Z 
� f(x) dxZ �� f(x) dx = �Z �� f(x) dx:
) Sind f1; f2 �uber I integrierbar und 
1; 
2 2 R, dann ist au
h 
1f1 + 
2f2 �uber Iintegrierbar und es giltZ �� �
1f1(x) + 
2f2(x)� dx = 
1 Z �� f1(x) dx+ 
2 Z �� f2(x) dx:Beweis. a) ist klar.b) Sei F Stammfunktion von f . Dann istZ �� f(x) dx+Z 
� f(x) dx = F (�)�F (�)+F (
)�F (�) = F (
)�F (�) = Z 
� f(x) dx:
) Sei F1 Stammfunktion von f1 mit Ausnahmemenge D1 und F2; D2 analog f�ur f2.Dann ist 
1F1+
2F2 stetig und es gilt f�ur alle x 2 In(D1[D2) ddx�
1F1(x)+
2F2(x)� =



4.1. STAMMFUNKTION. INHALTSMESSUNG 51�
1f1(x) + 
2f2(x)�, d.h. 
1F1 + 
2F2 ist Stammfunktion von 
1f1 + 
2f2. AlsoZ �� �
1f1(x) + 
2f2(x)� dx = 
1F1(�) + 
2F2(�)� 
1F1(�) + 
2F2(�)= 
1�F1(�)� F1(�)�+ 
2�F2(�)� F2(�)�= 
1 Z �� f1(x) dx+ 
2 Z �� f2(x) dx:Der folgende Satz zeigt das Verhalten des Integrals gegen�uber der Ordnungsstruk-tur zwis
hen Funktionen und gibt ein kontinuierli
hes Analogon zur Dreie
ksunglei-
hung.Satz 4.3. �; � 2 I und � � �.a) f sei integrierbar und ni
htnegativ auf I, d.h. f�ur alle x 2 I : f(x) � 0. Danngilt Z �� f(x) dx � 0:Das Integral ist ein sg. ni
htnegatives Funktional.b) f1; f2 seien integrierbar, f1 � f2 in I (d.h. f�ur alle x 2 I ist f1(x) � f2(x)).Dann gilt Z �� f1(x) dx � Z �� f2(x) dx:
) f; jf j seien integrierbar in I. Dann gilt����Z �� f(x) dx���� � Z �� jf(x)j dx:Beweis. Sei F Stammfunktion von f und �1 < � � � < �n seien die Ausnahme-stellen in [�; �℄. Dann ist [�; �℄ = [�; �1℄[ [�1; �2℄[� � �[ [�n; �℄ und na
h dem vorigenSatz giltZ �� f(x) dx =�F (�1)� F (�)�+ �F (�2)� F (�1)�+ � � �+ �F (�k)� F (�k�1)�+ � � � + �F (�)� F (�n)� = F (�)� F (�):Da F in den einzelnen Teilintervallen di�erenzierbar ist, gilt na
h demMittelwertsatzF (�k)� F (�k�1) = (�k � �k�1)F 0(x) = (�k � �k�1)f(x) � 0 (�k�1 < x < �k):Daher gilt au
h F�)� F (a) � 0.



52 4. INTEGRALRECHNUNGb) folgt aus a), da na
h Voraussetzung f2 � f1 � 0, soda� na
h Satz 4.2 
)Z �� �f2(x)� f1(x)� dx = Z �� f2(x) dx� Z �� f1(x) dx � 0:
) Es ist �jf(x)j � f(x) � jf(x)j und daher na
h b)�Z �� jf(x)j dx � Z �� f(x) dx � Z �� jf(x)j dx:woraus die Behauptung ����R �� f���� � R �� jf j: folgt.Bemerkung 4.2. Falls eine Folge von integrierbaren Funktionen auf I punktweisegegen eine integrierbare Funktion konvergiert konvergiert, etwa fn ! f , dann istunter gewissen zus�atzli
hen Bedingungen �uber die Art der Konvergenz au
h dieGrenzfunktion f integrierbar und es giltlimn!1 Z �� fn(x) dx = Z �� limn!1 fn(x) dx = Z �� f(x) dx:(4.1)Insbesondere kann man konvergente Potenzreihen gliedweise integrieren. Die entste-hende Potenzreihe hat denselben Konvergenzradius wie die urspr�ungli
he (�U).Satz 4.4 (Hauptsatz der Di�erential{ und Integralre
hnung). Sei f in I integrier-bar mit (der Stammfunktion F und) der Ausnahmemenge D und sei � 2 I. F�ur allex 2 I nD gilt ddx Z x� f(y) dy = f(x):(4.2)Beweis. F�ur alle x 2 I nD gilt F 0(x) = f(x) und daherddx Z x� f(y) dy = ddx�F (x)� F (�)� = dF (x)dx = f(x):Wel
he Funktionen sind nun integrierbar, besitzen also Stammfunktionen?Satz 4.5. Folgende Arten von Funktionen sind integrierbar:1) Polynome2) Stetige Funktionen3) Funktionen, die in I n D stetig sind und in x 2 D links{ und re
htsseitige (bzw.in den Endpunkten von I einseitige) Grenzwerte besitzen4) Treppenfunktionen5) Der Absolutbetrag von Funktionen der vorgenannten Art.



4.1. STAMMFUNKTION. INHALTSMESSUNG 53Beweis. Zu 1) a0x+ a1=2x2+ � � �+ an=(n+1)xn+1+C ist Stammfunktion vona0 + a1x+ � � �+ anxn.Zu 2) Ben�otigt die Approximierbarkeit stetiger Funktionen dur
h Polynome (Appro-ximationssatz vonWEIERSTRASS) und die (hier ni
ht bewiesene) Vertaus
hbarkeitvon Limes und Integral (vgl. vorige Bemerkung).Zu 3) ohne Beweis.Zu 4) Sei �0 = a < �1 < �2 < � � � < �k < �k+1 < � � � < �n < b = �n+1 und f(x) = 
kim Intervall Ik =℄�k; �k+1[ (Skizze). In den Endpunkten von Ik kann f einen dereinseitigen Grenzwerte annehmen. Eine Stammfunktion l�a�t si
h sofort angeben: zux 2 Ik de�nieren wirF (x) = 
0(�1 � �0) + 
1(�2 � �1) + � � � + 
k�1(�k � �k�1) + 
k(x� �k):(4.3)F ist stetig: jedenfalls in jedem Intervall Ik als lineare Funktion und au�erdem giltlimx#�k F (x) = 
0(�1 � �0) + 
1(�2 � �1) + � � �+ 
k�1(�k � �k�1) = limx"�k F (x):F ist somit stetig auf ganz I. Au�erdem gilt (eventuell mit Ausnahme der Punkte �k)f�ur x 2 Ik : F 0(x) = 
k = f(x). Zu 5) Dies folgt aus dem Vorangegangenen.Bemerkung 4.3. Die Formel (4.3) liefertF (b)� F (a) = 
0(�1 � a) + 
1(�2 � �1) + � � �+ 
n(b� �n):Sind die 
k � 0, so ist dies die Summeder Re
hte
k
�a
hen, somit die Fl�a
he zwis
hendem Graphen von f und der x{A
hse. Dies und der folgende (hier ni
ht bewiesene)Satz liefert die Interpretation des Integrales als Fl�a
he unter dem Graphen.Satz 4.6. Sei f : [a; b℄! R stetig und � > 0. Dann gibt es ein Æ > 0, soda� f�ur jedewa
hsende Folge x0 = a � t0 � x1 � t1 � x2 � � � � � xk � tk � xk+1 � � � � � xn = bmit xk+1 � xk < Æ gilt����Z ba f(x) dx� n�1Xk=0 f(tk)(xk+1 � xk)���� � �:Bemerkung 4.4. W�ahlt man im vorigen Satz tk so, da� f(tk) = mk := minff(t) :xk � t � xk+1g, dann hei�t n�1Xk=0 mk(xk+1 � xk)eine RIEMANN�s
he Unter{Summe f�ur das Integral R ba f(x) dx. Analog hei�t f�urf(tk) = Mk := maxff(t) : xk � t � xk+1gn�1Xk=0 Mk(xk+1 � xk)eine RIEMANN�s
he Ober{Summe f�ur das Integral R ba f(x) dx. Der Satz besagt,da� beide mit zunehmender Feinheit (d.h. Æ # 0) gegen R ba f(x) dx konvergieren.



54 4. INTEGRALRECHNUNGSatz 4.7 (Partielle Integration). Seien f; g stetig (also integrierbar) mit Stamm-funktionen F;G, so gilt Z x� Fg = FG��x� � Z x� fG:Das hei�t: F �G ist Stammfunktion von F � g + f �G.Beweis. Na
h Voraussetzung sind F �G0 = F � g und F 0 �G = f �G stetig unddaher integrierbar. Aus der Produktregel (F �G)0 = F 0 � G + F �G0 (Satz 3.2) folgtdur
h Integration(F �G))��x� = F (x)G(x)� F (�)G(�) = Z x� (F 0G + FG0) = Z x� (fG + Fg):Beispiel 4.2.Z log x dx = Z 1 log x dx = x log x� Z 1 dx = x log x� xZ x2ex dx = x2ex � �2xex � 2Z ex dx� = ex�x2 � 2x� 2�:Satz 4.8 (Substitutionsregel). Sei f stetig und g stetig di�erenzierbar, so giltZ g(�)g(�) f(x) dx = Z �� f�g(t)�dgdt dt:Dabei sollen die Einsetzungen sinnvoll sein. S
hreibt man g(t) = x(t), so ergibt si
hsuggestiv mit a = x(�); b = x(�) und dx = _x(t) dtZ ba f(x) dx = Z �� f�x(t)� _x(t) dt:Beweis. Seien F die Stammfunktion von f . Aus der KettenregelddtF (g(t)) = F 0(g(t))g0(t) = f(g(t))g0(t)folgt dur
h IntegrationZ �� f�g(t)�dgdt dt = F (g(�))� F (g(�)) = Z g(�)g(�) f(x) dx:Beispiel 4.3. Wir bere
hnen die Fl�a
he des halben Einheitskreises, also die Fl�a
heunter dem Graphen von f(x) = p1� x2 f�ur �1 � x � 1. Wir setzen x(t) = sin t,



4.1. STAMMFUNKTION. INHALTSMESSUNG 55soda� dx = � sin t dt und erhalten dur
h Anwendung der Substitutionsregel undans
hlie�end dur
h partielle IntegrationZ 1�1p1 � x2 dx = �Z 0� sin2 t dt = Z �0 sin2 t dt = � t2 � 14 sin 2t��0 = �2 :Falls eine Kurve in R2 in Parameterdarstellung gegeben ist, etwa x(t) = (x(t); y(t))mit t 2 I = [a; b℄, dann l�a�t si
h die Bogenl�ange zwis
hen 2 Kurvenpunkten dur
hIntegation bere
hnen: Falls x(t); y(t) stetig di�erenzierbar sind, dann ist die dieL�ange des Kurvenbogens zwis
hen den Kurvenpunkten a = x(�); b = x(�) gegebendur
h L = Z �� p _x2 + _y2 dt:(4.4)Beispiel 4.4. a) Ein Kreis mit Mittelpunkt (x0; y0) und Radius r hat eine Parame-terdarstellung der Form(x(t); y(t)) = (x0 + r 
os t; y0 + r sin t) t 2 [0; 2�℄:Die vorige Formel ergibt wegen _x(t) = �r sin t und _y(t) = r 
os tL = Z 2�0 qr2(sin2(t) + 
os2(t)dt = Z 2�0 r dt = 2r�:b) Wir bere
hnen die L�ange des Parabelbogens y = 23x 32 zwis
hen den Punkten (0; 0)und (1; 2=3).Der Graph jeder Funktion y = f(x), de�niert auf dem Intervall [a; b℄, besitzt mitt = x die Paramterdarstellung (x; f(x)), soda� die Formel (4.4) �ubergeht inL = Z ba p1 + (f 0(x))2 dx:Im konkreten Fall erhalten wir daherL = Z 10 p1 + x dx = 23(1 + x)p1 + x����10 = �23 + 43p2:
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KAPITEL 5Funktionen in mehreren Variablen5.1. Fl�a
hen in R3. Grenzwert und Stetigkeit.Wir werden nun die Di�erentialre
hnung auf R2 und R3 erweitern. Grunds�atzli
hlassen si
h alle folgenden Konzepte und S�atze auf den m{dimensionalen euklidi-s
hen Raum Rm erweitern. Wir bes
hr�anken uns aber hier auf die F�alle m = 2; 3.Punkte (Vektoren) in R2 bzw. R3 bes
hreiben wir dur
h gro�e lateinis
he Bu
h-staben, etwa X = (x; y) 2 R2 oder Y = (x; y; z) 2 R3 oder Z = (x1; x2; x3). Wirk�onnen Vektoren addieren und subtrahieren und mit Skalaren multiplizieren, indemwir dies komponentenweise tun. Geometris
h entspri
ht dies der Bildung der Re-sultante im Kr�afteparallelogramm bzw. der Stre
kung (Verk�urzung) von Vektoren.O = (0; : : : ; 0) bezei
hne den 0{Vektor (= Koordinatenursprung) in Rm.Der Grenzwertbegri� in R h�angt an der Abstandsmessung in R. Dies ist au
h inh�oheren Dimensionen m�ogli
h. Der Abstand zwis
hen 2 Punkten X;Y ist de�niertdur
h jX � Y j = ((x1 � y1)2 + (x2 � y2)2 + (z1 � z2)2) 12 :Insbesondere ist jXj = px21 + x22 + x23 der Abstand des Punktes X vom Koor-dinatenursprung oder, anders ausgedr�u
kt, die L�ange des Vektors X. Oft wirdau
h jjXjj anstelle von jXj ges
hrieben. Der Abstandsbegri� h�angt aufs engstemit der M�ogli
hkeit zusammen, das innere Produkt (Skalarprodukt) von VektorenX = (x1; x2; x3); Y = (y1; y2; y3) bilden zu k�onnen: es ist de�niert dur
h
X;Y � = X � Y =: x1y1 + x2y2 + x3y3:Aus dem Additionstheorem f�ur die Cosinus{Funktion erh�alt man die geometris
heInterpretation X � Y = jXjjY j 
os 
:Dabei ist 
 der Winkel zwis
hen X und Y . Insbesondere gilt also X � Y = 0 genaudann, wenn X und Y aufeinander senkre
ht stehen (
os 90Æ = 0). Man nennt siedann au
h zueinander orthogonal.Aus den De�nitionen f�ur das Skalarprodukt und den Abstand folgen unmittelbar57



58 5. FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLENdie BeziehungenX � Y = Y �X ; jXj2 = X �X ; jX � Y j = �(X � Y ) � (X � Y )� 12�(X � Y ) = (�X) � Y ; (� 2 R) X � (Y + Z) = X � Y +X � ZjX � Y j = jY �Xj SymmetriejX � Zj � jX � Y j+ jY � Zj Dreie
ksunglei
hungjX � Y j = 0() X = YjX � Y j � jXjjY j Cau
hy{S
hwarz{Unglei
hung:(5.1)Bei der Cau
hy{S
hwarz{Unglei
hung bea
hte man, da� jX � Y j der Absolutbetragder reellen Zahl X � Y ist.In v�olliger Analogie zu Konvergenz von Zahlenfolgen de�nieren wirDefinition 5.1. Eine Folge von Punkten Xn 2 Rm hei�t konvergent gegen X0 2Rm, falls gilt �̂>0 _n02N n̂�n0 jXn �X0j < �(5.2)S
hreibweise:X0 = limn!1Xn; oder Xn ! X0; oder kurz X0 = limXn:Sei B(r;X0) = fX 2 R2(3) : jX � X0j < rg der (die) o�ene Kreis (Kugel) mitMittelpunkt X0 und Radius r. Die vorige De�nition ist dann glei
hbedeutend mitder Aussage, da� bei vorgegebenem � > 0 h�o
hstens endli
h viele Punkte Xk derFolge �Xn� au�erhalb von B(�;X0) liegen. Die Konvergenz einer Folge in Rm istglei
hbedeutend mit der Konvergenz der Komponenten der Folgenglieder in R:Satz 5.1. Seien Xn = (xn; yn; zn) und X0 = (x0; y0; z0). Dann giltX0 = limn!1Xn () limn!1 xn; yn; zn = x0; y0; z0:Auf Grund dieses Satzes k�onnen wir die Konvergenz in Rm zur�u
kf�uhren auf jenein R.Definition 5.2. Eine Abbildung f : A � Rm ! R mit X = (x1; : : : ; xm) 7!f(X) = f(x1; : : : ; xm) hei�t reelle Funktion in m reellen Variablen. Wir werden nurden Fall m = 2 und m = 3 betra
hten.Bemerkung 5.1. Der Graph einer reellen Funktion f(x; y) in 2 Variablen x; y l�a�tsi
h als ein Fl�a
henst�u
k imR3 �uber dem De�nitionsberei
h A verans
hauli
hen: Esist dies f(x; y; z) : (x; y) 2 A; z = f(x; y)g = f(x; y; z) : (x; y) 2 A; z� f(x; y) = 0g.Dies ist ein Spezialfall der sehr viel allgemeineren Darstellung einer Fl�a
he im R3:Ausgehend von einer Funktion G : B � R3 ! R in 3 Variablen ist unter ni
ht sehr



5.1. FL�ACHEN IN R3. GRENZWERT UND STETIGKEIT. 59eins
hr�ankenden Voraussetzungen �uber G die Nullstellenmenge der Funktion G eineFl�a
he F in R3 f(x; y; z) 2 B : G(x; y; z) = 0gMan nennt dies die implizite Darstellung der Fl�a
he F .Die Bilder der Parallelen zu den Koordinatena
hsen in der x; y{Ebene auf demGraphen einer Funktion z = f(x; y) hei�en Koordinatenlinien. Dabei sind die sg.x{Linien der geometris
he Ort der Punkte �x; y0; f(x; y0)� und entspre
hend diey{Linien jener der Punkte �x0; y; f(x0; y)� mit jeweils festen y0 bzw. x0. x und ydur
hlaufen die f�ur den vorgegebenen De�nitionsberei
h von f m�ogli
hen Werte.Beispiel 5.1. a) F�ur feste Zahlen a; b 2 R ist z = f(x; y) = ax+ by eine sg. lineareFunktion in den 2 Variablen x; y. Entspre
hend ist f�ur vorgegeben reelle Zahlena1; : : : ; am, die wir zu einem Vektor A = (a1; : : : ; am) zusammenfassen k�onnenf(x1; : : : ; xm) = a1x1 + � � �+ amxm = 
A;X�eine lineare Funktion in m Variablen. Die lineare Funktion f(x; y) ist auf ganz R2de�niert und ihr Graph ist eine Ebene in R3.f(x; y; z) 2 R3 : 0 = ax+ by � z =< (a; b; 1); (x; y; z) >g;also die Menge aller Vektoren im R3, die orthogonal zu dem festen Vektor N =(a; b; 1) sind. Dies ist eine Ebene dur
h den 0{Punkt O = (0; 0; 0) mit der StellungN, d.h. mit einer Normalen in Ri
htung N . Allgemeiner istE = �(x; y; z) 2 R3 : a(x� x0) + b(y � y0) + 
(z � z0) = 0	= �X = (x; y; z) 2 R3 : 
(a; b; 
); (x� x0; y � y0; z � z0)� = 0	= �X 2 R3 : 
N;X �X0� = 0	eine Ebene dur
h den Punkt X0 = (x0; y0; z0) mit der Stellung N = (a; b; 
).Wi
htige Spezialf�alle sind:x = 0 : die y; z{Ebeney = 0 : die x; z{Ebenez = 0 : die x; y{Ebene.b) Der Graph von z = f(x; y) = x2 + y2 ist das Drehparaboloid.
) z = f(x; y) = x2 � y2 :Sattel
�a
he.d) z = f(x; y) = x3 � 3xy2: A�ensattele) Sei G(x; y; z) = x2 + y2 + z2 � 1. Die Nullstellenmenge istf(x; y; z) 2 R3 : x2 + y2 + z2 � 1 = 0g, also die 1{Sph�aref) x2 + y2 � z2 = 1: eins
haliges Hyperboloid (K�uhlturm)g) x2 + y2 � z2 = �1: zweis
haliges Hyperboloide) Was stellt z2 = x2 + y2 dar?



60 5. FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN
Abbildung 1. Sattel und A�ensattel

Abbildung 2. 1{ und 2{s
haliges HyperboloidDie folgenden De�nitionen und S�atze sind v�ollig analog zu 1{dimensionalen Fall(vgl. Kapitel 2).Definition 5.3. Sei f : A � Rm ! R und y0 2 R. Man sagt: f besitzt in X0 denGrenzwert y0, wenn�̂>0_Æ>0 X̂2A �0 < jX �X0j < Æ =) jf(X) � y0j < ��:(5.3)Andere Spre
hweise: f strebt (konvergiert) gegen y0, wenn X gegen X0 strebt.S
hreibweisen: limX!X0 f(X) = y0 oder f(X) ! y0 f�ur X ! X0:



5.1. FL�ACHEN IN R3. GRENZWERT UND STETIGKEIT. 61Satz 5.2. Eine Funktion f : A � Rm ! R besitzt genau dann in X0 einen Grenz-wert y0, also limX!X0 f(x) = y0, wenn f�ur alle Folgen (Xn) in A mit Xn 6= X0gilt limn!1Xn = X0 =) limn!1 f(Xn) = y0:Der wesentli
he (und verkomplizierende) Unters
hied beim Grenzwert zum 1{dimensionalen Fall ist, da� in h�oheren Dimensionen die Ann�aherung an X0 ausallen Ri
htungen und ni
ht einmal l�angs Geraden (wie in R) erfolgen kann.Beispiel 5.2. Betra
hten wir dazu die auf R2 de�nierte Funktionf(x; y) = ( xyx2+y2 f�ur (x; y) 6= (0; 0)0 f�ur (x; y) = (0; 0):Das ist eine rationale Funktion auf R2 n f(0; 0g. Im 0{Punkt erhalten wir je na
hAnn�aherung vers
hiedene Grenzwerte: wenn wir uns l�angs einer Geraden dur
h denUrsprung X(t) = (at; bt) (a2 + b2 > 0) bewegen, dann wirdlimt!0 f(X(t)) = aba2 + b2 :Auf den A
hsen (a = 0 oder b = 0) wird dieser Grenzwert 0, auf allen anderenGeraden ist er 6= 0. Na
h dem vorigen Satz hat f in (0; 0) also keinen Grenzwert.Definition 5.4. f : A � Rm ! R hei�t stetig in X0 2 A, falls giltlimX!X0 f(X) = f(X0);anderenfalls hei�t f unstetig in X0.f hei�t stetig in A, falls f stetig ist in allen Punkten von A, anderenfalls unstetigin A.Satz 5.3. Sei f : A! R; X0 2 A. Folgende Aussagen sind �aquivalent1) f ist in X0 stetig.2) limH!0 f(X0 +H) = f(X0) H = (h1; : : : ; hm); 0 = (0; : : : ; 0).3) Zu jedem � > 0 existiert ein Æ > 0, soda� f�ur alle X 2 A mit jX�X0j < Æ (wof�urwir au
h s
hreiben k�onnen X = X0 +H; 0 � jHj < Æ) giltjf(X) � f(X0)j = jf(X0 +H)� f(X0j < �Formal in Zei
hen: �̂>0_Æ>0 ^X2BÆ(X0)��f(X)� f(X0)�� < �:4) limn!1 f(Xn) = f(X0) f�ur alle Folgen (Xn) in A mit Xn ! X0.



62 5. FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLENSatz 5.4. Endli
he Summen, Di�erenzen und Produkte stetiger Funktionen sindstetig. Der Quotient stetiger Funktionen ist dort stetig, wo der Nenner keine Null-stellen hat.Beispiel 5.3. Polynome in n Variablen sind auf ganz Rm stetig, insbesondere alsoquadratis
he Formen in 2 Variablen:q(x; y) = ax2 + by2 + 
xy + dx+ ey + f; (a; b; : : : ; f 2 R).Die Funktion aus Beispiel 5.2 ist mit Ausnahme des Punktes (0; 0) �uberall stetig.5.1.1. Di�erentiation in mehreren Variablen. Die Koordinatenlinien aufdemGraphen einer Funktion f(x; y) sind der S
hnitt dieses Graphen mit den Ebeneny = y0 bzw. x = x0. Es handelt si
h also um ebene Kurven und die Bere
hnung ihrerTangentensteigungen f�uhrt zu folgenderDefinition 5.5. Sei f : A � R2 ! R eine auf einer (o�enen) Menge A de�nierteFunktion und sei X0 = (x0; y0) 2 A.fx(X0) = fx(x0; y0) := �f�x����(x0;y0) := limh!0 f(x0 + h; y0)� f(x0; y0)hhei�t partielle Ableitung von f na
h x an der Stelle X0. Analog hei�tfy(X0) = fy(x0; y0) := �f�y ����(x0;y0) := limh!0 f(x0; y0 + h)� f(x0; y0)hpartielle Ableitung von f na
h y an der Stelle X0. Die partiellen Ableitungen sindwieder Funktionen in 2 Variablen.Der Punkt X0 hei�t kritis
her Punkt, wenn giltfx(X0) = fy(X0) = 0:Die partielle Ableitung wird also bere
hnet wie die Ableitung na
h einer Variablenbei jeweils konstant gehaltenen restli
hen Variablen. Setzen wir f�ur die Einheitsvek-toren in Ri
htung der beiden Koordinatena
hsen E1 = (1; 0); E2 = (0; 1), so k�onnenwir au
h s
hreiben fx(X0) = limt!0 f(X0 + tE1)� f(X0)tfy(X0) = limt!0 f(X0 + tE2)� f(X0)t :(5.4)Allgemeiner hei�t f�ur einen beliebigen Vektor H = (h; k)DHf(X0) := limt!0 f(X0 + tH)� f(X0)tdie Ri
htungsableitung von f an der Stelle X0 in Ri
htung H.



5.1. FL�ACHEN IN R3. GRENZWERT UND STETIGKEIT. 63H�ohere partielle Ableitungen ergeben si
h in analoger Weise und man s
hreibt beieiner Funktion f(x; y) f�ur die partiellen Ableitungen 2. Ordnungfxx(x0; y0) := �2f�x2 ����(x0;y0); fxy(x0; y0) := �2f�x�y����(x0;y0);fyx(x0; y0) := �2f�x�y ����(x0;y0); fyy(x0; y0) := �2f�y2 ����(x0;y0):Wenn alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung stetig sind, dann l�a�t si
h zeigen,da� die f�ur die praktis
he Bere
hnung wi
htigen Vertaus
hungsrelationen fxy = fyxgelten (Satz v. SCHWARZ). Das gilt au
h f�ur Funktionen in mehr Variablen.Beispiel 5.4. a) Sei f : R2 ! R de�niert dur
h f(x; y) = x sin y + y 
osx. Dannist fx(x; y) = sin y � y 
osx; fy(x; y) = x 
os y + 
os xfxy = 
os y � 
osx = fyxfxx = �y 
os x fyy = �x sin y:b) Sei f : R2 ! R de�niert dur
h f(x; y) = x3y � exy. Dann istfx = 3x2y � exyy; fy = x3 � exyx;fxy = 3x2 � exyy2 = fyx; fxy��(1;1) = 3 � e = fyx��(1;1)fxx = 6x� y2exy; fyy = �x2exy:Die partiellen Ableitungen fx(X0); fy(X0) bes
hreiben die �Anderungsrate von fledigli
h entlang (in Ri
htung) der Koordinatenlinien, die dur
h einen bestimm-ten Fl�a
henpunkt X0 gehen. Um ein vollst�andigeres Bild �uber das Verhalten vonf zu bekommen, gehen wir geometris
h vor. Im ein{dimensionalen Fall habenwir eine Funktion f(x) in der Umgebung von x0 dur
h eine lineare Funktiont(x) = f(x0) + f 0(x0)(x � x0) approximiert; genauer gesagt handelt es si
h um dielineare Abbildung x 7! f 0(x0)(x � x0) mit ans
hlie�ender Vers
hiebung (+f(x0)).Geometris
h interpretiert: der Graph einer sol
hen Funktion ist eine Linie imR2, diewir in der N�ahe des Punktes (x0; f(x0)) dur
h eine Gerade, also den vers
hobenenGraphen einer linearen Funktion approximieren. Im 2{dimensionalen Fall hat einelineare Funktion die FormX = (x; y) 7! z = ax+ by =< (a; b); (x; y) >= A �X;wobei A 2 R2 ein fester Vektor ist und der Graph einer sol
hen Funktion ist eineEbene (vgl. voriger Abs
hnitt).Wenn wir eine Funktion von 2 Variablen f(x; y) in der N�ahe von X0 = (x0; y0)dur
h eine lineare Funktion approximieren m�o
hten, so su
hen wir also einen VektorA = (a; b) (nat�urli
h abh�angig von X0), soda� f�ur alle X = (x; y) nahe bei X0 giltf(X) = f(x; y) � f(X0) +A � (X �X0) = f(x0; y0) + a(x� x0) + b(y � y0):



64 5. FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLENDie geometris
he Betra
htung liefert uns sofort den Hinweis, wel
he Zahlen a; b hierin Betra
ht kommen:Im Fl�a
henpunkt (x0; y0; z0 = f(x0; y0)) ist der Tangentialvektor der x{ bzw. y{Linieauf dem Graphen (x; y; f(x; y)) gegeben dur
hlimt!0 1t ��x0 + t; y0; f(x0 + t; y0)�� �x0; y0; f(x0; y0)�	 = �1; 0; fx(X0)�limt!0 1t ��x0; y0 + t; f(x0; y0 + t)�� �x0; y0; f(x0; y0)�	 = �0; 1; fy(X0)�:Diese beiden Vektoren spannen eine Ebene in R3 auf, als deren "Ursprung\ wir(x0; y0; f(x0; y0)) nehmen, soda� ein allgemeiner Punkt (x; y; z) dieser Ebene dieDarstellung hat(x; y; z) = �x0; y0; f(x0; y0)) + (1; 0; fx(X0))(x� x0) + (0; 1; fy(X0))(y � y0)�= �x; y; f(x0; y0)) + fx(X0)(x� x0) + fy(X0)(y � y0)�:Es ist also die Menge der Punktef(x; y; z) : 
(fx; fy; 1); (x� x0; y � y0; z � z0)� = 0g:F�ur die z{Komponente folgt daher die Glei
hungz = z(x; y) = f(x0; y0) + fx(x0; y0)(x� x0) + fy(x0; y0)(y � y0):(5.5)Dies ist die Glei
hung der sg. Tangentialebene an den Graphen der Funktion f imPunkt X0. O�enbar hat es aber nur dann Sinn, diese Ebene als Tangentialebenezu bezei
hnen, wenn jeder andere Tangentialvektor, der si
h l�angs einer beliebigenRi
htung H = (h; k) 6= (0; 0) ergibt, in dieser Ebene liegt, alsolimt!0 1t��x0 + th; y0 + tk; f(x0 + th; y0 + tk)�� �x0; y0; f(x0; y0)�	= �h; k; limt!0 1t �f(X0 + tH)� f(X0)�= ��1; 0; f0x�+ ��0; 1; f0y �:Das ist also nur m�ogli
h, wenn � = h und � = k. Es mu� daher geltenlimt!0 1t �f(X0 + tH)� f(X0)� = hf0x + kf0y :(5.6)Dies k�onnen wir au
h so ausdr�u
kenf(X0 + tH)� f(X0)� thf0x + tkf0y = r(tH)mit r(O) = 0 und limt!0 r(tH)jtHj = 0. Der Grenz�ubergang zum Koordinatenursprungerfolgt also entlang der Geraden tH. Da der Grenz�ubergang in h�oheren Dimensionenaber aus allen Ri
htungen und ni
ht nur l�angs Geraden erfolgen kann, gelangen wirs
hlie�li
h zu folgender



5.1. FL�ACHEN IN R3. GRENZWERT UND STETIGKEIT. 65Definition 5.6. Eine Funktion f : A � Rm ! R hei�t (total) di�erenzierbar inX0 = (x01; : : : ; x0m) 2 A, fallslimH!0 1jHj�f(X0 +H)� f(X0)� mXi=1 �f�xi (X0)hi� = 0:(5.7)Hier ist H = (h1; : : : ; hm) 2 Rm. Setzen wirH = X�X0, so ist dies glei
hbedeutendmit der Existenz einer Funktion r(X), soda�f(X) = f(X0) + mXi=1 �f�xi (X0) (xi � x0i )�+ r(X)= f(X0) + 
grad f(X0); (X �X0)�+ r(X);wobei r(X) stetig ist in X0 mitr(X0) = 0 und limX!X0 r(X)jX �X0j = 0:Wir s
hreiben f 0(X0) = grad f(X0) = �f0x ; f0y � und nennen f 0 = grad f die Totala-bleitung von f .In diesem Sinne stellt also bei einer in X0 di�erenzierbaren Funktion f die dur
hGlei
hung (5.5) de�nierte Funktion z(x; y) in der N�ahe von (x0; y0) die "beste\ li-neare Approximation der i.a. ni
htlinearen Funktion f dar und geometris
h ist dieTangentialebene die si
h am besten an die Fl�a
he (d.h. Graph von f) ans
hmiegen-de Ebene im Fl�a
henpunkt (x0; y0; f(x0; y0)). Man kann zeigen, da� es keine anderelineare Funktion mit diesen Eigens
haften gibt. Die De�nition ist so gew�ahlt, da�(erwartungsgem�a�) aus der Di�erenzierbarkeit die Stetigkeit folgt.Nat�urli
h wird eine Tangentialebene ni
ht immer existieren (man denke an Fal-ten, Kanten, Spitzen udgl.), au
h wenn die partiellen Ableitungen existieren. TotaleDi�erenzierbarkeit von f bedeutet au
h no
h mehr als die blo�e Existenz einer Tan-gentialebene, wie das folgende Beispiel zeigt.Beispiel 5.5. Betra
hten wir die Funktionf(x; y) = (x4y f�ur x2 + y2 > 00 f�ur y = 0.Man veri�ziert lei
ht DHf(0; 0) = 0 f�ur jede Ri
htung H = (h; k) (fx(0; 0) =fy(0; 0) = 0 folgt unmittelbar aus der De�nition von f). f ist also ni
ht nur partielldi�erenzierbar im Ursprung, f hat sogar eine Tangentialebene, die x,y-Ebene. f istaber ni
ht di�erenzierbar in (0; 0). Dazu n�ahere man si
h dem Ursprung l�angs derParabel k = h4. Der Grenzwert (5.7) wird unendli
h (�Ubung). In �Ubereinstimmungmit Satz 5.5 zeigt man au
h lei
ht, da� f unstetig ist in (0; 0).Folgende S�atze ergeben si
h unmittelbar aus der De�nition:



66 5. FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLENSatz 5.5. Falls f (total) di�erenzierbar ist in X0 2 A, dann ist f stetig in X0.Satz 5.6. Falls f (total) di�erenzierbar ist in X0 2 A, dann gilt f�ur eine beliebige(aber feste) Ri
htung Hlimt!0 1t�f(X0 + tH)� f(X0)� = mXi=1 �f�xi (X0)hi:(5.8)Satz 5.7. f : A � Rm ! R sei partiell di�erenzierbar und alle partiellen Ableitun-gen seien stetig in A. Dann ist f di�erenzierbar in A.5.2. Taylor{FormelSei f : A � R2 ! R eine reelle Funktion in m = 2 Ver�anderli
hen, X0 2 A undH = (h; k) 2 R2. Dann ist dur
h t 7! X(t) := X0 + tH eine Gerade in R2 de�niert,die f�ur kleine t jedenfalls in A bleibt, soda� ihr Bild (X(t); f(X(t)) auf dem Graphenvon f eine f�ur t = 0 dur
h den Fl�a
henpunkt (X0; f(X0)) gehende Kurve bes
hreibt.Die Ri
htungsableitung in Ri
htung H k�onnen wir als Bere
hnung der �Anderungs-rate von f entlang dieser Kurve au�assen. Falls fx; fy ebenfalls di�erenzierbar sind,k�onnen wir aus deren Ableitungen weitere Information �uber f gewinnen. Wir be-tra
hten dazu die Funktion F (t) = f(X(t)) = f(X0 + tH) in der einen Variablen t.Aus der gew�ohnli
hen Taylor{Formel erhalten wirf(X0 + tH) = F (� ) = F (0) + _F (0)t+ 12 �F (0)t2 +R(tH)Die gew�ohnli
he Ableitung von F na
h � , symbolisiert dur
h den Punkt, bedeutetnun die Ri
htungsableitung von f in Ri
htung H an der Stelle X0. Na
h Formel 5.8ist _F (0) = fx(X0) �h+fy(X0) �k. Wenden wir zur Bere
hnung von �F (0) diese Formelno
hmals an, jetzt auf die Komponenten fx; fy, so erhalten wir wegen fxy = fyx (Satzv. SCHWARZ) und_fx(X0) = f0xxh2 + f0xyhk und _fy(X0) = f0yxhk + f0yyk2daraus f�ur t = 1 die sg. TAYLOR{Entwi
klung der Funktion f bis zu Gliedern 2.Ordnung.f(X0 +H) = f0 + f0x � h + f0y � k + 12�f0xxh2 + 2f0xyhk + f0yyk2�+R(H) :(5.9)Dabei bedeutet das Superskript 0 immer die Auswertung der betre�enden Funktionan der Stelle X0 und f�ur das Restglied R giltlimH!O R(H)jHj2 = 0:f wird also dur
h ein Polynom 2. Grades in den Komponenten des Vektors H (soweit entfernen wir uns von X0) approximiert.



5.3. EXTREMA VON FUNKTIONEN f(x;y). 67Setzen wir Di�erenzierbarkeit beliebiger Ordnung von f voraus, so l�a�t si
h dieseEntwi
klung weiter fortsetzen und man erh�alt eine (unter Umst�anden konvergen-te) Potenzreihe in den Variablen h; k. Wenn f(x; y) aus elementaren Funktionenin einer Variablen aufgebaut ist, deren Potenzreihenentwi
klung bekannt ist, l�a�tsi
h der Anfang der TAYLOR{Entwi
klung von f meist einfa
her dur
h formaleManipulation dieser Reihen gewinnen.Beispiel 5.6. Wir su
hen die TAYLOR{Entwi
klung von f(x; y) = sinx 
os y mitEntwi
klungspunkt X0 = (0; 0) bis zu Gliedern 5. Ordnung. Die Bere
hnung mittelsTAYLOR{Formel w�urde die (langweilige) Bere
hnung der partiellen Ableitungenvon f bis eins
hlie�li
h 5. Ordnung erfordern. Ein Ausmultiplizieren der Potenzrei-hen liefert uns sofortsinx 
os y = �x� x33! + x55! + : : : ��1 � y22! + y44! + : : : �= x� 13!x3 � 12!xy2 + 14!xy4 + 12!3!x3y2+Glieder der ungeraden Ordnung � 7:5.3. Extrema von Funktionen f(x; y).Die Begri�e relatives (absolutes) Extremum, Maximum, Minimum lassen si
h prak-tis
h w�ortli
h aus dem 1{dimensionalen auf den mehrdimensionalen Fall �ubertragen.Sei also f : A � R2 ! R. Falls f in X0 2 A ein relatives Extremum besitzt, so giltdies au
h f�ur die Eins
hr�ankung von f auf eine von X0 ausgehende Gerade, insbe-sondere also au
h f�ur die dur
h X0 gehenden Parallelen zu den Koordinatena
hsen.Die Anwendung der 1{dimensionalen �Uberlegungen liefert sofort die notwendige Be-dingungSatz 5.8. f : A � R2 ! R sei in X0 2 A partiell di�erenzierbar und besitze in X0ein relatives Extremum. Dann giltgrad f��X0 = (fx; fy)��X0 = (0; 0) d.h. fx(X0) = fy(X0) = 0:(5.10)Ob tats�a
hli
h ein Extremum vorliegt und wenn ja, wel
her Art, h�angt vom Verhal-ten des quadratis
hen Termsq(h; k) := 12�f (0)xx h2 + 2f (0)xy hk + f (0)yy k2�in der TAYLOR{Formel (5.9) ab. Das Restglied f�allt in diesem Zusammenhang ni
htmehr ins Gewi
ht. Dabei nehmen wir an, da� mindestens eine dieser 2. Ableitungenvon 0 vers
hieden ist (sonst mu� man h�ohere Ableitungen untersu
hen). S
hreibenwir q(X) = q(x; y) = ax2+2bxy+
y2 mit den Konstanten a = f (0)xx ; b = f (0)xy ; 
 = f (0)yyund vers
hieben wir alles in den Koordinatenursprung, d.h. X0 = O = (0; 0) undf(X0) = 0, so verh�alt si
h f in der N�ahe von O wie die quadratis
he Form q



68 5. FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLEN
Abbildung 3. Extremal und Ni
ht Extremalund dies ist abh�angig von a; b; 
. Mit Hilfe der KoeÆzientenmatrix A l�a�t si
h qfolgenderma�en s
hreibenq(X) = 
X;AX� = 
X; �a bb 
�X�F�ur die dur
h q bes
hriebene Fl�a
he G gilt (vgl. Abb.3)1. Falls a
 � b2 > 0; a > 0 (a < 0), dann ist G ein na
h unten (oben) gew�olb-tes Paraboloid mit einem Maximum (Minimum) im Ursprung und dem Maxi-mal(Minimal)wert 0.2. Falls a
 � b2 = 0; a < 0 (a < 0), dann ist G eine na
h unten (oben)gew�olbte Halbs
hale mit einem Maximum (Minimum) im Ursprung und dem Maxi-mal(Minimal)wert 0.3. Falls a
 � b2 < 0, dann ist G eine Sattel
�a
he, die im Ursprung o�enbar keinExtremum besitzt. �Ubertragen auf unser Extremalproblem erhalten wirSatz 5.9. f : A � R2 ! R sei in X0 2 A partiell di�erenzierbar und es geltefx(X0) = fy(X0) = 0. Falls in X0 wenigstens eine der partiellen Ableitungen 2.Ordnung unglei
h 0 ist, dann gibt es folgende M�ogli
hkeiten:1. fxxfyy � f2xy > 0, dann hat f in X0 ein strenges relatives Extremum, und zwar:ein Minimum, falls fxx > 0ein Maximum, falls fxx < 0.Der Graph F von f �ahnelt in der N�ahe von X0 einem Paraboloid.2. fxxfyy � f2xy = 0, dann sind fxx; fyy Vorzei
hen{glei
h und beifxx; fyy � 0 hat f ein Minimumfxx; fyy � 0 hat f ein Maximum.Der Graph F von f �ahnelt in der N�ahe von X0 einer Halbs
hale.3. fxxfyy � f2xy < 0, dann hat f in X0 kein relatives Extremum. Der Graph F vonf �ahnelt in der N�ahe von X0 einer Sattel
�a
he.



5.3. EXTREMA VON FUNKTIONEN f(x;y). 69Beispiel 5.7. f(x; y) = (x+ y)2 � 12xy. Es istfx(x; y) = 3(x+ y)2 � 12y; fy(x; y) = 3(x+ y)2 � 12x:Aus fx = fy = 0 folgt zun�a
hst x = y und daraus lei
ht die beiden kritis
hen Punktex = y = 0 und x = y = 1. Weiters istfxx = 6(x+ y); fxy = 6(x+ y)� 12; fyy = 6(x+ y);fxxfyy � f2xy = 144(x + y � 1)und daher fxxfyy � f2xy = (�144 < 0 f�ur x = y = 0+144 > 0 f�ur x = y = 1:Im Punkt X0 = (0; 0) liegt also kein Extremwert vor; der Graph von f ist in derUmgebung von X0 Sattel-f�ormig. Wegen fxx(1; 1) = 12 > 0 ist X1 = (1; 1) einExtremalpunkt von f und zwar ein Minimum.5.3.1. Extrema mit Nebenbedingungen. Sei f : A � Rm ! R. Wir su
henExtremalpunkte und Extremalwerte von f(X) = f(x1; : : : ; xm) unter gewissen sg.Nebenbedingungen, die in Form von k Glei
hungen g1(X) = 0; : : : gk(X) = 0 (k <m) gegeben seien. Das bedeutet, da� wir die Punkte f�ur Extremalit�at auf einerdur
h diese Glei
hungen einges
hr�ankten Teilmenge von A su
hen. Es geht also umdie Bestimmung von Punkten X = (x1; : : : ; xm), soda�f(x1; : : : ; xm) = Extremum!g1(x1; : : : ; xm) = 0: : : : : :gk(x1; : : : ; xm) = 0:Es gibt 2 L�osungsmethoden, deren Zwe
km�a�igkeit vom konkreten Fall abh�angt.(Die Frage, ob die gefundenen L�osungen tats�a
hli
h extremal sind, wird hier ni
htdiskutiert)1. Aus den k Glei
hungen lassen si
h (unter gewissen Bedingungen) k der m Va-riablen eliminieren, d.h. dur
h die restli
hen ausdr�u
ken. Man untersu
ht dann dieExtremalit�at von f in Abh�angigkeit von diesen restli
hen als freies Optimierungs-problem, d.h. ohne Nebenbedingungen.Beispiel 5.8. f(x; y; z) = ex + ey + ez = Extremum!g1(x; y; z) = x+ y + z � 1 = 0:Aus der Nebenbedingung folgt z = 1 � x� y und es geht nun um die Bestimmungder Extremalpunkte und Werte von h(x; y) = ex + ey + e1�x�y: Aus hx = hy = 0folgt ex � e1�x�y = 0; ey � e1�x�y = 0:



70 5. FUNKTIONEN IN MEHREREN VARIABLENDaraus folgt zun�a
hst x = y und dann x = y = 1=3. Eingesetzt in die Nebenbedin-gung erhalten wir au
h no
h z = 1=3.2. Man f�uhrt k neue Variable �1; : : : ; �k ein, die sg. LAGRANGE{Multiplikatoren,und versu
ht das Extremalproblemf(x1; : : : ; xm) + �1g1(x1; : : : ; xm) + � � �+ �kgk(x1; : : : ; xm) = Extremum!in den m+ k Variablen x1; : : : ; xm; �1; : : : ; �k zu l�osen.Beispiel 5.9. Wir su
hen das absolute Minimum und Maximum der Funktionf(X) = f(x; y; z) = xyz im Berei
h jXj � 1.f(x; y; z) = xyz = Extremum!g(x; y; z) = x2 + y2 + z2 � 1:Zun�a
hst folgt aus der Bedingung fx = fy = fz = 0, da� ein Extremalwert von f ,der f�ur jXj < 1 angenommen wird, nur 0 sein kann. Wir k�onnen also o.B.d.A. dieNebenbedingung g(x; y; z) = x2 + y2 + z2 � 1 = 0 annehmen und weiters, da� imkritis
hen Punkt keine der Komponenten 0 ist. Hier ist zwar au
h die Eliminationeiner Variablen m�ogli
h, die ans
hlie�ende Re
hnung analog zum vorigen Beispielist aber unangenehm.Der Einsatz der Multiplikatoren f�uhrt zum Extremalproblem in 4 VariablenF (x; y; z; �) = xyz + �(x2 + y2 + z2 � 1) = Extremum!Dur
h 0{Setzen der 1. partiellen Ableitungen erhalten wirFx = yz + 2�x = 0Fy = xz + 2�y = 0Fz = xy + 2�z = 0F� = x2 + y2 + z2 � 1 = 0Das sind 4 Glei
hungen f�ur die Unbekannten x; y; z; �, die si
h in diesem Fall dur
helementares Umformen l�osen lassen. F�ur die kritis
hen Punkte X = (x; y; z) �ndetman x2 = y2 = z2 = 1=3. Der Funktionswert an diesen Stellen ist daher �1=p27.Im allgemeinen wird man zur Nullstellen{Bestimmung eines sol
hen Glei
hungssy-stems numeris
he Verfahren ben�otigen.


