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Kapitel 1

Spektraltheorie

1.1 Hilbertriaume

1.1.1 Definition

Definition 1.1.1 (Skalarprodukt)
Sei H ein Vektorraum iiber R. Ein Skalarprodukt auf H ist eine positiv definite, symme-

trische Bilinearform
(,):HxH—=R,

d.h. die Bilinearform erfiillt folgende Eigenschaften:
1. YVee H: (z,z) > 0;(x,z) = 0=z =0 (positive Definitheit)
2. Vz,y,€ H A€ R: (Azr,y) = Mz, y) (Linearitét)
3. Ve,y,z€ H:(x+y,z) = (x,2)+ (y,2) (Linearitit)
4. Vx,y € H: (z,y) = (y,z) (Symmetrie)
Satz 1.1.1
1. ||z|| == \/(z,z) definiert eine Norm auf H.

2. Yo,y € H: (x,y)* < (z,2)(y,y) (Cauchy - Schwartz Ungleichung)

1
+ (y, )2

N[

Y,
3. Vx,ye H: (x—i—y,x—i—y)% < (z,x)
Bewets.
1. Ubung.
2. Sei xz,y € H, A € R. Es gilt
0<(z+My,z+\y) = (z,2) + 2X\(z,9) + \(y, ).

Das Polynom P : A — A2(y,y) + (z, ) + 2X(z,y) hat das Minimum fiir
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Setzt man dieses Minimum nun oben ein, so erhilt man

L (@y)? | ()
0< @) 2@@) (Y, v)

und durch Umformen erhélt man die Cauchy-Schwartz Ungleichung.
3. Aus der Cauchy-Schwartz Ungleichung erhélt man:
(r+y,x+y) =(z,2)+ 2(x,y) +
< (z,z)+2(x,x)2(
= ((x,2)? + (4,9)?

(v,y)
)2 (y,9)% + (4,9)
)2,

NM—A

Definition 1.1.2
Ein Vektorraum H mit Skalarprodukt heifit Hilbertraum, wenn H mit der vom Skalarpro-
dukt induzierten Norm vollsténdig ist.

Beispiel 1.1.3

e [? ist Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (z,y) = Yo% | T,Yn.

o L*(, ) ist Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (z,y) = [, z( ().
Satz 1.1.4
Ein Vektorraum E ist normiert mit ||| : E — RT. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent

1. 3(,):ExE—>RVzeE: (z,2)2 = ||z|

2. VYx,y € E gilt die Parallelogrammgleichung

lz = yI* + llz + y|*

5 = [lz|* + lly)I*.

Bemerkung 1.1.5
Ist (E, ||| z) vollstdndig normierter Raum, dann ist E Hilbertraum, wenn die Norm ||-|| 5
die Parallelogrammgleichung erfiillt.

1.1.2 Orthogonale und orthonormale Folgen im Hilbertraum H

Definition 1.1.6
Eine Folge (z,,)22, in H heifit

1. orthogonal <= (zj,z;) =0 Vi # j
2. orthonormal <= (z;,x;) = d; ;

Bemerkung 1.1.7
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1. Va,y € H: (z,y) =0 gilt [lz + ylI* = [l]* + |yl

2. (xy);2, orthonormal, dann gilt

n=1
N 2 N
> antn|| =) lan|*
n=1 n=1

3. Sei T': H — H linear, beschréinkt und (z,,),-; orthonormal. Dann gilt

2 2

N
T(Z anTy)
n=1
N
Z anTn
n=1

N
= |71 lan/?
n=1

N
g apT'ry,
n=1

2
2
< |7

Satz 1.1.8 (Gram-Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren)
Sei H ein Hilbertraum und {x,, : n € N} linear unabhingig. Dann gilt

1. VneNJay1, - onpn IBn1, - Bun, sodass

n n
Uy, = E Qi T Ty = E Bn,iti
i=1 =1

2. Vm,n (Um,Un) = 6mn.

Beweis. Sei n = 1. Dann ist uq = ”21”. Seinunn=r—1und uy, - ,u-—1 gegeben. Sei
r—1
Zr = Xy — E (@, uj)u; r> 1.
Jj=1
Dann setzt man u, = II?'H' O
T

1.1.3 Vollstéindiges Orthonormalsystem (ONS) in H

Definition 1.1.9 (Abschluss)
Sei H ein Hilbertraum und K C H. Der Abschluss K" von K in H ist folgendermafien
definiert:

z(e H) € K" 3 Folge {yn}p2q € K, sodass lim ||z —yn||y = 0.
n—oo

Beispiel: @R =R
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Satz 1.1.10
Sei H ein seperabler Hilbertraum, d.h. es existiert eine Folge {xy}22 1, sodass

H =lin{z,:n¢€ N}H.
Dann existiert ein ONS {u, : n € N}, sodass fiir alle x € H gilt
N

T — Z (2, up)up,

n=1

lim =0.

N—o0

Bemerkung 1.1.11
{un, : n € N} heifit vollstindiges ONS.

Beweis. Man wéhle eine Teilfolge {z,, } von {z,, : n € N}, sodass
1. lin{zy, } = lin{x,}
2. {xy, } ist linear unabhingig.

Auf die Teilfolge {x,, } wendet man das Gram-Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfah-
ren an und erhélt ein ONS {uy : k € N} fir das gilt:

lin{uy} = lin{z,, } = lin{z,}.

Man muss nun noch zeigen, dass sich jedes = darstellen lisst als © = > >

oo (@, un)up. Es
gilt natiirlich

lin{uk}H = lin{xn}H.
Aus dem folgenden Satz erhilt man dann die Aussage. O

Satz 1.1.12
Sei {e, : n € N} ein ONS in H. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Vee H:(VneN: (z,e,) =0) = (z=0).

2 linfen :neN) =H

3. Vexe H:x=limy_ 25:1 (x,en)en

4. Yz e H:|z||? =322, (z,e,)? (Parsevalsche Gleichung)

5. Vx,y €EH: (x7y) = Zzozl (x,en)(yaen)

Beweis. Ubung. O
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1.1.4 Projektionssatz

Definition 1.1.13
Sei H ein Hilbertraum und K C H. Dann heifit die Menge

Kt={2€H:(2,2)=0Vzre K}

orthogonales Komplement von K in H.

Bemerkung 1.1.14
1. K+ =MNex{z € H: (2,2) =0}

2. K% ist eine abgeschlossene Menge. (Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.)

3. K1 ist linearer Teilraum von H.
Satz 1.1.15 (Projektionssatz)
Sei H ein Hilbertraum und K C H abgeschlossener Teilraum. Dann gilt:
VzeHIzeK3IlyeKt:z=a+y
und

2 2 2
1217 = [l )" + Nyl

Beweis. Sei {up : n € N} ein ONS in K und lin{un}H =K. Sei z € H,

o

x = Z(z,un)un

n=1
und y = z — z. Zu zeigen ist nun:
1. yec K+
2. Eindeutigkeit von z = x +y
Wir beginnen mit 1. Es gilt
(y, Un) = (Z - a:,un) = (27un) - (-rvun) = 0.
——H
Somit ist y L lin{u,} < v L lin{u,} <y L K <y € K. Somit ist die Existenz eines
solchen y € K1 gezeigt.
Wir zeigen nun 2. Seien 2’ € K und 3 € K, sodass z = 2/ +1/. Zu zeigen ist, dass
2/ = x und somit vy’ = y. Es gilt
(', un) = (z,u,) VneN,
——H
da y’ € K+ und lin{u,} = K. Natiirlich gilt auch
(x,up) = (z,up) YneN

also
(,up) = (2, uy) VneN

und somit 2’ = x. O



6 KAPITEL 1. SPEKTRALTHEORIE

Definition 1.1.16
Die Abbildung Px : H — K gegeben durch Pxz = = bezeichnet man als orthogonale
Projektion auf K.

Satz 1.1.17
Die Abbildung Py erfiillt folgende Eigenschaften:

1. Px € L(H), d.h. linear und stetig
2. PL = Px
3. Falls K # {0}, dann ist || Px| =1

Beweis. Ubung. O

1.1.5 Satz von Fischer-Riesz

Definition 1.1.18
Sei X normierter Raum. Der Raum

L(X,R) ={f: X — R, linear und stetig}
heift Dualraum von X und wird mit X’ bezeichnet. X’ versehen mit der Norm
/|| ¢ = sup{|a’ ()] : [l < 1}

ist ein Banachraum.

Der folgende Satz von Fischer-Riesz gibt nun Auskunft iiber den Dualraum eines Hil-
bertraums H. Und zwar ist H isometrisch isomorph zu seinem Dualraum H' beziiglich der
Abbildung:

H — H
vy ()

Satz 1.1.19 (Fischer-Riesz)
Sei H seperabler Hilbertraum. Dann gilt

VfeH 3lye HVreH: f(x)=(z,y)

Beweis. Sei
e fA0€ H
o K =kerf,
e je K+, sodass [|g]; =1,

e y=f(y)y.
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K ist abgeschlossen, da f stetig ist. dim K = 1 (lineare Algebra) und somit
K+ ={\j:AeR}.
Sei x € H beliebig, gegeben durch x = Ay + 2z , z € K.

f(@) = Ay +2) = Af(y) + 0= Af(y)
(@,y) = Ny + 2, f(W)y) = AW (@, 9) + FW)(2,9) = Af(Y)-

Somit gilt f(z) = (z,y) Vo € H.

Wir zeigen nun Eindeutigkeit von y. Seien w,v € H, sodass
f(@) = (w,2) = (v,2)  VoeH

Dann gilt
(w,z) — (v,x) =0 VezeH <w-v=0.

Sei
By :={z e H :|z|; <1}

die Einheitskugel in H. Es gilt:
£l = sup{|f(2)| : ® € Bu} = sup{|f(2)| : [|=[| = 1}
Y
= sup{|(z,y)| : |lz] = 1} = (m,y) = lyllu

11z = sap{[(z, 9) = [le]] < 1} <sup{flzfllly[l : [z <1} <[]yl

1.1.6 Operatoren auf Hilbertrdumen

Definition 1.1.20

Eine stetige lineare Abbildung zwischen normierten Réumen heifit stetiger Operator.
Ist der Bildraum der Skalarenkérper (in unserem Fall R), sagt man Funktional statt
Operator.

Bemerkung 1.1.21
Ein stetiger Operator T': X — Y erfiillt also eine der dquivalenten Bedingungen:

(i) Falls lim,, o0 2, = @, dann gilt limy,—oo Ty, = Tz,

(ii) Fiir alle zp € X und alle € > 0 existiert ein § > 0 mit

lz—zo] <6 = ||Tz—Taol <e

(iii) Fiir alle offenen O C Y ist T71(0) = {x € X : Tz € O} offen in X.
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Definition 1.1.22
Seien Hp, Hy Hilbertriume. Der Raum

L(Hy,Hy) ={T : Hi — Ha,linear und stetig}

ist der Raum der linearen und stetigen Operatoren von Hj nach Hs. Der Raum L(H;, Hy)
ist durch die Operatornorm

1T —m = sup [T,
el 1y <1

normiert.

Definition 1.1.23
Sei T': Hi — H> ein linearer, stetiger Operator. Dann ist

T : Hy — H;
der adjungierte Operator zu T, gegeben durch
Ve € HyVy € H (T z,y) = (z,Ty).
Satz 1.1.2

1. T* ist wohldefiniert

2. T = [T
Bewets. 1. Die Existenz und Eindeutigkeit eines solchen Operators sind zu zeigen. Um
die Existenz zu zeigen, muss man zeigen, dass fiir jedes y € Hj ein z € Hy existiert,
sodass

(z,2) = (Ty,x) Yz € Hs.

Fiir ein fixes x € Hy ist

(I)y(x) = (Ty,CC)
ein lineares, stetiges Funktional auf Hs. Somit erhilt man aus dem Satz von Fischer-
Riesz, dass ein eindeutiges Element z € Hj existiert, sodass (z,z) = ®,(z). Man

setze z = T'y. Um die Eindeutigkeit zu zeigen, seien T} und T3 zwei Operatoren,
sodass

Ve e HyVy € Hi (Tfz,y) = (z,Ty) = (Tyz,y).

Dann gilt
Ve € Hy Vy € Hy (T7z,y) — (T5z,y) = 0.

Und somit T} = T5.
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|T" || = sup{[(T"z, )| : |yllp, <1}
= sup{|(z, Ty)| : [yl p, <1}
177 = sup{[|T" x| : ||z[l 5, <1}
T
= supsup{|(z,Ty)| : (|| p, <1, lyllp, <1}
Ty

= supsup{|(z, Ty)| : [zl g, <1, [yl <13}
Yy T

sup{[| Tyl = [yl g, <1}
Yy

= I71]-

Definition 1.1.24
Sei H ein Hilbertraum 7' : H — H ist selbstadjungiert (s.a.), genau dann wenn 7" = T,
d.h. genau dann wenn

Vae,y€e H: (Tx,y) = (z,Ty).

Satz 1.1.3
1. S,T s.a. Dann gilt: Yu, A\ € R: AT + uS ist s.a.
2. (SoT)*=T"*0S*
3. 8, T s.a. Dann qilt: SoT s.a. & SoT =ToS.
Beweis.
1. Ubung.
2. Ubung.
3. Es gilt fiir alle x,y € H
(STzx,y) = (Tx,Sy) = (x,TSy)

aufgrund der Selbstadjungiertheit von S und 7T'. Somit gilt (ST)* = T'S. Ist nun ST
selbstadjungiert, so gilt
TS = (ST)* = ST.

Gilt andererseits T'S = ST. Dann erhédlt man aus 2. und der Selbstadjungiertheit
von S und T
ST =8*T* = (TS)* = (ST)".

und somit ist ST selbstadjungiert.
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Satz 1.1.25
S:H — H s.a. Dann gilt

supsup{|(Sz, y)| : [z]| <1, [ly|l <1} = sup{|(Sz,z)|: [[=| <1}
T oy T

Beweis. Es gilt
151 = supsup{|(Sz, y)| : [|lz] < 1, [lyll < 1}.
Ty

Setze
K :=sup{|(Sz,2)| : [|z]| < 1}

Es gilt immer K < [|S||. Wir zeigen nun ||S|| < K. Sei y € H. Es gilt

(Sy, )| < K|y, (1.1.1)

weil

¥y : 2 _ =l
(Snyu’ny\\)‘SK' Seiz € H, Sz #0, A" = 15y

1Sz||? = (Sz, Sz) = (S%z, z)

(st D1+ 2) - (s050- De2))

K T 112 T 112
§4{HASHAH + sz =5 }
_ 2K [[[ASz+ £|” + [[ASz — £
4 2

-2 fasa+ 3

2K
=~ UzlliSzll + ll 1Sz}
= K| Sz[|[«]-

Die Gleichheit in der zweiten Zeile kann fiir jedes A durchgefiihrt werden. Die Ungleichung
in der 3. Zeile erhélt man aus der Ungleichung (1.1.1]). In der 5. Zeile verwendet man die

Parallelogrammgleichung und in der 6. Zeile setzt man \? = lzll - gip,
15|l

Man erhélt:

|Sz|? < K|\ Se|l«] <
|Sz] < K|l <
Isl| < K.

1.1.7 Kompakte Operatoren

Definition 1.1.26 (Kompakte Menge)

Sei (E, |||l p) ein normierter Raum. M C E heifit kompakt (folgenkompakt), genau dann
wenn jede Folge in M eine konvergente Teilfolge besitzt. M heifit iiberdeckungskompakt,
falls zu jeder offenen Uberdeckung von M eine endliche Teiliiberdeckung existiert.
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Definition 1.1.27 (Kompakter Operator)

Seien E, F' Banachridume. Sei T : ' — F linear und stetig. T ist kompakt, genau dann
wenn zu jeder beschrénkten Folge (x,)52; in E eine Teilfolge (xy, )72, existiert, sodass
(Txp,)32, konvergiert in F'.

Satz 1.1.28
Seien E,F' Banachrdume. T,, € L(E,F) kompakt. (T,,)72, eine Cauchyfolge in L(E, F).
Dann existiert ein Operator T : E — F € L(E, F), sodass

1. limy o0 || T — THL(E,F) =0
2. T ist kompakter Operator.

Beweisskizze. Da F vollstdndig normierter Raum ist, ist auch L(FE, F') vollsténdig nor-
mierter Raum (Beweis: Ubung). (7},) ist Cauchyfolge in L(E, F'), d.h.

Ve>03INeNVm,n>N:|T, —Tn| <e.

Die Cauchyfolge hat aufgrund der Vollstdndigkeit einen Grenzwert in L(E, F'). Somit
existiert ein T' € L(E, F), sodass 1. erfiillt ist.
2. zeigt man mittels Cantor’schem Diagonalisierungsverfahren. Es gilt

lim ||T,, = T||=0= lim | sup ||Tz—T,z| | =0. (1.1.2)
n—oo n—oo zE

E
=<1

Man wihle eine Folge (zy,) in E, sodass ||z,||p < 1. Zu zeigen ist nun, dass eine Teil-
folge (xy,,) existiert, sodass (T'zy, ) konvergiert in F'. Wir wissen, dass 11,713, T3, - - - sind
kompakt, d.h.

EI(ffnl(k)) Teilfolge von (l‘n) : T1£L‘n1(k) konvergent
3 (T, (k) Teilfolge von (x,, (x)) : Towy,, (k) konvergent

3 (@, (1)) Teilfolge von (2, k) : T3Zn, k) konvergent

3 (2, (k) Teilfolge von (z,,;_,(x)) : TjTp, 1) konvergent

Wir wéhlen nun die Diagonalfolge (mnk(k))zozl und zeigen T'zy, (1) ist konvergent. Es gilt

1. YIiVm >1ny(m) <np(m) (Aufgrund der Wahl der Teilfolgen)

2. Ve>03l Vl>lp sup .er |1z — Tx| <€ wegen (1.1.2
llef<1

x
||

3. Ye>0dmgy Vr,s > mg > HTlﬂUnl(r) — TlﬂUnl(s)H <e€ (Tlacnl(k) ist konvergent.)
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Zu zeigen ist nun, dass die Folge (T'xy, (,));2; eine Cauchyfolge in F' ist und somit einen
Grenzwert in F' hat.

[T, r) = T, ()| < (T = T, || + [[(T = D)) || + (| T2, (r) = Tna(s) |
< e+ e+ e =3e.

Die erste und die zweite Norm sind wegen 2. kleiner als € und die dritte Norm ist wegen
3. kleiner als e. 0

Beispiel 1.1.29
Sei

N|=

H=01":={2=(Tn)nen: Tn €R,|2||;2 = (Z xi) < 00

n=1
Yy = (yn)nEN Folge in [* := {(L‘ = (xn)nEN cxn €ER, H(L'HZOO = Sug‘yn’ < OO} .
ne
Sei der Multiplikationsoperator M, gegeben durch

My : 1% — 12
(xn)nEN = (ynxn)nEN-

Es gilt

HMnyp = (Z (ynxn)2>

n=1
1
) 2
< sup fyn| | Y (wn)?
neN n—1
= llylle ll[l;2-

Somit ist der Multiplikationsoperator beschrénkt mit ||y||;ec, d.h.
[Myll> < [[yllee-

Der Multiplikationsoperator bildet die Einheitsvektoren e; = {0,0,0,---,1,0,0,---,0},
wobei 1 an der i-ten Stelle steht, auf den Vektor y; = {0,0,0,---,y;,---,0,0,0} ab. Damit
gilt
My ||z = sup{[|[Myx]| : ||lz],> < 1}
> sup{[| Mye;||}
3
= sup || = [|yllj--
3

Also erhalt man
[Myll;2 > [lylleo-
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Satz 1.1.30
M, - 12 — 12 ist kompakt <= lim;_ooy; =0

Beweis. Die wichtige Implikation ist <. Sei y* = (y¥)neny gegeben durch y* =
(y1,y2, - , Uk, 0,--,0) und somit y — y* = (0,--- ,0, Y41, - ). Es gilt

(My — My)o = My e = [y — Mye)a] < ly — ¥l ol

Da limy_, Hy — kaloo = 0 erhélt man

| My — Mye|| = 0;

lim ‘
k—o0
Was ist nun (M) (x)?

(Myk)(x) = (flyl,CUZyZ»‘ o 7$kyk707"' aO' )

und somit dim (M x )z < k. Sei (2n)nen eine Folge in der Einheitskugel B2, d.h [|(2n)]];2 <
1. Dann gilt

el <[]

Da dim M, (1?) < k existiert eine Teilfolge (zy,), sodass (M, (zp,))j2, konvergent ist.
Somit ist M, kompakt. Aus dem vorhergehenden Satz erhélt man dann, dass M, kompakt
ist. O

Bemerkung 1.1.31

e M, ist selbstadjungiert. Sei y = (yn)nen eine Folge in [*°. Dann gilt fiir alle z, z € I?

(Myx,z) = Z(:pnyn)zn = an(ynzn) = (z, Myz).
n=1 n=1

e M, entspricht einer Diagonalmatrix, wobei genau y in der Diagonale steht.

e Ein kompakter Operator wird verifiziert, indem man eine Folge von Operatoren mit
endlichem Bildraum (und somit kompakte Operatoren) findet, die gegen den zu
untersuchenden Operator konvergiert.

1.2 Spektralsatz - kompakte, s.a. Operatoren

Satz 1.2.1 (Spektralsatz)

Sei H ein separabler Hilbertraum mit dem inneren Produkt (-,-) und S : H — H ein
kompakter, selbstadjungierter Operator. Dann existiert ein Orthonormalsystem {x, : n €
N} in H und eine Folge reeller Zahlen {X\y, : n € N}, sodass gilt:

1. Fir allen € N ist Sz, = \pxy,.

2. limp_y00 Ap = 0.

3. Ist z € lin{xy, : n € N}, so gilt Sz =77 | A (2, Tn)Tn.
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4. Ist z € lin{x, :n € N}L, so gilt Sz = 0.

Bemerkung 1.2.2
Ist K C H abgeschlossen, dann gilt H = K @ K+ (Projektionssatz). Somit gilt

Hzlin{xn:nEN}@lin{xn:neN}L = KoK+

o0

weK&w= Z(w,$n)In
n=1
[o.¢]
= Sw = Z (w, Tp) AnTn
n=1

Anderersetis gilt v € K+ = Sv = 0. Auf der linearen Hiille lin{z,, : n € N} wirkt der
Operator als Multiplikator und auf dem Rest macht er alles zu 0.

Beweis. 1.Teil: Den ersten Teil der Aussage zeigt man mittels Induktion iiber n. Wir
zeigen zuerst:

dz, € H : H131|| =1, dA €R: Sxy = A\z1 und |)\1| = ||S||

Es gilt

1] = sup{[(Sz,z)| : [[#[| = 1} = sup ?qul}{e(Sx,w) el =13
T T eeq—1,

Wir nehmen 0.B.d.A. an, dass ¢ = 1. Sei A = ||S||. Wir bestimmen eine Folge (z,) € H,
sodass || zp|| = 1 und (Szn, zn) > ||| — L||S|| = A(1 — 1/n). Dann gilt

|Szn — /\an?{ = (Szn, Szn) — 2M(Szn, 2n) + )\z(zn, Zn)

1
< [|Szn||* — 2X2 (1 — n) + A2

1
< 1512 1zl? — 207 (1 - ) e

n

=\ —2)\? (1—1> + \?
n
Somit gilt
1520 — Azn|| =37 0. (1.2.1)

Da S kompakt ist existiert eine Teilfolge (zy, ) von (2, ), sodass Sz,, konvergent. Zusammen
mit (1.2.1)) erhdlt man, dass (2, ) konvergiert und wir setzen y = limy_, o 2p, -

S(lim zp,, ) = AMlim 2y, ,
weil

|S(lim 2, ) — Alim 2y, || = [|[Him(Szpn, — Azn, )|

= lim ||Sz,, — Az, || = 0.

Somit existiert ein y € H und ein A € R, sodass |ly|| = 1, |A\| = ||5] und Sy = A\y. Wir
nehmen nun an es existieren x,--- ,x, und Ay, -+, A,, sodass
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1. zp Llin{zy, - ,zp_1}
2. A < [An—1]
3. Sz, = M.
Wir setzen Ry(-) = Y i) Niwi(-,2;) und S — Ry, = T),. Dann gilt

Vz €lin{zy, - ,zp}: S(z) = Ru(2),Th(2) =0
Vz €lin{zy, -, 2.} 1 S(2) = T(2), Ru(z) = 0.
Auflin{zy,--- ,z,}* ist T}, s.a. und kompakt, somit folgt aus dem Induktionsanfang, dass
ein A\py1 und ein x,4; existieren, sodass
L. ThZTni1 = Aag1Tny1
2. Tpy1 € lin{wy, - 2, )t
3. [ Ansal = [T
4 | Anga] < |Anl.
Der 4. Punkt folgt daraus, dass || 15| < ||Th-1]l,
n n—1
Tl = ||Sz = > XN mi)ai| < ||Sz =Y N 2)mi|| = 1T ll-
i=1 i=1

2. Teil: Wir beweisen nun die zweite Aussage des Satzes: Wir nehmen an, dass |\
nicht gegen 0 konvergiert, d.h. es existiert ein A # 0, sodass |\;| — A. Dann ist die Folge
f{—z :n € N} beschriankt in H. Es gilt Sz, = Az, und somit

S (iZ) = 2. (1.2.2)

S ist kompakt, also existiert eine Teilfolge (2, /An,) von (z,/\y), sodass (S(zn,/An,))
konvergiert in H. Dann gilt aufgrund von aber auch, dass (z,,) konvergiert. Da
aber (z,, ) ein ONS in H bildet und kein ONS eine konvergente Teilfolge enthélt, muss
gelten

|)\z‘ — 0.

Wir zeigen: Kein ONS {z, : n € N} enthéilt eine konvergente Teilfolge:

N
N

||Zn - ZmH = (Zn — Zm,An — Zm) = ((Zn) Zn) + (Zmy Zm) - Q(an Zm))

=2.

3. und 4. Teil: Wir beweisen nun die 3. und 4. Aussage des Satzes mit Hilfe von
Aussage 2. Sei

Hy, =lin{z, : n € N} und
HL = Hy
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Somit gilt H = Hy, @ Hy. Sei z € Hy, d.h.

[e%9)
g 2, Tn)T
n=1

Dann gilt aufgrund der Linearitét von S und Aussage 1. des Spektralsatzes

o0 o0
Sz:g Z,Tp)S E (2, Zp)A\Tp.
n=1 n=1

Zu zeigen ist nun noch

Ve e Hy: S(z)=0.
Wir nehmen an, dass S|g, # 0, d.h.

[e.9]

Toox = Sz — Z(w,xn)/\nazn

n=1

erfiillt | Toox|| # 0. Andererseits gilt Vn € N ||[Tw|| < [|Twll, [M\n] = || 7] und lim [A,| = 0.
Somit erhélt man To, = 0 und das ist ein Widerspruch zu S|y, # 0. O

1.2.1 Courant’sches Min-Max Pinzip

Wir behandeln nun drei Folgerungen des Spektralsatzes, bzw. des Beweises des Spektral-
satzes. Mit Hilfe dieser Sétze erhilt man Aussagen iiber den r-ten positiven Eigenwert
eines s.a. kompakten Operators.

Satz 1.2.3
Sei a > 0, r € N, H seperabler Hilbertraum und A : H — H ein s.a. und kompakter
Operator. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. Es gibt mindestens r Figenwerte von A, die grifier gleich o sind.

2. FEs existiert ein Teilraum F C H mit dim F' = r, sodass

Ve e F (Az,z) > a(z,x).

Beweis. Wir beginnen mit 1. = 2. Seien uq, - -+ , u, Figenwerte von A, die grofler gleich a
sind und p1,-- -, u, die zugehorigen Eigenvektoren, diese bilden ein ONS. Es gilt

.
T = Z%ui € lin{uy, - ,u} C H.

,
Az = Z,ui%ui € lin{uy, - ,u,} C H.
i=1

(Az,x) ZM%ZaZ’yZ—amm
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Somit folgt mit F' := lin{uy,--- ,u,}, dass

Ve e F (Az,z) > a(z,x).

Nun zeigen wir 2. = 1. Sei dim F' = r, dann existieren y1,--- ,y, € F' linear unabhéngig,
sodass F' = lin{y1, -+ ,yn}. Es gilt Vo € F: (Az,z) > a(x,z). Annahme: Es gibt nur
q < r Eigenwerte > «. Diese seien u1, - -, uq. Es gelte:

F6>0Vn>q: pup <a—96.

Wir bestimmen nun (7,---,n,) # 0, als Losung des homogenen, linearen Gleichungssy-
stems

Zns(y&uk) :O’ k= 17 » 4,

s=1

wobei wu; Eigenvektor zum Eigenwert ui. Man beachte, dass man mehr Unbekannte als
Gleichungen hat, weil 7 > ¢. Sei z #0 € F, z = > ., nsys. Es gilt

(Z7uk) = 2778(3/87'“16) =0 Vke {17"' 7q}'
s=1

Es gilt

IA

az, z)

(Az,2) = Zun(z,un)2
n=1

o)

= Z :un(za un)2
n=q+1
0o

< (a—9) Z (z,un)2

n=q+1
< (a—=9)(z,2).

Nachtrag: Sei z € H, {u, : n € N} Eigenvektoren von A. Diese bilden ein ONS (nicht
vollstiandig). Sei

o
z = Z, Up ) Un + 20 zoelinun:nENl.
D (zun) : {

S
-

Es gilt
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= Z (2, up)Au, + Az, Azy = 0 wegen Spektralsatz 4.

Satz 1.2.4 (Max-Min Prinzip)

Sei A: H — H s.a. und kompakt. Seien uf > p3 > p3 > -+ > 0 die positiven Eigenwerte
von A und uf, u;, u;, -+« die zugehorigen Figenvektoren. Dann gilt fiir den r-ten positiven
FEigenwert:

. (Azx, x

ut = max min (Az, )
FCH,dim F=r x€F (a:, x)
VzeF(Az,z)>0

(:= RS)

Bemerkung 1.2.5
Das Maximum wird fiir F' = lin{u], -+ ,u;} realisiert.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass RS > p. Die Eigenvektoren {u],---,u;} sind linear
unabhingig. F' = lin{u], -+ ,u}}, dim F = r. Dann gilt fiir alle x € F

(Azx, x) Zun
>urz

_ (o).

Somit gilt mingep (( )) > pb fiir das speziell gewiihlte F' und somit gilt

o (Az. x

< max mln( - )
FCH,dim F=r z€F (:E,ﬂf)
VaeF(Az,x)>0

Wir zeigen nun p” > RS. Wir 16sen das Supremum auf: Sei € > 0, F C H, dim F' = r und
minge g (égfg) > RS — €. Somit gilt Vo € F

(Az,z) > (x,2)(RS —¢).
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Aufgrund des vorhergehenden Satzes existieren r Eigenwerte, die grofler gleich (RS — €)
sind. Somit ist u,7 > RS — €. Diese Aussage gilt fiir alle € > 0 und man erhélt

,u;f > RS.

O

Satz 1.2.6

Sei A: H— H s.a. und kompakt und es gelte:

(Az,x) >0 Va € H. (A hat also nur positive Eigenwerte.)
Seien uf > ,u; > u; > - >0 die Figenwerte von A und uf, u;,u;f, -+ die zugehdrigen
Eigenvektoren. Dann gilt
Uy = min  sup :
dimF}g:Hr—lmeFL (CL’,ZE)
Bemerkung 1.2.7
1. Das Minimum wird fiir F' = lin{u;, -+ ,u, ,} realisiert.

2. Aus (Az,x) > 0 Vax € H folgt, dass A nur positive Eigenwerte hat. Falls
Ve € H: (Ax,z) > 0 und y # 0 der Eigenvektor von A zu gegebenem Eigenwert
A, dann gilt Ay = A\y. Weiters gilt

(Ay,y) = Ay, y) = Ay, ).

Da (Ay,y) > 0 und (y,y) > 0 gilt A > 0.

1.3 Sturm-Liouville Eigenwertproblem
Sei:

« Q=1a,b]

e pc CYQ) und p > 0 auf

e ¢ (C(0)

° <a1> , <61> reelle Vektoren
a2 B2

Es seien die folgenden Randbedingungen gegeben:
Riz = ayz(a) + asx’(a)
Rox = B1x(b) + B2’ (b).

Wir betrachten den folgenden Differentialoperator 2.0rdnung in Divergenzform, den
sogenannten Sturm-Liouville Operator:

L:C%(Q) = C(Q)
x— (pa) + qx
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Weiters betrachten wir das folgende Differentialgleichungsproblem: Gegeben sei y €
C(9), gesucht sei z € C%(2), sodass

Lx =y

Ru(@) = Ray(a) =0 (1.3.1)

Wir definieren nun das Sturm-Liouville Eigenwertproblem (S.L. EW-Problem):
Fiir welche \ € R existiert ein x € C?(Q), sodass

Lr—Xx=0 <& Lx=Xr (1.3.2)
unter den gegebenen Randbedingungen:
Rll' = Rzl' =0

A nennt man Eigenwerte und x nennt man Eigenfunktionen des Differentialoperators
L.

Beispiel: fiir das obige Differentialgleichungsproblem ([1.3.1)) und das zugehérige S.L.
EW-Problem:
Poissonproblem: Gegeben y € C (), gesucht z € C?(£2), sodass

Axr =y
z|gn =0

Laplace Eigenwertproblem: Gesucht: A € R, x € C?(f2), sodass

Ax = \x
x|aq = 0.

Satz 1.3.1
Sei 0 kein EW des S.L. EW-Problems. Dann hat das Differentialgleichungsproblem
eine eindeutige Losung. Es existiert die Greenfunktion G : Q? — R stetig, sodass

o Vs, teQ:G(s,t)=G(t,s) (symmetrisch)

e Der Operator Ig, gegeben durch (Igy)(s) = [, G( t)dt, erfillt Yy € C(Q)

Ri(Ig(y))) = Rz2(Ia(y)) = 0.

Satz 1.3.2
Sei 0 kein Figenwert des Sturm-Liouville Problems. Sei G(s,t) die Greenfunktion. Setze
k(s t) := G(s,t). Dann sind die folgenden Probleme dquivalent:

1. x € C*(Q) ist Losung des Sturm-Liowville EW-Problems, d.h. erfillt Lv = Az unter
den gegeben Randbedingungen Ry(z) = Ro(x) =0
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2. x € L*(Q) ist die Losung des Integralgleichungsproblems
x—AK(x)=0

mit dem Integraloperator
(Kz)(s) = / k(s,t)x(t)dt
Q

Bemerkung 1.3.3
Es gilt

r—AK(x)=0 <
(I-XK)z=0 <

1
Ka:—xa::0 s

1
K.%:X.I‘

Somit sind die Eigenwerte des Integraloperators die reziproken Werte der Eigenwerte des
Differentialoperators. Dieser Satz bringt nun einen s.a. kompakten Operator K ins Spiel,
auf den man den Spektralsatz anwenden kann.

Beweis. 2. = 1. : Sei x Losung des Integralgleichungsproblems. Dann gilt:
Lr = LAKz = ALKz = A\x.
Da K = Ig gilt LK = Id. L invertiert also die Wirkung der Greenfunktion. Weiters gilt:

Ri(z) = Ri(\Kz) = ARy (Ig(z))
Ro(z) = Roy(\K ) = ARs(Ig(z))

0
0.

1.=2.: z erfiille Lv = Az und R;2(x) = 0. Dann gilt
1
KLz = ANKz <= XKLm = Kz

1
<:>X:c:Ka;.

Die Randwerte Rj2(z) = 0 sind in der zweiten Aquivalenz von groBer Bedeutung, da der
Operator L lineare und konstante Terme auf Null setzen kann, der Operator K = I kann
diese allerdings nicht reproduzieren. O

Satz 1.3.4
Sei 0 kein Eigenwert des S.L. EW-Problems. Dann ezistiert eine Folge {\, : n € N} von
Figenwerten und eine Folge {w, : n € N} von Eigenfunktionen, sodass:

1. Lw, — A\pw, =0

2. limy,— oo ﬁ =0
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3. {w, : n € N} bildet ein ONS in L*(Q). Somit hat jedes x € C?() fiir das gilt
Ri(z) = Ro(x) = 0 die Entwicklung:

N
lim E (x,wn)wn, —z|| =0.
N—o00
n=1 L2

Beweis. Anwendung des Spektralsatzes auf den Operator K : L2(2) — L?(2). Es gilt
k(s,t) :== G(s,t) = G(t,s) = k(t, s).

Aus der Symmetrie des Integralkernes folgt die Selbstadjungiertheit des Integraloperators.
Weiters gilt, dass die Abbildung

k(s,t) : Q2 xQ—R

stetig ist. Somit gilt, dass K kompakt ist. (Vorlesung Integralgleichungen, siehe [Wid69])
Dann erhilt man aus dem Spektralsatz fiir s.a. und kompakte Operatoren fiir den
Operator K eine Folge von Eigenwerten {u, : n € N} und eine Folge von Eigenfunktionen
{un, : n € N}, sodass

1. Kup = ppuy
3. {u, : n € N} bildet ONS auf L?(Q)

1

Setze nun A\, = o und w, = u, und man erhilt die Aussage.

Bemerkung: C3(12) liegt dicht in L?(). O
1.4 Spektralanalyse des Laplace Operatorﬂ

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Warmeleitungsproblem auf einem beschrinktem
Gebiet D mit zweimal stetig differenzierbarem Rand:

ou 1
En (t,x) = iAu (t,x)
u(0,2) = f (2) (14.1)
Ulyp = 0.

Wir wollen in diesem Kapitel den Satz von Weyl und damit einige Aussagen iiber die
Eigenwerte dieses Problems und deren asymptotisches Verhalten treffen. Grundsétzlich
gibt es dafiir zwei verschiedene Zugénge: Der erste fithrt iiber die Theorie der Integralglei-
chungen (siehe dazu [Dav90]), der zweite und auch unser Zugang ist stochastischer Natur,
da die Fundamentallésungen von gleichzeitig die Dichten der Ubergangswahrschein-
lichkeiten einer Brown’schen Bewegung sind, die beim Austritt aus D gestoppt wird. In den
ersten beiden Abschnitten werden wir die Brown’sche Bewegung néher untersuchen, um

!Dieser Abschnitt stammt aus der Diplomarbeit Spektrale Graphentheorie, Graph Sparsification und
Eigenwertabschatzungen von Claudia Jabornegg.
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dann im dritten Teil den Satz beweisen zu kénnen. Als Grundlage dafiir dienen die Biicher
von Bass und Port & Stone (siehe [Bas95,|PS78]).Die Basis der gesamten Beweisfithrung
liefert der Spektralsatz fiir kompakte, selbstadjungierte Operatoren. Wir werden zeigen,
dass die uns interessierenden Operatoren tatséchlich kompakt und selbstadjungiert sind,
um von der Spektraldekomposition Gebrauch machen zu kénnen. [Wer00|

1.4.1 Brown’sche Bewegung

In diesem Abschnitt definieren wir die Brown’sche Bewegung und fassen einige wichtige
Eigenschaften zusammen, die wir als Basis fiir die nachfolgenden Abschnitte bendtigen.
Grundlegende Begriffe und Resultate der Wahrscheinlichkeitstheorie werden vorausgesetzt
und konnen etwa in |Fel71| gefunden werden.

Definition 1.4.1
Fiir t > 0 sei p(t,-) die Dichte der Normalverteilung auf R?, definiert durch

d _llul?

p(t,y) = 2nt) 2e 2t firye R,
Des Weiteren definieren wir
p(t,x,y) :=p(t,y—x) fir z,y € R

Die Dichten p sind symmetrisch in z und y und erfiillen fiir s,¢ > 0 und z,y € R? die
Halbgruppeneigenschaft

p<s+t,x,y>:/p<s,x,z>p<t,z,y>dz.

Sei weiters (€2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B die Borel’sche Sigma-Algebra auf
[0,00) und X (t,w) = X; (w) = w (¢) ein stochastischer Prozess definiert auf [0, c0) x Q.

Definition 1.4.2
Der stochastische Prozess X; heifit eindimensionale Brown’sche Bewegung mit Startpunkt
x € R, falls er folgende Bedingungen erfiillt:

1. Xy = z fast sicher,

2. fiir alle s <t ist X; — X normalverteilt mit Mittelwert 0 und Varianz ¢t — s,
3. fiir alle s < ¢ sind die Zuwéchse X; — X unabhéngig von o (X,,r < s) und
4. die Abbildung t — X} (w) ist mit Wahrscheinlichkeit 1 stetig.

Hierbei bezeichne o (X, ;7 < s) die kleinste Sigma-Algebra, beziiglich derer jedes X,
mit 7 < s messbar ist. Seien X}, --- , X{! unabhiingige, eindimensionale Brown’sche Bewe-
gungen. Dann definieren wir eine d-dimensionale Brown’sche Bewegung durch

X, = (th,--- ,Xﬁ).
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Im Folgenden sei  die Menge aller stetigen Funktionen (Pfade) von [0,00) nach R?
und w € Q. Es ldsst sich nun zeigen (siehe etwas [Bas95]), dass X; genau dann eine d-
dimensionale Brown’sche Bewegung mit Startpunkt x ist, wenn fiir 0 <t; <ty <--- <ty
die Zufallsvariablen {X (¢;)}1<i<, die gemeinsame Verteilungsdichte

p(tlwruxl)p(tQ - tlaxlaxQ) o p(tn - tn—l’xn—lul‘n) mlt L1y Tp S Rd

besitzen. AuBerdem existiert fiir jedes x € R? ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl P,
das der Brown’schen Bewegung mit Startpunkt = entspricht.

Gestoppte Brown’sche Bewegung

Sei pp (t,z,y) die Ubergangswahrscheinlichkeit einer Brown’schen Bewegung, die beim
Austritt aus dem Gebiet D gestoppt wird. Ziel dieses Abschnitts ist es, eine explizite
Darstellung fiir pp (¢, x,y) anzugeben und zu zeigen, dass pp genauso wie p symmetrisch
in x und y ist und einer Halbgruppeneigenschaft geniigt. Zunéchst wollen wir die Definition
von pp heuristisch motivieren. Sei 7p(w) die Austrittszeit der Brown’schen Bewegung aus
dem Gebiet D. Es ist

p(t,z,y)dy = P* (X; € dy)
=P*(X; edy;7p > t) +PY (X € dy;7p < t)

Der erste Term auf der rechten Seite entspricht genau pp (¢, z,y), den zweiten kénnen wir
mittels der starken Markov-Eigenschaft schreiben als

E* [PXD (X¢_r), € dy);7p < t]

oder dquivalent dazu
E* [p(t — 7D, X7p,y) 57D < t].

Genau diese Relation verwenden wir nun, um pp zu definieren. Sei
rp (t,z,y) =E" [p(t —71p, X7y, y) ;7D < t] (1.4.2)
und
pp (t,x,y) :=p(t,xz,y) —rp (t,z,y). (1.4.3)

Integrieren wir (1.4.3)) nun iiber eine Menge A, so erhalten wir

/pD(t,x,y)dy—/p(t,xvy)der// p(t—71p, Xrp,y) 0 (t, 2,7) dydy,
A A AJrp<t

wobei wir den Erwartungswert als Integral geschrieben haben. Nach Vertauschen der In-
tegrationsreihenfolge ist die rechte Seite weiter gleich

P (X; € A) — E* [EXD [14 (Xo—rp)] ;57D < 1] .
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Fiir den zweiten Term verwenden wir die Markov-Figenschaft in folgender Form: Fiir
s,r >0 gilt E*f (Xs4,) = E* (EXSf (XT)). Die starke Markov-Eigenschaft besagt, dass s
auch eine Stoppzeit sein kann. Damit ist obiger Ausdruck weiter dquivalent zu

E®14 (Xy) —E*[14 (Xy);m7p < t] =E*[14 (X¢) ;70 > t] =P (X € A;7p > 1)

Also ist pp (¢, x,y) eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir P* (X; € A;7p > t) und folglich fast
tiberall nicht-negativ. Zusammenfassend kénnen wir somit schreiben:

Definition 1.4.3
Sei A C Rd,x € R? und t > 0. Sei

po (o, 4) =P (X (0) € Aimp > 0) = [ po (tag)dy
A
und fiir eine Funktion f > 0 auf R?

Pod =B (£ (X (0).70 > 0) = [ b0 (t..0) f () dy.
Tatséchlich gilt aber nicht nur pp (¢, z,y) > 0 fast iiberall, sondern sogar

Lemma 1.4.4
pp (t,x,y) >0 fiir alle z,y € R?.

Beweis. Sei fiir e >0
T.GD (t,ﬂ?,y) =FE* [p(t_TDaXTD7y);7—D <t—€]

Diese Funktionen sind stetig in y, da p(s,u,v) beschrinkt und stetig als Funktion von
(s,u,v) fiir s > € ist. Da r, (t,z,y) fiir € — 0 von unten gegen rp (¢, z,y) konvergiert,
ist rp (t, x,y) unterhalbstetig und damit pp (¢, x,y) oberhalbstetig. Da pp (¢, z,-) > 0 fast
iiberall auf RY, folgt damit die Behauptung,. O

Die Aussage des niichsten Resultates ist, dass sich die Brown’sche Bewegung im R¢
und jene, die im Inneren des Gebietes D ihren Ausgangspunkt hat und beim Austritt aus
D gestoppt wird, kurz nach dem Start kaum unterscheiden. Fiir die Brown’sche Bewegung
ist der Rand des Gebietes also ,,noch nicht sichtbar*.

Lemma 1.4.5
Sei D € B und a € D. Dann existiert ein v > 0 sodass

t
limpD( ,T,Y) 1

=0 p(t,z,y)

gleichmdfig fir x,y € D, (a). Insbesondere gilt fir x € D

t,z,
limpD( 2,7)

=1.
t—=0 p(t,z,x)

Bevor wir uns dem Beweis zuwenden, zeigen wir folgende Monotonieaussage:
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Lemma 1.4.6 )

i a
Die Funktion g(u) := (2wu)” 2 e2e st fir 0 < u < 0‘72 monoton wachsend.

Beweis. Leiten wir g(u) ab, so erhalten wir

—d/2 2
(U) _ (27{';)2 e%u (a2 + du) ]
u

dg
du

Damit g(u) monoton wachsend ist, muss dieser Ausdruck nicht-negativ sein. Da d positiv
ist, ist dies ist der Fall, falls v > 0 und (042 + du) > 0 ist, also insgesamt

2

a
0 < —
<u < p
gilt. O
Beweis zu Lemma[I.4.5. Sei 0D der Rand des Gebietes D und d (a,dD) = min{z € 9D :
|z — al|}. Sei weiters r > 0 so, dass r < @. Sei B, (a) die Kugel um a mit Radius

r. Wir wahlen z,y € B, (a) und setzen a := d(y,0D). Dann ist a + r > d(a,0D),
2r < d(a,0D) — r und damit

|z —y|| <2r<d(a,D)—1r<a.

Sei nun ¢ < %2. Wegen Lemma gilt fir0 <s<tund z ¢ D

(t ) < L OISR -
P —$5,2,Y) S ——5€ =) S —5¢€
(2r (t — 5))Y/? (2mt)Y/?
Damit folgt weiter
1 o?
rp (tx,y) =E* (p(t —7p, X (7D),y) ;7D <t) < ——5e 2
(2mt)Y/?

und damit

o (tayy) el (Fe0?)
p(ta,y) ~

™D (t,ac,y)

Also konvergiert p(t,z,y)

fiir t — 0 gleichmifig gegen null fiir alle z,y € D, (a). Da

PD (t,m,y) = p(t,l‘, y) —TD (t,x,y)
gilt

PD (t,x,y) —1_ D (tw%"y)

p(t z,y) ptz,y)’
woraus die Behauptung folgt. O

Der néchste Satz besagt, dass pp (¢, x,y) genauso wie p (¢, z,y) symmetrisch in z und
y ist.
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Satz 1.4.7
Fiir alle x,y € R? und alle t > 0 gilt pp (t,z,y) = pp (t,y, ).

Zunichst zeigen wir die Symmetrie iiber Gleichheit eines Integral-Terms und somit fiir
fast alle Paare (z,vy), ein technisches Konvergenzlemma liefert dann den Ubergang auf alle

(z,y).

Lemma 1.4.8
Fiir fast alle x,y € R x R? gilt pp (t,2,9) = pp (t,y, x).

Beweis. Wir stellen pp (¢, 2z,y) durch p(t,z,y) dar und benutzen die Symmetrie von
p(t,z,y). Seien A und B Borel-Mengen und D offen. Es ist

//pD(t,x,y)dyd$:/Px(XtGA,TDZt)dx
BJA B

und

//pD(t,y,:U)dyd:L‘:/IP’y(XtEB,TDZt)dy.
BJA A

Somit geniigt es zu zeigen, dass

/ P* (X, € A, 7p > t) da — / PY (X, € B,7p > t)dy (1.4.4)
B A

gilt. Sei nun th = % Da die Pfade von X; stetig sind, 148t sich der erste Ausdruck schreiben
als

lim [ P (X ()€ A, X (7)€ D,--- , X (tn_1) € D) duy.

n—oo B
Aufgrund der Markov-Eigenschaft der Brownschen Bewegung ist
m
P* (X, € v, Xy, € Ap) :/ / T2tk — ter, mper, ) -
A Am =1
Damit gilt, dass dieser Term Aquivalent ist zu
ot
lim / / / / Hp<,$k1,$k> dz, - - - dzo.
n—=JpJD DJA ;5 \I
Da p (t,z,y) symmetrisch ist, ist dies weiter gleich
ot
lim / / / / Hp<)xk7'rk—1> dl‘n"'d$0,
n=°JBJD DJA S \T

und mit der Setzung y; := z,_; fiir alle 0 < ¢ < n erhalten wir

n
t
hm//// p<,yk_1,yk>dyo-~dy,
n—= Jp Jp D Akl;[l n "
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was wiederum gleich
/ PY (X, € B,7p > t)dy
A

ist. Insgesamt folgt also (1.4.4) und damit die Behauptung fiir offene D. Fiir allgemeine
Borel-Mengen ldsst sich die Identitét iiber Grenzwerte von Durchschnitten offener Mengen
zeigen, siehe dazu [Bas95|. O

Wir benétigen noch folgenden technischen Hilfssatz:

Lemma 1.4.9
Fiir alle z,y € RY gilt

/pD (t—a,z,u)p(a,u,y)du | pp (t,x,y) fira—0 (1.4.5)
und

/p (a,z,u)pp (t —a,u,y)du | pp (t,x,y) fira— 0. (1.4.6)

Beweis. Wir beginnen mit (1.4.5). Es ist pp (t — a,z,u) = p(t — a,z,u) —rp (t — a,z,u)
laut Definition und damit

/pD (t_a7x7u)p(a7uay)du:/p(t_avxau)p(a7uay)_/rD (t_avxau)p(a7u7y)du'

Der erste Term der rechten Seite ist aufgrund der Halbgruppeneigenschaft des Gausskerns
gleich p (¢, z,y). Da auBerdem nach Lemma pp (t,x,y) > 0 gilt, ist (1.4.5)) dquivalent

zu
rp (t —a,xz,u)p(a,u,y) T rp(t,z,y) fir a — 0. (1.4.7)
Nach Definition ((1.4.2)) ist obiger Ausdruck gleich

/Em[p(t—a—ijXTD,u);TD <t—a]p(a,u,y)du

:/|:/ p<t_a_TD7X7'Dau)p(t7mvg)dg p(a7uay)du'
Tp<t

Durch Vertauschen der Integrale und mit der Halbgruppeneigenschaft von p lasst sich dies
schreiben als

/ p(t =y Xy 9) p (b2, ) dF = E¥ [p (t — 7D, Xrp, ) i 70 <t — a.
Tp<t

Dieser Ausdruch konvergiert aber fiir @ — 0 monoton wachsend gegen
E* [p(t _TD’XTD7y) ;TD < t] =TD (t7$7y)a

also gilt (1.4.7) und damit auch ([1.4.5)). Fir (1.4.6)) zeigen wir analog, dass fiir b — 0

/p (byx,z)r(t—0b,z,y)dz T rp(t,z,y) (1.4.8)
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gilt. Dazu schétzen wir rp (¢,2z,y) nach oben und unten durch den Integralterm ab.
Zunichst zeigen wir, dass fiir alle b < ¢

o (ta9) = [ p(ba2)r(t = by ds (1.4.9)
gilt. Dazu schreiben wir
rp (tx,y) =E" [p(t — 7p, X7y, y) 570 <]+ E¥ [p(t — 7p, X7, y) 50 < 7p < t].

Der erste Ausdruck auf der rechten Seite ldsst sich wieder aufgrund der Halbgruppenei-
genschaft schreiben als

/ p(t_TDvprvy)p(tax7g)d§
Tp<b

:/ [/pa)—TD,XTD,zm(t—b,z,y)dz]p(t,x,@d@
TD<b

was wiederum dquivalent ist zu

E® [p(b—TD,XTD,Z);TD < b]p(t_bazay)d'z: /TD (b,m,z)p(t—b,z,y)dz

Fiir den zweiten Term verwenden wir wieder die starke Markov-Eigenschaft E* f (Xgy,) =
E* (EX f (X,)). Mit r =¢ — b — 7p und s = b ist der zweite Summand gleich

E* [[EXb [p(t—b—TD,XTD,y);TD<t—bH
:/pD(bal‘,Z)Ez[p(t—b—TD,XTD,y);TD<t—b]dz
Z/pD(b,x,z)rD (t—0b,2,9)dz.

Insgesamt erhalten wir also

rD(t,x,y):/TD(b,x,z)p(t—b,z,y)dz+/pD(b,x,z)rD(t—b,z,y)dZ.

Wegen Lemma ist pp nicht negativ, also p(t — b, z,y) > r(t — b, z,y). Damit lisst
sich obiger Ausdruck nach unten abschéitzen durch

[0 t0.2) 40 (0,2 = br29)
wir erhalten also insgesamt
D (tvxay) Z /p (b,$, Z) D (t - ba Zvy) dZ,

was genau ([1.4.9) ist. Nun zeigen wir, dass [ p (b,z,z)rp (t — b, z,y) dz fiir abnehmendes
b monoton wiichst. Sei dazu b’ < b. Dann haben wir mit der Halbgruppeneigenschaft von
p und Einfiigen von o/

/p(b,:r,z)rp(t—b,z,y)dz://p(b',:n,w)p(b—b',w,z)rp ((t—b') - (b—b'),z,y)dzdw.
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Mit gilt nun, dass
/p(b—b/,w,z) D ((t—b’) - (b—b/) ,z,y) dz <rp (t—b’,w,y)

ist und damit insgesamt

/p(b,ﬁ,Z)’l“D(t—b,Z,y)dZS/p(b/,.’,U,Z)TD (t—b',z,y)dz

wie behauptet. Sei nun z ein regulérer Punkt in DC. Es ist [ p(b,x,z)dz =1 und fiir fixes
0 > 0 gilt f|z_m|>6p (b,x,z)dz — 0 fiir b — 0. Damit ist dies eine Dirac-Folge. Da weiters
rp (t, x,y) unterhalbstetig ist, gilt mit dem Lemma von Fatou

liminf/p(b,:c,z)r(t —b,z,y)dz > (t,2,9) .
b—0

Zusammen mit (1.4.9) folgt daraus (1.4.8)) fiir ein solches . Fiir ein nicht-reguliires x € D¢
lasst sich diese Abschitzung ebenfalls zeigen, siehe dazu etwa |[Bas95, S. 125]. O

Damit kénnen wir nun Satz zeigen:

Beweis zu Satz[1.4.7 Da p(t,z,y) = p(t,y,z) fir alle z,y € R? und pp (t,2,y) =
pp (t,y,x) fiir fast alle z,y folgt, dass

//p(a,x,u)pp(t—a—b,u,v)p(b,v,y)dudv
://p(bayav)pD(t_a_b’v7u)p(aauax)dUdv

Mit a,b — 0 konnen wir Lemma anwenden und erhalten damit pp (t,z,y) =
pp (t,y,x) fiir alle Paare (z,y) wie behauptet. O

Als néchstes bendtigen wir die Halbgruppeneigenschaft von pp:

Satz 1.4.10
Sei D eine Borel-Menge, t > 0 und z,y € R?. Dann geniigt pp der Halbgruppeneigenschaft

pp (s+1t,z,y) = /pD (s,x,2)pp (t,2,y)dz

Beweis. Wir zeigen zunichst die Halbgruppeneigenschaft der Operatoren pt, fiir ¢ > 0.
Sei f beschrinkt auf R? und der Shift-Operator 6; definiert iiber X (s, fiw) = X (s +t,w).
Laut Definition ist

P f(2) =E* (f (X (s+1),7p>s+1) =E* (f (X (t,05w)), 7D - 05 > t,7p > s).
Mit der starken Markov-Eigenschaft ist dieser Ausdruck dquivalent zu

E* <IEX(S) (f(X (@), 70 > 1), 7 > s)



1.4. SPEKTRALANALYSE DES LAPLACE OPERATORS 31

und unter Verwendung der Definition von p%, gleich
E* (ppf (X (s)),70 > 5) = (phpbf) (2).

Insgesamt haben wir also psD+t = p}pl, fiir s,t > 0. Da laut Definition pof =
[pp (t,z,y) f (y) dy ist, gilt auBerdem fiir fast alle u € R?

po (s +tiaw) = [ o (sv,2) o (82,0)
Fiir 0 < a < t erhalten wir daraus

/pD(s—l—t—a,x,u)p(a,u,y)du—//pD(s,x,z)pp(t—a,z,u)p(a,u,y)dzdu.
(1.4.10)

Vertauschen wir die Integrationsreihenfolge, so ist die rechte Seite gleich

/PD (s,z,2) [pp (t —a,z,u)p(a,u,y) du] dz.

Mit dem ersten Teil von Lemma konvergiert der Klammerausdruck fiir a | 0 gegen
pp (t,z,y) und die linke Seite von (1.4.10) gegen pp (s + ¢, x,y). Insgesamt erhalten wir
wie behauptet

pp (s+t,z,y) :/pD (s,z,2) pp (L, 2,y) dz.
O

Die Symmetrie und die Halbgruppeneigenschaft von p iibertragen sich also auch auf
pPpD.

1.4.2 Der Satz von Weyl

Unser néchstes Ziel ist nun, die im vorhergehenden Abschnitt gewonnenen Resultate {iber
die Brown’sche Bewegung zu verwenden, um zwei Abschiatzungen von Weyl und Carleman
zu beweisen. Diese liefern uns Formeln fiir die asymptotische Verteilung der Eigenwerte
und Eigenfunktionen des Operators p’,. Wir verwenden dazu einen zentralen Satz der
MaSBtheorie, bekannt als ,, Karamata’s Tauberian Theorem*®, der in [Sim05| zu finden ist. Im
Folgenden sei D immer eine nichtleere, offene Teilmenge des R¢ mit endlichem Lebesgue-
Ma8 |D|. Sei Ly = Lo (D) wie tiblich der Hilbertraum aller Funktionen f : D — D mit
|l f ||§ = [p f? (z)dz < co. Wir sammeln noch einige Abschéitzungen und Eigenschaften
von pp, die wir spéter bendtigen werden.

Lemma 1.4.11
Sei x € B. Dann gilt

/p% (t,z,y)dy = pp (2t,z,2) < p(2t,0) =

und




32 KAPITEL 1. SPEKTRALTHEORIE

Beweis. Mit der Symmetrie (Satz [1.4.7) und der Halbgruppeneigenschaft (Satz |1.4.10)

von pp erhalten wir
/p% (t,z,y)dy = /pD (t,z,y)pp (t,y,x)dy = pp (2t,x, ).

Weiters ist pp (t,z,y) < p(t,z,y) fir alle z,y € R? und damit

1
bD (275,1‘,56) < p(Qt,l‘,CL‘) =p (21:?0) = T _a>
(4mt)2
womit (|1.4.11)) gezeigt ist. Integration des obigen Ausdrucks liefert
|B|
pp (2t,x,x)dx < [ p(2t,z,z)de < ——
(4mt)2
und damit (|1.4.12]). O

Nun wollen wir uns dem Operator p', f = [ pp (¢t,z,y) f (y) dy. zuwenden:

Lemma 1.4.12
Der Operator p’b ist beschrdnkt und linear mit Norm kleiner gleich 1. Fir f € L? ist also

IS f1l5 < 1715 (1.4.13)

Beweis. Laut Definition ist

ot = [ Gt @)2de= [ ([0 s 1) ar

Nun schétzen wir das innere Integral mittels der Cauchy-Schwarz-Ungleichung ab. Dazu
schreiben wir den Integranden zunichst etwas anders an:

/(/pD(t,x,y)f(y)dy>2dx:/</\/pD(t,a:,y)- <\/pD(t,l‘,y)f(y)) dy)ngg

Dies lasst sich nun nach oben mit

[ ([ ot 2 ran) ([ oo eomay) ac

abschéitzen. Da pp eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, ldsst sich dieser Ausdruck nach
Vertauschen der Integrationsreihenfolge weiter abschitzen mit

([ o0 tsiya) 2wy

und dieses Integral wiederum mit

2
[ £ way =113
was insgesamt wie behauptet

Ipo || < 1I£112

liefert. m
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Lemma 1.4.13
Es gilt fiir allet > 0 und f,g € Lo

(Ppf.9) = /ptpf(fc)g(w) dx = /f(w)pth () dz = (f,Pp9),

die Operatoren pY, sind also selbstadjungiert.

Bewets. Aus der Definition erhalten wir

<%ﬁ@:/%ﬂwwmmz//m@mwf@w@@m

Mit der Symmetrie von pp und nach Vertauschen der Integrationsreihenfolge ist dies &qui-
valent zu

//ﬂ@m@%@ﬂ@@w=/ﬂw%ﬂw@=Mﬁ@

wie behauptet. O

Wir bendtigen nun noch, dass der Operator pt, kompakt ist. Die Kompaktheit eines
Integraloperators folgt aus der Stetigkeit des Integralkernes. Da unser Integralkern
pp(s,t): Dx D —R
([E, y) = pD(xa Y, t)
stetig ist, erhilt man sofort, dass pl, : L?*(D) — L?*(D) kompakt ist. Details kénnen
nachgelesen werden in [Wid69)].

Im néichsten Schritt beweisen wir noch die Injektivitit des Operators p’,. Die Injekti-
vitdt sagt uns, dass 0 kein EW dieses Operators ist.

Lemma 1.4.14
Der Operator p, ist injektiv fir alle t > 0.

Beweis. Wir zeigen, dass der Kern des Operators p’, nur die konstante Nullfunktion bein-
haltet. Zunéchst bemerken wir, dass fiir eine stetige Funktion f mit kompaktem Triger in
D gilt

lim p'y f = f. (1.4.14)
t—0
Dies folgt, da
lim pip f () = lim pp (£, 2,y) f (y) dy
—0 t—0

und pp eine Dirac-Folge ist. Weiters liegt die Menge aller stetigen Funktionen mit kom-
paktem Triger dicht in Lo, somit gilt (1.4.14)) fiir alle f € L. Sei nun f € Lo und pl, f = 0.
Dann gilt mit der Selbstadjungiertheit und der Halbgruppeneigenschaft von pf,

<PtD/2 ,p%2f> = (f.opf) =(f,0)=0
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und damit auch p%Q f = 0. Mittels Induktion erhalten wir daraus p%yl f=0firallen eN

und weiter
. t/2n
f= Jlim " f =0
Somit ist f die Nullfunktion, p%, also injektiv. O

Insgesamt folgt nun, dass p%, ein kompakter, selbstadjungierter Operator ist, der 0
nicht als Eigenwert besitzt. Wir koénnen also den Spektralsatz anwenden und erhalten
daraus fiir jedes t > 0:

1. Der Operator p}, besitzt Eigenwerte p11 > pi2 > ... und Eigenfunktionen ¢1, @9, .. ..
2. Fiir die Eigenwerte pu; gilt: lim;— oo tt; = 0
3. Die Eigenfunktionen ¢; bilden eine Orthonormalbasis fiir L? (D).

Aus der Beschrinktheit und Stetigkeit von pp (¢, z,y) ldsst sich ableiten, dass wir die
Eigenfunktionen beschrinkt und stetig auf D annehmen kénnen. Weiters sind alle Eigen-
werte positiv. Ist u ein beliebiger Eigenwert von p%, und ¢ die zugehorige Eigenfunktion,
so gilt

(e, ©) = (ppep, @) = <p%2,p%2> > 0.

Da (¢, ¢) > 0 ist, gilt auch p > 0 und aufgrund der Injektivitéit sogar x> 0. Seien nun im
Speziellen p und ¢ ein Eigenwert und die dazugehorige Figenfunktion von p}j. Wir setzen
A := —Inpu und zeigen nun, wie sich daraus eine Darstellung fiir die Eigenwerte von p!,
fiir allgemeines ¢ gewinnen lésst:

Lemma 1.4.15
Fiir alle t > 0 gilt
Py =e Mo

Beweis. Da laut Definition A = —In p ist, gilt pbgp = i = e M. Somit ist
1 1 1 1 1
0= (pp—m)e=ph+u2)ph—n2|e
1 1
Wir setzen ¢ := (pl?) — u2> o und erhalten damit weiter

1
0= | (b t) o

Da kein Term der rechten Seite negativ sein kann, muss jeder Summand einzeln verschwin-
den. Nun ist aber p > 0, also muss Hng = 0 und damit ¢ = 0 gelten. Daraus folgt

2 1
PHY

| Ty

2
2 1
+ pllll5 + 2p2
2

1 1
PpY = 12 .
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Mit Induktion erhalten wir nun, dass

Py = i'e (1.4.15)

auch fiir alle t der Gestalt t = —n mit n € N gilt. Mit der Halbgruppeneigenschaft von pt,
folgt (1.4.15) auch fiir alle ¢ der Form ¢t = 4% mit m,n € N. Aufgrund der Stetigkeit gilt
die Beziehung schlieBllich auch fiir alle anderen t € RT. O

Wir setzen nun \; := —Iny; fir alle Eigenwerte p; von p}j. Dann ist {\;}32; mo-
noton wachsend und positiv, da wegen Lemma [1.4.12 Hp})H < 1 und damit p; < 1 ist.
Die Eigenwerte von p%, lassen sich damit als die Folge {e_/\it};il darstellen. Weiters ist

b (t,z,") € Ly, da mit (T.4.11) gilt

1
lpp (1,2, )2 = / P (t,,y) dy = pp (2,2, 2) <

e (1.4.16)

Nun entwickeln wir diese Funktion fiir fixes x beziiglich der Basis ¢;:

S (0 @) = 3 b @)’

—Z(/m 8,%,Y) ¢n (y )dy>2
:Zn: P, pn)’

Da die Funktionen ¢; ein Orthonormalsystem bilden, ist der letzte Ausdruck dquivalent zu
llpp (s, x, )||§ und dies wiederum wegen (|1.4.16)) gleich pp (2s,z,x). Mit t := 2s erhalten

wir also

(t,x,z) Ze Antp2 ( (1.4.17)

und nach Integration, da [ p;p; = d;; fiir alle 7,5 € N,
/pD (t,z,z)dr = Ze_knt. (1.4.18)

Mit diesen beiden Identitdten sind wir nun in der Lage, den Satz von Weyl beweisen,
indem wir ihn auf den Satz von Karamata zuriickfiihren. Zuvor wollen wir aber der Uber-
sichtlichkeit halber nocheinmal den Bezug zum Anfangswertproblem (|1.4.1]) herstellen:

Satz 1.4.16 (Hauptsatz)
Sei D € RY beschrinkt mit zweimal stetig differenzierbarem Rand. Dann gilt:

1. u(t,z) :==plyf (x) lost das Anfangswertproblem (m
2. Die Operatoren ply sind selbstadjungiert und kompakt.

3. Sie besizten Eigenwerte {yp;} und Eigenfunktionen {@;}. Es ist u; = et fiir eine
Folge reeller Zahlen 0 < A1 < Ao < ... und damit

Phvi = pipi = e ity



36 KAPITEL 1. SPEKTRALTHEORIE

4. pp(t,m,y) =270, e Mloi(x)@i(y)

5. Die ¢; sind ebenfalls Eigenfunktionen des Operators % zu den Eigenwerten —\;,

A
5 %i = ~Aipi-

Beweis. Zu zeigen ist nur mehr Punkt 5. Es gilt

) 1.
5P = 5he Mo,

und damit nach Integration iiber ¢, da A; > 0 fiir alle ¢

1
t
= ———Ay;
PpPi 2, Piy

woraus die Behauptung folgt. O

Definition 1.4.17

ist der sogenannte Greenkern.

Satz 1.4.18

(Gp)f(x) = /D ap(x,9)f () dy

ist der Losungsoperator der Poissongleichung.

(‘f) Gof = f.

Gp ist selbstadjungiert und kompakt.

Proposition 1.4.19
(e7Xi, ;) Eigensystem von pl, (Lésung der Wirmeleitungsgleichung zum Zeitpunkt 1).
Dann gilt

1. (1/Xi, i) ist Figensystem vom Greenoperator Gp.
2. (=2\;, i) ist Eigensystem vom Laplaceoperator A mit Dirichlet Randwerten.

Beweis. 1.

Goeite) = [ [ pottdeitiis
= /OOPtD%‘(ﬂf)dt

0

- / e~ Nldtp;(x)
0

1
= )\—Zgol(x)
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AGpyp; = —2¢; <~
A(Ali%) = —2p; <
Ap; = =2Xip;.
O]

Proposition 1.4.20 1. Sei ¢ Eigenfunktion von (f%A), dann ist p Eigenfunktion von
Gp.

2. Sei ¢ Figenfunktion von Gp, dann ist p FEigenfunktion von plD.

Beweis. 1. Aus der Voraussetzung erhélt man

~ 5 Ap(e) = Ag(a)
Da ,,Green von Laplace invertiert wird“ erhélt man
A(Gp(Ap)) = =2Xp = Ap.
Die letzte Gleichheit erhélt man aus der Voraussetzung. Es gilt fiir x € D:

AlGp(Ap) ¢z =0
Randebedingung: (Gp(A¢))|ap = 0.

Aus dem Maximumprinzip fiir harmonische Funktionen (eine harmonische Funktion
nimmt das Maximum am Rand an) erhélt man:

Gplp(xz) —p(z) =0 VreD<&e

1
Gpy(z) = Xgo(a:) Ve e D

2. ohne Beweis.
O

Bemerkung 1.4.21

Aus dem Satz (|1.4.16|) erhélt man: Sei ¢ Eigenfunktion von p}j, dann ist ¢ Eigenfunktion
1
von (_iA)'

Satz 1.4.22 (Weyl, Carleman [Sim05])
Sei x € D. Dann gilt

1
lim A~%/2 Z 02 (x =: Cweyl
et T em T (42 + 1)
und
D
lm A2 Y = | = Ciweyl D)

d
A—o0 o (2m) /2F(d/2 1)



38 KAPITEL 1. SPEKTRALTHEORIE

Satz 1.4.23 (Karamata, [Sim05])
Sei p ein Maf$ auf RT, v und ¢ € RT. Falls

lim t7/0 e Pdu(\) =e,

t—0
so gilt
c
lm A7 ([0, A]) =—.
Aboe lM[’]>F(7+1)
Beweis. Siehe [Sim05]. O

Wir kénnen nun den Satz von Weyl und Carleman beweisen:
Beweis zu Satz[1.7.23. Sei x € D. Nach Lemma ist

po(ta,@) _ . pp(ta,7)
- d
2

lim =1.

t—=0 p(t,z,x)  t=0 (27t)

Wir definieren das Punktmafl u iiber

plo N =Y o ().

An <A

Damit gilt nun

1 1im P20 o 3 e M2 (2) = lim (2t) % / e M () (1.4.19)

t—0 (27rt)_5 t—0 oeh t—0
also
-4 . 4 =Y’
(2m) 2 =limtz [ e du(N)
t—0

Mit Satz [1.4.23] folgt also
. _d (2m)”
1 E 2= 2
)\gr;o)\ 2 or ()

An<A

was der ersten Behauptung entspricht. Die zweite Identitéit folgt analog mit dem Mafl

1[0, A] == Z 1.

An<A

Integration von ([1.4.19)) liefert

— 15 —d *)\nt
|D| = lim (27t) 2 d e

An<A
und Satz [[L4.23] damit
. d |D|
lim A" 2 1= .
Ao A%A (2m)¥?T (d/2 + 1)
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1.5 Spektraltheorie beschrinkter Operatoren

1.5.1 Spektrum- Resolvente - Spektralradius

Definition 1.5.1
Sei T € L(H), T° = Id, dann heiBt Y °° ;7™ Neumannreihe.

Bemerkung 1.5.2
1. Falls die Neumannreihe konvergiert, dann gilt

(Id —T) ist invertierbar und

(Id-T7)"1 = iT” € L(H).
n=0

2. |T|| < 1. Dann konvergiert die Neumannreihe.

1/n

3. limsup,,_, ||[7"] /" < 1. Dann konvergiert die Neumannreihe.

Definition 1.5.3
Sei T'e€ L(H), H ein Hilbertraum.

1. Das Spektrum o(7T') ist folgendermafien definiert:

A€ o(T)(CC)« (MNd—-T) ist kein Isomorphismus.

2. Die Resolventenmenge p(T") ist folgendermafen definiert:
o(T) = C\ o(T).

3. YA€ p(T)ist R\(T) = (\1d-T)~! € L(H) die Resolvente.

4. r(T) = sup{|\| : A € o(T)} ist der Spektralradius.

Wiederholung

Bemerkung 1.5.4
S € L(H) ist Isomorphismus < ||S||||S7!|| < oo, d.h genau dann wenn S eine stetige
Inverse S~! besitzt.

Satz 1.5.5 (Satz iiber stetige Inverse)
Seien E, F' Banachridume und T € L(E, F).

o [st T eine Bijektion zwischen den Banachrdiumen E und F', dann ist die Inverse
T~ stetig.

o Vye Falx € E:Tx =y, dann ist die Lisung storungsstabil, d.h. die Lisung
hdngt stetig von den Daten ab.
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Satz 1.5.6 (Resolventengleichung)
Seien p, A € p(T), dann gilt

RA(T) — Ru(T) = —(A — ) RA(T) R, (T).

Beweis.
RA(T) = Ru(T) = RA(T)(u1d ~T) R, (T) — RA(T)(AId ~T)R,.(T)
= R\(T)(nld =T — NId+T)R,(T)
— RA(T) (1 — MR, (T).
O
Satz 1.5.7

Sei T € L(H). Es gilt p(T) C C ist offen.
Bemerkung 1.5.8
p(T) C C offen :&
VAo € p(T) = |A = ol < [|Bao (D)™ = A € p(T).

Beweis. Wir zeigen unter der Voraussetzung |A — Ao| < || Ry, (T)|| ", dass die Resolvente
R)\(T) existiert.

(A —T)"1 = (A — Ao) Id +(Ao Id —T)) ™!
(A= 20) (Ao 1d=T)" (Ao Id =T) + (Ao Id =T))
(A= 20) (Ao 1d =T)~! +1d) (Ao Id ~T)) "
AoId =T) 71 (A = o) (Ao Id =T) 7" 4 1d)
M Id —T)"1Id —(Ng — N)(NgId —T) 1)1

<1d+z (Ao — \)"R3 ( )).

Im letzten Schritt wurde Bemerkung verwendet. Man erhélt aus der Voraussetzung:

-1

= (
(
(
= (
= (

1% = N1 =T) | < [(ha = V][ o 1d =)
<[ B (D)7 B (T) ]
=1.

Somit ist die Norm des Operators (Ag — A)(AgId —T)~! kleiner als 1 und aus der Bemer-
kung erhélt man, dass die Reihe )7 o (Ao — A\)" R} (T') konvergiert und zwar gegen
(Id =0 — N (Ao Id—T)"H)~L. O

Bemerkung 1.5.9
Sei Ao € p(T) und D C {A € C: [A— Xo| < ||Rx,(T)|| '} Dann gilt (aus dem Beweis des
Satzes [1.5.7]), dass sich die Resolventenabbildung
Ry (T): D — L(H)
A= R)\ (T)
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als Potenzreihe darstellen ldsst und zwar:

o)

RA(T) =) (Ao — A)"RYFN(T).

n=0

Somit ist die Resolventenabbildung auf der ganzen Resolventemnege p(7) analytisch, weil
sie sich lokal als Potenzreihe darstellen ldsst.

Tatséchlich ist es so, dass die Resolventenabbildung R,y analytisch ist auf p(7'), genau
dann wenn die Abbildung

O:p(T)—C
A= (Ryz,y)

fiir alle z,y € H analytisch ist auf p(T).

Satz 1.5.10 (Liouville)
Sei f : C — C analytisch und

sup | f(w)] < oo.
weC

Dann
JeeCVw: f(w)=c

Satz 1.5.11
Sei T € L(H). Dann gilt

1. o(T) ist abgeschlossen
2. o(T) # 0.

Beweis. 1. Da aus dem obigen Satz folgt, dass p(T') offen ist, muss o(7") abgeschlossen sein.

2. Wir nehmen an, dass o(7") = (). Dann gilt p(7') = C und man erhélt aus Bemerkung
[[.5.9] dass ® auf ganz C analytisch ist. Die Abbildung ® : C — C ist beschrénkt auf ganz
C, weil R)(T) beschrankt ist fiir alle A € p(T'). Der Satz von Liouville besagt, dass auf
ganz C analytische, beschrénkte Funktionen konstant sind. Wir zeigen nun noch, dass die
Funktion gleich 0 sein muss. Es gilt

IRA(T)]| = [[(ATd =T) |

T —1
A 1d-=
(1-3)

— 0 wenn |A| — oo.

Somit erhalten wir, dass
lim (Ryz,y) =0 Vz,y € H.
[A| =00
Daher muss R(T") = 0 sein, das ist allerdings ein Widerspruch zur Definition der Resol-
vente und somit muss gelten: o(T") # (). O
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Satz 1.5.12
Sei T € L(H). Dann gilt
1. limp oo |T7||Y™ existiert und limp,_o0 |T7||Y™ = r(T).
2. T =T*. Dann gilt ||T|| = r(T).
Beweis. 1.Existenz des Limes
Sei ay, = ||T™]|. Es gilt
L anm = [T < 77T = apaom.
2. 77| < T weil |TT) < |17
Wiéhle k,n € N fix, wéhle [ < k, n = mk +1

n = Qi < Oy < 'y
1 ~D/kn 1 1/k _—l/kn 1
a%/” < azl/nal/n _ a;n )/ nal/n _ ak/ o / "al/"
Fixiere k und n — oo, dann erhélt man

1/n [k

. P |
limsup a;/" < liminf oy,

Der grofite Haufungspunkt ist gleich dem kleinsten Hiufungspunkt, das heiffit der Limes
existiert.

Wir zeigen nun, dass 7(7") = lim,, oo HT”||1/". Wir zeigen zuerst:
1
< 1l ™|n.
H(T) < Tim |77
Sei A € C beliebig, sodass |A| > lim, o ||T”||% Dann konvergiert die Neumannreihe
S %% € L(H) und ist A(AId—T") 1. Somit ist A € p(T'). Es gilt also
r(T) = sup{|A| : A € o(T)} < lim ||T"".
n—oo

Wir zeigen nun:
1
r(T) > lim | T"||.
n— oo

Sei A € C beliebig, sodass |A\| < ﬁ Die Funktion

A= (Rl/)\(T)xay)

ist fir x,y € H analytisch auf {\ : ﬁ > r(T)} und somit auf {\ : |\ <

ﬁ }. Die
Funktion

r

giA= A AT a,y)

n=1
ist fiir x,y € H auf der Menge {\ : |A\| < ﬁ} absolut konvergent und somit analytisch
auf der Menge {\: |A\| < ﬁ}
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Aus dem Identitéitssatz fiir analytische Funktionen erhilt man, dass f = g auf {\ :
A < ﬁ} Weiters gilt, dass

Vee H, Vye H IM,,, > 0: sup |A"(T"x,y)| < Myy.
n

Das heifit die Familie der Operatoren A™T™ ist schwach punktweise beschrinkt. Aus dem
Prinzip der gleichméfigen Beschrianktheit folgt aus schwacher punktweiser Beschrianktheit
die starke punktweise Beschranktheit, d.h. fiir alle x € H existiert ein M, > 0, sodass

sup | A"T"z|| < M.
n

Durch nochmaliges Anwenden des Prinzips der gleichmé#fiigen Beschrénktheit folgt aus der
starken punktweisen Beschrinktheit die Normbeschréanktheit,d.h

sup [[A\"T"|| < M.
n

Wir erhalten also

AT < M =

AT 7 < Ma =
1

A <

limy, o0 |77

Somit haben wir nun aus der Annahme |\| < T%f) erhalten, dass |\| < ——2——. Also

limp o0 |77 |7

gilt #(T) > limnoo ||T7]] .
2. Sei T selbstadjungiert, dann gilt

|2 = I T*T|
=sup{(T"Tz,z): ||z| <1}
= sup{ (T, 72) - o] < 1}
= sup{||T=|* : ||=|| < 1}

= |7
Induktiv gilt dann fiir alle n € N
n |2
1= = 17
Man erhilt also lim,, o0 HT2”H2% = ||7| und folglich limy_,q HT’“H% = || O

Prinzip der gleichmifligen Beschrénktheit

Definition 1.5.13
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1. Q C L(H) ist schwach punktweise beschrankt :<

VfeHYge H3M(f,g) VAcQ: [(Af,g)l < M(f,9) =
sup [(Af, 9)| < M(f,g)
Ae@Q

2. @ C L(H) ist stark punktweise beschrinkt :<

VieH IM(f)vVge HVA€Q: |(Af,9)l < M(f)lgll <

sup  sup [(Af,g)| < M(f) &
g€H,||g||<1 A€Q

sup [[Af < M(f).
A€Q

3. Q C L(H) ist normbeschrankt <

IMVYfeHVge HVAeQ: |[(Af.g)l < M| fllgll =

sup sup [|Af]| < M <
JeH,[fl<1A€Q

sup ||A|| < M
AEQ

Bemerkung 1.5.14
Es gilt natiirlich 3. = 2. = 1. Die folgenden Sétze geben uns Auskunft iiber die umgekehrte
Richtung.

Satz 1.5.15 (Prinzip der gleichméBigen Beschréinktheit)
Sei T, : H — H eine Familie von Operatoren, die stark punktweise beschrinkt ist. Dann
st sie normbeschrdnkt.

Satz 1.5.16 (Folgerung)
Sei T, : H — H eine Familie von Operatoren, die schwach punktweise beschrdinkt ist,
dann ist die Familie auch stark punktweise beschrdnkt.

1.5.2 Fredholm’sche Alternative - kompakte Operatoren

Definition 1.5.17
Sei D C C offen und zusammenhéngend. Die Funktion

F:D— L(H)
z+— F(z)

ist analytisch, genau dann wenn fiir alle z,y € H gilt, dass die Funktion

f:D—=C
2= (F(z)z,y)

analytisch ist.
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Definition 1.5.18
Sei D C C eine offene Menge. Eine Teilmenge S C D heifit diskret in D, falls in D kein
H&ufungspunkt von S enthalten ist.

111
1.2 2.~ ...
S {7273747 }

ist diskret in D = C \ {0} aber nicht in D =

Beispiel 1.5.19

Bemerkung 1.5.20 (Wiederholung Kompaktheit)
Wir haben bereits gezeigt: K € L(H) ist kompakt,

1. falls K(BH)H kompakt ist in H.
2. falls das Bild jeder beschrinkten Folge eine konvergente Teilfolge hat.

3. falls eine Folge von Operatoren L,, € L(H), fiir die gilt dim L,,(H) < oo, existieren,
sodass

lim [|[K — L,| =0.
n—00

Satz 1.5.21 (Satz von Fredholm, Fredholm’sche Alternative)
Sei D C C offen und zusammenhdingend. Sei F' : D — L(H) analytisch und fir alle z € D
sei F'(z) ein kompakter Operator. Dann gilt
ENTWEDER
Vze D (Id—F(z)) ist kein Isomorphismus

ODER es existiert eine diskrete Menge S C D, sodass
o VzeD\S: (Id—F\(z)) ist ein Isomorphismus.
o VzeS: (Id—F(z)) ist nicht injektiv.

Sprechweise: Entweder ist Id —F(z) nirgends ein Isomorphismus oder fast iiberall.
In der Ausnahmemenge scheitert es an der Injektivitdt, d.h. sei z € S, dann existiert
ein y # 0, sodass (Id —F(2))(y) = 0 & y = F(z)y. Der Operator F(z) hat somit einen
Eigenwert.

Beweis. Schritt 1: Reduktion von kompakt auf endlichdimensional (Fredholm Determi-
nanten): Aufgrund der Stetigkeit und der Kompaktheit von F(z) gilt

1

Vzoe D3Ir>0VzeD:|z—z| <r: ||F(z)—F(zo)||<§,
1
INeN3IKeL(H):dmK(H)<N: |[F(z) - K| < 3

1. Auf M, :={z € C: |z — 2| <r} ist

(Id —(F(z) — K)) invertierbar und (Id —(F(z) — K))™' € L(H), (1.5.1)
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weil

Id—(F(2) — K) = Id —(F(2) — F(z0) + F(z) — K)
|1F(2) = F(20) + F(20) — K| < |[F(2) = F(20)[| + [[F'(20) — K|
1 1

< — =
2+2

Somit erhélt man aus Bemerkung dass die zugehorige Neumannreihe konver-
gent ist und (Id —(F'(z) — K)) invertierbar und die Inverse in L(H) ist.

. Auf M, :={z € C: |z — 2| < r} ist die Abbildung

= (Id—(F(z) — K))! (1.5.2)

analytisch, weil (Id —(F(z) — K))™' = Y0°  (F(z) — K)".

. zu F existieren 2 ONS: {z;}, {y;}, sodass

Vee H: K(zx Z x;, x)y; (Singuldrwertzerlegung). (1.5.3)
=1

(1.5.4)

Vee H:

N
G(2)le = Z (i, 1d =F(2) + K) ™} (2))s

N
=Y ((1d—F(2) + K) ™" (), 2)ys (1.5.5)

N
- Z (zi(2), z)y;, wobei

zi(2) = (d=F(2) + K)~ (7).

Reduktionsgleichung:

(Id—-G(2))(Id—F(2) + K) =1d—F(2) + K — G(2)(Id—F(2) + K)
—1d-F()+ K — K
=1d —F(2).

Da (Id —F(z) + K) eine Inverse besitzt, gilt: Id —G(z) ist Isomorphismus < Id —F(z) ist
Isomorphismus und somit natiirlich auch: Id —G(z) ist nicht injektiv < Id —F(z) ist nicht
injektiv, d.h.

Jy#0€H: (Id-F(2))y=0« Jy#0ec H: (Id-G(z))y =0.
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Schritt 2: Charakterisierung von Eigenlosungen von G(z).

Wiihle {y,, }2°_; als Erweiterung von {y,,}V_;. Sei x # 0 € H gegeben durch

[o.¢]
T = Z BmYm, wobei

m=1
Bm =0 m > N.
Dann gilt :
G(2)r =x <
N N
Z Z/Bzyz Ym = Z:Bmym<:>>
m=1 m=
N N N1
Z Z 52.% = Z Bmym g
m=1 i= m=1
- 1
> Bi(wm(2)4i) = Bm
i=1
A(z)B = B,
wobei

A(2) = ((m(2),90))ime

und § = (B1, - Bn) # 0. Somit haben wir die Gleichung G(z)xr = = auf das endlichdi-
mensionale Gleichungssystem A(z)3 = 3 reduziert. Es gilt fiir 3 # 0 € CV

(Id—A)B =0 < det(Id —A(z)) # 0 (Fredholm Determinante) .

3. Schritt: Sei

e d(z) = det(Id —A(2))

o D, ={z€ M, :zw d(z) ist analytisch }
e S, ={z€D,:d(z) =0}

Aus dem Identitétssatz fiir analytische Funktionen folgt, dass entweder D, = S, oder
S, C D, diskret.

1. D, = S,, dann gilt (Id —F(z)) ist kein Isomorphismus auf D.

2. S, C D, diskret. Dann gilt Vz € S, : Id —F(2) ist nicht injektiv.
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Zu zeigen ist nun noch, dass
Vz e D, \ Sy : Id—F(z) ist bijektiv.

Wir wissen, dass Id —F(z) injektiv ist auf D, \ S,. Also benotigen wir noch Surjektivitit.
(Satz iiber Stetigkeit der Inversen: Aus stetig+injektiv+surjektiv folgt die Stetigkeit der
Inversen fiir Operatoren zwischen Banachrdumen.)

Id —G(z) ist surjektiv & Vye H Jxz € H: (Id—-G(z))x =y.
Formel fiir x:

N
xz?J"’ZBﬂ?Jﬂ

und 5 = (1, - Bn) ist Losung von
(Id —A(2)) (Br)m=t1 = (@m(2), ) e

Folgerungen aus dem Beweis:

Satz 1.5.22
A € L(H) kompakt und Y\ # 0 € C sei (\NId—A) surjektiv. Dann gilt (A\1d—A) ist
njektiv.

Beweis. Zu F(\) = A1 A bestimme G(\) sodass
G(\) € L(H) und dim G(\) < o0
und bestimmen T'(\) € L(H) Isomorphismus, sodass
(Id—=F\)(T'(N)) =1d -G(N).

(Id—F (X)) ist surjektiv = (Id —G())) ist surjektiv. Aus dem Beweis zum Satz von Fred-
holm erhélt man (Id —G(\)) ist surjektiv < det(Id —A(z)) # 0 und das ist dquivalent
dazu (gilt fiir Matrizen), dass Id —G()) injektiv ist und somit auch Id —F'()).

O

Satz 1.5.23
A e L(H) kompakt. YA # 0 € C gilt, dass (A\Id —A)(H) abgeschlossen ist.

Beweis. Sei F(\) = A'A. Dann gilt
(Md—A)(H) abgeschlossen <
1
<Id —>\A> ) abgeschlossen <

A(Id —F(\
A(Id —G(A

)) (H) abgeschlossen <

)) (H) abgeschlossen ,

das ist wahr weil dim G(\)(H) < oo und die endlichdimensionale Storung der Identitét
abgeschlossen ist. -



1.5. SPEKTRALTHEORIE BESCHRANKTER OPERATOREN 49

Satz 1.5.24
A € L(H) kompakt. X\ ist EW von A = X ist EW von A*.

Beweis. Da A EW von A, ist (AId —A) nicht injektiv. Dann folgt aus Satz dass
(AId —A) nicht surjektiv ist. Aus Satz[1.5.23| wissen wir, dass (A\Id —A)(H) abgeschlossen
ist, d.h.

O\d—A)(H) = (A\d—A)(H)*

und somit

H=\Id—A)(H)t ® (A\d—A)(H).

Aufgrund der nicht erfiillten Surjektivitit weil man nun, dass ein y # 0 € (A\Id —A)(H)*
existieren muss, sodass fiir alle x € H gilt

(Ad—A)z,y) =0.
Weiters gilt dann fiir dieses y und alle x € H

(AMNd—A)z,y) =0 <
(r, ANId—=A)"'y) =0«
(x, (A 1d —A%)y) = 0.

Also existiert ein y # 0 € H, sodass

(AId —A%)(y) = 0.

Satz 1.5.25
A € L(H) kompakt und X # 0 € C. Fiir alle y € H gilt:

JreH: A\Nd-A)z =y < ycker(A\Id—A%)*.
Beweis. Aus Satz[1.5.23] wissen wir, dass
im(A\1d —A) = im(\d —A) .
Dann gilt
i
im(\Id —A) = (im()\ Id —A)L)
Weiters gilt Vx,y € H
(\d-A)z, ) = (2, ATd—A)"y) = (z, (XTd—A")y).
und es gilt fiir alle B € L(H)
y € (imB)t <
Vee H: (Br,y) =0«
Vee H: (z,B'y)=0<
By =0«
y € ker B*.
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Somit erhalten wir

(im()\ Id —A)i) " ker(RId— A7),

Satz 1.5.26
A € L(H) kompakt. Dann gilt

o entweder Yy € H lx € H: (Id—A)x =y, d.h. Id —A ist ein Isomorphismus
e oder dJx#0€ H: (Id—A)x =0, d.h. Id —A nicht injektiv.
Beweis. Anwendung der Fredholm’schen Alternative auf den Operator
F(z) = zA fiir z € C.

z — F(z) ist analytisch in C. Dann gilt fiir 2| < ||A]|”", dass wegen Bemerkung m
(Id —F(2)) invertierbar ist und (Id —F(z))~! € L(H). Somit ist die erste Alternative des
Satzes von Fredholm falsch. Aus der zweiten Alternative erhélt man, dass

(Id —A) Isomorphismus ist, oder nicht injektiv.

1.5.3 Riesz-Schauder Theorie

Satz 1.5.27 (Spektralsatz fiir kompakte Operatoren)
Sei A € L(H) kompakt. Dann gilt

1. 0(A) hat {0} als einzigen Hdiufungspunkt.
2. A€ o(A), A #0 = X ist Eigenwert.
Beweis. Sei A € L(H). Wir betrachten die Abbildung

F:C— L(H)
z = zA

Sei |z| < ||A|™!, dann gilt |24 < 1 und die Neumannreihe konvergiert gegen
(Id —zA)~! € L(H). Somit existiert ein zy € C, sodass

(Id —F(zp)) ist Isomorphismus.

Damit ist die 1. Fredholm’sche Alternative ausgeschlossen. Also gilt die 2. Fredholm’sche
Alternative.

(Id —F'(2)) ist kein Isomorphismus <
(Id —zA) = 2(1/z1d —A) ist kein Isomorphismus <
(1/21d —A) ist kein Isomorphismus <
1
- A
€ o(A)
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Fiir alle z € C, fiir die (Id —F(z)) kein Isomorphismus ist, wissen wir, dass es an der
Injektivitat scheitert, d.h.

Jr#0€ H:(1/21d-A)z =0«

1
Ar = -1 =
z
1.
— ist EW von A.
z

Sei
S ={AeC:1d—F()) ist kein Isomorphismus } = {z € C\ {0} : 1/z € 6(A4)}.
S ist eine diskrete Menge und somit ist 0 der einzige Haufungspunkt im Spektrum o(7"). O

Bemerkung 1.5.28

Ist H unendlichdimensionaler Hilbertraum, dann ist 0 € ¢(7"). Nimmt man némlich an,
dass 0 € p(T'), dann ist T stetig invertierbar und Id = 77! ist kompakt auf H. Dann gilt
allerdings, dass H endlichdimensional sein muss, da gilt:

Id : H — H ist kompakt < Hendlichdimensional.
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Kapitel 2

Distributionentheorie

Folgt dem Volesungsskriptum von J. Cigler [Cig].

Konzept von L.Schwartz
Distributionen konnen als eine Verallgemeinerung des Begriffs der Funktion angesehen
werden. Diese sogennante ,,verallgemeinerte Funktionen“ spielen vor allem im Bereich der
partiellen Differntialgleichungen und der Fourieranalyse eine grofie Rolle.

2.1 Definitionen: Testfuntkionen - Distributionen

Definition 2.1.1 (Raum der Testfunktionen)
Der Raum der Testfunktionen D(R) sei die Menge aller komplexwertigen Funktionen auf
R, die unendlich oft differenzierbar sind und kompakten Triger besitzen.

DR)=CFR)={p:R—=C:pec C®R),suppy C K, K C R kompakt}.

Bemerkung 2.1.2
D ist ein Vektorraum. Seine Elemente werden als Testfunktionen bzw. Grundfunktionen
bezeichnet.

Beispiel 2.1.3 (Beispiele fiir Funktionen aus D(R))

1
e -1 falls |z] <1
e ={ o

0, falls |z| > 1.
e ‘
h(z) = e =22 falls |z| < 1
0,
hE)
polx) = < a > 0.

Bemerkung 2.1.4

® pa =0, supppa C [—a, 0]

53
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Abbildung 2.1: Testfunktion h(x)

o [ppa(z)de =1

Proposition 2.1.5
Jede stetige Funktion mit kompaktem Trager ldsst sich gleichmdfig durch Testfunktionen
approximieren, d.h.

Ve>0VfeC.(R)Jge CXMR): sups|f(z) — g(z) <e.

Bemerkung 2.1.6
D liegt also dicht in der Menge aller stetigen Funktionen mit kompaktem Tréger beziiglich
der gleichméBigen Konvergenz.

Beweis. Kann nachgelesen werden in |Cig]. O

Proposition 2.1.7

v f € C®(R) V[a,b] 3 € D(R) : glap) = f-

Beweis. Sei vorerst f = 1. Sei h stetig mit kompaktem Triger und h = 1 auf [a — o, b+ «],
a > 0 beliebig. Sei

e1(o)i= [ hit)oate ~t)at € .
Fiir x € [a,b] ist ¢1(z) = 1.

Ist nun f € C*°(R), dann auch f(x)p;i(x). Somit gilt fo1 € D und fo1 = f auf [a,b].
O

Wir fithren nun auf D einen Konvergenzbegriff ein.

Definition 2.1.8 (Konvergenz der Testfunktionen)
Eine Folge @, € D konvergiert in D gegen die Testfunktion ¢, falls

1. 3 kompaktes Intervall [a,b] Vn € N : supp ¢, C [a, b].
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2. Fiir alle [ € N konvergieren die [-ten Ableitungen gpq(q{) gegen die [-ten Ableitungen

der Grenzfunktion ¢, d.h.

Ve>0VIleNIN Vo> N :sup | (z) — oW (2)| <e

Beispiel 2.1.9

1. Sei ¢ € D und ¢, (z) = Lp(x). Dann gilt ¢, () =)
D
2. Sei ¢ € D und p,(z) = %gp(%) Dann gilt ¢, (z) 4 0, da die Elemente der Folge

keinen gemeinsamen Triger besitzen.

Definition 2.1.10 (Cauchyfolge)
n ist Cauchyfolge in D, falls

1. 3 kompaktes Intervall [a,b] Vn € N : supp ¢, C [a, b].

2. VI € N ist die Folge @g) eine Cauchyfolge beziiglich der gleichméBigen Konvergenz,
d.h.

Ve >03IN eNVn,m>N VieN:sup|e®(z)— oW ()| < e

Proposition 2.1.11
D ist vollstindig, d.h. zu jeder Cauchyfolge in D existiert ein Grenzwert in D.

Beweis. Sei ¢, € D eine Cauchyfolge in D, dann ist gpqg) eine Cauchyfolge beziiglich der

gleichméBigen Konvergenz fiir alle I € Ny. Aus der Vollstandigkeit von (C(R), ||-|| ) folgt,
dass fiir alle [ € Ny eine stetige Funktion v; existiert, sodass

m o -] -
Jm o =i =0

Wir zeigen nun, dass ¢¥g € D und ¢; = wél). 1o hat kompakten Triger, da die ¢, fiir alle
n € N auflerhalb eines kompakten Intervalls verschwinden.

Yi(z) = lim o)
= Jim [0+ [ ol D0
= 0) + t)dt.
¥i(0) /0 Yr41(t)
Somit gilt ¢](t) = ;41 (t) und

¢(()l+1) — q/)y) ==
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Definition 2.1.12 (Distribution)
Unter einer Distribution versteht man ein lineares, stetiges Funktional F' auf D. Das ist
eine Funktion F': D — C, die linear und stetig ist , d.h.

1. Vo, €C V1,02 € D: Flapr + Bp2) = aF(p1) + BF(¢2).

n—oo

D
2. YoneD,p€D:p, = ¢= Flp,) — F(p).

Somit ist der Raum D’ der stetigen, linearen Funktionale auf D der Raum der Distri-
butionen.

Beispiel 2.1.13

1. (reguldre Distribution).
Sei f € L, (R):={f:R—C: [ |fldr < oo VK C R kompakt}. Die Abbildung

Ty:D—C
o [ fOpta
ist eine Distribution, genannt regulére Distribution.
e 2™ " € L} (R) und erzeugen somit reguliire Distributionen.
* %’?12 ¢ Lllok(R)'

2. (Heaviside Funktion - regulére Distribution)

~J0, auf (—00,0)
H(t) = {1, auf [0, 00)

He Lllok und definiert somit eine reguldre Distribution
Tule) = [ HOp(0)L

3. (Dirac - Distribution). Die Abbildung

0:D—=C
o — ¢(0)

ist eine nicht regulare Distribution.

Bemerkung 2.1.14
Im Folgenden schreiben wir anstelle von F'(¢) bzw. T¢(y) auch (F, ) bzw. (f,¢).

Wir zeigen nun, dass durch die obige Abbildung 7' tatséchlich eine Distribution defi-
niert wird.
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Beweis. Es gilt
Ty(e) = [ 1O

Da supp ¢ kompakt ist (sei supp ¢ C [a, b]) gilt

b
/fmﬂmﬂg/Wﬂm¢@w
R a

b
SmpW@VWﬂMﬁ<w

te(a,b]

T} existiert also fiir alle ¢ € D. T} ist linear, zu zeigen ist Stetigkeit. Seien ¢, € D,
¢n — 0 in D. Dann gilt ||y, — 0 und supp ¢, C [a, b].

b
|mm=/ﬂwmw

b
sww@/uww
— Klignll. = 0.

2.2 Rechenregeln

D’ ist ein Vektorraum (iiber R bzw. C) beziiglich der Operationen

VFLFQ GD/ : <F1+F2,§0> = <F1790> + <F27()0>
VAECVF €D : (AF,¢) =\ {F, ).
Fiir regulére Distributionen stimmen diese Operationen mit den punktweisen Operationen
der entsprechenden Funktion f iiberein, d.h.
<F1 +F27S0> = <f1 —|—f2,§0>
(AF, ) = (Af ) -

Man kann zwar zwei Distributionen nicht miteinder multiplizieren, aber es ldsst sich ein
Produkt mit unendlichoft differenzierbaren Funktionen erklaren.

Definition 2.2.1
Sei F' € D', a € C*°(R). Dann ist die Distribution aF' folgendermafien definiert:

(aF, o) = (F,ap) ¢ €D,

wobei (ag)(t) = a(t)p ()
Diese Definition ist sinnvoll, da Va € C* und V¢ € D ap € D ist. Fiir regulire F
gilt
(aF, o) = (af, ).
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Wir zeigen, dass aF € D'. Es gilt

(aF, @1+ @) = (Fya(p1 + p2)) = (F,ap1) + (F,aps)
= <CLF, ()01> + <aF7 902>
(aF, Ap) = (F,a(Ap)) = MF,ap) = MaF, p).

Wir nehmen an, dass ¢, B 0. Somit existiert ein kompaktes Intervall [—N, N], sodass
Vn € N suppy, C [-N,N]. Dann gilt suppay, C [-N,N]. Nach der Leibniz’schen

Regel gilt
k

K .
(apn)® =3 (z)“(l)‘ﬁ(k z>
=0

(k=D gleichmiBig gegen 0 streben und alle a® auf [—N, N| beschrénkt sind, gilt

Da alle ¢
(k) n—oo

(apn)'™) —= 0 gleichméafig Vk € N.
Da F € D' und somit stetig auf D, folgt
(aF, on) = (F,ap,) — 0 falls ap, Zo.
Somit gilt ¢, Boe (aF, ¢p) =3 0. O
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
o a(F| + Iy) =aF) +akF;

° (al —|—a2)F =a1F + asF

al(agF) = (alag)F

e 1. F =F, wobeil die Funktion a =1 ist.

Die Multiplikation mit einer Funktion a = X ergibt dasselbe wie mit der komplexen
Zahl .

Beispiel 2.2.2
(ad,p) = (6,ap) = a(0)p(0) = (a(0)d, ). Somit gilt fiir alle a € C* ad = a(0)d. Fiir
a(x) = x erhélt man xd = 0.

Es hat keinen Sinn vom Funktionswert einer Distribution F' an einer Stelle xg zu
sprechen. Man definiert die Gleichheit zweier Distributionen auf einer offenen Menge:

Definition 2.2.3
1. FeD, (a,b) offenes Intervall in R.

F =0 auf (a,b) : & Vo € Dsuppyp C (a,b) : (F,p) =0.
2. 1, FhbeD

Fy, = Fy auf (a,b) : & Fy — F» =0 auf (a,b).
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Beispiel 2.2.4

1. (Heaviside Funktion - reguldre Distribution) Man betrachte die regulére Distribution

TH_ ,QO /H

die durch die Heaviside Funktion

_ )0, auf (~o0,0)
H() = {1, auf [0, 0o)

definiert ist. Es gilt fiir die Distribution T

VM Ty =0 auf (—M,0)
Ty =1 auf (0, M).

Denn, sei supp ¢ C (0, 00), dann gilt

o0 o
)= [ewir= [ pwi= 0.
Sei supp ¢ C (—00,0), dann gilt
2. (0 Distriution) § = 0 auf R\ {0}.
(0,¢0) = 0(0) =0 < 0 ¢ supp .
Man kann nun auch eine ,lineare Variablentransformation® fiir Distributionen definie-
ren. Als Motivation betrachten wir die lineare Variablentransformation einer lokal inte-

grierbaren Funktion und die Auswirkung auf die dadurch definierte regulire Distribution.
Sei f e Ll,, u,A€Rund A # 0. Dann gilt fiir alle ¢ € D

Ty = /R ()t

AL z)dxr = y— H) dy.
[ 10w+ et = [ e (V51 7
Sei
fA,u( r) = f(Ar + p)
oauly) = i@ <H) :
2 ’)\’ by
Dann gilt

Ty = 00 = (1. 50 (5] ) = Trone
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Definition 2.2.5
Sei F' € D', \,;u € R bzw. C und X # 0. Dann bezeichnet F'(Az + p) die folgende Distri-
bution

(FAz + ), ) = (F(2), oap)-

Beispiel 2.2.6

(0(x = 20), p(2)) = w(20).
1
0(Ax) = —d(z).
Al
Definition 2.2.7
F € D’ heifit gerade Distribution, falls F(—z) = F(x).
F € D' heifit ungerade Distribution, falls F/(—z) = —F(x).

Beispiel 2.2.8
0 ist gerade.

2.3 Konvergenz von Distributionen

Definition 2.3.1 (Konvergenz von Distributionen in D’)
Sei F}, eine Folge von Distributionen in D' und F € D’.
F, 2 Fielim F,=FinD & VoeD: lim (F,,¢) = (F,¢).
n—o0

n—oo

Beispiel 2.3.2
Sei A € R. Die Funktionen

siny : t+— sin At
cos) : t > cos At

eA:t»—>ei)‘t

sind in Lllok und definieren somit regulédre Distributionen. Es gilt
lim Ty, = lim Teos, = lim Tey, =0 in D
A—00 A—00 A—00

Wir zeigen also
Vo € D: lim (sin(At), ¢(t)) = (0, ¢(t)) = 0.

A—00

Vo e D: (sin(At), ¢(t)) = /OO sin (At)p(t)dt

— 00

M)p(t)|>™ 1 [
— COS(_)?(P() + )\/ cos (At)¢' (t)dt, somit gilt
: [supp ()]l
Vo € D : [(sin(At), o(t))| < B ==

Da [supp(p)|||¢’||, beschrankt ist, gilt limy_, (sin(A-), ¢(t)) = 0.
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Konvergenz gegen die Delta-Distribution

Satz 2.3.3 (Dirac-Folge)
Sei fn € L, (R) und

1. 3T >0,K <ooVneN [T |f.(t)dt < K,

2. V7> 0:
lim  sup |fu(t)] =0
0 fr<t|< Ly

d.h. fn(t) konvergiert gleichmdfig gegen 0 auf jeder Menge der Gestalt {t € R : 7 <
< 1},

3. V7 >0: lim,e0 f_TT fu(t)dt = 1.

Dann gilt
VpeDs [ pfubit " p(0),
R

d.h. die requldre Distribution erzeugt durch f, konvergiert gegen die Delta Distribution in
D', dh Ty, 26

Bemerkung 2.3.4

Die Voraussetzungen des Satzes stellen sich den Voraussetzungen des Satzes von Lebes-

gue (Satz von der dominierten Konvergenz) entgegen, in dem Sinn, dass (fy)nen keine
integrierbare Majorante besitzt:

/s%plfn(t)ldt = o0.

Die Limiten und Integrale kénnen nicht vertauscht werden.

Beweis. Sei p € D, 7 >0, n e N.

() = /R fa()p(t)dt
— [ held+ / fu(t)p(t)dt

[t|l<T [t|>1
o) [ toyins /| OO ot [ pwet.
I I };

Es gilt V7 >0

Es gilt
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Somit gilt V7 <T
1L s/m 16|t fn ()]

<t [ 1ol
< Krl|¢'ll,
Ist € > 0, dann wéhle 7 > 0 so klein, dass 7 < T und K7[¢'||, < € und

supp p C [—f 7] Dann gilt

13| = fa(t)(t)dt

‘ B

Zu € > 0 wihle Ny € N so grof}, dass fiir alle n > Ny |I3] < € und |I; — ¢(0)| < e.
Dann gilt
Ve >0 3Ny : [{fn,0) — p(0)] <e.

Korollar 2.3.5
Sei f € LYNR) und [, f(t)dt = 1. Sei f,(t) = Anf(Ant) und Ay — o0. Dann gilt

/
fngd, fiir n — oo.

Bemerkung 2.3.6

Wir schreiben f, Dy 5 und meinen, dass die regulidre Distribution T}, erzeugt durch f,
konvergiert gegen die Delta Distribution.

Beweis. Mit der Variablentransformation At =  und der Bedingung [ fdt = 1 erhélt man

[ rro0pwa = o) =| [ @ - o] =| [ 110G
‘/| ”*" <0>1d$+ /x|2T|f(:v)|‘s0(x)—<P(0)‘dx

—(0))dz

< sup ‘/ x)|dx 4+ sup ‘/ x)|dx
|:17\<T lz|<T |x\>7— |z|>T

< sup PO [ 1f@ds+ 2l / () da
|x\<7’ lz|<T |z|>7

Sei € > 0. Man wahlt nun zuerst 7 so grof}, dass

d €
/.m'f @l < o=
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und dann Ay so grof3, dass

e(50) - 910 <

" Vz| < 7.

2Hf||1

Dann gilt
Ve>03dA\g>0VA> Ao

>

/R @) (o(E) - p(0))dz| < e.

Beispiel 2.3.7

'D/
. (Boxkern) n - 1jg 1 /) = 9.
Die Funktion f(t) = 1p 1)() und die Folge \,, = n erfiillen die Voraussetzungen von

Korollar 2.3.5

2. (Poissonkern) Sei p;(x) = + Es gilt py Bl § fiir t — 0. Ersetzt man At = 7, 50

T :p2+t2
erhélt man N
1
—— = N f(A
fir f(z) =p1(z) = 71”62“
/ f(z — arctant =1.

Somit sind die Voraussetzungen von Korollar [2.3.5] erfiillt.

_z2 /
3. (GauBkern) Es gilt Q%/HGT Dy § fiir t — 0. Setzt man namlich ), = 2%/5, so erhilt
man

1
2/t

/R f(x)dz =

Somit sind die Voraussetzungen von Korollar erfiillt.

12
e 1t = M f(\x)

fir f(z) = ﬁe‘“ﬁ. Es gilt

Satz 2.3.8
D' ist schwach folgenvollstindig.

Beweis. Sei F,, € D' ein Cauchyfolge von Distributionen, d.h. (F},, ) ist eine Cauchyfolge
komplexer Zahlen fiir jedes ¢ € D. Da C vollsténdig ist, existiert ein Grenzwert in C. Sei
F :=1lim,, F, (in D).

Wir zeigen F' € D’. Natiirlich gilt, dass F' : D — C linear ist. Zu zeigen bleibt die
Stetigkeit, d.h. wir zeigen:

k—o0

V(pkeD:kakﬁO(inD)é<F,<pk> — 0 (in C).
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Wir nehmen an, dass die Aussage falsch ist, somit existiert eine Folge ¢; € D mit

i 25 0 und (F,¢;) > 2. Da die ¢; und jede ihrer Ableitungen gleichmifig gegen 0
konvergiert, existiert eine Teilfolge 1; von ¢;, sodass fiir alle z € R

i)l < 5
12 (z)] < i und [y (z)] < 1/4
[3(x)] < % und Wé(m)‘ < 1/8 und ‘wg(m)‘ <1/8

n

¢<l>(x)‘ <2 (YO<I<n—1).

Es gilt ¢; — 0 in D. Es existiert ein N, sodass fiir alle i: suppv; C [N, N] und fiir alle
: O]
gilt ’ ),

’ — 0. Weiters gilt
oo

Vk: 'lim <Fk7wz> =0, weil F}, € D
i—00

Vi :klim (Fi, i) > 2 (Annahme).
— 00

Wir konstruieren nun eine Teilfolge Gy, von Fj, und eine Teilfolge wy, von 5, nach folgender
Vorschrift:

1. Setze wy := ¢y

2. Wihle Gy, sodass (Gy,wq) > 1.

3. Wihle wa, sodass |(G1, ws)| < 2%

4. Wihle G, sodass (G2, w1) > 1 und (Ga,ws) > 1.

5. Wéhle ws, sodass [(G1,ws)| < 2% und [(Ga, ws)| < 2%
6. usw.

Es gelten somit folgende Eigenschaften:
. 1
wi Yk <i: [(Gr,w)| < 5
Gr:Vi<k: (Gg,w;) > 1.
Weiters gilt

n
1=1

konvergiert gegen ein ¢ € D fiir n — oco. Die Partialsummen ¢, besitzen einen gemein-
samen Tréiger (beachte Auswahlkriterum der ¢; und w; ist Teilfolge von ;). Weiters gilt

VI € Ng )
> [ul@)] <35
>0 >l



2.4. ABLEITUNG 65

Somit konvergiert wgl) gleichméBig fiir jedes [. Aus der Hypothese erhélt man, dass

lim (G, ) = (F, ) (Gy ist Teilfolge von F},).
k—ro0

Allerdings
k o0
=1 =1 i=k+1
>k— ) 27%
i=k-+1

Somit haben wir ein ¢ € D konstruiert, sodass

(G, ) =F o0

Somit haben wir einen Widerspruch erzeugt und es gilt (F, ¢;) 2% 0. O

2.4 Ableitung

Jede Distribution hat ein Ableitung (im distributionellen Sinn) und der Limes der Ablei-
tungen ist die Ableitung des Limes, d.h.

lim ), = (lim F,,)".
Beachte: D' O L}, (R) D L'(R).

Vorbereitungen

Sei F € D'. F(At + ) ist folgendermafen definiert:

(F(\t+ ), ) = <F |1)\|<P <_AM)>

F(t+h) — F(t)

Somit ist fiir alle h € R
eD

wohldefiniert (A =1, = h):
(FEE=F0 N (e =t o

h

Satz 2.4.1
Fiir alle F € D' gilt

existiert in D' und es gilt

VoeD: (F,p)=—(F¢).
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Beweis. Mit der schwachen Folgenvollstandigkeit geniigt es zu zeigen, dass die C- Limiten

. <F(t +h) = F(t) s0>

h—0 h

existieren. Wegen Gleichung benétigen wir den Limes von

oty o= £ =010

in D. Man zeige ¢p =9 —¢', d.h. es existiert ein N, sodass supp, C [—N, N] und
Lpgl) h29 o041 gleichmiBig fiir alle I € Np. Dann gilt

lim (F = —(F,¢).
hlir(lJ < ; @h) < y P >
Somit existiert ein H € D’ fiir alle ¢ € D, sodass

<H7 90> = _<F’ (p/>a

wobei H = limy,_,q w .

Korollar 2.4.2 ) )
Sei F, eine Folge in D' und F, D FeD. Dann gilt F}, DFeD

Beweis.
(Fl, @) = —(Fn,¢) =5 —(F,¢') = (F', p).
O

Wie sieht nun die Ableitung einer reguldren Distribution aus, wenn die Funktion im
klassischen Sinne nicht iiberall differenzierbar ist, oder wenn die Funktion zwar differen-
zierbar ist, aber die Ableitung nicht mehr lokal integrierbar ist?

Einige Eigenschaften der distributionellen Ableitung

regulire Distribution
Seien G, F' € Lllok sodass

F(t) = F(0) —I—/O G(s)ds.

Dann gilt fiir die zugehérigen Distributionen (Tr) = Tp = T Mittels partieller Integra-
tion und Definition der distributionellen Ableitung erhélt man:

tee) = [ (r0)+ | ta<5>ds>'¢<t)dt =~ [ P& (0t = ~(Tr.¢') = (Th ).

(T, ¢) = /G(t)w(t)dtzF(t)w(t)‘ —/F(t)w'(t)dtz —~(Tr,¢').

—0o0
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Beispiel 2.4.3
a) (Tx+), = T1Jr = TH.

x, fallsxz >0
Ty =
0, fallsx <0.

b) (Tu)" = (T1,)" = 4. Es gilt ndmlich

(Ti0) = ~(Ti) = = [ @0t = 40) = 6.,

Die distributionelle Ableitung der durch die Heaviside Funktion definierte Distribu-
tion ist also die §—Distribution.

c) (0, 0) = —(d,¢") = —¢/(0). Somit gilt §'(—z) = —d'(x), § ist also ungerade und im
Nullpunkt konzentriert. (vgl. Definition und Bsp. [2.2.8)).

Linearititseigenschaft. Seien F,G € D’ und ) ein Skalar. Dann gilt
(F+G)=F +d&
(A\F) = \F'.

Diese Eigenschaften folgen direkt aus der Definition

Vo e D(F’,g0> = —<F, cp’>.
Mit Korollar ergibt sich daraus, dass Reihen von Distributionen gliedweise differen-
ziert werden konnen: (> Fy,) = Fj, genauer:

Korollar 2.4.4
limy, o0 (3" Fy) existiert in D' = lim,, o (D" F}) existiert in D'.

Produktregel. Sei a € C*°(R), F € D'. Dann gilt (a- F) € D’ (vgl. Seite und
(a-F) =d'F+ aF'. Denn es gilt

((aF), ) =—(aF,¢") = —(F,a¢").
(aF' ) = (F,ap) = —(F,(ap)') = —(F,d'¢) — (F,a¢’).
Somit gilt ((aF), @) = (aF’, ) + (d'F, p).
Beispiel 2.4.5 2 € C°®) Es gilt - § = 0, weil
VoeD: (x-6,¢) = (0,xp) = (xp)lo = 0.
dann gilt auch (z - )’ = 0. Daraus erhilt man

2 +26=01x-6 =—6.
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Beispiel 2.4.6

n- 1[07%} B vgl. Beispiel 1.
Somit gilt mit Korollar

(’I’L . 1[0’l]), 2; (S/.

Was ist (n - 1[07% )'?

Losy(t) = H(t) ~ H(t - ).

n
Wir wissen bereits T}, = 4. Somit gilt

r 1 /
(n-1p,1) =n(E—8(t = =) ="

Kettenregel. Fiir die Distribution F(Az + p), A # 0 gilt
(FO\x + ) = AF'Ohz + ).

Beweis.
1

T(P@.e ).
(FOz 4w, p(x)) = —(FQ\x + p), ¢ (z)) =

o= (o 5) - 5

— i {FEaL ).

(F(Az+ p), p(x)) =

Beispiel 2.4.7 (fast iiberall differenzierbare Funktion)
Die Funktion f(t) sei stetig differenzierbar bis auf endlich viele Sprungstellen ¢, --- ,,.
Die Hohe des Sprunges an der Stelle t; sei sg. In den Intervallen

] — OO,tl], [tl,tg], cee ,[tn,oo[

sei f, wenn man die Funktionswerte an den Endpunkten der Intervalle durch Grenzwerte
aus dem Intervallinneren ersetzt, stetig differenzierbar. Man kann f dann in der Gestalt

F(&) =" spH(t —ty) + g(t)

k=1

schreiben, wobei g(t) stetig ist und die Ableitung ¢’ (im klassischen Sinne) stiickweise
stetig ist. Dann gilt

n
Th =g + ) si(t—tr).
k=1
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Dasselbe gilt fiir unendlich viele Sprungstellen, welche keinen Haufungspunkt im Endlichen
besitzen.

f(t) = [t]
TH(t) = 6t — k).

Beispiel 2.4.8 (Stetige, nirgends differenzierbare Funktionen)

1.

x|, falls |z] < 3
o= {

0, sonst.
fl(l‘) = fl(fL‘ + 1)
fulw) = = A2,

gn—1
Sei f(z) =372, fu(z). Da die Reihe gleichmiBig konvergiert, ist f(z) stetig.

Satz 2.4.9

Sei ¢ = {x : f'(z) existiert }, wobei f'(x) = limh%ow € R. Dann gilt
¢=0.

Die Funktion f ist im klassischen Sinne nirgends differenzierbar, allerdings gilt

f € C(R) C L., (R). Somit definiert f eine regulire Distribution und ist im dis-
tributionellen Sinne differenzierbar.

n
Tp = lim Y ff.

n—oo

Da f = limy, 00 Y. fr in D' existiert, folgt mit Korollar dass auch T} in D’

existiert.

2. Sei f(z) = 0%, a" cos (b"mx). Diese Funktion ist fiir 0 <a < 1,b € N,ab > 1+ 3x
stetig, aber nirgends differenzierbar. Die distributionelle Ableitung existiert:

oo
Tp = — Z a"b'msin (V'rz) € D &
n=1

oo

. _ nan e em o

nlggo< gla b"msin (b 7rx),<p> existiert.
n=

2.5 Stammdistributionen

Jede Distribution ist differenzierbar. Somit stellt sich nun die Frage, ob zu jeder Distribu-
tion eine ,,Stammdistribution* existiert. Um das zu zeigen benotigt man eine Hilfsiiberle-

gung:
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Lemma 2.5.1
Sei o € D. Dann gibt es genau dann ein ¢ € D mit )’ = ¢, wenn

o= [ " ()t =0,

—0o0

Beweis. Ist ¢ =1/, dann gilt (1, ¢) = (1,¢’) = (0,4¢) = 0. Sei umgekehrt (1, ) = 0, dann
ist ¥(z) := [*__ p(t)dt als Stammfunktion von ¢ unendlich of differenzierbar. Da ¢(t) = 0

fir t > N, gilt
/ o(t)dt = / o(t)dt = 0

fiir x > N. Somit gilt ¢ € D und ¢’ = ¢. O

Satz 2.5.2
Zu jedem F € D' existiert eine Distribution G mit G' = F.

Beweis. Sei x € D mit (1,x) = [*_x(t)dt = 1. Ist ¢ € D beliebig, dann ist ¢ =
¢ — (1,¢)x € D und besitzt in D eine Stammfunktion £, weil (1,1) = 0. Wir definieren
G :D — R durch

x

(G = ~re) = —(r

—00

() — {1, so>x<t>dt>.

Es gilt
<Ga Y1+ @2) = <G> (101> + <G7 902>

Wir zeigen nun noch Stetigkeit von G. Sei ¢, — 0 € D, d.h. es existiert ein kompaktes
Intervall, das fiir alle n die Tréager supp ¢, enthilt.

§n:x— /x Son(t) - <1)S0n>X(t)dt

hat Tréger enthalten in [—Np, Np], weil ein Ny existiert, sodass fiir alle n: supp x +
supp ¢n C [—No, Nol.

€9 = o) — (1, o)XY,

P70 30

(1, 00) = 0.

x(l_l) e D.
Somit gilt fiir alle [ € Ny:

&l =0
o
und somit
& 3 0.

Es gilt nun
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Wir miissen nun noch zeigen: G' = F

(@, 0) = =(G.¥)

Eigenschaften von Stammdistributionen

Lemma 2.5.3
Sei FeD.F=c& F' =0.

Beweis. Sei F' = ¢, dann gilt (F', ) = ¢(1’,¢) = 0. Sei umgekehrt F' = 0, ¢ € D. Sei
P =@ — (1,p)x, wobei x wie im Beweis zu Satz Dann gilt

<F71/}> = <F7(p> - <1790><Fax>

Nun ist
(F,g) =(F,¢)=—(F',&) =0.
Dann gilt
(F, ) = (L) (F,x) = c{1,0) = (c, ).
O
Satz 2.5.4

Je zwei Stammdistributionen von F € D' unterscheiden sich um eine additive Konstante.
Beweis. Sei G| = G4 = F, dann gilt (G — G2)' = G} — G, = 0. Daraus folgt G; — G2 = ¢
und somit G1 = G + c. O
Die Gleichung z"F =0,n>1€N

Lemma 2.5.5
Sei a € C*°(R). Dann existiert ein 8 € C*(R) mit

a(z)

(0) + zB(x)
pB0) =o

(0).

(&%
(&%

Beweis. Setzte (z) := fl

o ¢/ (xt)dt ist unendlich oft differenzierbar und

1 T
zf(x) = /0 xd (xt)dt = /0 o' (s)ds = a(z) — a(0).
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Achtung: a € D% € D.

Lemma 2.5.6 B B
dyeD:v(0)=1VaeDIeD:a(zx)=a(0)y(x)+z8(x).

Beweis. Fixiere v € D, s.d. 7(0) = 1. Definiere
a(z) = a(x) — a(0)y(z) € D.
Dann ist &(0) = 0. Nach vorigem Lemma existiert § € C, sodass

a(0) + z3(x).

Dann gilt _

zB(z) = az) — a(0)y(x)
hat kompakten Trager, da o € D und v € D. O
Satz 2.5.7

F €D erfiillt die Gleichung xF = 0 genau dann, wenn F = cd fiir eine Konstante c.
Beweis. Ist F' = ¢, dann gilt

(xF, ) = (F,zp) = c(d, zp) = 0.
Ist umgekehrt zF' = 0, dann gilt aufgrund des vorhergeheneden Lemmas:

By €D 9(0) = 1V 3p €D plx) = p(0)1(x) + 21h(x).

Bemerkung 2.5.8
(Vgl. Beispiel [2.4.5) Es gilt d = 0. Somit gilt

(26) =0 2§+ 20 =0& —0 =2d.

(20)™ =0 < ((x6))" V) =0 260 + ns D =0 —ps™Y = 150,

Satz 2.5.9
Sein € N. F € D' erfillt die Gleichung 2"F = 0 genau dann, wenn Konstanten
Ci,++ ,Cn_1 existieren, sodass

F=cod+c18 + +cp 160D,
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Beweis. Beweis per Induktion. Sei n = 1, so gilt Satz Wir nehmen an, dass die
Aussage des Satzes fiir n gilt und zeigen die Aussage fiir n + 1. Es gilt
tMVE =0 2" (F) = 0.
Da fiir n die Aussage gilt hat = F folgende Darstellung:
oF =cgd +¢16 + -+ cy160Y.
Mit obiger Bemerkung erhélt man
2F = co(—a8') + e1(—28") + - - 4 cn1 (—2d™).
Somit gilt

" =05 2"(xF)=0. =
2(F+cod +- - +cp10") =0&
F+cd +- +cp16"=cb

Beispiel 2.5.10
Fiir welches y € D’ (y € L}, ) gilt

vy (x)=0€D & VoeD: (zy,p) =07
Sei iy’ € D'. Setze F = 3y und wende vorhergehenden Satz an. Dann gilt
tF=0=F=c &y =c<y=clr, +cl.

Satz 2.5.11
VGeD IFeD :z2F =G.

Beweis. Fixiere 7 € D, sodass 7(0) = 1. Yy € D 3¢ € D, sodass

p(x) = (0)7(2) + 2y (2).

Definiere:

X

(F, S0> — SO(O)C—F <G, QO(.T) — @(0)7—(1') >

Behauptung: F € D', Vp € D (xF, ) = (G, ).
Sei ¢, = 0€D.

weil
1
n(t) /0 o (t)dz

1
iR (1) :/ t*x* D (t2)dz und
0

], < o] =50 veen

o0
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Somit gilt

() (6, 2 =20 o

(@F, ) = (F,20) = c(w0)|smo + <G, zp(x) - (o;so)\xor(x)>
=0+ <G, wf)>

= <G7 90>'

Problem der Konsistenz

Die Funktion log|z| € L}, (R) hat 2 Ableitungen: die klassische Ableitung (log|z|)’ = 1
und die Ableitung im distributionellen Sinne.

Problem: Definiere Distributionen =, 27" V € N konsistent, sodass

z(x™™) = x

(x—n)/ _ _nx—n—l
z~ = (log |z|)
Wir definieren
1 . 1
= lim -
x+10 e—=0x + €
1 1
= lim .

Die obigen Limiten sind Limiten der reguldren Distributionen

dt
4,0—>/R<,0 t—|—ze

@%/ch .
t— i€

€ L}, (R), aber existiert lime o 35 in D'?

a:+ze

Lemma 2.5.12

t o0
voeD: tim | 2 gt = _ints, ) +/ P ==
0

e—=0 Jp T+ 1€

ok p(t) > p(t) — (=)
V@ED.E% t+l€dt—z7r5ap+ ; ——T=dt.

Beweis. Siehe Vorlesung. O
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Es gilt also
1

I ' -
=50 R‘p()<t+z‘e t— e

1

e—0

lim [ o(t) <
R
Definition 2.5.13

Satz 2.5.14

t—l—ie+

1

1
t — i€

> = —2mip(0).

>:2/°°s0(t)
0

x xn+1 n :

Beweis per Induktion. Sei n = 0. Zu zeigen ist:

1
VoeD: <xx,so> = (L) &

Annahme: z (in) = ( 1_1).

T

SI— 3= 3= —

T
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Uberpriifung der Konstistenz: Wir zeigen nun

1
1 =2
(1og Jal)' = -

im distributionellen Sinn, d.h. Fiir alle ¢ € D gilt

el () = [Pl —e(=t)
/ng\ () /0 d.

~ [ tog ol () = - /0 T log (¢! (t) — @ (—1)dt

= —logt(p(t) — o(—t))

o+ [ " Lot — (1)),

2.6 Fourierreihen von Distributionen

Definition 2.6.1 (Schwach wachsende Folge)
Eine Folge (cg)rez heifit schwach wachsend, falls ein p € N und ein a > 0 existiert, sodass

ek < alkl?

fiir alle k& # 0.

Satz 2.6.2
Sei (ck)ken eine schwach wachsende Folge. Dann gilt: Die Reihe
N .
FN — Z ck€27rlkt
k=—N

definiert eine 1-periodische Distribution

F= lim Fy inD'.

N—oo
Kijrzer: F =72 cpe?™ ™t Konvergenz und Gleichheit in D'.

2mik-

Beweis. Zu zeigen: Yo € D: ), ck<e ,cp(-)> konvergiert in R. Wir betrachten die

Funktion

1 e
f(t) = Z CkWe2 kt.

keZ\{0}

Dann ist |k§$} < ak%. Die Reihe kovergiert also absolut und gleichméfig. Daher ist f(t)
stetig mit Periode 1. Fasst man diese Gleichung als Gleichung fiir regulidre Distributio-
nen auf (wegen gleichméfiger Konvergenz moglich), dann kann man (p+2)-mal gliedweise
differenzieren und es gilt
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(Tp) P2 (t) = Trpin (t) = Z ekt
keZ\{0}

Die Reihe konvergiert also in D’ und F = fP*2) 4 ¢ ist periodisch mit Periode 1. O

Satz 2.6.3
Sei F € D', F(x+1) = F(z). Dann existiert eine eindeutige (schwach wachsende) Folge
(ck)ken, sodass

[e.e]
F= Z cre?™*  Konvergenz und Gleichheit in D'

k=—o00

Lemma 2.6.4
Sei F' eine Distribution, [a,b] ein kompaktes Intervall. Dann ezistiert eine Konstante C' > 0
und ein k > 0, sodass fiir alle ¢ € D mit supp ¢ C [a,b] gilt

(Fo)l <€ suwp [P (@)| = Cllelly.
0<p<k

Beweis. Angenommen die Behauptung ist falsch, dann gibt es zu jeder natiirlichen Zahl
m ein ¢, € D mit supp ¢, C [a,b] und

(s om)| > mllomll,,-

Sei nun ¥, = . Dann gilt

Pm
mllem|ln,
1
[{E, Ym)| > 1, supp¥m C [a,bl, , [[Ymll,y = —

Fiir jedes feste p strebt wq(ﬁ) gleichméfig gegen 0 fiir m — oo, da fiir m > p gilt
(») _1
sup [0 (@) < [Yiml, = — = 0.
zeR m

Dann gilt ¥, 2 0 und somit (F,m) — 0, das ist aber ein Widerspruch zu |(F, ¢p,)| >
1. O

Lemma 2.6.5
Sei ' eine Distribution und o € D. Dann existiert eine Konstante C > 0 und ein p > 0,
sodass

‘ <F, a($)e—2wikx>

< C|klP
fiir alle k # 0.

Beweis. supp ce” 2™k C supp o C [a, b]. Nach Lemma gibt es eine Konstante C; > 0,

p € N mit
‘<F ae—2m‘kx>

< Cl Hae—%rzkx

< |kPC.
p
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Sei nun F' eine periodische Distribution (F(x 4+ 1) = F(z)). Sei @ € D mit
a*(t) = Za(t +k)=1.
keZ
So ein « existiert. Sei ¢ € D mit
0 >0, fir |t <1
p(t) = )
0, fiir t € R.
Dann ist ¢*(t) > § auf ganz R (die Summe ist fiir jedes t eine endliche Summe, weil supp ¢

kompakt ist.) a(t) := ;(2) erfiillt dann o* =

Lemma 2.6.6

Sei F' eine Distribution mit Periode 1 und o € D mit o*(t) = 1. Dann ist die kom-
plexe Zahl <F,a(t)e*27”'kt> unabhdngig von der speziellen Wahl von o und im Fall einer
requldren Distribution stimmt sie mit dem k-ten Fourierkoeffizienten der zugehdrigen lo-
kalintegrierbaren Punktion dberein ({F,o(t)e=2™k) ist wohldefiniert.)

Beweis. Seien o und ap Testfunktionen mit o] =1, ¢ = 1,2. Dann ist
(F), a1 (025 ) = 3™ (F(1), az(t — n)as (e )
= 3 (Bt + ). an(B)an (¢ + e
= <F(t), a(t+ n)ag(t)e_%ikt>
= (F(t), as(t)e ™).
Sei f € L}, mit f(t+ 1) = f(t). Dann gilt
(™) = [ wameta

n+1 )
=> F()a(t)e >kt

neZ” "
1
=>. / F(t+n)a(t 4+ n)e 2T gy
neL 0
1
:/ F@)e ™ " a(t + n)dt
0

nel

— /1 f(t)ef27riktdt
0
= f(k)
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Satz 2.6.7
Sei F' eine Distribution mit Periode 1, « € D mit o*(t) =1 und

Fk) = <F,a(t)e*2“ikt>.
Dann konvergiert die Reihe
G= Zﬁ(kz)e%ikx in D'
kEZ

und G = F € D'; Jede periodische Distribution besitzt also eine eindeutige Darstellung als
Fourierreihe.

Lemma 2.6.8
Sei ) € C°(R), Y(t+ 1) =(t). Dann gilt fir jedes p € Ny:
(p)
im (0 Gt = g0

n— 00
|k|<n

gleichmdf$ig auf R.

Beweis. Wir zeigen, dass
(p)

Z ,&(k)e%rikt

Ik|<n

gleichméflig konvergiert, das ist dquivalent zur gleichméfiigen Konvergenz von

> (k) (2mik)Pe® ™R, (2.6.1)

k|<n

Durch wiederholtes partielles Integrieren erhilt man

1
b(k) = /0 P(t)e it

1
/ w(p+2) (t)e_Qﬂiktdt.

- (27Fik)p+2 0
Somit

609 < ry e [ uos o)

= (278) 72 ) < 00

(2.6.2)

Es gilt ‘&(k)(%ik)pe?ﬂkt’ <
folgt aus der Konvergenz von

@(k)’(2ﬂ|k|)p. Die gleichmifiige Konvergenz von (2.6.1

> |9 (@nlkly?

|k|<n
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Diese wiederum folgt aus (2.6.2)):

> [dm)|rlkl < D7 @rk) Yy 2n K]

|k|<n |k|<n

1 = 1
= gzl Do 7 <o

k=—o0

Beweis zu Satz @ Dass die Reihe eine Distribution F' definiert wissen wir bereits aus
Satz Wir zeigen G = F :& (G, p) = (F, ) fiir alle ¢ € D. Sei p € D.

<627Tik:/r7 (,0> — Z / 27rzka: d:U

— Z/ 2mikx l‘ + ’I’L)d
neL
:/ 27mkxg0*($)dl‘
0
= @* (k).

Somit gilt

< < <F ae—Qﬂzkt>62mkt sD>
ke
—27rzkt> <627r1k:t (P>

72mkt> (k)

f2m'kt>

I
Eﬁm
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wegen Lemma und ¢* € C°(R). Es gilt dann

(F,a(t)e") = <F a(t) Y lt+ N)>

nez

= <F, Z at+ n)gp(t)>

nez

= (Fa)e(n+1)

nez

=Y (Falt+n)e(t)

ne’

2.7 Fouriertransformation auf S
Sei o € D, F € D'. Naheliegende Definition der Fouriertransformation auf D’:
(FF,p) = (F,Fo).

Problem:

(Fo)(t) = /R ¢~ (1) ¢ D.

Wir miissen den Raum der Testfunktionen erweitern, um die Fouriertransformation auf
diese Weise definieren zu kénnen:

Definition 2.7.1 (Schwartz-Raum)
S sei die Menge aller Funktionen ¢ : R — C, die unendlich oft differenzierbar sind und
fiir die 1m0 [2%9® (2)] = 0 ist fiir alle k,1 € No.

Bemerkung 2.7.2

peSe VikeNy Iy Va € R‘ka(l)(x)‘ < ek

& Vi keNg E|Cl7/€ Yz € R‘l —f—:ﬂkHﬂ}(l)(x)‘ < Clk

Satz 2.7.3
peS=Fpo=p€S.
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Satz 2.7.4
Fiir o € S gilt:

Satz 2.7.5
Die Fouriertransformation

Fio— o= / o(x)e*™ i dy
R

ist eine bijektive Abbildung auf S. Die inverse Abbildung F~1 ist gegeben durch
o — / Q(t)e*™ .,
R

Satz 2.7.6 (Plancherel)
Es gilt fiir alle p € S:

[ letofat= [ tota)as

(8,9) = (2,0,

bzw.

wobes

(0,0} = /R o)D) d.

Die Fouriertransformation ist eine wunitire Abbildung auf S. Durch {(p,1)) =
Jg p(x)p(x)dx wird auf S ein inneres Produkt definiert und durch |¢l|ly == \/{¢, ) eine
Norm.

Es gilt:

e F(D) L D.
o F(S)=S.

2.8 Eigenfunktionen der Fouriertransformation
Wir betrachten die lineare Abbildung A : S — S, die definiert ist durch

_ 2mr(e) — /()
NG ‘

Der beziiglich dem auf L? definierten Skalarprodukt adjungierte Operator A* : S — S zu
A ist gegeben durch

A(¢)()

A (o)) = T L)
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Es gilt
A*A — AA* = Id.

Der Operator A bzw. der Operator A* werden oft als Erzeugungs-bzw. Vernichtungsope-

rator bezeichnet. Mit Hilfe des Erzeugungsoperators A werden wir nun die Hermitefunk-
tionen definieren. Die nullte Hermitefunktion ist gegeben durch

ho(z) = ™.

ho(z) € S und es gilt
1

hollz = —.
Iholl2 = 57

Dann ist B B
ho(z) = coho(z) = V2ho(z) € S und [|holl2 = 1.

Definition 2.8.1
Wir definieren die n-te Hermitefunktion als

hyn(z) = A"ho(z),

wobei A™ die n-fache Hintereinanderausfithrung des Erzeugungsoperators A ist.

Man kann erkennen, dass die Hermitefunktionen die Form hy(z) = Hy(z)e™™ haben,
wobei H,(x) ein Polynom vom Grad n ist. Da S abgeschlossen ist beziiglich der Multipli-
kation mit Polynomen ist h,(x) € S. Sei ¢, = i hi”2. Dann kann man die normalisierten

Hermitefunktionen

hn(x) = ephp(x),

definieren.

Proposition 2.8.2

Es gilt ||hn|2 = \47";

2

iR

Beweis. Sei ¢, = Dann miissen wir fiir hy,(x) = ¢, h,(x) zeigen, dass

S

onllz = (fns o) 12 = 1.
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Zunéchst folgt aus der Definition der Hermitefunktionen

4
~ 2
Ahyp = cpAhy, = c AAYhg = c, A" hg = Lhnﬂ =vVn+1hyy1. (2.8.1)
vn!
Aus der Definition von A* folgt
Ay = = (2mze ™ — 2mze ™) = 0 (2.8.2)
0= Qﬁ TxIe TXe =0. .8.

Aus A*A — AA* = Id folgt mit Hilfe von vollstdndiger Induktion
A*A" — AT A* = nA"TL (2.8.3)
Wir nehmen an, dass A*A™ — A"A* = nA" 1 z.7. ist A*A"H — AL A* = (n + 1) A",

AFAMHL — ATHLAT —AFATA — AMHIAY 4 (AMATA - AN AT A)
=(A*A™ — A"A*)A + AT A*A — AT A
—nA"TIA 4 AT (A*A — AAY)
=(n+1)A".

Somit folgt aus (2.8.2) und (2.8.3)
A*hy, = ey A*Ahg = ¢ (A" + A" A*)hg = c,nA™ hy

= \;\/%nA"_lho = Vnhp_1. 234
Daraus folgt mit
AA*hy, =nh,. (2.8.5)
Somit erhélt man aus (2.8.4]) und ([2.8.5)
(hailin) = = (A4 ) = (AT &) | =+ (i, Vi)
2 n 2 n 2 n L2
— ().
Da <7L0,ﬁ0>L2 =1 folgt <7Ln,ﬁn>L2 =1 fiir alle n € N. O

Satz 2.8.3 B o
Die normalisierten Hermitefunktionen (hy, )2, bilden ein ONS in S, d.h. <hi, hj>L2 = 0;,j.

Beweis. Sei m # n. Dann erhélt man aus ([2.8.4) und ([2.8.5))

<Em’}~l">1:2 - % <AA*Em’}~Z”>L2 - % <A*%m’A*ﬁn>L2 - % <}~lm’AA*%">L2
YA
m L2

Daraus folgt <i~1n,71m>L =0. ]

2
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Satz 2.8.4
Die Hermitefunktionen (hy)52 sind Eigenfunktionen der Fouriertransformation auf S.

F(hy) = (=i)"hy,.

Beweis. Sei n=0.

- 5 1 2 . 1 2
7677@2 _ / e—wz 6—2mx§d _ 76—7@ )
7 72 Js T

Durch Nachrechnen erhélt man fiir ¢ € S

F(ho) (&) =

@) = 5-9'(©)

(¢'(x)) = 2mig(§).
Unter Ausnutzung dieser Identitdten erhilt man

(Av(@)(€) = F <2m¢($) - 1/}’(96))

2/
_2;% (2mi(a) — /()
—5 = (10 —2micii(e)) (2.86)
~5= (2ne0(6) - 916))

-~

= —i(AP)(§).

Mit dieser Identitéit erhélt man mittels Induktion iiber n die Aussage des Satzes: Wir

nehmen an, dass F(hy) = (—i)"hy, gilt. Zu zeigen ist, dass F(hpg1) = (=) hpgq. Aus
der Definition der normalisierten Hermitepolynome erhélt man

it = enit AT T hg = ey Al = szlAE; - \/nlﬁ/mn. (2.8.7)
Unter Anwendung der Identitét und der Induktionshypothese erhélt man
L = T Ay = — =iy = E G (2.8.8)
vn+1 vn+1 Vn+1 vn+1
Aus erhélt man
(_i)nHAﬁn = (=) 1. (2.8.9)
Vn+1
Setzt man , und zusammen, dann erh&lt man
ot = (i)
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2.9 Hermitepolynome

Wir wissen bereits, dass ,
A"ho(z) = A% ™ = hy(x).
Somit sind die Funktionen A™e™ ™" gleich den (nicht normalisierten) Hermitefunktionen
hn. Weiters wissen wir, dass die Hermitefunktionen die Gestalt
hn(z) = Hy(z)e™™
haben, wobei H,(x) ein Polynom vom Grad n ist. Zusammen erhélt man
2

Anefﬂ'az2 _ Hn(x)effrx

Wir interessieren uns nun dafiir, welche Gestalt dieses Polynom H,,(x) hat. Fiir ¢ € S gilt

()(w) = L (e u(a).

denn
d 2

(€T (@) = (<2map(e) + o (@)e ™

Daraus erhalt man

(Amp)() = e (2?;) N )

Ane—wzQ _ 67r:c2 -1\" ﬂe—%rzz )
2y/m ) dx"

und somit

Daraus erhalten wir das Polynom

Hy(z) = Ly L (29.1)

e 2y/m ) dan ' e
H,, heift n-tes Hermitepolynom. Wir haben nun also einen Zusammenhang zwischen
Hermitefunktionen und Hermitepolynomen hergestellt. Es gilt

Hy(z) = hy(2)e™ (2.9.2)
und B 1
Hy(z) = hn(x)ae”Q. (2.9.3)

2.10 Temperierte Distributionen &’

Definition 2.10.1 (Konvergenz auf S)
©“n 5 s
Vi,k e, Vne N,z eR: ‘mkcp(l)(x) - xk@(l)(z)‘ < C k-

n

Aquivalent dazu

Vi, k: lim sup a:kcpg)(w) — kaO(l)(x)‘ = 0.

n—oo zeR
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Definition 2.10.2 (Cauchyfolge in S)
Eine Folge (¢;,) heift Cauchyfolge in S, falls

1. VI,k3CyVneNzeR: ‘mkcp,g)(x)‘ <Cik

2. gog) ist fiir jedes feste 1 eine Cauchyfolge beziiglich der gleichméfligen Konvergenz.

Satz 2.10.3
Der Raum S ist vollstindig.

Beweis. Sei ¢, eine Cauchyfolge in S. Analog zum Beweis der Vollstindigkeit von D

(Proposition [2.1.11)) ergibt sich

Pl — oW

glm. auf R fiir alle [ € Ny fiir eine Funktion ¢ € C*°(R). Wegen ’xkgog) (x)’ < Cy, ist auch
‘:ckgo(l) (x)’ < O, und somit ¢ € S und ¢, — ¢ in S.
O

Definition 2.10.4
Der Raum &’ = {f : § — C: linear und stetig } heift Raum der temperierten Distribu-
tionen.

Esgilt F € 8 & F: S — C linear und stetig: Sei ¢, € S und ¢, S0= (F,n) — 0
in C.

Satz 2.10.5
D C S =8 cD und die jeweiligen Einbettungen sind stetig. Auflerdem ist D dicht in S.

Beispiel 2.10.6 (Beispiel fiir eine nichttemperierte Distribution)

Z ez —n)eD,
n=1

. . a2
aber es existiert ein g = ™% € S, sodass

<§: 6"25(56 —n), e_w2> = 26"26_"2 = i 1
n=1

n=1
konvergiert nicht.

Da &’ C D/, kann man alle Operationen, die wir fiir Distributionen eingefiihrt haben,
auch auf temperierte Distributionen iibertragen. Es kann allerdings passieren, dass man
dabei aus 8’ herauskommt. Ist das nicht der Fall, dann heifit S’ abgeschlossen beziiglich
dieser Operation, z.B.

1. Addition, Multiplikation mit Konstanten. S’ ist ein Vektorraum iiber C.

2. Lineare Transformation
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3. Differentiation. Es gilt F € S’ = F ¢ &' fiir alle L.
4. Bildung einer Stammdistribution

Dagegen ist S8’ nicht abgeschlossen gegeniiber Multiplikation mit C*°(R) - Funktionen:

o0

Zé(az —n)ed&,
n=1

aber

e’ Zé(:ﬁ —n) = 26”25(36 -n)¢S.
n=1 n=1

Satz 2.10.7
S’ ist schwach folgenvollstindig.

Beweis. Analoges Vorgehen wie beim Beweis zur schwach-Folgenvollstéindigkeit von D’

ngk) < %, k = 0,1,...,i — 1 fordern, dass

oI @) < & kom =0, i1 gl O

(Satz [2.3.8). Man muss nur anstelle

‘xm‘ 21

Auf den temperierten Distributionen lisst sich die Fouriertransformation auf &’ fol-
gendermaflen definieren:

Definition 2.10.8
Fiir F' € & ist die Fouriertransformation FF folgendermafen definiert:

(FF, o) = (F, Fp) Yo €eS.

Die Fouriertransformation F : 8’ — &’ ist eine bijektive, lineare, stetige Abbildung.

Charakterisierung von § und &’ durch Hermiteentwicklung

Seien (hg)ken, im folgenden normalisierte Hermitefunktionen.

Satz 2.10.9
Sei p € S, dann strebt (@, hy) stark gegen 0 (- Yk € N :lim, oo n* (@, hy) = 0) und es
gilt

o)

QO(SU) = Z <907 hn>hn($),

n=0

mit Konvergenz in S. Ist umgekehrt (c,) eine stark fallende Nullfolge, d.h.
Vklim,,_oo n¥c, = 0. Dann existiert ein p €S8, sodass

o]

p(r) = Z cnh,

n=0

und ¢, = {p, hy).
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Beweis. 1. Zu zeigen ist:p € § = (p, hy,) — 0 stark. Mit € S ist auch (4A4*)Fp € S. Es
gilt (AA*)*h,, = n*h,,. Somit gilt
1= |(o 447y

=| (e, )
< [[cara) soH Il
= K.

Somit gilt sup,, n*(p, hy,) < K}, fiir alle k € No und (i, hy,) ist schnell fallend.
2. Wir zeigen nun

VEk (can® "= 0) = > enhn T Y ES.

Zu zeigen ist die Konvergenz in S:

)
sup < ch n) km%ooOVlkeN

z€R

Wir benotigen zuerst eine Abschitzung, dass die h, nicht zu schnell wachsen: Sei a €
C*°(R) mit ||afly < oo und ||/||5 < oo.

Man kann die Ableitung von ¢ € S mittels den Operatoren A und A* ausdriicken:

A — 27Tw(;v\)/%r ¢'(z)
Ap = 2m90(;:\)/7:r ¢'(z)
= ¢'(x) = (A" = A)p(z)v/7.

Es gilt fira =h, € S

(@) < ([ Bnlla] |2
= 2v/7||[(A" = A)hnl|,
= 2\/7?H\/ﬁhn_1(x) — \/mhnﬂ(x)H
< 2vaVn + 1([[hn-1(2) ]| + [ (2)]])
=CVn+1,
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Somit gilt

(hn(x))? < CVn +1.
Da ¢, stark gegen 0 geht, konvergieren die Reihen

o

Y(z) = Z cnhn ()

n=0

und -
= Z cnhl, ().
n=0

absolut und gleichméBig. Durch analoge Uberlegungen gilt das fiir beliebige Ableitungen
l:

¢(l) ZC h(l) Zd hn (

wobei d,, wiederum starke Nullfolge ist. Wir betrachten nun z*h,,(x). Es gilt

2 h,(z) = (A;;l*) ().

Das ist eine Linearkombination von A, |i| < k mit nur schwach wachsenden Koeffizien-
ten. Somit gilt

Vo) = dpaPhn(z) = bphn(x)
n=0 n=0

wobei by, eine starke Nullfolge ist. Daher ist zF¢® fiir jedes k,! € N beschréinkt und ¢ € S.
3. Wir zeigen nun, dass die Koeffizienten der Reihe ¢ = > ¢, h,, durch 1 eindeutig
bestimmt sind : ¢, = (¢, hy,).

(Y, hy) = <Z Cnhnahk>

= c.

Zu verifizieren ist, dass Summe und Integral vertauscht werden diirfen.
4. Wir zeigen: ¢ € S = ¢ =Y _° (@, hy) hy,. Wir haben bereits gezeigt, dass fiir o € S
die Reihe

und

Dass ¢ = 9 ist, folgt aus dem folgenden Lemma. O
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Lemma 2.10.10 (Hermitefunktionen sind vollsténdig)
Ist o € S und (p, hy) =0 fiir alle n € Ny. Dann ist o = 0.

Beweis. Es gilt z8¢™" € lin{hy, ..., hjs}-

Flo)e ™)) = [ pla)e e

weil <<p, x"’e‘m2> = 0 ist fiir jedes k € Ny. Aus dem Satz von Plancherel erhilt man

2

0= | Flge ™)

.

7rac2

- Hgoe 2

Somit gilt ¢(z) =0, V. O

Satz 2.10.1 (Reihendarstellung temperierter Distributionen)

1. Jedes F € 8’ hat eine Reihendarstellung

F(x) = Z aghi(z)  ,Konvergenz und Gleichheit in S’
k=0

wobei die Folge (ay) schwach wachsend ist (vgl. Definition und eindeutig ge-
geben durch

ar = <Fa hk>

2. Sei (ag) eine schwach wachsende Folge komplexer Zahlen, dann konvergiert die Reihe

> aphi(x)
k=0

in 8" und definiert eine temperierte Distribution, d.h. Yo € S gilt

(Foo) = an(h, @),
k=0

Zum Beweis diese Satzes bendtigt man folgende 4 Lemmata:
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Lemma 2.10.11
Sei F € 8, dann gilt

> (F ) he S5 F
k=0

fiir m — oo.

Beweis. Wir wissen, dass fiir ¢ € S gilt (cx) = ({(hg,¢)) ist stark fallend und ¢(x) =
> reo ckhi(z) € S. Da die Reihe in S konvergiert und F ein stetiges Funktional auf S ist,
gilt

Nun gilt fiir alle p € S

> (b, @) (F by = Tim >~ (b, @) (F, h)
k=0

k=0

Lemma 2.10.12
Sei F € 8, dann ist die Folge (ax) = ((F, hx)) schwach wachsend.

Beweis. z.z.. 3N € N3C >0 Vk € Ny : |ag| < CkN. Wir nehmen an, dass die Behaup-
tung falsch ist, d.h.

VYN VC 3k|ay| > CEVN.
Es gibt also fiir alle n ein ky, mit ag, > nk;. O.B.d.A. sei k; < k2 < k3 < .... Betrachte

B 0’ falls k 75 kn
Ck = N sgnay, falls k = k,.

n )
nkn

Behauptung: (cx)72, ist stark fallend. Sei p € N fixiert. Dann ist

fb 288 Ok falls k = k,,.

n n
nkn

W, = {0, falls k # ky,

Es gilt lim;, 00 %ﬁn = 0 und somit ist ¢ stark fallende Nullfolge. Wir kénnen somit bilden:

= ickhk eSs.
k=0



2.10. TEMPERIERTE DISTRIBUTIONEN S’ 93

(F,p) = lim ch<F,hk>

m— 00

o sgn akn
- i, >
_ !akn
> i =
- ’n%gnoo Zl 1 e
n=

Somit haben wir einen Widerspruch erhalten und wissen, dass aj schwach wachsend ist. [

Lemma 2.10.13
Sei (c) stark fallend und (ay,) schwach wachsend, dann gilt

oo
Z |cnan|n? < oo,
n=1

d.h. (cpn,ay) ist stark fallend.
Bewess.

AN 3C Vn € N: |ay| < cnl.
ICN14 VN €N nN+4\cn| < Cny4-

Daraus folgt |¢,| < nl\’% und |ap||cp| < 7V und somit Y- |epann?| < Yon7? <
00. O

Lemma 2.10.14
Sei (ay) schwach wachsend, Fy, := > }_,arhy € S'. Dann konvergiert Fy, in 8" und es
existiert ein FF € 8’ : lim,,_yo0 F), = F.

Beweis. Sei ¢ stark fallend und

x) = chhk(aj) €S
k=0
Dann gilt
@) = Z ACr-
k=0

Aus Lemma [2.10.13| erhélt man, dass Y, ,axcy > 0o. Somit existiert fiir jedes ¢ € S der
folgende Grenzwert:

lim (F,, ) =: (F,p).

n—oo
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Aus dem Satz iiber die schwach Folgenvollstindigkeit von S’ erhilt man, dass F' eine
temperierte Distribution ist. Man kann aber auch direkt zeigen, dass FF € §’. Sei H € &',
¢ € S. Wir definieren AH € S’ folgendermafien:

(AH, p) = (H, A%p).
Wir zeigen, dass A*H € &' fiir alle ¢ € S gilt

(A™H,¢) = (H, Ap)
und Ap € S somit A*H € &’ und A*AH € S’ Wenn H = ) axhy dann erhélt man
A*AF = Y02 o (k+ V)aghy, weil A*Ahy, = (k + 1)hj. Wir wissen, dass (aj) schwach

wachsend ist und somit |ax| < C'(k)P fiir ein p € N. Man erhélt aus dem Beweis zu Satz

2.10.9} dass |hg(z)| < CVk + 1. Daraus folgt nun, dass

oo

Z —2+1
+2|k k:—|-1 4 < oo
k:+1p Pt

Diese Reihe konvergiert daher absolut und gleichmiflig gegen eine stetige, beschrinkte
Funktion.Somit

b
wﬁ?
=
Hw
=
Jr
[N}
i
?T§
+
H
C’l

Wende A*A p+2 mal an, dann erhélt man

p+2 Zakhk s
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