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KAPITEL 1

Vorbereitung

Dieses Kapitel ist zu grofen Teilen aus [Wer00| entnommen.

1. Grundlegende Definitionen

Sei X ein Vektorraum. Eine Menge H C X heifft Hamelbasis fiir X, genau
dann wenn

(a) span H, die (endliche) lineare Hiille von H, ist X, i.e. flir jedes ¢ € X existiert
eine endliche Teilmenge F' C H sodass z € span F'.

(b) H ist (endlich) linear unabhéngig, i.e. fiir alle endlichen Teilmengen F' von H
muss gelten dass F' linear unabhangig ist.

(X, -1]) heift normierter Raum, falls X ein reeller Vektorraum ist, und ||| :
X — Rar ist so, dass fiir alle z,y € X und A € R gilt:
(a) ||z|| =0, genau dann wenn z = 0,
(b) I1xall = A lle]l
(©) llz +ll < llel] + lly].
Die Abbildung || -|| heift Norm des Vektorraums X . Ein normierter Raum (X, || - )
heifit vollstindig, genau dann wenn alle Cauchyfolgen {z,}5° ; C X beziiglich der
Norm || - || in X konvergieren. Ein vollstdndiger normierter Raum heifit Banach-
raum. Sei (X, ||-]|) ein normierter Raum und Y ein linearer Teilraum von X . Wenn
nicht anders spezifiziert, dann fassen wir Y als normierten Raum ausgestattet mit
der Norm || - || auf.

Seien X,Y normierte Rdume. Dann bezeichnet £(X,Y) den Raum der linea-
ren stetigen Abbildungen von X nach Y, i.e.

L(X,Y)={T: X — Y | T ist linear und stetig}

ausgestattet mit der Operatornorm ||T|| = supjq <1 [|TZ|ly. Ist Y = X dann
schreiben wir £(X) anstelle von £(X,X). Ist Y vollstdndig, so ist £(X,Y") voll-
standig. Fiir £(X,R) schreiben wir X* (X* ist immer vollstdndig). Der Raum X*
heifit Dualraum von X.

Seien X,Y Vektorrdaume und 7' : X — Y linear. Dann heiffit ker T der Kern
von T und im T Bild von T, gegeben durch

kerT ={z € X : Tz =0} und imT={Tz:z € X}

Sei X ein normierter Raum und U C X ein Unterraum. Dann heift X/U,
gegeben durch

X/U={z+U:z€ X}
Quotientenraum, und die lineare Abbildung w : X — X /U, gegeben durch
w(z)=z+4+U

5



6 1. VORBEREITUNG

heift Quotientenabbildung. Falls U abgeschlossen ist, so ist der Quotientenraum
X /U ausgestattet mit der Norm ||z +U||x/y = infycy ||z +u| ein normierter Raum
und die Quotientenabbildung stetig.

UBUNGSAUFGABE 1. Seien X,Y normierte Rdume und U ein abgeschlossener
Teilraum von X. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(@) || llx/v = infuey ||z + u|| definiert eine Norm auf X/U.

(b) Die Quotientenabbildung w : X — X /U ist stetig.

(c) Ist X zusdtzlich vollstdndig, so ist auch X /U vollstandig.
Hinweis: Zeigen Sie dass in einem normierten Raum Y gilt dass Y vollstandig
ist genau dann wenn fiir jede Folge {y, 1}, C Y fiir die > o7, ||yn|| < oo folgt
dass Y o0 yn €Y.

(d) Ist T € £(X,Y), dann ist T : X/ ker(T) — im(T') gegeben durch

~

T(z +ker(T)) =Tz

wohldefiniert, linear, bijektiv und stetig.

2. Das Lemma von Zorn

LEMMA VON ZORN. Sei (4, <) eine partiell geordnete, nichtleere Menge, in
der jede Kette (= eine total geordnete Teilmenge von A) eine obere Schranke
in A besitzt. Dann liegt jedes Element von A unter einem maximalen Element
m € A, d.h. fir alle a € A gilt

a>m = a=m

ProprogsITION 2. Ser X ewmn unendlichdimensionaler Banachraum. Dann
existiert eine unbeschrankte lineare Abbildung £: X — R.

Beweis. Wir werden die Existenz einer solchen Abbildung mit Hilfe des Lem-
mas von Zorn nachweisen. Sei dazu {z,}5>,; C X eine Menge linear unabhangiger
Vektoren mit ||z,|| = 1. Sei nun

M={M CX: MDY und M ist linear unabhéingig},

und die partielle Ordnung < auf M sei definiert durch M; < M, genau dann wenn
M; C My Weil Y € M gilt M # 0. Sei {M;}ic; C M eine Kette. Wir definieren
nun M = Uie ; M; und zeigen nun dass M linear unabhéngig ist. Sei dazu F C M
endlich. Dann liegt F' in endlich vielen Elementen der {M,}ic;, und aufgrund ihrer
linearen Ordnung gibt es einen Index 19 € I existiert sodass F' C M;,, und somit
ist F' linear unabhéngig. Also haben wir gezeigt dass M linear unabhangig ist, und
somit M € M. Aus dem Lemma von Zorn folgt nun die Existenz eines maximalen
Elements My € M. Wie man sich leicht iberzeugt ist My aufgrund der Maximalitét
eine Hamelbasis fiir X, welche per Definition Y enthélt. Wir definieren

{z,)=n,neEN und {(m)=0,m € My Y,
und setzen £ linear auf X fort. Es gilt ||£|| > sup,, |¢(z,)| = 0. O

UBUNGSAUFGABE 3. Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Zorn dass jeder
Vektorraum eine Hamelbasis besitzt.
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3. Der Satz von Hahn-Banach — Version der linearen Algebra

Sei X ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R heifit sublinear, falls

(a) p(Az) =Ap(z) fir alle A > 0, z € X,
(b) p(z +y) <p(z) + p(y) fir alle z,y € X.

SATZ 4. Ser X ewn reeller Vektorraum, und set U ein Unterraum von X.
Weziters seten p: X — R sublinear und £: U — R linear, sodass

lu)<p(u), uel
Dann existiert eine lineare Fortsetzung L : X — R, LIU = £ mit

L(z) < p(z), z€eX.

BEWEIS VON SATz [4l Step 1. Wir betrachten zunichst den Fall, dass U Kodi-
menston 1 in X hat, also

dimX/U =1 wobei X/U={z+U : z€ X}. (3.1)

Sei nun zo € X \ U, dann besitzt jedes ¢ € X die eindeutige Darstellung z =
u + Azg, fiir ein v € U und A € R. Wir definieren fiir alle » € R

L.(z) = £(u) + Ar.

L, ist fiir jedes r linear und stimmt mit £ auf U iiberein. Wir werden nun r so
wahlen, dass

L.(z) < p(z), Tz € X. (3.2)
Es sei bemerkt, dass aquivalent ist zu
L(u) + Ar < p(u + Azg), uelU, XeR.
Im Fall A = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir A > 0 ist aquivalent zu
Ar < p(u + Azg) — £(u), uelU, A>0
und
r§p(§+mo)—é(§), ueU A>0.
Setzen wir v = ¥, so erhalten wir
r < 31E1[f]P(U + o) — £(v).
Analoge Umformungen fiir A < 0 ergeben

r > sup 4(w) — p(w — o).
wel

Also ist (3.2) dquivalent zu

sup £(w) — p(w — 20) < r < inf p(v + 7o) — £(v).
welU vel

Durch auflésen von inf und sup erhalten wir

L(v) + L(w) < p(v+z0) +p(w — zq), v,w € U. (3.3)
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Diese Ungleichung ist aber stets erfiillt, denn fiir v + w € U ist nach Voraussetzung
L(v+w) <p(v+w)und p(v+ 2o + w — 20) < p(v+ 20) + p(w — 20).

Step 2.Wir zeigen nun den allgemeinen Fall, wofiir wir das Lemma von Zorn
bendtigen werden. Wir definieren die nichtleere Menge (s. Ubungsaufgabe ,

V ist Unterraum von X und V D U
A=< (V,Ly) : Ly :V — R linear ,
Ly <p|V und Ly|U =¢
und darauf eine partielle Ordnungsrelation durch (V3, Ly, ) < (Vz, Ly, ), genau dann
wenn
ViCV, und LV2|V1 = LVl-

Um das Lemma von Zorn anwenden zu kénnen, miissen wir zeigen, dass jede Kette
bezliglich dieser Ordnung eine obere Schranke besitzt.

Dazu sei {(Vi, Ly;)}icr C A total geordnet. Wir zeigen (V, Ly) ist eine obere
Schranke, wobei

V= UVi und Ly (z) = Ly,(z) fir z € V;.
iel
Ly ist wohldefiniert (s. Ubungsaufgabe , (V,Ly) € A und fiir alle ¢ € I ist
(I/i) L‘/z) < (Va LV)'

Folglich erhalten wir mit dem Lemma von Zorn ein maximales Element (Xg, Lx,)
in A. Angenommen Xy # X. Dann gibt es einen Vektorraum W, sodass

Xo CW CX und Xy hat Kodimension 1 in W.

Wir wenden Schritt [I{an und erhalten (W, L) € A, was eine echte Majorante von
(Xo, Lix,) ist. Weil dies im Widerspruch zur Maximalitdt von (Xo, Lx,) steht, ist
Xo =X und L := Lx, ist die gesuchte Erweiterung von £ auf ganz X.

O

UBUNGSAUFGABE 5.

(a) Warum ist A # 07?
(b) Zeigen Sie dass Ly wohldefiniert ist.

PROPOSITION 6. Es ezistiert eine lineare stetige Abbildung L : £*° — R mait
folgenden Eigenschaften:
() L(z) >0 falls ¢ = (zn)n, € £*° mit z, > 0 fiir alle n € N.
(it) L((z1,22,23,-..)) = L((z2,23,...)), fir alle (z,), € £°.
(uiz) L((1,1,1,...)) =1

BEMERKUNG 7. Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften heifft Banachlimes.

BEWEIS. Wir bezeichnen mit X den Teilraum von £*° gegeben durch

1 .
X ={(zn)n € £ : 1171111 - Z:ck existiert}.
k=1
Sei £: X — R gegeben durch £((z,),) = lim, 2 >}, . Wir definieren p : £>° —
R als p((zn)n) = limy, sup,,>, L 3, & und halten fest dass p sublinear ist und
es gilt £(z) < p(z), z € X. Mit dem Satz von Hahn-Banach (Satz [4) setzen wir £
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auf ganz £*° zu L linear fort, sodass L(z) < p(z), z € £°. Weil (1,1,1,...) € X so
ist L((1,1,1,...)) = £((1,1,1,...)) = 1, und damit ist (il gezeigt. Also gilt auch

—L(z) = L(—z) < p(—2) = lim sup —Z —zf = — lim inf —ka,

nom>n M n m>nm

d.h. L(z) > lim, infm>n L Zk:l zy, fir alle (z,,), € £°°. Wir halten also fest

lim inf — ka < L(z) < lim sup — ka, (zn)n € £,

n m>nm 7 om>n M
woraus ||L|| = 1 und ( o folgt. Sei nun z = (z1,23,z3,...) € £ fixiert und wir
setzen y = (23, z3,...). Dann gilt fiir z = (2)r = z — y dass
1 ~ 1 i T —$n+1
— 2, = T — 2 — 0,
nl B= Z k— Thyl =

also ist z € X und somit L(z) = £(z) = 0, d.h. L(z) = L(y), und so ist auch
gezeigt. O
4. Der Satz von Hahn-Banach — Fortsetzungsversion

SaTz 8. Set X ewn normierter Raum, und sei U ein Unterraum von X. Zu
jedem linearen stetigen Funktional u* : U — R existiert ein lineares stetiges
Funktional z* : X — R mat

z*|U = u* und [|z* |5+ = [|[w*]|or=.

BEwEIS. Sei u* € U* fixiert. Wir definieren die sublineare Abbildung p: X —
R durch

p(z) = [[ullo-llzllx, — z€X.
Es gilt
w'(u) <plu), uweU
Mit Satz 4| erhalten wir eine lineare Fortsetzung z* : X — R von u*, sodass
2*(z) <p(z), z€X.
Weil p(—z) = p(z) folgt
z*(2)] < p(2) = [[u*llo-llellx, @e€X,
also ist ||z*||x» < ||u*||y=. Weil 2*|U = u* gilt Gleichheit. O

KOROLLAR 9. In jedem normierten Raum X ezistiert zu jedem z € X,
z #0 ein z* € X*, sodass

[lz*||x+ =1 und z¥(z) = ||z]|x.

BEwEIs. Sei 29 € X \ {0} und U = span{zo}. Wir definieren das lineares
Funktional u* € U* durch

A$0'—))\||$0||, AeR.

Es gilt [[u*|ly- = 1 und u*(zo) = ||zo||x. Aus Satz[8|erhalten wir eine Fortsetzung
z* € X* von u* mit den gewiinschten Eigenschaften. a

BEMERKUNG 10. Aus Korollar [9]folgt dass fiir jeden normierten Raum X # {0}
gilt dass X* # {0}.
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KOROLLAR 11. In jedem normierten Raum X gilt

lzllx = sup [|z*(z)].
[l=]] 5+ <1

BEwEIs. Fiir ¢ = 0 ist nichts zu zeigen. Fir z # 0 folgt aus Korollar [9] die
Existenz eines linearen Funktionals z* € X* mit

[z"[|x- =1 und z*(z) = [l|x.

Somit gilt
lz]lx < sup [z*(z)].
llz* |l x+ <1
Die andere Ungleichung gilt per Definition der Norm in X*. a

KOROLLAR 12. Set X ewn mormierter Raum, U C X ein abgeschlossener
Unterraum und zq ¢ U. Dann ezistiert ein ¢* € X* mit ||z*||x+ = 1, sodass

z*(zg) > d(zo, U) und z*|U = 0.

UBUNGSAUFGABE 13. Beweisen Sie Korollar [ﬁl Hinweis: Betrachten Sie den
Quotientenraum X/U.

5. Trennungssitze

LEMMA 14. Set X ein normierter Raum und V C X konvez und offen mat
0 ¢ V. Dann existiert ein z* € X*, sodass

z*(v) <0, veV.
BEWEIS. Sei zg so, dass —zg € V. Wir definieren die offene Menge U = V + 24

und stellen fest, dass 0 € U und zo ¢ U (siehe Abbildung . Sei € > 0 so, dass
B(0,e) C U. Das Minkowskifunktional py : X — [0,00) zu U ist gegeben durch

pu(z) =inf{A >0 : z/A €U}

py ist wohldefiniert, sublinear, es gilt py(zo) > 1 und py(z) < ||z||/e, z € X
(s. Ubungsaufgabe . Auf dem Unterraum Y = span{zq} definieren wir das li-
neare Funktional y* durch

y*(tmo) = tpU(mo)a te ]R)

ABBILDUNG 1. Darstellung von V, U und zg.
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und stellen fest, dass fiir alle y € Y gilt y*(y) < py(y). Wir setzen y* mit Satz
linear auf den ganzen Raum fort, bezeichnen diese Fortsetzung mit z* und halten
fest, dass z*(z) < py(z), z € X. Es gilt z* € X*, denn
|27 (2)| = max{z*(z), —z"(z)} < max{py(z), pv(—2z)} < [|z]//e.
Fiir jedes v € V existiert ein u € U, sodass v = u — zg, also
z*(v) = 2" (u) — 2" (z0) < py(u) — y*(z0) < 0.

Die letzte Ungleichung gilt, weil y*(z¢) > 1 und py(u) < 1 fir u € U. O

UBUNGSAUFGABE 15. Zeigen Sie das Minkowskifunktional py (definiert im

Beweis von Lemma|[14)) ist wohldefiniert, sublinear, py(zo) > 1 und py(z) < ||z|| /e,
fiir alle z € X.

SATZ 16. Seir X ein normierter Raum, V1,V, C X disjunkt, konvex und set
V1 offen. Dann existiert ein 2* € X* mait

z*(v1) < z%(v2), vy € V1, v € Va.

BeEwEls. Wir definieren die konvexe und offene Menge V' = V; —V; (s. Ubungs-
aufgabe [17), und halten fest, dass 0 ¢ V. Mit Lemma [14] folgt die Existenz eines
z* € X*, sodass fiir alle v; € V5 und vy € V5 gilt z*(v; — v2) < 0. O

UBUNGSAUFGABE 17. Seien Vi, Vs, C X konvexe Mengen im normierten Raum
X, und V = V; + V5. Zeigen Sie folgende Aussagen.

(a) V ist konvex.
(b) Ist V; zusétzlich offen, so ist auch V offen.

Zeigen Sie das Minkowskifunktional py (definiert im Beweis von Lemma
ist wohldefiniert, sublinear, py(zg) > 1 und py(z) < ||z||/e, fir alle z € X.

SATZ 18. Seir X ewn normierter Raum, V C X abgeschlossen, konvexr und
set zg ¢ V. Dann existieren ein z* € X* und ein a € R, sodass

z*(v) < a < z*(zq), veV.
BewEIs. Weil V abgeschlossen ist, finden wir ein § > 0, sodass B(zg,§)NV = 0.
Nach Satz existiert ein z* € X* mit
z*(v) < z*(z), v eV, z € B(zg,6).

D.h. fiir alle v € V und ||y||x < § ist z*(v) < z*(zg) + 2*(y). Wir wéhlen ||y|| <
so, dass z*(y) = —||z*||x~d/2, und erhalten

z*(v) < " (zg) — ||z*||x+6/2 < z*(z0). O






KAPITEL 2

Kompaktheit in metrischen und normierten
Raumen

Dieses Kapitel ist groRteils aus [DS88| entnommen.

1. Metrische Riume — Grundlagen

Sei M eine nichtleere Menge und d : M x M — [0,00). Dann heifit (M,d)
metrischer Raum, wenn fiir alle z,y,2z € M gilt

(a) d(z,y) =0, genau dann wenn z = y,
(b) d(z,y) = d(y,z),
(c) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).
Wir bezeichnen die offenen bzw. abgeschlossenen Kugeln um z mit Radius
€ mit

Bi(z,e)={y e M : d(z,y) < €}
bzw.
Bu(z,e) = {y € M : d(z,y) < e}.

Gelegentlich werden wir den Index d weglassen. Seien A, B C M. Der Durchmesser
diam(A) von A ist gegeben durch sup{d(z,y) : z,y € A}. Der Abstand d(A, B)
von A und B ist gegeben durch inf{d(z,y) : = € A, y € B}. Falls A = {z}, so
schreiben wir d(4, B) = d(z, B).

Ein Punkt z € A heiflt innerer Punkt von A, falls eine offene Kugel By(z, €)
existiert, sodass By(z,e) C A. Die Menge A heiflt offen, wenn jeder Punkt z € A
ein innerer Punkt ist. Die Menge A heifit abgeschlossen, wenn M \ A offen ist.
Gelegentlich schreiben wir auch A€ fiir M \ A. Jede Vereinigung offener Mengen
ist offen, jeder Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. Das Innere
int A der Menge A ist definiert durch

int A = U{X C A : X ist offen}.
Der Abschluss cl A der Menge A ist definiert durch
clA= ﬂ{X D A : X ist abgeschlossen}.

Sei {zp }nen C M eine Folge in M. Dann konvergiert {z,} (bezliglich der Metrik d)
gegen z, genau dann wenn lim, d(z,,z) = 0. Wir schreiben z,, — z (fiir n — o0).
Es gelten folgende Aussagen:
(i) z € int A, genau dann wenn z innerer Punkt von A ist.
(ii) M\ clA =int(M \ A).
(iii) int AC Aund clA D A.
(iv) Der Abschluss einer Menge ist abgeschlossen, das Innere einer Menge ist offen.
(v) z € cl A, genau dann wenn eine Folge {z,}, C A existiert, sodass z,, — z.

13
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Eine Folge {z, }» C M heift Cauchyfolge, genau dann wenn lim,, supy, ,,>,, d(zx, Tm) =
0. Ein metrischer Raum heiRt vollstdndig, genau dann wenn jede Cauchyfolge
konvergiert. Seien (M;,d;), (Mz,d>) metrische Rdume und z € M;. Dann heifit
f: My — M, stetig in z, genau dann wenn fiir jede Folge {z,} C M; mit z,, = z
beziiglich d; gilt f(z,) — f(z) beziiglich d>.

2. Kompaktheit in metrischen Raumen

Ein metrischer Raum (M, d) heiRt (Uberdeckungs—)kompakt, falls fiir jede of-
fene Uberdeckung {U,}+ von M eine endliche Teiliiberdeckung {U1,...,U,} exis-
tiert.

Satz 19. Sei (M,d) ein metrischer Raum, dann sind folgende Aussagen
dquivalent.
(1) M ist kompakt.
(1) M ist vollstdndig und fir jedes € > 0 existieren zy,...,z, € M, sodass
M= U?:l B(‘Ti:E)'
(i) Jede Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge.

Die Menge {z1,...,z,} in (ii) heiRt endliches e-Netz von M. Eigenschaft
heifft M ist folgenkompakt.

BEWEIS. Beweis = (ii). Sei {zn}» eine Cauchyfolge in M, dann existiert
wegen eine Teilfolge {zy, }x C {Zn}n und ein z € M, sodass z,, — z. Weil
z, eine Cauchyfolge ist, gilt auch z, — z. Wir haben soeben gezeigt, dass M
vollstédndig ist. Angenommmen die Implikation ist falsch, also muf es ein ¢ > 0
geben, sodass fiir jede endliche Menge {z; ...z,} C M gilt

n

U B(zi,e) € M.

1=1
Wiéhle z; € M, dann ist B(z1,e) C M. Also existiert ein 2, € M \ B(z;,¢) und
es gilt B(z1,€) U B(z2,6) C M. Setzen wir diesen Prozess fort, erhalten wir die
Folge {z,}» mit der Eigenschaft, dass fiir alle m # n € N gilt d(z,,2zm) > €

M
Y N\
// /\ '/6(\4/
\ 6 \
! -/5vl L6 K 59;
| T3 \3/ X fots)
\ SF TSN -/ /
-~ /
\y/ v \\-’f\/ N
s \ Sl \A\\/
|
| 2 | /
L - —Z2! 1T 1 6511, ds !
VRN AR \ / 8_ !
/ N //\/ \\/ - \\/
. /\\/< g
I/ — XS~ _ _~ N
i 51/‘ 54l /\
\ 1 T4 (W] K (57

ABBILDUNG 1. Konstruktion von {z,}n.
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(s Abbildung [1)). Insbesondere enthdlt {z,}, keine konvergente Teilfolge, was im
Widerspruch zu steht.

Beweis = (itl). Sei {zn}n C M fixiert. Fiir jedes k existieren yx 1, . .. Ya,n(k) €

M, sodass
M = B(yk,j)z_k)'
j=1
Also existieren eine Teilfolge {z1 }n C {2z} und ein Index 7(1), sodass

{ml,n}n - B(yl,j(1)1 1/2)'
Wenn wir die Konstruktion mit {z; ,} statt {z,,}, wiederholen, so erhalten wir die
Teilfolge {22 n}n C {Z1,n}n und einen Index 7(2), sodass

{z2,n}n C B(y1,j(1), 1/2) N B(yz,5(2), 1/4)-

Setzen wir diesen Prozess fort erhalten wir fiir jedes k eine Folge {z ,}, mit der
Eigenschaft, dass

diam({zx n}n) < 2751
Fiir die Diagonalfolge {Zm m}m C {Zn}n gilt diam({zm m}m>p) < 27711, also ist
{Zm,m }m eine Cauchyfolge und nach konvergent.

Beweis = ({). Sei {z,.}n, eine Cauchyfolge, dann gilt lim, diam cl{z; : j >
n} = 0. Angenommen (., cl{z; : 7 > n} = 0. Dann ist

M:M\(ﬂcl{m]- :jzn}):UM\cl{m]- 13 >nk

Die Mengen M \ cl{z; : j > n}, n € N bilden eine offene Uberdeckung von M,
also existiert wegen (i) ein Index m, sodass
M:M\(ﬂcl{mj cj>n}) =M\ cd{z; : j >m},
n=1
was einen Widerspruch darstellt.
Fiir die Existenz eines endlichen e-Netzes, betrachte die offene Uberdeckung
{B(z,€e) : ¢ € M} von M.

Beweis & = . Sei M = Uvel“ U,, U, offen. Behauptung: es existiert
ein 6 > 0, sodass fiir alle z € M ein Index § = f(z) € T existiert, sodass B(z,§) C
Us. Angenommen die Behauptung ist falsch.

Dann finden wir eine Folge {z,}, C M, sodass fiir alle n € N und y € T" gilt

B(zn,1/n) ¢ U,.

Nach gibt es eine Teilfolge {z,, }x C {zn}» und ein zo € M, sodass z,, — zo.
Sei f €T jener Index, fiir den Ug 3 zo. Weil Ug offen ist, finden wir einen Index
ko, sodass fiir alle k > kg gilt

B(zn,,1/nk) C Ug,

was im Widerspruch zur Annahme steht.
Wegen finden wir Punkte z4,...,2z, so, dass M = U?:l B(z;,6). Daraus
folgt aufgrund der Behauptung M = U;L:1 Ug(z;)-
O
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3. Kompaktheit in normierten Riumen

Jeder normierte Raum ist ein metrischer Raum mit Metrik d(z,y) = ||z — y||.
Ist der (metrische) Raum (X, d) vollstdndig so heift (X, || - ||) Banachraum.

BEHAUPTUNG 20. Eine Teilmenge eines Banachraumes ist vollstandig, genau
dann wenn sie abgeschlossen ist.

UBUNGSAUFGABE 21. Beweisen Sie Behauptung
PRrROPOSITION 22. Sei S eine nichtleere Menge, dann ist
£2(S)={z:S8 - R | sup|z(s)| < o0}
ses
ausgestattet mit der Norm ||z|| = sup,cg|z(s)| ein Banachraum.
UBUNGSAUFGABE 23. Beweisen Sie Proposition
Der Banachraum £°°(S) ist universell fiir metrische Rdume in folgendem Sinne.

SaTz 24 (Kuratowski Einbettung). Sei (M,d) ein metrischer Raum, dann
ezistiert eine Abbildung f : (M,d) — (({*(M),] - ||le), sodass

1£(m) = f(m)lleo = d(m,m’),  m,m’ € M.
Eine solche Abbildung heifit Isometrie.

BEWEIS. Sei mg € M fixiert. Betrachte die Abbildung f(m) = z — d(m,z) —
d(z, mp). O

Ein metrischer Raum (M, d) heifft separabel, genau dann wenn M eine abzdhl-
bare, dichte Teilmenge enthalt.

SATzZ 25. Ein metrischer Raum (M,d) st separabel, genau dann wenn alle
Teiraume separabel sind.

UBUNGSAUFGABE 26. Beweisen Sie Satz [25]
SaTz 27. Der Raum £ := {*(N) ist nicht separabel.

BeweEls. Sei A = {z € £* : z(2) € {£1},7 € N} C £*°. Wir wissen, A ist
iiberabzahlbar. Angenommen B sei eine abzahlbare, dichte Teilmenge von A. Fiir
alle z,y € A ist ||z — yllo € {0,1,2}, also gilt fiir alle z € A, dass {y € B :
llz — y|| < 1/2} = {z}. Dies impliziert A C B, was jedoch unmdglich ist, denn B

ist abzdhlbar und A ist {iberabzédhlbar. O
SaTz 28. Sei X ein endlichdimensionaler normierter Raum, und ||-||1, ||-]|2
zwet Normen auf X. Dann sind || - ||1 und || - ||2 dquivalent, d.h. es existiert

eine Konstante C > 0 sodass

1
ozl < llzllz < Clizlls, zeX.

UBUNGSAUFGABE 29. Beweisen Sie Satz
Hinweis: Sei {z1,...,z,} eine Basis fiir X. Betrachten Sie die Norm

n n
1) aszsl| = > |adl
=1 =1

und zeigen Sie dass jede andere Norm auf X &dquivalent zu X ist.
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KOROLLAR 30. Es gelten die folgenden Aussagen:
(1) Endlichdimensionale normierte Rdume sind vollstindig.
(1) Endlichdimensionale Teilrdume normierter Riume sind abgeschlossen.
(iii) Eine Teilmenge eines endlichdimensionalen Raumes ist kompakt genau
dann wenn Sie abgeschlossen und beschrankt ist.

UBUNGSAUFCGABE 31. Beweisen Sie Korollar @1

Satz 32. Sei X ein Banachraum. Dann ist {z € X : ||z|| < 1} kompakt
genau dann wenn X endlichdimensional ist.

Wir beweisen Satz [32] mit dem folgenden Lemma.

LEMMA 33 (Lemma von Riesz). Set X ein Banachraum, U # X ein abge-
schlossener Unterraum von X und 0 < § < 1. Dann existiert ein zqg € X mat
l|zo]| = 1, sodass

d(z,U) >1-46.

BewErls. Sei y € X \ U, dann gilt aufgrund der Abgeschlossenheit von U,
dass d(y,U) > 0. Sei ug € U so, dass |ly — uol| < d(y,U)/(1 - §), dann gilt fiir
zo := (¥ — uo)/lly — woll

d(zo,U) = inf Hw —u| = ——— inf ||y —uo — |ly — uollu||
wet My — uol| ly — uol| uev
_dwl) oy O
lly — woll

BeEwEIs VON SATZ[32l Sei Bx = {z € X : ||z|]| < 1} kompakt, dann folgt
aus Satz es existieren z; ...,z, € Bx, sodass Bx = U?:l B(z;,1/2). Definiere
den abgeschlossenen (Behauptung Unterraum U = span{zi,...,z,} von X.
Angenommen U # X, dann folgt aus Lemma es existiert ein zg € X mit
llzol| = 1, sodass ||zg — z;|| > 1/2 fiir alle 1 < ¢ < n — ein Widerspruch. O

LEMMA 34. Seir X ein Banachraum und K C X abgeschlossen und be-
schrankt. Dann st K kompakt genau dann wenn fir jedes € > 0 ein endlichdi-
mensionaler Tetlraum Y von X existiert, sodass fiur allez € K gilt d(z,Y) < e.

BewEIS. Sei ¢ > 0, K C Bx abgeschlossen und Y ein endlichdimensionaler
Raum, fiir den sup, . d(z,Y’) < £/4 gilt. Erstens stellen wir fest dass K vollstédndig
ist (Behauptung [20)). Zweitens, fiir jedes € K existiert ein y € Y sodass ||z —y|| <
e/4. Fiir diese y gilt ||y|| < 1+ ¢/4, also

supd(z, By (0,1 +¢/4)) < €/4,

zeK
wobei By (0, 1+¢/4) = {y € Y : ||y|| < 1+¢/4}. Aus Satz[32|folgt dass By (0, 1+¢/4)
kompakt ist, und mit Satz (19| erhalten wir ein endliches ¢/4-Netz {y1,...,yn} von
By (0,1 +¢/4). Wir haben bisher gezeigt

KC U Bx(ij€/2):

Jj=1
wobei {y1,...,yn} C By. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung, finden wir sofort ein
€—Netz in K, und so impliziert Satz |19 die Kompaktheit von K. a

UBUNGSAUFGABE 35. Beweisen Sie die fehlende Implikation im Beweis von
Lemma [34]
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Satrz 36 (Arzela—Ascoli fiir £°(S)). Sei K C £*°(S). Folgende Aussagen sind
dquivalent.
(i) K ist kompakt.
(i1) K ist beschrinkt, abgeschlossen, und fir jedes € > 0 ezistiert eine endli-
che Partition {S1,...,Sm} von S, sodass
sup max sup |f(s) = f(£)] <e.
fek 1<i<m s i3,

BewEIs. £°°(S) ist nach Satz [22] vollstindig, also ist K nach Behauptung
abgeschlossen, genau dann wenn K vollstandig ist. Des Weiteren sind sowohl kom-
pakte Mengen von £°°(S), als auch Mengen welche ein endliches e-Netz besitzten,
beschrankt. Somit folgt mit Satz dass K kompakt ist, genau dann wenn K
abgeschlossen ist, und fiir jedes € > 0 ein endliches e-Netz besitzt.

Seien S ..., Sm Teilmengen von S, sodass |J S; = S. Fiir jedeso : {1,...,m} —
{£1} definieren wir

So =) (3)S; wobei +8; = S; und —S; = S\ S;.
j=1
Dann gilt
SeNSp=0,0#0¢ und [JS,=85.

Sei nun f € £2°(9), ||flle < 1, &€ > 0 und N > 2/e. Wir definieren S,, = {s :
(n—1)e < f(s) < ne}und

1 seS,,

= nelg , wobei 1g_(s) =
gi= ) nels, 5.(5) {0 s

n——

Die Mengen S, sind paarweise disjunkt und | J,, Sn =S, also

If = glleo = sup|f(s) — g(s)| = sup sup [f(s) —g(s)| < e.
sesS n sESn
Sei K C £*°(S) kompakt und € > 0. Dann existiert ein £/2-Netz {g1,...,9n}
aus Funktionen der Form g; = > 7", a;;1s;, wobei S; C S, sodass J;-, S; = S.
Aus {Si,...,Smn} erhalten wir die paarweise disjunkte Familie {S,},. Jede der
Funktionen gi1,..., g, ist konstant auf jeder der Mengen Si,...,Sy. Also gilt fiir
alle g, alle f € K und alle 1 <1z < n, dass
sup |f(s) — f(¢)] = sup |f(s) — gi(s) + g:(t) — F() < 2| — illoo-
5,t€8, 5,tES,
Bilden wir das Minimum iiber ¢, folgt die Behauptung, weil {g;} ; ein £/2-Netz
ist.
Sei K C Bye(s)(0,1) abgeschlossen, ¢ > 0 und Sy, ..., Sy, eine Partition von
S, sodass

sup max sup |f(s) - f(t)| <e.
fEK1<j<m s tes;

Dann gilt fiir den endlichdimensionalen Teilraum F' = span{1g; }7*; von £%°(S)
d(f,F)<e, feK.

Wir beenden den Beweis mit Proposition 22| und Lemma O
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PRroPOSITION 37. Sei (S,d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist
C(S)={f:8 =R | f ist stetig und ||f|lso < 00}
ausgestattet mit der Norm || - || etn Banachraum.

UBUNGSAUFGABE 38. Beweisen Sie Proposition
Hinweis: zeigen Sie C(S) C £*°(S) ist abgeschlossen.

SatTz 39 (Arzela—Ascoli klassisch). Sei (S, d) ein kompakter metrischer Raum
und K C C(S). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(1) K st kompakt.
(1) K 1ist beschrinkt, abgeschlossen, und fir jedes € > 0 existiert ein § > 0,
sodass fiir alle f € K und s,t € S mit d(s,t) <& gult |f(s) — f(¢)] <e.

BEWEIS. Beweis = (). Sei K C C(S) und € > 0. Wahle § > 0, so-
dass fiir alle f € K und s,t € S mit d(s,t) < 0 gilt |f(s) — f(¢)] < e. Weil S
kompakt ist, besitzt die offene Uberdeckung {B(so,d) : so € S} von S eine endli-
che Teiliiberdeckung {B(s1,6),...,B(sm,6)}. Diese Teiliiberdeckung erzeugt eine
{B(s1,9),...,B(sm,0)} verfeinernde Partition {S;,...,Sp} von S (s. Beweis von
Satz [36), fiir die gilt

sup max sup |f(s)— f(t)| <e.
fek 1<5<n 5 tcs;

Wir wenden Satz [36] an um diesen Beweisteil zu beenden.

Beweis () = ({ii)). Sei K C C(S) kompakt. Wir zeigen zunéchst: fiir jedes € > 0
und sg € S, existiert ein § > 0, sodass

sup  sup |f(s)— f(t)] <e. (3.1)
feEK s,tEB(s0,6)

Dazu seien ¢ und s fixiert. Nach Satz [36] finden wir eine Partition Sy,..., S, von
S, sodass

sup max sup |f(s) — f(t)| < e/2.
fek 1<j<msics;

Weil jedes f € K stetig ist, gilt sogar

sup max sup |f(s) - f(t)] < /2.
fek 1<i<m s tccl s,

Wir definieren die nichtleere endliche Indexmenge Jo = {j : so € c1S;}, und sehen,
dass fiir To = (J;¢4, 155 gilt

sup sup |f(s) — f(¢)| <e.
FEK s,t€To
Die Menge Ty = S\ Ujgg, c1S; ist offen, Tt C ¢y, c1S; und so € Ti. Daher
existiert ein § > 0, sodass B(so, ) C Ty, und wir erhalten (3.1)).
Angenommen ([i1)) ist falsch. Dann existieren ein € > 0, Folgen {sp}n, {tn}n C S
und {fr}n C K, sodass

d(sp,tp) = 0 und fir alle n gilt  |fn(sn) — fu(tn)| > €.
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Weil S und K kompakt sind, kénnen wir durch Ubergang zu einer geeigneten
Teilfolge (Satz annehmen, die Folgen konvergieren. Also gilt s,,,t, — z, f, = f
fiir ein 2 € S und f € K, und wir erhalten fiir alle n € N, dass

< | fn(sn) = Flsn)l + [ f(sn) = F(@)| + | f(2) = F(tn)| + | f(tn) — Fr(tn)]

< [fn = flloo + [F(sn) = f(2)| + | f(2) = F(En)| + | — Frlloo-

Fiir n — oo geht die rechte Seite gegen 0, und wir erhalten einen Widerspruch.
O



KAPITEL 3

Hauptsatze fiir Operatoren

Dieses Kapitel stammt aus [Wer00].

1. Der Bairesche Kategoriensatz fiir vollstindige, metrische Riume

SATZ 40 (Bairescher Kategoriensatz). Sei X ein wvollstindiger, metrischer
Raum, und seien {F, : n € N} abgeschlossene Teilmengen von X mit X =
U, Fn. Dann ezistieren m € N, ¢ € X und § > 0, sodass B(z,8) C Fy,.

BeEwEIS. Angenommen fiir jedes n € N, z € X und 6 > 0 gilt B(z,0) ¢ F,.

Sei z; € X, dann ist per Annahme B(z1,1) \ Fi nichtleer und offen. Also
existiert ein z, € X und ein 0 < §; < 1/2, sodass B(zz,d2) C B(z1,1) \ Fi.
Aufgrund unserer Annahme gilt, die Menge B(z2,62) \ F> ist nichtleer und offen.
Setzen wir diesen Prozess fort, so erhalten wir eine Folge {z,}, C X und 6, < 1/n
(siehe Abbildung , sodass fiir alle n € N gilt

B(zp,6,) C B(zn—1,0n_1) und B(zp,0,)NF,_1 = 0.

Einerseits garantiert die erste Bedingung zusammen mit der Vollstandigkeit von
X, dass ein ¢ € X existiert mit z € (-, B(zyn, 6,), andererseits folgt aus der
zweiten Bedingung, dass z ¢ (oo, F, = X. O

UBUNGSAUFGABE 41. Zeigen Sie dass jede Hamelbasis eine unendlichdimen-
sionalen Banachraums iiberabzahlbar sein muss.
Hinweis: Verwenden Sie den Baireschen Kategoriensatz und Satz

ABBILDUNG 1. Konstruktion von {z,}n.

21
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2. Der Satz von der offenen Abbildung

Sei X ein Banachraum. Eine Menge C C X heifit o—konwvez, falls fiir alle
beschrankten Folgen {z,}, C C und fiir alle ¢, > 0 mit ), t, =1 gilt

oo
Z tpz, € C.
n=1

Sei {en}n die Standard Einheitsvektorbasis in £2 und C = co{e,}, die konvexe
Hiille. Dann gilt fiir die unendliche Konvexkombination Y .- 2 "e, ¢ C, also ist
C konvex aber nicht o—konvex.

SATZ 42. Set X ewn Banachraum, C C X beschrdnkt und o—konver. Dann
gult fir jede offene Menge U mat U C clC sogar U C C.

BeEwEIs. Es ist zu zeigen, dass aus B(z,§) C clC folgt B(z,6) C C. Beachte
dass B(z,d) C clC &iquivalent ist zu B(0,6) C cl(C — 7) (s. Ubungsaufgabe .
Das heiffit wir kénnen annehmen z = 0.

Sei ||z|| < 8, so existiert ein 7, sodass ||z|| < 7 < §. Wir definieren y = éz/n
und stellen fest, dass weil ||y|| < J, so ist y € clC. Also existiert ein zg € C, sodass

Iy = zol| < &,

wobei 0 < o < 150, dass (1—a)d = 7. Alsoist ||*=*|| < ¢, und wir wiederholen den
soeben durchgefiihrten Schritt. So erhalten wir ein z; € C mit [|¥= — 24| < ad,
dh. ||y — 2o — azi|| < a?§ (siche Abbildung [2). Setzen wir diesen Prozess fort,
erhalten wir eine Folge {z,}, C C, sodass fiir alle n € N gilt

n
lly — Z alz;|| < ™S

7=0

Weil o =1/(1 — @), folgt aus der o—Konvexitit

o0
(1-a)y Zl—anmJEC’ O
j=0

UBUNGSAUFGABE 43. Zeigen Sie dass B(Z,8) C clC &dquivalent zu B(0,8) C
cl(C —7z) ist.

ABBILDUNG 2. Weil ||y|| < 6 finden wir zg € C, sodass B(zg, @d) 5
y. Die Konstruktion wird wiederholt mit (y — z¢)/a.
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BEHAUPTUNG 44. Seien X,Y Banachrdume und 7' € £(X,Y). Die Menge
C C X sei beschrankt und o—konvex. Dann ist T(C) o—konvex.

UBUNGSAUFGABE 45. Zeigen Sie Behauptung

Seien X,Y Banachraume. Eine lineare Abbildung T : X — Y heifit offen, falls
T(Bx) offen ist.

SATZ 46 (Satz von der offene Abbildung). Seiten X,Y Banachrdume und
T € L(X,Y) surjektiv. Dann ist T offen.

Bewels. Es geniigt zu zeigen, dass ein € > 0 existiert, sodass By (0,e) C
T(Bx) (s. Ubungsaufgabe [47). Definiere C,, = clT(Bx(0,n)), dann gilt weil T
surjektiv ist U;’ozl C, =Y. Nun folgt aus dem Baireschen Kategoriensatz (Satz ,
dass ein m € N, ein yg € Y und ein § > 0 existieren, sodass By (yg,d) C Cp,. Weil
Cn symmetrisch ist (eine Menge A ist symmetrisch, falls A = {—a : a € A}), so
folgt By (—yg,8) C Cp,. Aus der Konvexitdt von Cp, folgern wir

By (0,8) C Cp = L T(Bx (0, m)).

Weil Bx o-konvex ist, folgt mit Behauptung [44] und Satz dass By (0,6) C
T(Bx(0,m)), und durch Skalierung die Behauptung. O

UBUNGSAUFGABE 47. Zeigen Sie dass T'(Bx) genau dann offen ist, wenn ein
€ > 0 existiert, sodass By (0,¢) C T(Bx).

KOROLLAR 48 (Satz von der stetigen Inversen). Seien X,Y Banachrdume
und T € L(X,Y) bijektiv. Dann ist T~ :Y — X stetig.

NoTaTION. T € £(X,Y) heifit Isomorphismus falls -1 € £(Y, X).

BEWEIS VON KOROLLAR [48] Weil T nach Satz[46|offen ist, existiert ein § > 0,
sodass
By (0,8) C T(Bx)-
D.h. fiir alle ||jy|jy < & gilt ||Ty||x < 1, und die Behauptung folgt mittels Skalie-
rung. O

KOROLLAR 49. Sei X ein linearer Raum und seien || - ||y und ||-||2 Normen
auf X. Falls (X,|| - [|1) und (X,]| - ||2) vollstindig sind, dann existiert eine
Konstante C > 0 sodass

1
cllzlls < llzllz < Cllzlls, zeX.

BewEels. Man betrachte die Abbildung T : (X, || - ||1) — (X, || - ||2) gegeben
durch Tz = z und verwende Korollar [48] O

NoTaTION. Sei X ein Vektorraum und seien Y, Z lineare Teilraume von X mit
X =Y +Zund Y NZ = {0}. Dann sagen wir X ist die direkte Summe von Y und
Z und wir schreiben
X=YeoZ

KoRrOLLAR 50. Sei X ein Banachraum und seien Y und Z abgeschlossene
Tetlrgume von X sodass X =Y +Z und Y NZ ={0}, also X =Y & Z. Dann
ist die Abbildung T:Y x Z = X, T(z,y) = z + y ein Isomorphismus.

BEMERKUNG 51. Die Menge Y x Z (mit koordinatenweiser Addition und Sk-
alarmultiplikation) ist ein linearer Vektorraum, und ausgestattet mit der Norm
[|(y, 2)Il = llylly + ||2||z ein Banachraum.
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BEwEIS VON KOROLLAR [B0l T ist in £(Y x Z, X) und bijektiv, also nach Ko-
rollar [48| ein Isomorphismus. O

NOTATION. Sei U ein Teilraum des linearen Raumes X, dann ist die Kodimen-
sion codim U definiert als codim U = dim(X/U), wobei X/U = {z+U : z € X}
wie iiblich den Quotientenraum bezeichnet.

KOROLLAR 52. Sei X ein Banachraum und se1Y ewn abgeschlossener Teil-
raum von X. Falls Y endliche Dimension oder Kodimension besitzt, so exis-
tiert etn Teilraum Z von X sodass X =Y @ Z.

BEwEIs. Sei zundchst Y endlichdimensional und {y;}? , eine Basis fiir Y. Die
Abbildung L : R™ — Y, sei definiert durch

n
L(a:)fy = ) aiys.
=1

Die lineare Abbildung L ist linear, bijektiv und stetig (s. Ubungsaufgabe , also
nach Korollar [48| ein Isomorphismus. D.h. die Abbildung L' : Y — R", gegeben
durch

Lfl(z ai¥:) = (ai)iy

ist stetig, also ist sie koordinatenweise stetig, d.h. £; : Y — R, definiert durch
n
Zj(z a;yi) 1= a;
i=1

ist stetig. Wir halten fest dass die Funktionen {¢;}7 ; eine Basis fiir Y* bilden.
Wir setzen jede der Funktionen {/; };-‘:1 mit dem Satz von Hahn-Banach auf ganz
X fort, siehe Satz [8) und definieren P : X — X durch

Pz = Z £;(z)y;.
j=1

Die Abbildung P ist linear, stetig, im(P) = Y und es gilt P? = P, also P(Pz) = Pz
fiir alle z € X (s. Ubungsaufgabe . Man kann leicht zeigen dass ker(P) =
im(Id — P) (s.Ubungsaufgabe [53). Daher ist Z = im(Id —P) als Kern eines stetigen
Operators abgeschlossen und somit X =Y & Z.

Sei nun X/Y endlichdimensional und {y;}? ; eine Basis fir X/Y. Wahle
{z;}}; sodass z; + Y = y;, 1 <1 < n. Definiere den endlichdimensionalen (und
somit abgeschlossenen) Teilraum Z = span{z;}} ;. Wir zeigen Y & Z = X. Sei
dazuz € Z,alsoz =Y » ,a,z; dannist 2 +Y =5 "  ai(zi+Y) =D 1 | a;y;. Ist
z nun auch in Y, dann folgt Y , a;y; = 0 und aus der linearen Unabhéngigkeit
von {y;}* , erhalten wir z = 0. Sei nun z € X, dann ist

n n
z+Y :Zaiyi = (Zaimi) +Y =12+4Y%,
=1 =1
mitzeZ,y:=z—2€Yundy+z2=nrc. O
NoTaTION. Sei X ein Banachraum, dann heift P € L(X) Projektion falls
p? =P,

UBUNGSAUFGABE 53. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(a) L (definiert im Beweis von Korollar [52) ist linear, bijektiv und stetig.
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(b) Fiir P (definiert im Beweis von Korollar gilt P2 = P, (Id—P)? =1d—-P
und ker P = im(Id —P).

KOROLLAR 54. Seien X,Y Banachriaume und T € L(X,Y) sodass imT
endliche Kodimension besitzt. Dann ist imT abgeschlossen.

BewEgis. Wir definieren N = kerT und E = imT. Die Abbildung T: X/N —
E

b

T(z + N) = Tx.

ist wohldefiniert und linear. N ist als Kern eines stetigen Operators abgeschlossen,
und somit ist X /N ausgestattet mit der Quotientennorm ||z + N|| = inf,cn ||z +n||
ein Banachraum. Man iiberzeugt sich leicht dass T € L(X/N,Y). Wie im Beweis
von Korollar [52| finden wir einen endlichdimensionalen Raum FF C Y mit £+ F =
Y und En F = {0}. F ist als endlichdimensionaler Raum abgeschlossen, und
somit ist Y/F ausgestattet mit der iiblichen Quotientennorm ein Banachraum.
Sei w : Y — Y/F die Quotientenabbildung gegeben durch y — y + F, dann
ist w € £(Y,Y/F). Offenbar ist S := wo T € L(X/N,Y/F) bijektiv, also nach
Korollar [48| ein Isomorphismus. Sei nun R : E — X/N gegeben durch

Tr+— z+ N.

Es 14Rt sich leicht zeigen dass R wohldefiniert und linear ist. Weil S=}(Tz + F) =
z + N folgt R € L(E,X/N), denn
|RTz||x/n = llz + Nllx/n = IS™(Tz + F)||x/n
<IS7HNITz + Fllyyz < IS7HIITzly-

Man beachte dass Ro T = Idx/y und T o R = Idg, d.h. E und der Banachraum
X/N sind isomorph, insbesondere ist F abgeschlossen. a

BEMERKUNG 55. Wir haben in Korollar [54] soeben gezeigt dass wenn ein Teil-
raum U mit endlicher Kodimension Bild eines stetigen, linearen Operators, so ist U
abgeschlossen. Dass nicht alle Teilraume mit endlicher Kodimension abgeschlossen
sein miissen zeigt folgendes Beispiel.

Sei X ein Banachraum und £ : X — R linear. Dann gilt £ ist stetig genau
dann wenn ker £ abgeschlossen ist (s. Ubungsaufgabe . Seinun £ : X — R
unbeschrankt. Dann ist ker £ nicht abgeschlossen, jedoch hat ker £ Kodimension 1
in X. Wie man ein solches £ konstruiert findet sich in Proposition

UBUNGSAUFGABE 56. Sei X ein Banachraum und £ : X — R linear. Zeigen Sie
{ ist stetig genau dann wenn ker £ abgeschlossen ist.
3. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

BEHAUPTUNG 57. Seien (X,dx), (Y,dy) vollstdndige, metrische Rdume und
sei f: X — Y stetig. Dann ist der Graph von f

graph(f) = {(z, f(z)) 1 2 € X} C X xY
abgeschlossen in dem vollstdndigen metrischen Raum (X x Y, dx«y ), wobei
dxxy ((z1,91), (22,92)) = dx (21, 72) + dy (¥1,2).

UBUNGSAUFGABE 58. Beweisen Sie Behauptung
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SaTz 59 (Satz vom abgeschlossen Graphen). Seien X,Y Banachrdume und
T:X =Y linear. Dann ist T stetig, genau dann wenn graph(T) abgeschlossen
in (X <Y, || lxxy) ist, wobet ||(z,9)llxxy = |lzllx +lylly fir alle (z,y) € X xY.

BeEweEIs. In Hinblick auf Behauptung miissen wir nur zeigen, dass ein ab-
geschlossener Graph Stetigkeit impliziert. Sei der lineare Teilraum Z = graph(T)
von X X Y abgeschlossen. Also ist Z ein Banachraum. Sei die lineare Abbildung
P :Z — X gegeben durch P(z,Tz) = z. Dann ist P bijektiv und ||P(z, Tz)||x =
llz|lx < l|(z,Tz)||xxy- Nach Korollarist die Inverse @ = P~! : X — Z gegeben
durch Qz = (z,Tz) beschrinkt, also haben wir

lzllx + ITzlly = [IQzllxxy < Qllllzllx, =z€X,

und somit ist T stetig. a

4. Das Prinzip der gleichméfiigen Beschrinktheit

SaTz 60 (Prinzip der gleichmé&figen Beschrénktheit). Sei X ein Banachraum,
Y ein normierter Raum und I' eine Indermenge. Fir jedes v € I' se1 T, €
L(X,Y) miat

sup | Tyz|ly < oo, fur alle z € X.
Y€r

Dann gilt
sup||Ty : X = Y| < o0.
YET

BewEIs. Definiere die konvexen, symmetrischen und abgeschlossenen Mengen
Cn={z€ X : sup,cr || Tyz|ly <n},neN (s Ubungsaufgabe . Beachte, dass

[ee]

U Cpn={z€ X :sup||Tyz|ly < o0} = X.
n=1 7€l

Mit Hilfe des Baireschen Kategoriensatzes (Satz , finden wir ein m € N, ein

zg € X und ein § > 0, sodass B(zg,8) C Cy,. Aufgrund der Symmetrie und

Konvexitdt von Cp, ist B(0,6) C C,, d.h.

sup || Tyz|ly < m, fiir alle ||z|| < 6.
YET
Durch Skalierung erhalten wir sup.cp || : X — Y| <m/é. O

UBUNGSAUFGABE 61. Sei n € N. Zeigen Sie die Menge C,, = {z € X
sup,cr || Tyzlly < n} (definiert im Beweis von Satz ist konvex, symmetrisch
und abgeschlossen.

5. Der Satz vom abgeschlossenen Bild

Seien X,Y normierte Rdume und T € £(X,Y). Dann heifit 7* : Y* — X*
definiert durch T*y* = z — y*(Tz), ¢ € X adjungierter Operator.

BEHAUPTUNG 62. T* € L(Y*, X*).
UBUNGSAUFGABE 63. Zeigen Sie Behauptung

Sei X ein normierter Raum und A C X, B C X*. Dann ist
At ={z* € X* : z*(z) = 0 fiir alle z € A}
B, ={z € X : z*(z) = 0 fiir alle 2* € B}
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Der abgeschlossene Unterraum A" heiRt der Annihilator von A in X*, und der
abgeschlossene Unterraum B, der Annthilator von B in X.

BEHAUPTUNG 64. Sei X ein normierter Raum und U ein abgeschlossener Un-
terraum. Dann existieren isometrische Isomorphismen
S: (XU = Ut
T:X*/UL = U™
NoTATION. Manchmal schreiben wir U+ = (X/U)* und U* = X*/U+ und

meinen damit die Identifikation der jeweiligen Raume iiber die isometrischen Iso-
morphismen S und T

UBUNGSAUFGABE 65. Zeigen Sie Behauptung
Hinweis: S(¢) = £ o w, wobei w : X — X /U die Quotientenabbildung ist. T(z* +
Ut) =z*|U.

SaTz 66 (Satz vom abgeschlossenen Bild). Seien X,Y Banachrdume und

T € L(X,Y). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) T(X) st abgeschlossen.
(it) T(X) = ker(T*), .
(its) T*(Y*) ist abgeschlossen.
() T*(Y*) = ker(T)*.
Fiir den Beweis von Satz [66]| benotigen wir die folgenden beiden Lemmata.

LEMMA 67. Seten X,Y Banachraume, T € L(X,Y). Falls T(X) abgeschlos-
sen in Y ist, dann ezistiert eine Konstante C > 0, sodass fir alle y € T(X)
emm z € X existiert, mit Te = y und

lzllx < Cliylly-

BewEels. Weil ker(T') abgeschlossen ist, so ist X/ker(T') ausgestattet mit der
Norm ||z + ker(T)||x/ xer(T) = infycker(7) ||z + y||x ein Banachraum (s. Ubungsauf-
gabe . Sei w : X — X/ker(T) die Quotientenabbildung, und sei T : X/ ker(T) —
T(X) gegeben durch T(z + ker(T)) = Tz. Die Abbildung T ist wohldefiniert, li-
near, bijektiv und stetig (s. Ubungsaufgabe . Weil T'(X) abgeschlossen ist, folgt
mit Korollar dass ||T! : T(X) — X/ker(T)|| < co. Aus dieser Abschitzung
erhalten wir die behauptete Ungleichung (s. Ubungsaufgabe . a

UBUNGSAUFGABE 68. Fiihren Sie den Beweis von Lemma@] zu Ende.

LeMMA 69. Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Falls eine Kon-
stante ¢ > 0 existiert, sodass fur alle y* € Y* gilt
cly*lly- < IIT7y*x-,
dann ist T offen.
BeweEis. Die Menge T'(Bx) ist o—konvex (Behauptung , also geniigt wegen
Satz [42] zu zeigen, dass
By(O,C) C CIT(Bx)
Sei dazu ||yolly < c. Angenommen yo ¢ clT(Bx), dann folgt mit Satz die

Existenz von y* € Y* und a € R, sodass

y*(y) < a < y* (%), y € clT(Bx).
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Aus dieser Ungleichung ergibt sich der Widerspruch

ve < [|IT7y

x» = sup y*(Tz) <a. a
r€Bx

a <y*(yo) < l¥"lly-[1%olly < clly”|

BEwEIS VON SATZ [66l Beweis = ({if). Wir zeigen clT(X) = ker(T*), . Sei
y =Tz € T(X), dann gilt fir alle y* € ker(T*)

y*(y) =y"(Tz) = T"y"(z) =0,

also y € ker(T™),.

Der Unterraum U = clT(X) von Y ist abgeschlossen. Sei y € Y \ U. Mit
Korollar [12| erhalten wir ein y* € Y*, mit y*(y) # 0 und y*|U = 0. Per Definition
von U ist y* € ker(T*), und weil y*(y) # 0 folgt y ¢ ker(T™*), .

Beweis = (). Annihilatoren sind abgeschlossen.

Beweis = . Sei y* € Y* und z* = T*y*, dann gilt fir alle z € ker(T),
dass z*(z) = y*(T'z) = 0. Folglich ist z* € ker(T)L, und somit T*(Y™*) C ker(T)*.

Sei nun z* € ker(T)*. Wir definieren z* : T(X) — R durch 2*(Tz) = z*(z),
z € X. Die Abbildung z* ist wohldefiniert und linear. Fiir jedes y € T(X), existiert
nach Lemma [67]ein z € X, sodass Tz = y und ||z||x < C||y|y, wobei C' > 0 nicht
von y abhangt. Somit ist

|27 = sup{|2"(y)| : y € T(X), [lyll <1} <sup{|]z*(Tz)| : z € X, [|z]| < C}

= Cllz"[|x-
Sei y* die Fortsetzung von z* auf ganz Y* nach Satz |8 dann ist fiir alle z € X
z*(z) = 2*(Tz) = y*(Tz) = T"y* (=),

also z* = T*y* € T*(Y™*).
Beweis = (ii). Annihilatoren sind abgeschlossen.

Beweis = . Sei Z=cdT(X)CYund S:X — Z, Sec =Tz, z € X. Fiir
alle y* € Y* und z € X gilt T*y*(z) = (v*|2)(Sz) = S*(¥*|2)(z), also T*y* =
S5*(y*|Z), und wir erhalten T*(Y*) C S*(Z*). Fiir 2* € Z* gilt S*z* = T*y* fiir
alle Hahn-Banach Fortsetzungen y* € Y™* von z*, also ist S*(Z*) C T*(Y™*). Also
ist S*(Z*) = T*(Y*) abgeschlossen, und somit ist S*(Z*) ein Banachraum. Weil S
surjektiv ist, so ist S* injektiv, und es folgt mit Korollar [48] dass fiir eine Konstante
¢ > 0 gilt

152" lx+ = ellzllz-, 27 € Z7.
Mit Lemma [69| folgt, dass .S offen, also insbesondere surjektiv ist, d.h. T(X) =

S(X) = Z = dT(X).
O
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6. Satz von Schauder

NOTATION. Seien X,Y normierte Rdume. Eine lineare Abbildung T' € L(X,Y)
heift kompakt, falls c1T(Bx) kompakt ist. Wir schreiben K(X,Y) fiir die Menge
der kompakten Operatoren von X nach Y. Falls Y = X so schreiben wir K(X)
anstelle von X(X, X).

BEHAUPTUNG 70. Es gelten folgende Aussagen:

(i) T: X — Y ist kompakt, genau dann wenn fiir jede beschrénkte Folge {z,, }n C
X gilt, {Tz,}n besitzt eine konvergente Teilfolge.
(ii) X(X,Y) bildet einen linearen Raum.
(iil) K(X,Y) C L(X,Y).
(iv) Ist Y vollstdndig, so ist K(X,Y") abgeschlossen.
(v) Seien W, X,Y, Z normierte Rdume und seien T € £L(X,Y), K € K(Y, Z) und
L e X(W,X). Dann ist TL € K(W,Y) und KT € K(X, Z).

UBUNGSAUFGABE 71. Zeigen Sie Behauptung

UBUNGSAUFGABE 72. Sei k € L%(]0,1]?) und K : L%(]0,1]) — L?([0,1]) gege-
ben durch

Kf(z) = / Bz, )7 (y) d.

Zeigen Sie dass K kompakt ist.
Hinweis: Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(i) K ist wohldefiniert und || K| < ||k
(ii) Sei ky, eine Folge von Funktionen in L?([0, 1]?) mit ||k — ky||£2(jo,12) — 0, und
K, der von k, induzierte Operator. Dann gilt || K, — K|| — 0.
(iii) Wahlen Sie eine geeignete Folge von Funktionen k,, fiir die Sie wissen dass K,
kompakt ist und verwenden Sie dass K(L?([0, 1]?)) abgeschlossen in £(L?(]0, 1]?))

ist (Behauptung .

Sarz 73 (Satz von Schauder). Seien X,Y Banachrdaume und T € L(X,Y).
Dann st T kompakt, genau dann wenn T* kompakt ist.

BewEls. Sei T kompakt, und ohne Einschrankung ||T'|| < 1. Sei e > 0. Weil die
Menge K = clT(Bx) C By kompakt ist, existiert nach Satz (19| ein endliches £/2-
Netz {y1,...,Ym} C K C By mit K C UJ- By (y;,€/2). Definieren wir die Mengen
Sj ={z € Bx : Tz € By(y;,¢/2)}, so stellen wir fest, dass | J; S; = Bx. Weil fiir
alle y* € Y* und z1,z2 € X gilt |[T*y*(z1) — T*y*(z2)| < ||ly*|ly+||Tz1 — Tz2]|x,
erhalten wir aufgrund der Definition der Mengen S;, dass

sup max sup |T*y*(z1) — T y*(z2)| <e.
y*€Bys 1SISM ay 20€8;
Die Mengen {S,}; erzeugen eine verfeinernde Partition {S,}, von By, fiir wel-
che die letzte Ungleichung ebenso gilt. Weil T*(By~) C £*°(Bx) offensichtlich
beschrénkt ist, folgt mit Satz[36| die Kompaktheit von clT*(By-).

Sei nun T* kompakt, |T|| < 1 und € > 0. Definiere die Isometrie J : X* —
£°(Bx) fiir alle z* € X* durch J(z*) = z — z*(z), = € Bx. Nach Voraussetzung
ist die Menge M = clT*(By+) kompakt in X*, also ist J(M) kompakt in £>°(Bx)
(s. Ubungsaufgabe|74). Mit Satz ﬁnden wir eine Partition {3, ..., S, } von By,
sodass fiir alle 1 < 7 < m gilt

sup sup |y*(Tz1) —y*(Tzs)| <g/3.
y*EBy» T1,22€5;
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Daraus erhalten wir mit Korollar [11} dass fiir alle 1 < j < m gilt diam(T(S;)) <
e/3. Also finden wir ys, ..., Ym mit y; € T(S;), sodass J; T(S;) C U; By, 2¢/3),
und somit

3

B(ij‘g)'

s

cT(Bx)=cl O T(S;) c | ) B(yj,2¢/3) C

j=1 j=1 J

1

Wir haben gezeigt, dass clT(Bx) fiir jedes ¢ > 0 ein endliches e-Netz besitzt,
schlieflich folgt aus Satz , dass clT(Bx) kompakt ist. Mit Korollar [48| folgt die
Abbildung G — S(G), z — Sz ist ein Isomorphismus. O

UBUNGSAUFGABE 74. Zeigen Sie dass J(M) kompakt in £°(By) ist (J und M
sind im Beweis von Satz 73| definiert).



KAPITEL 4

Fredholm Operatoren

Dieses Kapitel wurde [Lan93| entnommen.

1. Kompakte und Fredholm Operatoren

Seien X,Y Banachrdume und T € £(X,Y). T heiRt Fredholm falls

(a) ker T ist endlichdimensional,
(b) im T ist abgeschlossen und besitzt endliche Kodimension.

BEMERKUNG 75. Aus Korollar folgt sofort dass die Forderung “imT ist
abgeschlossen” redundant ist.

Satz 76. Sei X ein Banachraum und sei K € X(X). Dann st Id—K
Fredholm.

BewEIS VON SATz [76l Sei Y :=ker(ld—K)={z € X : 2= Kz}, dann ist ¥
als Kern eines stetigen Operators abgeschlossen, und es gilt dass Id |Y = K|Y". Dies
bedeutet dass Id |Y eine kompakte Abbildung ist, also Y kompakt ist, und Satz
impliziert dass Y endlichdimensional ist.

Wir zeigen nun dass im(Id —K) abgeschlossen ist. Sei T = Id — K. Wir wis-
sen bereits dass ker T endlichdimensional ist, also existiert nach Korollar ein
abgeschlossenes Komplement Z zu Y := kerT, also X = Y @ Z. Beachte dass
ker(T|Z) = {0} und T(Z) = T(X). Wir zeigen nun T'|Z : Z — T(Z) ist ein Iso-
morphismus. Angenommen das wére nicht wahr, also wiirde eine Folge {z,} C Z
existieren mit ||z,]| = 1 und Tz, — 0. Weil K kompakt ist, existiert eine Teil-
folge {zn,} C {zn} sodass Kz, — z fiir ein geeignetes z € X, und es gilt
Zn, = Tzn, + Kz,, — z. Weil Z abgeschlossen ist, gilt einerseits ¢ € Z, weil
T stetig ist, gilt andererseits 0 = limg T'z,, = Tz, also z € ker(T) = Y. Weil
Y nZ = {0} folgt z = 0, also z,, — 0, was im Widerspruch zu ||z,|| = 1 steht.
Also ist T|Z : Z — T(Z) tatsédchlich ein Isomorphismus. Wir zeigen nun T'(Z) ist
abgeschlossen (und damit T'(X)). Sei nun {2,} C Z so dass Tz, — z € X. Dann
ist {z,} C Z eine Cauchyfolge, und daher konvergent, also z, — z € Z. Mit der
Stetigkeit von T und der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt z = T'z € T'(Z).

Es bleibt noch zu zeigen dass im T endliche Kodimension besitzt. Angenommen
im T hatte unendliche Kodimension. Definiere den abgeschlossenen Teilraum Xg :=
im T von X. Nach dem Lemma von Riesz, siehe Lemma existiert ein z; € X\ Xo
mit ||z1|| = 1 sodass d(z1,Xo) > 1/2. Der Teilraum X; := span(Xq U {z1}) ist
abgeschlossen und X; D Xp. Nun wahlen wir mit dem Lemma von Riesz ein z5 €
X\ X1 mit ||z2]| = 1 sodass d(z2, X1) > 1/2, und wir definieren den abgeschlossenen
Teilraum X, := span(X; U {z2}) D X;. Fahren wir so fort, so erhalten wir Folgen
{z,} und {X,} mit der Eigenschaft dass d(z,, X%) > 1/2 fiir alle £k < n. Also gilt
fiir alle k < n dass

|Kz, — Kugl| = ||z, — Tzp — 2 + Tzi]] > 1/2,

31
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also enthélt {Kz,}>2 ; keine Cauchyfolge, was im Widerspruch zur Kompaktheit
von K steht. (Die letzte Ungleichung gilt weil T'(z,, — zx) € Xo C Xg und zx € X,
also auch —Tz,, — oy + Tzy, € Xi.) O

LEMMA 77. Seien X,Y normierte Riume und S € L(X,Y) ein Isomorphis-
mus. Dann ezistiert ein € > 0 sodass fir alle T € L(X,Y) mit ||S—T|| < € gilt
T st ewn Isomorphismus.

UBUNGSAUFGABE 78. Beweisen Sie Lemma [77
Hinweis: Betrachten Sie zunichst den Fall S = Id und die Identitdt (1 — ¢)~! =

Y reoqF, falls || < 1.
NoTaTION. Seien X,Y normierte Rdume und T' € £(X,Y’). Dann ist der Ko-

kern coker T' gegeben durch coker T' = Y/T'(X). Die ganze Zahl ind T' = dim ker T'—
dim coker T heiRt (Fredholm-)Indexz.

Satz 79. Seien X,Y Banachrdume und S € L(X,Y) Fredholm. Dann exis-
tiert ein € > 0 sodass fir alle T € L(X,Y) mit ||S—T|| < e gilt T ist Fredholm
und indT =ind S.

BEWEIS. Sei N = ker S und sei G abgeschlossen so dass X = N&G. Korollar[48]
impliziert die Abbildung G — S(G), z — Sz ist ein Isomorphismus. Fiir einen
geeigneten endlichdimensionalen Raum H gilt Y = S(G) @ H. Die Abbildung U :
G x H — 'Y gegeben durch

(z,y)— Sz +y

ist linear, bijektiv und stetig, also nach Korollar ein Isomorphismus. Wir be-
trachten nun V : G x Y definiert als

(z,y) » Tz +y

und halten fest ||[(U — V)(z,y)|| = ||Sz — Tz|| < €|z|| < €||(z,y)||- Daher ist nach
Lemma fiir hinreichend kleine ¢ die Abbildung V ebenso ein Isomorphismus.
Daher muss gelten T(G) ® H = Y und ker TN G = {0}. D.h. dimkerT < dim N
und damit auch codim T'(G) < dim H.

Weil T stetig ist, so ist ker T" abgeschlossen, und es existiert ein endlichdimen-
sionaler (und daher abgeschlossener) Raum M sodass X = G @ ker T' @ M. Sei Sei
ze€G,ye Mund Te =Ty, dann ist z — y € ker T, also z = y = 0. Darum ist die
Abbildung W : Ge® M — T(G) @ T(M), gegeben durch

(z,y) —» Tz + Ty
ein Isomorphismus. Daher muss gelten dim M = dim 7'(M) und somit
indT =dimker T — (dim H — dim T'(M))
=dimkerT 4+ dim M — dim H
= dimker S — dim H
=ind S
O

KOROLLAR 80. Set X ein Banachraum und K € X(X). Falls Id — K injektiv
1st, dann ist Id —K ein Isomorphismus.
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BeEweEIls. Wir definieren f : R — £(X) durch f(t) = Id —tK. Dann gilt fiir
alle s,t € R dass ||f(s) — f(t)]] = |s — t||| K|, also ist f stetig. Wegen Satz
wissen wir dass f(¢) fiir alle ¢ € R ein Fredholm Operator ist. Aufierdem ist klar
dass ind f(0) = 0. Nach Satz existiert fiir jedes ¢ ein € > 0 sodass fiir alle
s mit |s — ¢| < e gilt ind f(s) = ind f(¢). Weil der Bildbereich der Abbildung
g : R — Z, gegeben durch g(t) = ind f(¢) diskret ist, erhalten wir dass g konstant
sein muss, also g(t) = g(0) fiir alle ¢ € R. Insbesondere ist ind(Id —K) = 0. Weil
nach Voraussetzung ker(Id —K) = {0}, so ist Id —K surjektiv. Die Behauptung
folgt mit Korollar O

NoTtaTION. Seien X,Y Banachrdume und S,T € £L(X,Y). Wir sagen S ist
kongruent zu T modulo kompakte Operatoren falls S — T kompakt ist. In diesem
Fall schreiben wir

S =TmodX(X,Y).
Wir sagen T' € L(X,Y) ist tnvertierbar modulo kompakte Operatoren falls ein
S € L(Y, X) existiert sodass
ST = Idx mod K(X) und TS = Idy mod X(Y).
Die Abbildung S heifit Inverse von T' modulo kompakte Operatoren.

SaTz 81. Seien X,Y Banachrdume und T € L(X,Y). Dann ist T Fredholm

genau dann wenn T invertierbar modulo kompakte Operatoren ist. Es 1st mog-

lich diese Inverse (modulo kompakte Operatoren) so zu wdhlen dass thr Bild
endliche Kodimension besitzt.

BEWEIS. SeiT Fredholm, dann existieren nach Korollar [62|abgeschlossene Teil-
raume G, H sodass

X=kerToG und Y=imTeo®H.

Wir definieren £ : G - X durchz —» zund P: Y =imT & H — imT durch
Yo + Y1 — Yo, Wobel yp € im T, y; € H die eindeutige Darstellung des Elements
Yy = Yo +y1 €Y ist. Die Abbildung T:G— im T, definiert durch z — Tz ist
ein Isomorphismus (Korollar , und soist S:Y — X, gegeben als S := ET-'P
stetig. Weil fiir alle y € im T gilt TETA"_ly =y, so folgt leicht dass

(ST)? = 8T, imST =G, und  (T8)*=TS, imTS=imT.
Also sind auch Idx —ST und Idy —T'S Projektionen mit
im(Idx —ST) =ker T und im(Idy —T'S) = H.

Weil sowohl ker T' als auch H endlichdimensional sind, folgt die Kompaktheit von
der Projektionen aus Satz |32 und der Beschranktheit kompakter Operatoren.
Sei nun umgekehrt S eine solche Inverse, also ist

Idx —ST € X(X) und Idy —T'S € X(Y).
Nach Satz [76]sind damit ST und T'S Fredholm Operatoren, also folgt aus
kerT C ker ST und ImT D>imTS
dass T' Fredholm ist. O

KOROLLAR 82. Seien X,Y,Z Banachrgume und T € L(X,Y), S € L(Y, Z)
Fredholm. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) ST ist Fredholm.
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(ir) Ist K € X(X,Y), dann ist T + K Fredholm und es gilt ind T+ K = ind T.
BeEweEIs. Sei Ty € £L(Y, X) und Sp € £(Z,Y) so dass
ldy —~ToT = Ko € K(X) und  Idy —SoS = Ko € K(X).
Dann ist Ry := TS0 € £(Z,Y) und es gilt
RoST = ToSoST = To(Idy —Ko)T = ToT — ToKoT = ldx —Ko — ToKoT.

Mit Behauptung folgt RoST = Ildx modX(X). Analog zeigt man STRy, =
Idy mod X(Y).

Sei nun K € X(X,Y) und Ty die Inverse von T modulo kompakte Operatoren.
Wiederum wegen Behauptung [70] gilt Idx —To(T + K) € K(X) und Idy —(T +
K)Ty € X(Y), also ist T + K Fredholm. Wir definieren f : R — £(X,Y) durch
f(t) = T+tK. Analog zum Beweis von Korollar [80| benutzen wir dass die Abbildung

t — ind f(¢) = ind(T + tK)
konstant ist und verwenden dass ind f(0) = ind T O

LEMMA 83. Set V ein Vektorraum und set W ein linearer Teilraum. Set
f:V = f(V) linear, dann gilt

dim(V/W) = dim(f(V)/f(W)) + dim(ker(f)/(ker(f) N W)).
Bewels. Wir definieren die lineare Abbildung g : V — f(V)/f(W) durch
z — f(z) + f(W). Wir zeigen nun dass
ker(g) = ker(f) + W. (1.1)

Sei z € ker(g), d.h. f(z) € f(W), also existiert ein y € W sodass f(z) = f(y).
Damit ist aber f(z—y) = 0, also z—y € ker(f),und z = (z—y)+y, d.h. € ker(f)+
W. Ist nun z € ker(f) + W, dann existiert ein y € W sodass z = (z — y) + y und
z—y € ker(f). Daraus folgt g(z) = f(z)+f(W) = f(z—y) + f(y) + f(W) = F(W),
d.h. z € ker(g). Aus erhalten wir dass

§:V/(kex(£)+ W) = F(V)/F(W), z+ker(f)+W s g(z) = f(z)+ F(W) (1.2)

ein Isomorphismus ist.
Nun definieren wir h : ker(f) — (ker(f) + W)/W durch z — z + W und sehen
dass ker(h) = ker(f) N W. Somit ist

h - ker(f)/(ker(f)NW) — (ker(f)+W)/W, z+ker(f)NW ~ h(z) = z+W (1.3)

ein Isomorphismus.
Sei U das algebraische Komplement zu ker(f) + W, d.h.

Un(ker(f)+ W) =0 und U+ker(f)+ W =V.
Wir definieren ¢ : V/W — (V/ker(f) + W) x ((ker(f) + W)/W) durch
z+ W (z—y+ker(f)+W,y+ W), wobei z —y € U und y € (ker(f) + W).

Die Abbildung ist wohldefiniert und linear. Sei nun ¢(z+ W) =0, dann gilt z—y €
ker(f)+W und y € W. Weil UnN (ker(f)+W) = 0@ ist z = y € W und es folgt dass 1
injektiv ist. Sei nun (z +ker(f)+W,y+W) € (V/ker(f)+ W) x ((ker(f)+W)/W).
Weil die eindeutige Darstellung ¢ = (z —y) +y mit z —y € U und y € ker(f) + W
gilt, folgt i(z + W) = (z —y + ker(f) + W,y + W) = (z + kex(f) + W,y + W), und
es folgt dass 2 surjektiv ist. Wir halten fest dass z ein Isomorphismus ist und es gilt

dim(V/W) = dim(V/ ker(f) + W) + dim((ker(f) + W)/W). (1.4)
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Die Behauptung folgt aus ([1.2)), (1.3]) und (1.4)). O

SATZ 84. Seien X,Y,Z Banachrdume und seien S € L(X,Y), T € L(Y, 2)
Fredholm. Dann gilt

indTS =indT +ind S.
BEwEIS. Nach Definition Index gelten folgenden Gleichungen:

ind(S) = dim(ker S) — dim(Y/S(X)),
ind(T) = dim(ker T') — dim(Z/T(Y)), (1.5)
ind(T'S) = dim(ker T'S) — dim(Z/T'S(X)).

Weil Sz = 0 impliziert T'Sz = 0, also ist {0} C ker(S) C ker(T'S). Wir verwenden
Lemma [83| mit f : ker(T'S) — ker(T'S)/ker(S), z — = + ker(S) und erhalten

dim(ker(T'S)/{0}) = dim((ker(T'S)/ ker(S))/{ker(S)}) + dim(ker(S)/{0}),
also
dim(ker(T'S)) = dim((ker(T'S)/ ker(S))) + dim(ker(S)). (1.6)
Ahnlich folgt aus TS(X) C T(Y) C Z
dim(Z/TS(X)) = dim(Z/T(Y)) + dim(T(Y)/TS(X)). (1.7)
Nun verwenden wir Lemma [83| mit f = T und W = $(X) und sehen dass
dim(Y/S(X)) = dim(T(Y)/TS(X)) + dim(ker(T)/ ker(T) N S(X)).  (1.8)
SchlieRlich halten wir fest dass aus {0} C ker(T) N S(X) C ker(T) folgt
dim(ker(T)) = dim(ker(T)/(ker(T) N S(X))) + dim(ker(T) N S(X)).  (1.9)

Wir setzen nun , , und in ein und erhalten
ind(T'S) — ind(T) — ind(S) = dim(ker(T'S)/ ker(S)) — dim(ker(T') N S(X)).

Also miissen wir zeigen dim(ker(7'S)/ker(S)) = dim(ker(7T") N S(X)).

Dazu schreiben wir ker(T'S) = ker(S) & W, fiir ein geeignetes endlichdimensio-
nales W. Weiter schreiben wir X = ker(T'S) @ U fiir ein geeignetes U und somit
erhalten wir

X =ker(TS)dU =ker(S)doW e U.
Es folgt

SX)=S(WeU)=S(W)e SU,).
Wir werden zeigen dass ker(T) N S(X) = S(W). Weil W C ker(T'S) ist klar dass
S(W) C ker(T). Sei nun y = Sz fiir ein z € X sodass Ty = 0. Also ist z € ker(T'S)
und wir kénnen schreiben z = z; + z5 flir 1 € ker(S), zo € W, und es ist y =

Sz = Szo € S(W). Weil ker(T'S) = ker(S) @ W wissen wir dim(ker(T'S)/ ker(S)) =
dim(W) und S ist ein Isomorphismus von W nach S(W), also

dim(ker(T'S)/ ker(S)) = dim(W) = dim(S(W)) = dim(ker(T) N S(X)). O
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2. Der Spektralsatz fiir kompakte Operatoren

Sei X ein Banachraum und X € X(X). Fallsein A € R und ein z € X existieren
sodass

Kz = Az,

dann heifft A Eigenwert und z der zu A gehdrende Eigenvektor. Ist A # 0, dann
sind AK und A~!K kompakt und sowohl AId —K als auch Id —A~!K Fredholm
(Satz [76]). Aus Behauptung[70| folgt fiir A # 0 dass ein K; € K(X) existiert sodass

(Ald—K)" = A" Id — K,
und somit Fredholm ist. Aus Korollar [82] erhalten wir
ind((A1d —K)") = ind(A\" Id —K;) = ind(A" 1d) = 0,
d.h. dimker(AId — K)" = dim coker(A Id —K)™.
Satz 85. Sei X ein Banachraum, K € X(X) und A # 0. Dann ist A\Id — K

entweder ewn Isomorphismus, oder A ist ein Eigenwert von K.

BeEweis. Der Satz ist lediglich eine Reformulierung von Korollar welches
besagt dass falls ker(AId —K) = {0}, so ist AId — K ein Isomorphismus. O

LEMMA 86. Sei X ein Banachraum, K € X(X) und XA # 0 ein Eigenwert
von K. Dann existiert ein r € N sodass fiir alle n > r gilt

ker(AId —K)" = ker(AId —K)".

BewEIs. Es geniigt das Lemma fiir A = 1 zu beweisen.

Wir zeigen zunichst die Existenz eines 7 € N sodass ker(Id —K)" = ker(1d —K )™ 1.
Angenommen, die Aussage gilt nicht, dann existiert eine steigende Folge von Teil-
raumen

ker(Id —K) C ker(Id —K)? C ker(Id—-K)* C ...
Fiir jedes n finden wir mit dem Lemma von Riesz (Lemma finden wir ein z,
mit folgenden Eigenschaften:
z, € ker(Id—K)", l|lznl| =1, d(zn, ker(Id —K)" 1) > 1/2.
Damit gilt fiir alle £ < n dass
|Kzpn — Kzg|| = ||2zn — (Id —K)z) — 2 + (Id —K)zg || > 1/2,

was der Kompaktheit von K widerspricht. Die letzte Ungleichung gilt weil zg,
(Id —K)zg, und (Id —K)z,, € ker(Id —K)" 1.

SeiT € L£(X,X)undsein € Nsodassker 7" = ker T™"!. Fiir alle z € ker 7" "2
gilt dann Tz € kerT"t! = ker T, d.h. T"Tz = 0, also z € ker T"*!. Daraus

folgt induktiv sofort dass sobald ker 7" = ker T"t! fiir ein r € N, dann gilt auch
ker T™ = ker T™ fiir alle n > r, was schlieflich das Lemma beweist. a

NotaTION. Die kleinste Zahl r € N fiir die ker(AId —K)" = ker(A1d —K)"*!
heift Ezponent von A.

Satz 87. Sei X ein Banachraum, K € X(X) und A # 0 ein Eigenwert von
K mat Exzponent r. Dann besitzt X die Zerlegung in die direkte Summe

X =ker(Ald —K)" ®im(A1d —K)",
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wobet jeder der beiden Rdume ist abgeschlossen und invariant unter K ist,
d.h.

K(ker(AId—K)") C ker(AId—K)" wund K(im(AId—-K)") Cim(AId—K)".

Ist u # X ein weiterer Eigenwert von K verschieden von Null und s sein
Ezponent, dann gilt

ker(pld —K)° C im(AIld —K)".

Bewels. Wir setzen T = (AId —K)" und wir wissen dass T' Fredholm ist, also
sind ker T und im T abgeschlossen. Weil TK = KT, so ist sowohl ker T als auch
im T invariant unter K. Wir zeigen nun dass

ker T Nim T = {0}.

Sei dazu z € ker T NimT. Dann schreiben wir ¢ = T'y, wobei y € X. Weil Tz = 0
erhalten wir 7%y = (A\Id —K)?"y = 0, d.h. y € ker T"2. Nach Lemma [86]ist ker 72 =
ker T', und es folgt y € ker T', also z = T'y = 0. Wir halten fest

kerT®imT C X.
Von Korollar [82] wissen wir dass indT' = 0, d.h.
dim(ker T) = dim(X/im T)
Aus den letzten beiden Identitaten folgt
kerT@®imT = X.

Sei nun p # A verschieden von Null ein Eigenwert von K und s sein Exponent.
Dann setzen wir S = (uId —K)® und stellen fest dass ST = T'S, woraus sofort folgt
dass ker T und im T invariant unter S ist. Sei nun z € ker S und =z = y + 2, wobei
y EkerT und 2z € imT'. Dann gilt

0=S8Sz=Sy+ Sz,

und weil Sy € ker T und Sz € im T folgt Sy = 0. Es existieren Operatoren P und
@ sodass (s. Ubungsaufgabe

PS+QT =1d.
Daraus folgt y = PSy+ QTy=0,dh. 2z =z € imT. O

UBUNGSAUFGABE 88. Zeigen Sie die Existenz von P und @ am Ende des Be-
weises von Satz [871
Hinweis: Definieren Sie A = AId—K und B = pld —K. Zeigen Sie die Existenz
von Konstanten a,b sodass aA + bB = Id und betrachten die n-te Potenz dieser
Identitét fiir hinreichend grofie n.

SaTz 89. Sei X ein Banachraum und K € K(X). Dann sind die Eigenwerte
von K sind héchstens abzdhlbar, und thr einzig moglicher Hdaufungspunkt ist
0.

BeweEls. Wir zeigen fiir jedes 6 > 0 gibt es hochstens nur endlich viele Eigen-
werte A von K mit |A| > 4.

Angenommen dies ware nicht der Fall, dann existiert eine Folge von verschiede-
nen Eigenwerten A, mit |A,| > ¢, und eine Folge von zugehdrigen Eigenvektoren w,
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mit ||w,|| = 1. Wir zeigen nun die Folge von Eigenvektoren ist linear unabhingig.

Sei dazu n > 2 und
n
chwj =0.
j=1

Eine Anwendung von K ergibt

n
E Cj)\]‘w]' = 0,
j=1

und nachdem wir die letzte Gleichung durch A, dividiert und von der vorletzten
Gleichung abgezogen haben sehen wir

n—1
Z Cj(]. — )\j/)\n)wj =0.
7=1

Induktiv erhalten wir dass {wy, }, linear unabhéngig ist. Sei nun H, = span{ws, ..., wy}.
Mit dem Lemma von Riesz (Lemma finden wir fiir jedes n > 2 ein z,, € Hy,
sodass fiir alle y € H,,_;

lzn — yll > 1/2.
Also gilt fiir k <n

A
[Ezn — Kzi|| = [[Anzn — Akzkl| = [An|llzn — )fkwkll >6/2.

was im Widerspruch zur Kompaktheit von K steht. O



KAPITEL 5

Schwache und schwach™* Topologien

1. Topologische Grundlagen

Diese Sektion wurde grofiteils aus [Mun00] entnommen.
Eine Topologie U auf einer nichtleeren Menge X ist ein System von Teilmengen
von X, mit den folgenden Eigenschaften:

() Del, X e,
(b) ist U,V € U, dann auch UNV € U,
(c) fiir {Ua}a C UWist Y, Uas € U.

Das Paar (X,U) heiRt topologischer Raum, und jede Menge U € U heiRt offen.
Eine Menge C C X heifft abgeschlossen, genau dann wenn X \ C offen ist. Sei
Y CXundV={UNY : U € U}, dann heifit V die von U erzeugte Relativtopologie
auf Y, und (Y, V) ist ein topologischer Raum. Das Innere int A einer Menge A C X
ist gegeben durch (J{U C A : U offen}, der Abschluss clA durch ({C D A :
C abgeschlossen}.

BEHAUPTUNG 90. Sei A Teilmenge des topologischen Raumes X . Es gelten die
folgenden Aussagen.

(i) @ und X sind abgeschlossen.

(ii) Die Vereinigung zweier abgeschlossener Menge ist abgeschlossen.
(iii) Der Durschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(iv) int A ist offen und cl A ist abgeschlossen.

UBUNGSAUFGABE 91. Zeigen Sie Behauptung

Eine Folge {z,}, in einem topologischen Raum X konvergiert gegen z, falls
fiir jede offene Umgebung U > z ein ng € N existiert, sodass z,, € U fiir alle
n > ng. Ein Punkt 2 eines topologischen Raumes X heifit Hdaufungspunkt einer
Menge A C X, falls fiir jede offene Menge U > z gilt (U \ {z}) N A # 0.

BEHAUPTUNG 92. Sei A Teilmenge eines topologischen Raumes X. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent.

(i) z € cl A
(ii) Fiir jede offene Menge U > z gilt UN A # 0.
(iii) = € A oder z ist Haufungspunkt von A.

39
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BEwEIs. Beweis = (). Angenommen es existiert eine offene Menge U 3 «,
sodass U N A = 0. Dann ist C = X \ U eine abgeschlossene Menge, C O A und
z ¢ C. Insbesondere ist z ¢ c1C, was im Widerspruch zur Annahme steht.

Beweis — ({il). Sei z ¢ A und U > z offen. Wir wissen U N A # 0, also
muss (U \ {z}) N A # 0.

Beweis - . Sei z ein Hiufungspunkt von A. Angenommen z ¢ cl A.
Dann ist U = X \ cl A offen und z € U. Also muss gelten (U \ {z}) N A # 0. Jedoch
ist U N A = 0, per Definition von U.

O

Eine Abbildung f : (X,U) — (Y, V) zwischen topologischen Riumen heift
stetig, wenn fiir alle V € V gilt f~ (V) € U. Aquivalent ist die Bedingung, dass
fiir alle in Y abgeschlossenen Mengen C C Y gilt, dass f!(C) abgeschlossen in
X ist. Eine bijektive Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen heifit
Homéomorphismus, falls sowohl f als auch f—! stetig ist.

BeHAUPTUNG 93. Sei f : (X,U) — (Y,V) eine Abbildung zwischen to-
pologischen Raumen. Dann ist f stetig, genau dann wenn fiir alle A C X gilt

f(clA) C clf(A).
BEWwEIS. Sei f stetig und A C X. Dann ist

clA= ﬂ{C’ : C D A und C abgeschlossen}.

Weil fiir alle abgeschlossenen D D f(A) gilt f~}(D) D A und f~}(D) ist abge-
schlossen, so folgt

clAC({f (D) : DD f(A) und D abgeschlossen}.

Daraus erhalten wir cl A C f(cl f(4)), und eine Anwendung von f zeigt

F(1A) C F(f7H(cl f(A))) C cLf(A).
Sei nun f(clA) C cl f(A) fiir alle A C X und sei B C Y abgeschlossen. Dann
ist
f(lf~H(B)) C l f(f~Y(B)) CclB = B,
und eine Anwendung von f! zeigt cl f~}(B) C f~}(f(clf~Y(B))) Cc fX(B). O

Eine Teilmenge K eine topologischen Raumes X heifft kompakt, genau dann
wenn fiir jedes System von offenen Mengen {U,}, fir das K C J, U, gilt, es
existieren endlich viele Indizes v1,...,vs, sodass K C UZ:l Uy,.

BEHAUPTUNG 94. Sei X ein kompakter topologischer Raum und A C X abge-
schlossen. Dann ist A kompakt.

Beweis. Sei A C |, Uy, Uy offen. Dann ist X = (X \ A)UlJ, Uy, und weil X
kompakt ist, wissen wir X = (X \ A) U,c, Uy fiir eine endliche Menge A C T,
und es folgt A C (J,cp Uy O

BEHAUPTUNG 95. Sei X ein kompakter topologischer Raum und A C X eine
unendliche Teilmenge. Dann besitzt A einen Haufungspunkt.
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BEWEIS. Angenommen A besitzt keinen Haufungspunkt, dann ist A nach Be-
hauptung [92] abgeschlossen, und wegen Behauptung [94] kompakt. Fiir jedes a € A
sei U, O a offen in A, sodass U, nur den Punkt a enthilt. Dann ist UaeA U, eine
offene Uberdeckung von A, und aufgrund der Kompaktheit von A finden wir eine
endliche Teiliiberdeckung U?:l U,, von A. Weil jedes U,; nur einen Punkt von A
enthalt muss A endlich sein. O

BEHAUPTUNG 96. Sei f : X — Y eine stetige Abbildung zwischen topologi-
schen Rdumen und K C X kompakt. Dann ist f(K) kompakt.

BewErs. Sei f(K) C U,er Vo, V4 € V. Dann gilt

K CfH(f(K) c | (v

yer

Weil f stetig und K kompakt ist, finden wir eine endliche Indexmenge A C T,
sodass K C U, f7(Vy), also ist

f')y < U st v ¢ U v =

YEA YEA

Seien S eine nichtleere Menge, I' eine Indexmenge (X,,U,), ¥ € I' topolo-
gische Rdume und f, : S — (X,,U,), v € I" Abbildungen. Wir bezeichnen mit
o (S, {fy}yer) die schwdchste (= grébste = kleinste) Topologie auf S, sodass alle
f stetig sind.

Ein System von Mengen {A,},cr besitzt die endliche Durchschnittseigen-
schaft, genau dann wenn fiir alle endlichen Mengen A C T gilt, dass ﬂwe AA, #0D.

SaTz 97. Ser X ewn topologischer Raum, dann sind folgende Aussagen
aquivalent.

(i) X ist kompakt.
(i) Fir jedes System von abgeschlossenen Mengen {A} cr mit der endli-
chen Durchschnittseigenschaft gilt (), cp Ay # 0.

Bewels. Sei X kompakt und {A,},cr ein System abgeschlossener Mengen
mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. Angenommen (1, Ay = 0 dann ist
X = Uyer X \ 4y, und somit {X \ A, : 7 € I'} eine offene Uberdeckung von
X. Also existiert eine endliche Menge A C T' sodass X = J, ¢, X \ 4 und somit
ist (,cp Ay = 0, was einen Widerspruch zur endlichen Durchschnittseigenschaft
darstellt.

Die Umkehrung folgt mit einem &hnlichen Argument (s. Ubungsaufgabe .

a

UBUNGSAUFGABE 98. Fiihren Sie den Beweis von Satz @] zu Ende.

Fiir jedes v € I' sei X, ein topologischer Raum. Dann heift

[[X={z:T— X, |2(7) € X, fiiralley e T'}.
YET yET

Produktraum. Der Produktraum ist wegen des Auswahlaxioms nichtleer. Fiir o« € T’
bezeichnen wir mit 7, : Hver‘ Xy — X, die kanonische Koordinatenprojektion,

gegeben durch 74 (z) = z(a), ¢ € [, X,. Eine Menge U C [[,cr X, heiflt offen
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in der Produkttopologie, wenn fiir alle z € U eine endliche Indexmenge A C I" und
in X, offene Mengen U, existieren, sodass

ze{ye[[Xy:vy(r) €U, firalleye A} CU.
y€eT

Die Produkttopologie wird von den Koordinatenprojektionen erzeugt, d.h. ist ge-
geben durch o([[,cp Xy, {my : 7 € T}). Also ist U offen in der Produkttopologie,
genau dann wenn fiir jedes 2 € U eine endliche Menge A C I" und in X, offene
Mengen U, v € A existieren, sodass

ze () Uy CU.
YEA

SATZ 99 (Satz von Tychonoff). Fir jedes v € I' set X, ein kompakter topo-

logischer Raum. Dann st X = H%P Xy kompakt in der Produkttopologie.

Bevor wir den Satz [99) beweisen konnen, bendtigen wir noch zwei Lemmata.

LEMMA 100. Se: X eine nichtleere Menge und A ein System von Teilmen-
gen von X mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. Dann existiert ein
maximales System M D A von Teilmengen von X mait der endlichen Durch-
schnittseigenschaft. Die Mazimalitdt von M versteht sich im folgenden Sinne:
Fir jedes System B von Teilmengen von X mat der endlichen Durchschnitts-
etgenschaft gilt, aus B O M folgt B = M.

BEWEIS. Sei die beziiglich Inklusion partiell geordnete Menge A C Z( (X))
gegeben durch

A={B : B DA und B besitzt die endliche Durchschnittseigenschaft}.

Wir zeigen nun, dass jede total geordnete Teilmenge (Kette) B von A eine obere
Schranke in A besitzt. Dazu sei B C A bezliglich Inklusion total geordnet. Wir
behaupten, dass

e=JB

eine obere Schranke fiir B in A ist. Also miissen wir zeigen, dass € D A ist und C die
endliche Durchschnittseigenschaft besitzt. Weil fiir jedes B € B gilt B D A, folgt
unmittelbar € D A. Sei nun {Ci,...,Cr} C C, dann existiert fiir jedes 1 <7< n
ein B; € B, sodass B; > C;. Weil B total geordnet ist, so sind auch die B; total

geordnet. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass B; C --- C By, also gilt
{Cy,...,C,} C B,. Weil B, die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt, gilt
N, Ci # 0.

Wir haben also gezeigt, dass jede total geordnete Teilmenge B der partiell
geordneten Menge A eine obere Schranke in A besitzt, also folgt mit dem Lemma
von Zorn [2] die Existenz eines maximalen Elements M in A. d

LEMMA 101. Ser X eine nichtleere Menge und M ein System von Teilmen-
gen, das mazimal beziiglich der endlichen Durchschnittseigenschaft ist. Dann
gelten folgende Aussagen.

(i) Jeder Durchschnitt von endlich vielen Elementen in M ist ein Element
in M.
(i1) Sei A C X, sodass fir alle M € M gilt M N A#0. Dann ist A € M.
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By, i (4)
C
:\/:/_’_\
(Lf*___73?_é 7, (M) ~ X,

ABBILDUNG 1. Projektion von M auf X, und inverse Projektion
von 7, (M) und U,.

BewEIS. Sei M der Durchschnitt endlich vieler Elemente in M. Wir definieren
N = MU{M} und werden zeigen, dass N die endliche Durchschnittseigenschaft
besitzt. In diesem Fall wiirde aus der Maximalitat von M folgen, dass N = M
und M € M. Sei dazu F C N endlich. Falls M ¢ ¥F, dann ist § C M, und daher
NF #0. Falls M € F,soist ((F=FnN M, wobei F = (F\ {M}), ein endlicher
Durchschnitt von Mengen in M, also (F # 0.

Sei A wie oben. Wir definieren N = M U {A} und zeigen, dass N die endliche
Durchschnittseigenschaft besitzt, woraus, wiederum aufgrund der Maximalitdt von
M, folgt N = M und insbesondere A € M. Sei dazu wieder F C N, F endlich. Falls
A ¢ F,soist F C M, und daher ((F # 0. Falls A € F, dann ist (| F = FN A, wobei
F=N(F\{A4}). Weil F\ {A} C M, ist wegen (i) F' € M, und somit per Hypothese
FNA#0, alsoF #0. O

BEWEIS VON SATZ [99 Sei A C X ein System von abgeschlossenen Mengen
mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. In Hinblick auf Satz [97] miissen wir
zeigen, dass (| A # 0. Sei M D A ein beziiglich der endlichen Durchschnittseigen-
schaft maximales System von Mengen, wie in Lemma Es geniigt zu zeigen,
dass (pen I M # 0.

Fiir jedes v € I" bezeichnen wir mit n, : X — X, die kanonische Koordi-
natenprojektion z — z(vy). Fiir fixiertes v besitzt {m,(M) : M € M} C X, die
endliche Durchschnittseigenschaft. Also existiert aufgrund der Kompaktheit von
X, ein z, € X, mit

T, € ﬂ clmy (M). (1.1)

MeM
Sei z € X definiert durch z(y) = z,, v € I'. Wir zeigen nun z € c1 M, M € M. Sei
U > z offen beziiglich der Produkttopologie in X, d.h. es existieren eine endliche
Menge A C T', und offene (beziiglich der Topologie in X, ) Mengen U, € X,,, sodass

ze( [[ xy)=x(JJvy) cU. (1.2)
YET\A YEA
Fir M € M folgt aus (1.1)), dass fiir alle v € A gilt 7, (M) N U, # 0, also M N

7, (Uy) # 0 (siehe Abbildung [1). Mit Lemma erhalten wir 7, *(U,) € M,

also wissen wir aufgrund der endlichen Durchschnittseigenschaft von M, dass

Mn n 7N (Uy) # 0.

YEA
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Beachte, dass (), 7' (Uy) = (IL,era Xy) X (I1,ea Uy), also ist wegen (L.2) fiir
alle M € M und alle in X offenen Mengen U > z

MnNU#0,
d.h. z € cl M. Somit ist

0# () cdMcC () dA=[)A O

MeMm AcA

2. Der Satz von Alaoglu

Sei X ein normierter Raum. Dann heifit (X*)* Bidualraum von X und wird
mit X** bezeichnet. Die lineare und stetige Abbildung Jx : X — X** gegeben
durch Jx(z) = (z* — z*(z)), ¢ € X heifit kanonische Einbettung von X in seinen
Bidualraum X**. Mit Korollar [11]gilt, dass Jx eine Isometrie ist, also insbesondere
injektiv. Ist Jx surjektiv, so heifit X refleziv.

Die Topologie o (X, X*) heift schwache Topologie auf X, die Topologie o(X*, X)
(wobei wir X mit Jx(X) identifizieren) heifit schwach* Topologie auf X*. Die
schwache Topologie auf X ist die schwachste Topologie, sodass alle linearen Funk-
tionale in X* stetig sind. Die schwach* Topologie auf X* ist die schwichste Topo-
logie, sodass alle linearen Funktionale in Jx (X) stetig sind.

BEHAUPTUNG 102. Die kanonische Einbettung Jx : (Bx, o (X, X*)) — (Jx(Bx),o(X**, X*))
ist ein Homdéomorphismus.

UBUNGSAUFGABE 103. Zeigen Sie Behauptung

SATZ 104 (Satz von Alaoglu). Sei X ein Banachraum. Dann ist die norm-
abgeschlossene Einheitskugel Bx+ = {z* € X* : ||z*||x+ < 1} kompakt in der
schwach* Topologie o(X*, X).

Der Beweis ist eine Adaption von [Wer00].

BewEls. Fiir jedes ¢ € X und ¢ > 0 ist {z* € X* : |2*(2)| < ¢} offen in der
schwach* Topologie o(X*, X). Setzen wir P = [[5, [-1, +1], so gilt nach Satz
dass P kompakt ist in der Produkttopologie ([—1,+1] ist mit der gewdhnlichen
Normtopologie ausgestattet). Nun definieren wir die Abbildung ¢ : Bx- — P
durch z* — (z — z*(z)).

Wir werden zeigen, dass ¢ : Bx- — ¢(Bx+) ein Homéomorphismus ist. Man
iiberzeugt sich leicht, dass ¢ injektiv ist. Sei V' C P offen in der Produkttopologie,
d.h. wir kénnen annehmen, dass eine endliche Indexmenge A C Bx und offene
Mengen V,, C [-1,+1], ¢ € A existieren, sodass

V={f:Bx —[-1,+1] | f(z) € Vo, z € A}.

Schreiben wir A = {z;,...,2,} und setzen V; = V,, flir z; € A, so ist das Urbild
gegeben durch

o Y(V)={z* € Bx- : z*(z;) € V;, 1 <i < n}.

Weil ¢~ (V) offen in der schwach* Topologie ist, so ist ¢ stetig. Sei nun U C Bx-
offen in der schwach* Topologie, d.h. wir konnen annehmen es existieren ein o € X
und eine offene Menge V' C [-1, +1], sodass

U={z*€Bx+ : z°5(z0) €V}
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Dann ist
o(U) ={p(z*) : " € Bx- und z*(z¢) € V} = ¢(Bx+)N{f € P : f(zo) €V}

offen in der Relativtopologie auf ¢(Bx-), also ist ¢ : Bx- — @(Bx-) ein Ho-
moéomorphismus. Wir zeigen nun, dass ¢(Bx-) abgeschlossen in P ist. Sei dazu
fo € clo(Bx-), also gilt nach Behauptung [92| fiir jede in P offene Menge V 3 fo,
dass V N@(Bx-) # 0. Fiir jede Wahl von {z1,...,z,} C Bx und offenen Mengen
V;c[-1,+1], 1 <i< nist

V={f:Bx = [-1,+1] | f(z:) € V;, 1<1<n}

offen in P. Weil V N ¢(Bx-) # 0, existiert ein 2* € By, sodass z*(z;) € Vi,
1 <2 < n. Durch geeignete Wahl von V; erhalten wir folgende Aussage: flir jedes
e > 0 und alle {z1,...,z,} C By, existiert ein z* € Bx~, sodass

[fo(zs) — 2™ (zi)] < € fir alle 1 <z <n.

Mit dieser Aussage 148t sich leicht zeigen, dass fo auf Bx konvex ist, SUp,c5, |fo(z)] <
1, fo(—z) = —fo(z) und f3(0) = 0 (s. Ubungsaufgabe . Daraus folgt sofort,
dass auch —fp konvex ist (d.h. fp ist konkav), und somit gilt fo(tz + (1 —¢t)y) =
tfo(z) + (1 — t)fo(y) fiir z,y € Bx und 1 < ¢ < 1. Wir definieren £, : X — R,

z — ||z]|x fo(z/||z]]) und stellen fest, dass £o(Az) = Mg(z) fiir alle z € X und
AER, bo(z +y) = €o(z) + £o(y) fiir alle z,y € Bx, und schlieflich, dass £, linear
ist (s. Ubungsaufgabe . Weiters 1aft sich leicht zeigen, dass ||€q]|x+ < 1, also
ist 4o € Bx+ (s. Ubungsaufgabe . Nun konnen wir ¢ anwenden und erhalten
fiir alle z € By

(0(4o))(2) = Lo(z) = l|zl| fo(z/]|]]) = fo().
Die letzte Gleichheit gilt, weil aufgrund der Linearitét von fo auf Bx ist fo((1 —
lel) -0 + Izl 2) = fola).

Wir haben gezeigt, dass fiir alle fo € clp(Bx+) ein £y € Bx+ existiert, sodass
0(lo) = fo, dh. fo € ¢(Bx-+). Somit ist ¢(Bx-+) abgeschlossen in P. Weil P wie
zuvor schon erwahnt nach Satz kompakt ist, folgt mit den Behauptungen
und dass Bx- kompakt in der schwach* Topologie ist. |

UBUNGSAUFGABE 105. Seien fo und £, wie im Beweis von Satz definiert.
Zeigen Sie folgende Aussagen.

(a) fo ist auf Bx konvex, sup, 5, |fo(z)| <1, fo(—z) = —fo(z) und fo(0) = 0.
(b) £o ist linear und £y € Bx-.

KOROLLAR 106. Ser X ein Banachraum und K C X*. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) K ist schwach* kompakt.
(i1) K 1ist schwach* abgeschlossen und normbeschrankt.

BewEIs. Sei K schwach* kompakt. Angenommen K C w*-cl K, wobei w*-cl K
bezeichnet den Abschluss von K in der schwach* Topologie. Fiir fixiertes zf €
w*-cl K \ K und fiir alle z* € K ist ||z — 2*||x- > 0, also existieren ¢ > 0 und
z € X, sodass |zj(z) — z*(z)| > €. Nun gilt fir die schwach* offene Menge

U={y" € X" : |y"(z)| <e/2},

dass (z§ +U) N (z* + U) = 0. Wir haben bisher gezeigt: fiir jedes z* € K existiert
eine schwach* offene Menge U(z*), sodass (z§ + U(z*)) N (z* + U(z*)) = 0. Wir
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iiberdecken die schwach* kompakte Menge K mit den schwach* offenen Mengen
z* + U(z*), und finden eine endliche Teiliiberdeckung z} + U(z}), 1 < j < n von
K. Definieren wir nun die schwach* offene Menge V' = (), ,,, U(}), so sehen wir

@+V)nKC |J (@+V)n(z;+U(z})=0.
1<j<n
D.h. z§ ¢ w*-cl K, was im Widerspruch zur Annahme steht. Die Normbeschrankt-
heit folgt sofort aus dem Prinzip der gleichmafigen Beschranktheit (Satz s. Ubungs-
aufgabe [107). Die Umkehrung der Aussage ist eine Konsequenz des Satzes von

Alaoglu (Satz[104) und Behauptung O

UBUNGSAUFGABE 107. Sei X ein Banachraum und K C X* schwach* kompakt.
Zeigen Sie dass K normbeschrankt ist.
Hinweis: Verwenden Sie das Prinzip der gleichmafigen Beschranktheit.

3. Lineare Funktionale in der schwach* Topologie

Diese Sektion ist grofiteils eine Anpassung des Materials iiber lokalkonvexe
R&ume in [Wer00].

KoOROLLAR 108. Set X ein normierter Raum, U C X* ein Unterraum und
£:U — R linear und stetig beztiglich der Topologie o(X*, X)|U. Dann existiert
eine o(X*, X)-stetige, lineare Fortsetzung L : X* — R von £.

BewEls. Weil £ linear und schwach* stetig ist, existieren eine > Ound z4,...,z, €
X, sodass

{s" €U : max [a*(2;)| <e} C {z" €U : f(a")| < 1}
Daraus folgt fiir alle z* € U sofort

€ *
’Z(maxi |:c*(mz)|m )’ =5
also gilt fiir die sublineare Abbildung p : X* — R, z* — émaxlsign |z*(z;)|, dass
[(z*)| < p(z*), z* € U. Aus Satz {4 und p(—z*) = p(z*) erhalten wir die lineare

Fortsetzung L von ¢, sodass |L(z*)| < p(z*) = L maxi<i<n [2*(2;)|, 2* € X*. Also

ist
0Oef{z*e X*: max |z* (z;)| < e} C {z* € X* : |L(z")| < 1},
d.h. L ist stetig beziiglich o(X*, X). d

Ahnlich wie bei dem Fortsetzungssatz Korollar erhalten wir Analoga zu
den Trennungssatzen in Kapitel [1| Sektion [5| Wir formulieren nur den folgenden
Trennungssatz explizit.

Satz 109. Set X ein normierter Raum, V C X* schwach* abgeschlossen,
konvez und set z§ ¢ V. Dann existieren ein lineares, schwach* stetiges Funk-
tional L : X* — R und etn o € R, sodass

L(v) < a < z*(zo), veV.

UBUNGSAUFGABE 110. Beweisen Sie Satz[109]
Hinweis: Analoges Vorgehen wie bei den Trennungssatzen in Kapitel |1| Sektion

LEMMA 111. Set X ein Vektorraum und £,£4,,...,4, : X — R linear. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.
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(i) £ € span{{y, ..., 0.}
(i) () ker(¢;) C ker(f).

1<i<n
BeEweis. Wir sehen sofort impliziert , also bleibt nur noch die Umkeh-
rung zu zeigen. Sei dazu

V = {(ti(2)ici<n : z€ X}

und ¢ : V = R, (4;(2))i<n — £(z). ¢ ist wegen wohldefiniert und linear. Sei
$ : R® — R eine lineare Fortsetzung von ¢, fiir ein geeignetes a € R™ gegeben
durch £ — (a, ), £ € R™. Also gilt insbesondere fiir alle z € X

Uz) = o((L:(2))1<i<n) = 2((Li(@)1<i<n) = Y aili(2). O
1<i<n

LEMMA 112. Seten z§,z3%,...,z), € X* linear, stetig, und es gelte

sup{|:1c(’§(a:)| zllx €1,z € ﬂ ker(mf)} <e.
1<i<n
Dann ezistiert ein y* € span{z?,...,z%}, sodass ||z§ — y*||x- <e.

BewEls. Wir setzen Y = (), , ., ker(z}), dann gilt ||z§|Y ||y~ < €. Mit Satz
erhalten wir eine lineare Fortsetzung z* € X* mit ||2*||x+ < . Weil (2§ —2*)[Y =0
folgt mit Lemma([111]zf—z* € span{z},...,z}}, also z§—y* = 2z* fiir ein geeignetes
y* € span{z},..., 2} } und die Behauptung ist gezeigt. O

LEMMA 113. Sei h : X* — R linear und schwach* stetig. Dann existiert
ein z € X, sodass h = z. (Wieder identifizieren wir ¢ uber die kanonische
Einbettung Jx als Element Jxz in seinem Bidualraum X**.)

Beweis. Fir fixiertes € > 0, existeren ein § > 0 und {zi,...,z,} C X, sodass
Oe{zre X*: max |z*(z;)| <6} C {z* € X* : |h(z")| < e}
Daraus folgt sofort
sup {[h(z*)| : lle*||lx- <1, 2" € [ ker(z)} <e,
1<i<n
wobei wir z wiederum tiiber die kanonische Einbettung Jx mit Jxz identifizieren.
Mit Lemma [112] erhalten wir ein z € X, sodass ||h — z||x- < . Weil € beliebig war

und Jx (X) abgeschlossen in der Normtopologie ist (Jx ist eine Isometrie), folgt
h € Jx(X). O

4. Der Satz von Goldstine

Fir Hintergrundinformationen verweisen wir auf [DS88].

SaTz 114 (Satz von Goldstine). Sei X ein Banachraum. Dann ist Jx(Bx)
schwach* dicht in Bya.

BewEels. Wir wissen, dass Bx C B x-+. Wegen des Satzes von Alaoglu (Satz
ist Bx~- schwach* kompakt, also folgt mit Korollar dass Bx+- schwach* ab-
geschlossen ist. Also ist w*-clBx C Bxs«.

Angenommen z}* € By« \ w*-cl Bx. Weil w*-cl By konvex ist (s. Ubungs-
aufgabe , existiert nach Satz eine lineare, schwach* stetige Abbildung
h: X** — R und ein a € R, sodass

h(z) < a < h(z§¥) fiir alle z € By.
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Wegen Lemma existiert ein zj € X*, sodass zj = h, also
z}(z) < a < z3*(z}) fiir alle z € Bx.

Daraus folgt unmittelbar der Widerspruch: ||z} ||x+ < ||z§*||x~

zhllx- < lzillx-
(]

UBUNGSAUFGABE 115. Zeigen Sie dass w*-cl Bx- konvex ist.

KOROLLAR 116. Set X ein Banachraum, dann liegt Jx(X) schwach* dicht
m X**.

BEwEIs. Der schwach* Abschluss von Jx(X) in X** enthilt Bx-«, woraus
sofort die Behauptung folgt. a

SaTz 117. Ein Banachraum X ist refleziv, genau dann wenn Bx o(X, X*)
kompakt (= schwach kompakt) ist.

BeEwEIs. Sei X reflexiv, dann ist nach Behauptung die kanonische Ein-
bettung Jx : (X, 0(X,X*)) = (X*o(X**, X*)) ein Homéomorphismus. Dies hat
zur Folge, die schwache Topologie o(X, X*) stimmt mit der schwach* Topologie
o(X**, X*) liberein. Also folgt mit dem Satz von Alaoglu (Satz die Behaup-
tung.

Sei umgekehrt Bx schwach kompakt. Dann ist die kanonische Einbettung Jx
schwach—schwach* stetig. Dies bedeutet, dass Jx : (X, o(X, X*)) — (X**, o(X**, X*))
als topologische Abbildung stetig ist, also folgt mit Behauptung dass Jx(Bx)
schwach* kompakt in X** ist. Wegen Korollar ist Jx(Bx) schwach* abge-
schlossen, also folgt mit dem Satz von Goldstine (Satz [114), dass Jx(Bx) =
w*-cl Jx(Bx) = Bx. Folglich ist Jx(X) = X** (Korollar [116]), d.h. X ist re-
flexiv. O

BEHAUPTUNG 118. Seien X,Y Banachraume und sei 7' : X — Y linear und
normstetig. Dann ist T : (X, 0(X, X*)) — (Y,0(Y,Y™)) stetig.

UBUNGSAUFGABE 119. Zeigen Sie Behauptung

SaTz 120. Ser X ein Banachraum und C C X konvezr. Dann stimmt der
Abschluss von C in der Normtopologie mit dem Abschluss von C in der schwa-
chen Topologie tiberein.

UBUNGSAUFGABE 121. Beweisen Sie Satz [120]
Hinweis: Satz [18

KOROLLAR 122 (Mazur). Sei {z,}, eine gegen z schwach konvergente Folge
1m Banachraum X . Dann existiert eine Folge von Konverkombinationen y; =

ZZ(:]]) )\k Tk, )\k Z 0, ZZ(:jj) )\k = 1, sodass ||yJ — (L‘HX — 0.

KOROLLAR 123. Set X ein reflexiver Banachraum und se1Y ein abgeschlos-
sener Unterraum von X. Dann ist Y refleziv.

BeEwEeis. Wegen Satz ist By eine beziiglich o (X, X*) abgeschlossene Teil-
menge der o(X, X*) kompakten Menge Bx (Satz . Mit Behauptung [94]ist By
auch kompakt beziiglich o(X, X*). Wegen des Satzes von Hahn-Banach (Satz|8]) ist
o(X, X*)|Y =o(Y,Y*). O

KOROLLAR 124. Seiten X,Y Banachrdume, X reflextv und T : X —- Y
linear, stetig und surjektiv. Dann st Y reflexiv.
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BEwEISs. Wegen des Satzes von der offenen Abbildung (Satz existiert ein
§ > 0, sodass By (0,6) C T(Bx). Wegen Satz ist Bx schwach kompakt, also
folgt mit den Behauptungen und dass T(Bx) schwach kompakt ist. Die
konvexe Menge By (0,5) ist wegen Satz schwach abgeschlossen, also wegen
Behauptung [94] schwach kompakt, und mit Satz ist Y reflexiv. |

KOROLLAR 125. Set X ewn refleziver Banachraum. Dann ist X** reflexiv.
BeEwEis. Betrachte die kanonische Einbettung und verwende Korollar a

SATzZ 126. Set X ewin Banachraum. Dann ist X reflexiv, genau dann wenn
X* reflexiv ist.

BewEIs. Wir zeigen: falls X* reflexiv ist, so auch X. Zusammen mit Korol-
lar folgt daraus der Satz.

Aus dem Satz von Alaoglu (Satz folgt: By« ist o(X**, X*) = (X **, X***)
kompakt. Die kanonische Einbettung Jx ist eine Isometrie, daher ist Jx (EX)
normabgeschlossen und konvex. Mit Satz erhalten wir, dass Jx(Bx) eine
schwach abgeschlossene Teilmenge der schwach kompakten Menge Bx-~ ist. Be-
hauptungimpliziert, dass Jx(Bx) schwach kompakt ist. Wegen Behauptung
ist Jx : (Bx,o(X,X*)|Bx) — (Bxs,0(X**, X***)| Bx~) ein Homdomorphismus.
So folgt mit Behauptung dass Bx schwach kompakt ist, und mit Satz die
Behauptung. a

5. Der Satz von Gantmacher

LEMMA 127. Seir X ein Banachraum und C C X schwach kompakt. Dann
15t C' normbeschrankt.

BEwEs. Sei 2* € X* und U = {z € X : |z*(z)] < 1}, dann existieren
1,...,2Zn € C,sodass C C J;_, (z; +U). Daher existiert fiir alle z € C ein z; € C
mit z —z; € U, d.h.

|27 (2)] < |27(25)] + 2" (& — 25)] < 2.

Also gilt nach dem Prinzip der gleichmé&figen Beschranktheit (Satz angewandt
auf die Familie von Operatoren {Jxz : z € C}, dass sup,cc SUP,«c5,. |27 ()| <
0. Schlieflich folgt mit Korollar [11| die Behauptung. O

LeMMA 128. Ser X ewmn Banachraum und A C X. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(i) w-cl A ist schwach kompakt.
(i1) A st beschrankt und w*-cl Jx (A4) C Jx(X).

UBUNGSAUFGABE 129. Beweisen Sie Lemma [128
Hinweis: Lemma [127 und Korollar [L06]

Eine lineare Abbildung T : X — Y zwischen Banachraumen heifit schwach
kompakt, genau dann wenn w-cl T (Bx) schwach kompakt ist. Es sei bemerkt, dass
wir den schwachen Abschluss in Hinblick auf Satz [120] durch den Normabschluss
ersetzen konnen.

BEHAUPTUNG 130. Eine lineare, schwach kompakte Abbildung zwischen zwei
Banachraumen ist stetig.

UBUNGSAUFGABE 131. Zeigen Sie Behauptung
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SaTz 132. Seien X,Y Banachriume und T : X — Y linear und stetig.
Dann ist T schwach kompakt, genau dann wenn T**(X**) C Jy (V).

BewEels. Wir kénnen ohne Einschrdnkung annehmen, dass ||T|| = 1. Wir zei-
gen zundchst T** o(X**, X*)-o(Y**,Y™*) ist stetig. Sei dazu e > 0, y* € Y* und
V ={y*™ € Y™ : |y**(y*)| < €}. Definiere z* = T*y* € X* und betrach-
te die schwach* offene Menge U = {z** : |z**(z*)| < €}. Fir z** € U gilt
|T**z**(y*)| = |z (T*y*)| < ¢, also T**z** € V.

Sei T schwach kompakt. Mit dem Satz von Goldstine (Satz folgt T**(Bx«~) =
T**(w*-cl Jx (Bx)). Weil T** o(X**, X*)—o(Y**,Y*) stetig ist, gilt wegen Behaup-
tung [93]

T**(w*-clJx (Bx)) C w*-c1T**(Jx(Bx)
Fir alle z € X und y* € Y gilt (T**(Jxz))(y*) = (Jy (Tz))(

(T**Jx)(Bx) = (JyT)(Bx) C Jy(w-c1T(Bx)).

)
y*), also

Insgesamt erhalten wir
T**(Bx++) C w*-cl Jy (w-clT(Bx)).

Weil Jy ein schwach zu schwach* Homéomorphismus ist und w-cl T(Bx) schwach
kompakt ist, folgt mit Korollar [106 dass Jy (w-clT(Bx)) schwach* abgeschlossen
ist. Daher ist

Sei nun umgekehrt T**(X**) C Jy(Y). Mit Behauptung [93| folgt

w-clT(Bx) = Jy ' Jy w-clT(Bx) C Jy ' w*-cl Jy T(Bx).
Wir wissen bereits, dass JyT = T**Jx, also
JytwkclJyT(Bx) = Jy ' w*-clT** Jx (Bx) C Jy ' w*-clT**(Bx-+).

Weil T** o(X**, X*)-o(Y**,Y*) stetig, und Bx« nach dem Satz von Alaolgu
(Satz o(X**, X*) kompakt ist, so gilt wegen Behauptung dass T**(Bx++)
kompakt beziiglich o(Y**,Y*) ist. Mit Korollarfolgt T**(Bx) ist o(Y**,Y*)
abgeschlossen, also
w-clT(Bx) C Jy ' T** (Bxs).

Nach Voraussetzung ist 7**(Bx++) C Jy(Y). Weil Jy ein Homdomorphismus ist
folgt Jy, 'T**(Bx«+) ist eine o(X, X*) kompakte Menge. Also ist w-clT(Bx) nach
Behauptung [94 kompakt. O

SaTz 133 (Satz von Gantmacher). Seien X,Y Banachrdume undT : X —Y
linear und normstetig. Dann st T schwach kompakt, genau dann wenn T*
schwach kompakt 1ist.

BEWEIS. Sei T schwach kompakt. Dann ist nach Satz[132] T**(X**) C Jy (Y).
Wir zeigen T** ist o(X**, X*)—o(Y**, Y ***) stetig. Sei dazu y§** € Y***, z** € X**
und y € Y mit T**z** = Jyy. Wir sehen, dass fiir zj = T*J3y5** € X* gilt

Yo" (T™2™) = y5 ™" (Jry) = (Jyyo ")) = (Jry)(Jyyg™)
= (@) (Fas™) = 2 (T ™) = 27 (a3),
Also gilt fiir die o(Y™**,Y***) offene Menge V = {y*™* € Y** : |y5**(v**)| < 1}
T H(V) = {z** € X** : |z**(2})| < 1} ist offen in o(X**, X*).
Wir haben also gezeigt: T** ist o(X**, X*)-o(Y**,Y***) stetig.
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R stetig, und somit z*** o(X**, X*)-R stetig, d.h. schwach* stetig auf X**. Nach
Lemma [113] existiert ein z* € X*, sodass 2*** = Jx«z*. Wir haben gezeigt, dass
T***(Y***) C Jx=(X*), also ist T* nach Satz schwach kompakt.

Sei nun T™ schwach kompakt. Nach dem soeben Gezeigten ist T** schwach
kompakt, d.h. w-c1T**(Bx++) ist schwach kompakt in Y**. Aufgrund der Identitét
JyT = T** Jx und den Behauptungen [93| und folgt

Jy w-clT(Bx) C w-cl JyT(Bx) C w-clT**Jx(Bx) C w-clT**(Bxx).

Mit Behauptungfolgt somit, dass w-cl Jy w-cl T'(Bx) schwach kompakt ist. Nach
Satz stimmt der schwache Abschluss fiir konvexe Mengen mit dem Normab-
schluss iiberein. Weil Jy ein Homéomorphismus ist gilt

Jy w-c1T(Bx) = w-clJy w-cl1T(Bx) ist schwach kompakt.

Behauptung angewandt auf Jy ! beendet gemeinsam mit Behauptung den
Beweis. O

6. Der Satz von Eberlein-Smulian

SATz 134. Fur einen Banachraum X gelten folgende Aussagen.
(i) Ist X separabel, dann ist (Bx-,0(X*, X)) metrisierbar.
(i) Ist X* separabel, dann ist (Bx,o(X,X*)) metrisierbar.

Fiir mehr Hintergrund verweisen wir auf [AKO06l, (Woj91]. Der folgende Beweis
findet sich in [Woj91].

Bewes. Beweis (). Sei {z,}32, eine normdichte Teilmenge von Bx. Wir defi-
nieren auf Bx. die Metrik (s. Ubungsaufgabe [135)

d(e*,y*) = Y 27 2 (2n) — y*(2a)]-

Wir miissen zeigen: U C Bx- ist offen in o(X*, X), genau dann wenn U offen
beziiglich d ist. Sei dazu ¢ > 0, z € X, z} € Bx- fixiert und U = {z* € Bx- :
|z*(z) — z}(z)| < €}. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen z € Bx (durch
Anpassung von ¢). Sei nun n so gewahlt, dass ||z, —z||x < 27" 'e. Dann folgt aus

27" e > d(zf, %) > 27" zh(2n) — aF(zn)| > 272k (2) — ¥ (z)| — 27" e,
dass |z§(z) — z*(z)| < ¢, also

{z* € Bx« : d(z},z*) < 27" e} C U.
Dies zeigt, dass jede o(X*, X) offene Menge in By, auch offen beziiglich der Me-
trik d ist. Andererseits seien € > 0 und z} € Bx:. Wahlen wir ngy so gro®, dass
Y1 2" < €/4, gilt fiir

U={z*€Bx~ : | Iax |zg(zr) — 2*(z0)| < €/2} € 0(X*, X)|Bx~,
Snxno

dass U C Byx+(z§,€) N Bx-.

Beweis (). Die kanonische Einbettung Jx : (Bx, 0(X, X*)) = (Jx(Bx),o(X**, X*))

ist ein Homdomorphismus (s. Ubungsaufgabe|135) und die Behauptung folgt mit @.
a
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UBUNGSAUFGABE 135. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(1) d (definiert wie im Beweis von Satz [134)) ist eine Metrik auf Bx-.
(2) Jx(definiert wie im Beweis von Satz [134) ist ein Homomorphismus.

Fiir einen allgemeinen Banachraum X ist (B, o(X, X*)) nicht metrisierbar,
allerdings stimmen nach dem Satz von Eberlein-Smulian die Konzepte schwach
kompakt und schwach folgenkompakt iiberein (wie in metrisierbaren Raumen).

SaTz 136 (Satz von Eberlein-Smulian). Set X ein Banachraum und A C X.
Folgende Aussagen sind dquivalent.

(i) w-cl A ist schwach kompakt.
(it) Jede Folge {an}n C A besitzt eine schwach konvergente Teilfolge.

Der folgende Beweis wurde [Woj91] entnommen.

BEWEIS. Beweis = (). Sei w-c1A schwach kompakt und {a,}, C A
eine unendliche Menge (sonst ist nichts zu zeigen). Wir definieren den Teilraum
V = clspan{a,}, von X. Weil V separabel ist, existiert eine Folge (s. Ubungsauf-
gabe {z}}n C X*, sodass fiir alle z € V gilt: falls z%(z) = 0, n € N, so ist
z=0.

Die relle Folge {zi(an)}n ist beschrdnkt in R, also existiert eine Teilfolge
{an, ()} C {an}n, sodass {z](an,(x))}r konvergiert. Angenommen wir héitten
{@n,_, (k) }x schon konstruiert. Dann finden wir eine Teilfolge {an;(x)}x C {an; (&)},
sodass {z}(an;(x))}x konvergiert. Also gilt fiir die Diagonalfolge {an,(x)}x, dass
{z}(an,(x)) }x fir alle j konvergiert. Um die Notation zu vereinfachen, bezeichnen
wir die Diagonalfolge {an, (k) }+ mit {an, }x-

Weil w-cl A schwach kompakt ist, besitzt die Menge {an, }x nach Behauptung
einen schwachen Haufungspunkt. Sei nun y € X ein schwacher Haufungspunkt von
{an, }x, d.h. fiir jedes j € N und jedes € > 0 gilt

{z e X : |2j(2) —2j(y)| <e}n{an, }i # 0.
Dies bedeutet, fiir jedes j € N existiert eine Teilfolge von {z}(an,)}x, welche
gegen z(y) konvergiert. Per Konstruktion der Diagonalfolge {an, }r gilt sogar
limg z7(an,) = zj(y). Weil V normabgeschlossen und konvex ist, so ist V' auch
schwach abgeschlossen (Satz . Der Haufungspunkt y ist eindeutig bestimmt,
denn ware z ein weiterer Haufungspunkt von {ay, }x, soist fiir alle j € Nlimy, z}(ay,) =
z;(z) = z}(y) = limy 2} (an, ), also zj(z — y) = 0 und somit z = y.

Wir miissen zeigen, limy, a,,, = y in der schwachen Topologie, d.h. limg z*(ay, ) =
z*(y) fiir alle z* € X*. Angenommen es existiert ein z* € X* und eine Teilfolge
{ans, }¢ von {an, }x, sodass lim, z*(a,,,) # z*(y), dann besitzt {an,, }, nach Be-
hauptung[95 einen schwachen Haufungspunkt z # y. Jedoch ist z ebenso Haufungs-
punkt von {a,, }¢, und nach dem bisher Gezeigten muss ¢ = y sein. Also besitzt
{an}n tatsédchlich eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis = . Angenommen w-cl A ist nicht schwach kompakt. Wir miissen
eine Folge {an}» C A finden, welche keine schwach konvergente Teilfolge enthalt.
Mit Hilfe von Lemma finden wir ein z** € w*-clJx(4) \ Jx(X). Sei § =
d(z**, Jx (X)) > 0. Wir werden nun induktiv Folgen {a,}, C A und {z}}, C X*
mit ||z} ||x+ < 1 konstruieren, sodass

(a) z**(z}) > 36 fiir alle n,
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(b) |zk(a;)| < 36 fiir alle j < 7,
(c) z}(a;) > 36 fiir alle j > n.
Eine derartige Folge {an}, hdtte in der Tat keine schwach konvergente Teil-

folge, denn falls limg a,, = a in der schwachen Topologie, dann gibe es wegen
Korollar eine Konvexkombination, sodass

Ky 1
H Z tkQn, — a,||X < 15.
k=ko

Fiir n > k; folgt aus (b)) sofort |a:;(2’,zl:k0 tk@n,)| < 18. Aus den letzen beiden
Ungleichungen ergibt sich dann |z} (a)| < 36, fiir alle n > k;. Andererseits impli-
ziert (d) dass z%(a) > 26 fiir alle n.

Weil ||z**||x++ > 6 finden wir sicherlich ein z} € X* mit ||z}||x~ = 1, sodass
z**(z}) > 26. Weil z** € w*-cl Jx (A) existiert ein a; € A, sodass [z**(z}) —z3(a1)|
so klein ist, dass auch z3(a;) > 26.

Angenommen wir haben {a;}7 ; und {z}}7_; schon konstruiert. Mit Korol-
lar |12| finden wir ein z*** € B, sodass z***(Jxa;) = 0 fir alle 1 < j < n
und z***(z**) > 26. Mit dem Satz von Goldstine m finden wir ein z},;, € Bx-,
*** in der schwach* Topologie auf X*** approximiert. Genauer: die in
Frage stehenden Funktionale fiir die Approximation sind Jxa;, 1 < 7 < n, also gilt
(25, 1) > 26 und |z} 4 (a;)| < 36 fiir alle 1 < j < n. Weil ** € w*-cl Jx(A)
finden wir ein a,,; € A, sodass Jx(an,1) das Funktional z** auf z7,...,z},, so
genau approximiert, dass auch z} ;(ani1) > 36.

welches =

O

UBUNGSAUFGABE 137. Zeigen Sie dass in einem separablen Banachraum X
eine eine Folge {z}}, C X* existiert, sodass fiir alle z € X gilt: falls = (z) = O fiir
allen € N, soist z = 0.
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