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KAPITEL 1

Vorbereitung

Dieses Kapitel ist zu großen Teilen aus [Wer00] entnommen.

1. Grundlegende Definitionen

Sei X ein Vektorraum. Eine Menge H � X heißt Hamelbasis für X, genau
dann wenn

(a) spanH, die (endliche) lineare Hülle von H, ist X, i.e. für jedes x 2 X existiert
eine endliche Teilmenge F � H sodass x 2 spanF .

(b) H ist (endlich) linear unabhängig, i.e. für alle endlichen Teilmengen F von H

muss gelten dass F linear unabhängig ist.

(X; k � k) heißt normierter Raum, falls X ein reeller Vektorraum ist, und k � k :
X ! R+

0 ist so, dass für alle x; y 2 X und � 2 R gilt:

(a) kxk = 0, genau dann wenn x = 0,
(b) k�xk = j�j kxk,
(c) kx+ yk � kxk+ kyk.

Die Abbildung k �k heißt Norm des Vektorraums X. Ein normierter Raum (X; k �k)

heißt vollständig, genau dann wenn alle Cauchyfolgen fxng1n=1 � X bezüglich der
Norm k � k in X konvergieren. Ein vollständiger normierter Raum heißt Banach-
raum. Sei (X; k �k) ein normierter Raum und Y ein linearer Teilraum von X. Wenn
nicht anders spezifiziert, dann fassen wir Y als normierten Raum ausgestattet mit
der Norm k � k auf.

Seien X;Y normierte Räume. Dann bezeichnet L(X;Y ) den Raum der linea-
ren stetigen Abbildungen von X nach Y , i.e.

L(X;Y ) = fT : X ! Y j T ist linear und stetigg

ausgestattet mit der Operatornorm kTk = supkxkX�1 kTxkY . Ist Y = X dann
schreiben wir L(X) anstelle von L(X;X). Ist Y vollständig, so ist L(X;Y ) voll-
ständig. Für L(X;R) schreiben wir X� (X� ist immer vollständig). Der Raum X�

heißt Dualraum von X.
Seien X;Y Vektorräume und T : X ! Y linear. Dann heißt kerT der Kern

von T und imT Bild von T , gegeben durch

kerT = fx 2 X : Tx = 0g und imT = fTx : x 2 Xg:

Sei X ein normierter Raum und U � X ein Unterraum. Dann heißt X=U ,
gegeben durch

X=U = fx+ U : x 2 Xg

Quotientenraum, und die lineare Abbildung ! : X ! X=U , gegeben durch

!(x) = x+ U
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6 1. VORBEREITUNG

heißt Quotientenabbildung. Falls U abgeschlossen ist, so ist der Quotientenraum
X=U ausgestattet mit der Norm kx+UkX=U = infu2U kx+uk ein normierter Raum
und die Quotientenabbildung stetig.

Übungsaufgabe 1. Seien X;Y normierte Räume und U ein abgeschlossener
Teilraum von X. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) k � kX=U = infu2U kx+ uk definiert eine Norm auf X=U .
(b) Die Quotientenabbildung ! : X ! X=U ist stetig.
(c) Ist X zusätzlich vollständig, so ist auch X=U vollständig.

Hinweis: Zeigen Sie dass in einem normierten Raum Y gilt dass Y vollständig
ist genau dann wenn für jede Folge fyng1n=1 � Y für die

∑1
n=1 kynk <1 folgt

dass
∑1

n=1 yn 2 Y .
(d) Ist T 2 L(X;Y ), dann ist T̂ : X= ker(T )! im(T ) gegeben durch

T̂ (x+ ker(T )) = Tx

wohldefiniert, linear, bijektiv und stetig.

2. Das Lemma von Zorn

Lemma von Zorn. Sei (A;�) eine partiell geordnete, nichtleere Menge, in
der jede Kette (= eine total geordnete Teilmenge von A) eine obere Schranke
in A besitzt. Dann liegt jedes Element von A unter einem maximalen Element
m 2 A, d.h. für alle a 2 A gilt

a � m =) a = m

Proposition 2. Sei X ein unendlichdimensionaler Banachraum. Dann
existiert eine unbeschränkte lineare Abbildung ` : X ! R.

Beweis. Wir werden die Existenz einer solchen Abbildung mit Hilfe des Lem-
mas von Zorn nachweisen. Sei dazu fxng1n=1 � X eine Menge linear unabhängiger
Vektoren mit kxnk = 1. Sei nun

M = fM � X : M � Y und M ist linear unabhängigg;

und die partielle Ordnung � auf M sei definiert durch M1 �M2 genau dann wenn
M1 � M2. Weil Y 2 M gilt M 6= ;. Sei fMigi2I � M eine Kette. Wir definieren
nun M :=

⋃
i2I Mi und zeigen nun dass M linear unabhängig ist. Sei dazu F �M

endlich. Dann liegt F in endlich vielen Elementen der fMigi2I , und aufgrund ihrer
linearen Ordnung gibt es einen Index i0 2 I existiert sodass F � Mi0 , und somit
ist F linear unabhängig. Also haben wir gezeigt dass M linear unabhängig ist, und
somit M 2 M. Aus dem Lemma von Zorn folgt nun die Existenz eines maximalen
ElementsM0 2M. Wie man sich leicht überzeugt istM0 aufgrund der Maximalität
eine Hamelbasis für X, welche per Definition Y enthält. Wir definieren

`(xn) = n; n 2 N und `(m) = 0;m 2M0 n Y;

und setzen ` linear auf X fort. Es gilt k`k � supn j`(xn)j =1. �

Übungsaufgabe 3. Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Zorn dass jeder
Vektorraum eine Hamelbasis besitzt.
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3. Der Satz von Hahn-Banach – Version der linearen Algebra

Sei X ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung p : X ! R heißt sublinear, falls

(a) p(�x) = � p(x) für alle � � 0, x 2 X,
(b) p(x+ y) � p(x) + p(y) für alle x; y 2 X.

Satz 4. Sei X ein reeller Vektorraum, und sei U ein Unterraum von X.
Weiters seien p : X ! R sublinear und ` : U ! R linear, sodass

`(u) � p(u); u 2 U:

Dann existiert eine lineare Fortsetzung L : X ! R, LjU = ` mit

L(x) � p(x); x 2 X:

Beweis von Satz 4. Step 1. Wir betrachten zunächst den Fall, dass U Kodi-
mension 1 in X hat, also

dimX=U = 1 wobei X=U = fx+ U : x 2 Xg: (3.1)

Sei nun x0 2 X n U , dann besitzt jedes x 2 X die eindeutige Darstellung x =

u+ �x0, für ein u 2 U und � 2 R. Wir definieren für alle r 2 R

Lr(x) = `(u) + �r:

Lr ist für jedes r linear und stimmt mit ` auf U überein. Wir werden nun r so
wählen, dass

Lr(x) � p(x); x 2 X: (3.2)

Es sei bemerkt, dass (3.2) äquivalent ist zu

`(u) + �r � p(u+ �x0); u 2 U; � 2 R:

Im Fall � = 0 ist nichts zu zeigen. Für � > 0 ist (3.2) äquivalent zu

�r � p(u+ �x0)� `(u); u 2 U; � > 0

und

r � p(
u

�
+ x0)� `(

u

�
); u 2 U; � > 0:

Setzen wir v = u
� , so erhalten wir

r � inf
v2U

p(v + x0)� `(v):

Analoge Umformungen für � < 0 ergeben

r � sup
w2U

`(w)� p(w � x0):

Also ist (3.2) äquivalent zu

sup
w2U

`(w)� p(w � x0) � r � inf
v2U

p(v + x0)� `(v):

Durch auflösen von inf und sup erhalten wir

`(v) + `(w) � p(v + x0) + p(w � x0); v; w 2 U: (3.3)
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Diese Ungleichung ist aber stets erfüllt, denn für v+w 2 U ist nach Voraussetzung
`(v + w) � p(v + w) und p(v + x0 + w � x0) � p(v + x0) + p(w � x0).

Step 2.Wir zeigen nun den allgemeinen Fall, wofür wir das Lemma von Zorn
benötigen werden. Wir definieren die nichtleere Menge (s. Übungsaufgabe 5),

A :=



(V; LV ) :

V ist Unterraum von X und V � U

LV : V ! R linear
LV � pjV und LV jU = `



 ;

und darauf eine partielle Ordnungsrelation durch (V1; LV1) � (V2; LV2), genau dann
wenn

V1 � V2 und LV2 jV1 = LV1 :

Um das Lemma von Zorn anwenden zu können, müssen wir zeigen, dass jede Kette
bezüglich dieser Ordnung eine obere Schranke besitzt.

Dazu sei f(Vi; LVi)gi2I � A total geordnet. Wir zeigen (V; LV ) ist eine obere
Schranke, wobei

V =
⋃

i2I

Vi und LV (x) = LVi(x) für x 2 Vi:

LV ist wohldefiniert (s. Übungsaufgabe 5), (V; LV ) 2 A und für alle i 2 I ist

(Vi; LVi) � (V; LV ):

Folglich erhalten wir mit dem Lemma von Zorn ein maximales Element (X0; LX0
)

in A. Angenommen X0 6= X. Dann gibt es einen Vektorraum W , sodass

X0 (W � X und X0 hat Kodimension 1 in W:

Wir wenden Schritt 1 an und erhalten (W;LW ) 2 A, was eine echte Majorante von
(X0; LX0

) ist. Weil dies im Widerspruch zur Maximalität von (X0; LX0
) steht, ist

X0 = X und L := LX0
ist die gesuchte Erweiterung von ` auf ganz X.

�

Übungsaufgabe 5.

(a) Warum ist A 6= ;?
(b) Zeigen Sie dass LV wohldefiniert ist.

Proposition 6. Es existiert eine lineare stetige Abbildung L : `1 ! R mit
folgenden Eigenschaften:

(i) L(x) � 0 falls x = (xn)n 2 `1 mit xn � 0 für alle n 2 N.
(ii) L((x1; x2; x3; : : :)) = L((x2; x3; : : :)), für alle (xn)n 2 `1.
(iii) L((1; 1; 1; : : :)) = 1

Bemerkung 7. Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften heißt Banachlimes.

Beweis. Wir bezeichnen mit X den Teilraum von `1 gegeben durch

X = f(xn)n 2 `1 : lim
n

1

n

n∑

k=1

xk existiertg:

Sei ` : X ! R gegeben durch `((xn)n) = limn
1
n

∑n
k=1 xk. Wir definieren p : `1 !

R als p((xn)n) = limn supm�n
1
m

∑m
k=1 xk und halten fest dass p sublinear ist und

es gilt `(x) � p(x), x 2 X. Mit dem Satz von Hahn-Banach (Satz 4) setzen wir `
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auf ganz `1 zu L linear fort, sodass L(x) � p(x), x 2 `1. Weil (1; 1; 1; : : :) 2 X so
ist L((1; 1; 1; : : :)) = `((1; 1; 1; : : :)) = 1, und damit ist (iii) gezeigt. Also gilt auch

�L(x) = L(�x) � p(�x) = lim
n

sup
m�n

1

m

m∑

k=1

�xk = � lim
n

inf
m�n

1

m

m∑

k=1

xk;

d.h. L(x) � limn infm�n
1
m

∑m
k=1 xk, für alle (xn)n 2 `1. Wir halten also fest

lim
n

inf
m�n

1

m

m∑

k=1

xk � L(x) � lim
n

sup
m�n

1

m

m∑

k=1

xk; (xn)n 2 `1;

woraus kLk = 1 und (i) folgt. Sei nun x = (x1; x2; x3; : : :) 2 `1 fixiert und wir
setzen y = (x2; x3; : : :). Dann gilt für z = (zk)k = x� y dass

1

n

n∑

k=1

zk =
1

n

n∑

k=1

xk � xk+1 =
x1 � xn+1

n
! 0;

also ist z 2 X und somit L(z) = `(z) = 0, d.h. L(x) = L(y), und so ist auch (ii)
gezeigt. �

4. Der Satz von Hahn-Banach – Fortsetzungsversion

Satz 8. Sei X ein normierter Raum, und sei U ein Unterraum von X. Zu
jedem linearen stetigen Funktional u� : U ! R existiert ein lineares stetiges
Funktional x� : X ! R mit

x�jU = u� und kx�kX� = ku�kU� :

Beweis. Sei u� 2 U� fixiert. Wir definieren die sublineare Abbildung p : X !

R durch
p(x) = ku�kU�kxkX ; x 2 X:

Es gilt
u�(u) � p(u); u 2 U:

Mit Satz 4 erhalten wir eine lineare Fortsetzung x� : X ! R von u�, sodass

x�(x) � p(x); x 2 X:

Weil p(�x) = p(x) folgt

jx�(x)j � p(x) = ku�kU�kxkX ; x 2 X;

also ist kx�kX� � ku�kU� . Weil x�jU = u� gilt Gleichheit. �

Korollar 9. In jedem normierten Raum X existiert zu jedem x 2 X,
x 6= 0 ein x� 2 X�, sodass

kx�kX� = 1 und x�(x) = kxkX :

Beweis. Sei x0 2 X n f0g und U = spanfx0g. Wir definieren das lineares
Funktional u� 2 U� durch

�x0 7! �kx0k; � 2 R:

Es gilt ku�kU� = 1 und u�(x0) = kx0kX . Aus Satz 8 erhalten wir eine Fortsetzung
x� 2 X� von u� mit den gewünschten Eigenschaften. �

Bemerkung 10. Aus Korollar 9 folgt dass für jeden normierten RaumX 6= f0g

gilt dass X� 6= f0g.
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Korollar 11. In jedem normierten Raum X gilt

kxkX = sup
kx�kX��1

jx�(x)j:

Beweis. Für x = 0 ist nichts zu zeigen. Für x 6= 0 folgt aus Korollar 9 die
Existenz eines linearen Funktionals x� 2 X� mit

kx�kX� = 1 und x�(x) = kxkX :

Somit gilt
kxkX � sup

kx�kX��1
jx�(x)j:

Die andere Ungleichung gilt per Definition der Norm in X�. �

Korollar 12. Sei X ein normierter Raum, U � X ein abgeschlossener
Unterraum und x0 =2 U . Dann existiert ein x� 2 X� mit kx�kX� = 1, sodass

x�(x0) � d(x0; U) und x�jU = 0:

Übungsaufgabe 13. Beweisen Sie Korollar 12. Hinweis: Betrachten Sie den
Quotientenraum X=U .

5. Trennungssätze

Lemma 14. Sei X ein normierter Raum und V � X konvex und offen mit
0 =2 V . Dann existiert ein x� 2 X�, sodass

x�(v) < 0; v 2 V:

Beweis. Sei x0 so, dass �x0 2 V . Wir definieren die offene Menge U = V +x0
und stellen fest, dass 0 2 U und x0 =2 U (siehe Abbildung 1). Sei " > 0 so, dass
B(0; ") � U . Das Minkowskifunktional pU : X ! [0;1) zu U ist gegeben durch

pU (x) = inff� > 0 : x=� 2 Ug:

pU ist wohldefiniert, sublinear, es gilt pU (x0) � 1 und pU (x) � kxk=", x 2 X

(s. Übungsaufgabe 15). Auf dem Unterraum Y = spanfx0g definieren wir das li-
neare Funktional y� durch

y�(tx0) = tpU (x0); t 2 R;

0

V

−x0

x0

U

{x∗ = 0}

Abbildung 1. Darstellung von V , U und x0.
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und stellen fest, dass für alle y 2 Y gilt y�(y) � pU (y). Wir setzen y� mit Satz 4
linear auf den ganzen Raum fort, bezeichnen diese Fortsetzung mit x� und halten
fest, dass x�(x) � pU (x), x 2 X. Es gilt x� 2 X�, denn

jx�(x)j = maxfx�(x);�x�(x)g � maxfpU (x); pU (�x)g � kxk=":

Für jedes v 2 V existiert ein u 2 U , sodass v = u� x0, also

x�(v) = x�(u)� x�(x0) � pU (u)� y�(x0) < 0:

Die letzte Ungleichung gilt, weil y�(x0) � 1 und pU (u) < 1 für u 2 U . �

Übungsaufgabe 15. Zeigen Sie das Minkowskifunktional pU (definiert im
Beweis von Lemma 14) ist wohldefiniert, sublinear, pU (x0) � 1 und pU (x) � kxk=",
für alle x 2 X.

Satz 16. Sei X ein normierter Raum, V1; V2 � X disjunkt, konvex und sei
V1 offen. Dann existiert ein x� 2 X� mit

x�(v1) < x�(v2); v1 2 V1, v2 2 V2:

Beweis. Wir definieren die konvexe und offene Menge V = V1�V2 (s. Übungs-
aufgabe 17), und halten fest, dass 0 =2 V . Mit Lemma 14 folgt die Existenz eines
x� 2 X�, sodass für alle v1 2 V1 und v2 2 V2 gilt x�(v1 � v2) < 0. �

Übungsaufgabe 17. Seien V1; V2 � X konvexe Mengen im normierten Raum
X, und V = V1 + V2. Zeigen Sie folgende Aussagen.
(a) V ist konvex.
(b) Ist V1 zusätzlich offen, so ist auch V offen.

Zeigen Sie das Minkowskifunktional pU (definiert im Beweis von Lemma 14)
ist wohldefiniert, sublinear, pU (x0) � 1 und pU (x) � kxk=", für alle x 2 X.

Satz 18. Sei X ein normierter Raum, V � X abgeschlossen, konvex und
sei x0 =2 V . Dann existieren ein x� 2 X� und ein � 2 R, sodass

x�(v) � � < x�(x0); v 2 V:

Beweis. Weil V abgeschlossen ist, finden wir ein � > 0, sodass B(x0; �)\V = ;.
Nach Satz 16 existiert ein x� 2 X� mit

x�(v) < x�(x); v 2 V , x 2 B(x0; �):

D.h. für alle v 2 V und kykX < � ist x�(v) < x�(x0) + x�(y). Wir wählen kyk < �

so, dass x�(y) = �kx�kX��=2, und erhalten

x�(v) < x�(x0)� kx�kX��=2 < x�(x0): �





KAPITEL 2

Kompaktheit in metrischen und normierten
Räumen

Dieses Kapitel ist großteils aus [DS88] entnommen.

1. Metrische Räume – Grundlagen

Sei M eine nichtleere Menge und d : M � M ! [0;1). Dann heißt (M;d)

metrischer Raum, wenn für alle x; y; z 2M gilt

(a) d(x; y) = 0, genau dann wenn x = y,
(b) d(x; y) = d(y; x),
(c) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y).

Wir bezeichnen die offenen bzw. abgeschlossenen Kugeln um x mit Radius
" mit

Bd(x; ") = fy 2M : d(x; y) < "g

bzw.

Bd(x; ") = fy 2M : d(x; y) � "g:

Gelegentlich werden wir den Index d weglassen. Seien A;B �M . Der Durchmesser
diam(A) von A ist gegeben durch supfd(x; y) : x; y 2 Ag. Der Abstand d(A;B)

von A und B ist gegeben durch inffd(x; y) : x 2 A; y 2 Bg. Falls A = fxg, so
schreiben wir d(A;B) = d(x;B).

Ein Punkt x 2 A heißt innerer Punkt von A, falls eine offene Kugel Bd(x; ")

existiert, sodass Bd(x; ") � A. Die Menge A heißt offen, wenn jeder Punkt x 2 A

ein innerer Punkt ist. Die Menge A heißt abgeschlossen, wenn M n A offen ist.
Gelegentlich schreiben wir auch Ac für M n A. Jede Vereinigung offener Mengen
ist offen, jeder Durchschnitt abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen. Das Innere
intA der Menge A ist definiert durch

intA =
⋃
fX � A : X ist offeng:

Der Abschluss clA der Menge A ist definiert durch

clA =
⋂
fX � A : X ist abgeschlosseng:

Sei fxngn2N �M eine Folge in M . Dann konvergiert fxng (bezüglich der Metrik d)
gegen x, genau dann wenn limn d(xn; x) = 0. Wir schreiben xn ! x (für n!1).
Es gelten folgende Aussagen:

(i) x 2 intA, genau dann wenn x innerer Punkt von A ist.
(ii) M n clA = int(M n A).
(iii) intA � A und clA � A.
(iv) Der Abschluss einer Menge ist abgeschlossen, das Innere einer Menge ist offen.
(v) x 2 clA, genau dann wenn eine Folge fxngn � A existiert, sodass xn ! x.

13
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Eine Folge fxngn �M heißtCauchyfolge, genau dann wenn limn supk;m�n d(xk; xm) =

0. Ein metrischer Raum heißt vollständig, genau dann wenn jede Cauchyfolge
konvergiert. Seien (M1; d1), (M2; d2) metrische Räume und x 2 M1. Dann heißt
f : M1 !M2 stetig in x, genau dann wenn für jede Folge fxng �M1 mit xn ! x

bezüglich d1 gilt f(xn)! f(x) bezüglich d2.

2. Kompaktheit in metrischen Räumen

Ein metrischer Raum (M;d) heißt (überdeckungs–)kompakt, falls für jede of-
fene Überdeckung fU�g� von M eine endliche Teilüberdeckung fU1; : : : ; Ung exis-
tiert.

Satz 19. Sei (M;d) ein metrischer Raum, dann sind folgende Aussagen
äquivalent.

(i) M ist kompakt.
(ii) M ist vollständig und für jedes " > 0 existieren x1; : : : ; xn 2 M , sodass

M =
⋃n
i=1B(xi; ").

(iii) Jede Folge in M besitzt eine konvergente Teilfolge.

Die Menge fx1; : : : ; xng in (ii) heißt endliches "–Netz von M . Eigenschaft (iii)
heißt M ist folgenkompakt.

Beweis. Beweis (iii) =) (ii). Sei fxngn eine Cauchyfolge in M , dann existiert
wegen (iii) eine Teilfolge fxnkgk � fxngn und ein x 2 M , sodass xnk ! x. Weil
xn eine Cauchyfolge ist, gilt auch xn ! x. Wir haben soeben gezeigt, dass M
vollständig ist. Angenommmen die Implikation ist falsch, also muß es ein " > 0

geben, sodass für jede endliche Menge fx1 : : : xng �M gilt

n⋃

i=1

B(xi; ") (M:

Wähle x1 2 M , dann ist B(x1; ") ( M . Also existiert ein x2 2 M n B(x1; ") und
es gilt B(x1; ") [ B(x2; ") ( M . Setzen wir diesen Prozess fort, erhalten wir die
Folge fxngn mit der Eigenschaft, dass für alle m 6= n 2 N gilt d(xn; xm) � "

M

x1
δ1

x2
δ2

x3
δ3

x4
δ4

x5
δ5

x6
δ6

x7
δ7

x8
δ8

x9
δ9

Abbildung 1. Konstruktion von fxngn.



2. KOMPAKTHEIT IN METRISCHEN RÄUMEN 15

(s Abbildung 1). Insbesondere enthält fxngn keine konvergente Teilfolge, was im
Widerspruch zu (iii) steht.

Beweis (ii) =) (iii). Sei fxngn �M fixiert. Für jedes k existieren yk;1; : : : yk;n(k) 2
M , sodass

M =

n(k)⋃

j=1

B(yk;j ; 2
�k):

Also existieren eine Teilfolge fx1;ngn � fxng und ein Index j(1), sodass

fx1;ngn � B(y1;j(1); 1=2):

Wenn wir die Konstruktion mit fx1;ng statt fxngn wiederholen, so erhalten wir die
Teilfolge fx2;ngn � fx1;ngn und einen Index j(2), sodass

fx2;ngn � B(y1;j(1); 1=2) \B(y2;j(2); 1=4):

Setzen wir diesen Prozess fort erhalten wir für jedes k eine Folge fxk;ngn mit der
Eigenschaft, dass

diam(fxk;ngn) � 2�k+1:

Für die Diagonalfolge fxm;mgm � fxngn gilt diam(fxm;mgm�p) � 2�p+1, also ist
fxm;mgm eine Cauchyfolge und nach (ii) konvergent.

Beweis (i) =) (ii). Sei fxngn eine Cauchyfolge, dann gilt limn diam clfxj : j �

ng = 0. Angenommen
⋂1
n=1 clfxj : j � ng = ;. Dann ist

M = M n
( 1⋂

n=1

clfxj : j � ng
)
=

1⋃

n=1

M n clfxj : j � ng:

Die Mengen M n clfxj : j � ng, n 2 N bilden eine offene Überdeckung von M ,
also existiert wegen (i) ein Index m, sodass

M = M n
( m⋂

n=1

clfxj : j � ng
)
= M n clfxj : j � mg;

was einen Widerspruch darstellt.
Für die Existenz eines endlichen "–Netzes, betrachte die offene Überdeckung

fB(x; ") : x 2Mg von M .

Beweis (ii) & (iii) =) (i). Sei M =
⋃

2� U
 , U
 offen. Behauptung: es existiert

ein � > 0, sodass für alle x 2M ein Index � = �(x) 2 � existiert, sodass B(x; �) �

U� . Angenommen die Behauptung ist falsch.
Dann finden wir eine Folge fxngn �M , sodass für alle n 2 N und 
 2 � gilt

B(xn; 1=n) 6� U
 :

Nach (iii) gibt es eine Teilfolge fxnkgk � fxngn und ein x0 2M , sodass xnk ! x0.
Sei � 2 � jener Index, für den U� 3 x0. Weil U� offen ist, finden wir einen Index
k0, sodass für alle k � k0 gilt

B(xnk ; 1=nk) � U� ;

was im Widerspruch zur Annahme steht.
Wegen (ii) finden wir Punkte x1; : : : ; xn so, dass M =

⋃n
j=1B(xj ; �). Daraus

folgt aufgrund der Behauptung M =
⋃n
j=1 U�(xj).

�



16 2. KOMPAKTHEIT IN METRISCHEN UND NORMIERTEN RÄUMEN

3. Kompaktheit in normierten Räumen

Jeder normierte Raum ist ein metrischer Raum mit Metrik d(x; y) = kx� yk.
Ist der (metrische) Raum (X; d) vollständig so heißt (X; k � k) Banachraum.

Behauptung 20. Eine Teilmenge eines Banachraumes ist vollständig, genau
dann wenn sie abgeschlossen ist.

Übungsaufgabe 21. Beweisen Sie Behauptung 20.

Proposition 22. Sei S eine nichtleere Menge, dann ist

`1(S) = fx : S ! R
∣∣ sup
s2S

jx(s)j <1g

ausgestattet mit der Norm kxk1 = sups2S jx(s)j ein Banachraum.

Übungsaufgabe 23. Beweisen Sie Proposition 22.

Der Banachraum `1(S) ist universell für metrische Räume in folgendem Sinne.

Satz 24 (Kuratowski Einbettung). Sei (M;d) ein metrischer Raum, dann
existiert eine Abbildung f : (M;d)! (`1(M); k � k1), sodass

kf(m)� f(m0)k1 = d(m;m0); m;m0 2M:

Eine solche Abbildung heißt Isometrie.

Beweis. Sei m0 2M fixiert. Betrachte die Abbildung f(m) = x 7! d(m;x)�

d(x;m0). �

Ein metrischer Raum (M;d) heißt separabel, genau dann wenn M eine abzähl-
bare, dichte Teilmenge enthält.

Satz 25. Ein metrischer Raum (M;d) ist separabel, genau dann wenn alle
Teilräume separabel sind.

Übungsaufgabe 26. Beweisen Sie Satz 25.

Satz 27. Der Raum `1 := `1(N) ist nicht separabel.

Beweis. Sei A = fx 2 `1 : x(i) 2 f�1g; i 2 Ng � `1. Wir wissen, A ist
überabzählbar. Angenommen B sei eine abzählbare, dichte Teilmenge von A. Für
alle x; y 2 A ist kx � yk1 2 f0; 1; 2g, also gilt für alle x 2 A, dass fy 2 B :

kx � yk � 1=2g = fxg. Dies impliziert A � B, was jedoch unmöglich ist, denn B

ist abzählbar und A ist überabzählbar. �

Satz 28. Sei X ein endlichdimensionaler normierter Raum, und k�k1, k�k2
zwei Normen auf X. Dann sind k � k1 und k � k2 äquivalent, d.h. es existiert
eine Konstante C > 0 sodass

1

C
kxk1 � kxk2 � Ckxk1; x 2 X:

Übungsaufgabe 29. Beweisen Sie Satz 28.
Hinweis: Sei fx1; : : : ; xng eine Basis für X. Betrachten Sie die Norm

k
n∑

i=1

aixik :=
n∑

i=1

jaij

und zeigen Sie dass jede andere Norm auf X äquivalent zu X ist.
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Korollar 30. Es gelten die folgenden Aussagen:
(i) Endlichdimensionale normierte Räume sind vollständig.
(ii) Endlichdimensionale Teilräume normierter Räume sind abgeschlossen.
(iii) Eine Teilmenge eines endlichdimensionalen Raumes ist kompakt genau

dann wenn Sie abgeschlossen und beschränkt ist.

Übungsaufgabe 31. Beweisen Sie Korollar 30.

Satz 32. Sei X ein Banachraum. Dann ist fx 2 X : kxk � 1g kompakt
genau dann wenn X endlichdimensional ist.

Wir beweisen Satz 32 mit dem folgenden Lemma.

Lemma 33 (Lemma von Riesz). Sei X ein Banachraum, U 6= X ein abge-
schlossener Unterraum von X und 0 < � < 1. Dann existiert ein x0 2 X mit
kx0k = 1, sodass

d(x; U) � 1� �:

Beweis. Sei y 2 X n U , dann gilt aufgrund der Abgeschlossenheit von U ,
dass d(y; U) > 0. Sei u0 2 U so, dass ky � u0k � d(y; U)=(1 � �), dann gilt für
x0 := (y � u0)=ky � u0k

d(x0; U) = inf
u2U

∥∥ y � u0
ky � u0k

� u
∥∥ =

1

ky � u0k
inf
u2U

∥∥y � u0 � ky � u0ku
∥∥

=
d(y; U)

ky � u0k
� 1� �: �

Beweis von Satz 32. Sei BX = fx 2 X : kxk � 1g kompakt, dann folgt
aus Satz 19, es existieren x1 : : : ; xn 2 BX , sodass BX =

⋃n
i=1B(xi; 1=2). Definiere

den abgeschlossenen (Behauptung 20) Unterraum U = spanfx1; : : : ; xng von X.
Angenommen U 6= X, dann folgt aus Lemma 33 es existiert ein x0 2 X mit
kx0k = 1, sodass kx0 � xik > 1=2 für alle 1 � i � n – ein Widerspruch. �

Lemma 34. Sei X ein Banachraum und K � X abgeschlossen und be-
schränkt. Dann ist K kompakt genau dann wenn für jedes " > 0 ein endlichdi-
mensionaler Teilraum Y von X existiert, sodass für alle x 2 K gilt d(x; Y ) < ".

Beweis. Sei " > 0, K � BX abgeschlossen und Y ein endlichdimensionaler
Raum, für den supx2K d(x; Y ) < "=4 gilt. Erstens stellen wir fest dassK vollständig
ist (Behauptung 20). Zweitens, für jedes x 2 K existiert ein y 2 Y sodass kx�yk <
"=4. Für diese y gilt kyk < 1 + "=4, also

sup
x2K

d(x;BY (0; 1 + "=4)) < "=4;

wobeiBY (0; 1+"=4) = fy 2 Y : kyk � 1+"=4g. Aus Satz 32 folgt dassBY (0; 1+"=4)

kompakt ist, und mit Satz 19 erhalten wir ein endliches "=4–Netz fy1; : : : ; yng von
BY (0; 1 + "=4). Wir haben bisher gezeigt

K �
n⋃

j=1

BX(yj ; "=2);

wobei fy1; : : : ; yng � BY . Mit Hilfe der Dreiecksungleichung, finden wir sofort ein
"–Netz in K, und so impliziert Satz 19 die Kompaktheit von K. �

Übungsaufgabe 35. Beweisen Sie die fehlende Implikation im Beweis von
Lemma 34.
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Satz 36 (Arzela–Ascoli für `1(S)). Sei K � `1(S). Folgende Aussagen sind
äquivalent.

(i) K ist kompakt.
(ii) K ist beschränkt, abgeschlossen, und für jedes " > 0 existiert eine endli-

che Partition fS1; : : : ; Smg von S, sodass

sup
f2K

max
1�j�m

sup
s;t2Sj

jf(s)� f(t)j � ":

Beweis. `1(S) ist nach Satz 22 vollständig, also ist K nach Behauptung 20
abgeschlossen, genau dann wenn K vollständig ist. Des Weiteren sind sowohl kom-
pakte Mengen von `1(S), als auch Mengen welche ein endliches "–Netz besitzten,
beschränkt. Somit folgt mit Satz 19, dass K kompakt ist, genau dann wenn K

abgeschlossen ist, und für jedes " > 0 ein endliches "–Netz besitzt.
Seien S1 : : : ; Sm Teilmengen von S, sodass

⋃
Sj = S. Für jedes � : f1; : : : ;mg !

f�1g definieren wir

S� =

m⋂

j=1

�(j)Sj ; wobei +Sj = Sj und �Sj = S n Sj :

Dann gilt

S� \ S�0 = ;; � 6= �0 und
⋃

�

S� = S:

Sei nun f 2 `1(S), kfk1 � 1, " > 0 und N > 2=". Wir definieren Sn = fs :

(n� 1)" < f(s) � n"g und

g :=

N∑

n=�N

n"1Sn ; wobei 1Sn(s) =

{
1 s 2 Sn;

0 s =2 Sn:

Die Mengen Sn sind paarweise disjunkt und
⋃
n Sn = S, also

kf � gk1 = sup
s2S

jf(s)� g(s)j = sup
n

sup
s2Sn

jf(s)� g(s)j � ":

Sei K � `1(S) kompakt und " > 0. Dann existiert ein "=2–Netz fg1; : : : ; gng
aus Funktionen der Form gi =

∑m
j=1 aij1Sj , wobei Sj � S, sodass

⋃m
j=1 Sj = S.

Aus fS1; : : : ; Smg erhalten wir die paarweise disjunkte Familie fS�g�. Jede der
Funktionen g1; : : : ; gn ist konstant auf jeder der Mengen S1; : : : ; Sm. Also gilt für
alle �, alle f 2 K und alle 1 � i � n, dass

sup
s;t2S�

jf(s)� f(t)j = sup
s;t2S�

jf(s)� gi(s) + gi(t)� f(t)j � 2kf � gik1:

Bilden wir das Minimum über i, folgt die Behauptung, weil fgigni=1 ein "=2–Netz
ist.

Sei K � B`1(S)(0; 1) abgeschlossen, " > 0 und S1; : : : ; Sm eine Partition von
S, sodass

sup
f2K

max
1�j�m

sup
s;t2Sj

jf(s)� f(t)j � ":

Dann gilt für den endlichdimensionalen Teilraum F = spanf1Sjg
m
j=1 von `1(S)

d(f; F ) � "; f 2 K:

Wir beenden den Beweis mit Proposition 22 und Lemma 34. �
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Proposition 37. Sei (S; d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist

C(S) = ff : S ! R
∣∣ f ist stetig und kfk1 <1g

ausgestattet mit der Norm k � k1 ein Banachraum.

Übungsaufgabe 38. Beweisen Sie Proposition 37.
Hinweis: zeigen Sie C(S) � `1(S) ist abgeschlossen.

Satz 39 (Arzela–Ascoli klassisch). Sei (S; d) ein kompakter metrischer Raum
und K � C(S). Dann sind folgende Aussagen äquivalent.

(i) K ist kompakt.
(ii) K ist beschränkt, abgeschlossen, und für jedes " > 0 existiert ein � > 0,

sodass für alle f 2 K und s; t 2 S mit d(s; t) < � gilt jf(s)� f(t)j � ".

Beweis. Beweis (ii) =) (i). Sei K � C(S) und " > 0. Wähle � > 0, so-
dass für alle f 2 K und s; t 2 S mit d(s; t) < � gilt jf(s) � f(t)j � ". Weil S
kompakt ist, besitzt die offene Überdeckung fB(s0; �) : s0 2 Sg von S eine endli-
che Teilüberdeckung fB(s1; �); : : : ; B(sm; �)g. Diese Teilüberdeckung erzeugt eine
fB(s1; �); : : : ; B(sm; �)g verfeinernde Partition fS1; : : : ; Sng von S (s. Beweis von
Satz 36), für die gilt

sup
f2K

max
1�j�n

sup
s;t2Sj

jf(s)� f(t)j � ":

Wir wenden Satz 36 an um diesen Beweisteil zu beenden.

Beweis (i) =) (ii). Sei K � C(S) kompakt. Wir zeigen zunächst: für jedes " > 0

und s0 2 S, existiert ein � > 0, sodass

sup
f2K

sup
s;t2B(s0;�)

jf(s)� f(t)j � ": (3.1)

Dazu seien " und s0 fixiert. Nach Satz 36 finden wir eine Partition S1; : : : ; Sm von
S, sodass

sup
f2K

max
1�j�m

sup
s;t2Sj

jf(s)� f(t)j � "=2:

Weil jedes f 2 K stetig ist, gilt sogar

sup
f2K

max
1�j�m

sup
s;t2clSj

jf(s)� f(t)j � "=2:

Wir definieren die nichtleere endliche Indexmenge J0 = fj : s0 2 clSjg, und sehen,
dass für T0 =

⋃
j2J0

clSj gilt

sup
f2K

sup
s;t2T0

jf(s)� f(t)j � ":

Die Menge T1 = S n
⋃
j =2J0

clSj ist offen, T1 �
⋃
j2J0

clSj und s0 2 T1. Daher
existiert ein � > 0, sodass B(s0; �) � T1, und wir erhalten (3.1).

Angenommen (ii) ist falsch. Dann existieren ein " > 0, Folgen fsngn; ftngn � S

und ffngn � K, sodass

d(sn; tn)! 0 und für alle n gilt jfn(sn)� fn(tn)j � ":
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Weil S und K kompakt sind, können wir durch Übergang zu einer geeigneten
Teilfolge (Satz 19) annehmen, die Folgen konvergieren. Also gilt sn; tn ! x, fn ! f

für ein x 2 S und f 2 K, und wir erhalten für alle n 2 N, dass

0 < " � jfn(sn)� fn(tn)j

� jfn(sn)� f(sn)j+ jf(sn)� f(x)j+ jf(x)� f(tn)j+ jf(tn)� fn(tn)j

� kfn � fk1 + jf(sn)� f(x)j+ jf(x)� f(tn)j+ kf � fnk1:

Für n!1 geht die rechte Seite gegen 0, und wir erhalten einen Widerspruch.
�



KAPITEL 3

Hauptsätze für Operatoren

Dieses Kapitel stammt aus [Wer00].

1. Der Bairesche Kategoriensatz für vollständige, metrische Räume

Satz 40 (Bairescher Kategoriensatz). Sei X ein vollständiger, metrischer
Raum, und seien fFn : n 2 Ng abgeschlossene Teilmengen von X mit X =⋃1
n=1 Fn. Dann existieren m 2 N, x 2 X und � > 0, sodass B(x; �) � Fm.

Beweis. Angenommen für jedes n 2 N, x 2 X und � > 0 gilt B(x; �) 6� Fn.
Sei x1 2 X, dann ist per Annahme B(x1; 1) n F1 nichtleer und offen. Also

existiert ein x2 2 X und ein 0 < �2 < 1=2, sodass B(x2; �2) � B(x1; 1) n F1.
Aufgrund unserer Annahme gilt, die Menge B(x2; �2) n F2 ist nichtleer und offen.
Setzen wir diesen Prozess fort, so erhalten wir eine Folge fxngn � X und �n < 1=n

(siehe Abbildung 1), sodass für alle n 2 N gilt

B(xn; �n) � B(xn�1; �n�1) und B(xn; �n)\Fn�1 = ;:

Einerseits garantiert die erste Bedingung zusammen mit der Vollständigkeit von
X, dass ein x 2 X existiert mit x 2

⋂1
n=1B(xn; �n), andererseits folgt aus der

zweiten Bedingung, dass x =2
⋃1
n=1 Fn = X. �

Übungsaufgabe 41. Zeigen Sie dass jede Hamelbasis eine unendlichdimen-
sionalen Banachraums überabzählbar sein muss.
Hinweis: Verwenden Sie den Baireschen Kategoriensatz und Satz 32.

xn−1δn−1

xn δn

Fn−1 Fn

Abbildung 1. Konstruktion von fxngn.

21
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2. Der Satz von der offenen Abbildung

Sei X ein Banachraum. Eine Menge C � X heißt �–konvex, falls für alle
beschränkten Folgen fxngn � C und für alle tn � 0 mit

∑
n tn = 1 gilt

1∑

n=1

tnxn 2 C:

Sei fengn die Standard Einheitsvektorbasis in `2 und C = cofengn die konvexe
Hülle. Dann gilt für die unendliche Konvexkombination

∑1
n=1 2

�nen =2 C, also ist
C konvex aber nicht �–konvex.

Satz 42. Sei X ein Banachraum, C � X beschränkt und �–konvex. Dann
gilt für jede offene Menge U mit U � clC sogar U � C.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass aus B(x; �) � clC folgt B(x; �) � C. Beachte,
dass B(x; �) � clC äquivalent ist zu B(0; �) � cl(C � x) (s. Übungsaufgabe 43).
Das heißt wir können annehmen x = 0.

Sei kxk < �, so existiert ein �, sodass kxk < � < �. Wir definieren y = �x=�

und stellen fest, dass weil kyk < �, so ist y 2 clC. Also existiert ein x0 2 C, sodass

ky � x0k < ��;

wobei 0 < � < 1 so, dass (1��)� = �. Also ist ky�x0� k < �, und wir wiederholen den
soeben durchgeführten Schritt. So erhalten wir ein x1 2 C mit ky�x0� � x1k < ��,
d.h. ky � x0 � �x1k < �2� (siehe Abbildung 2). Setzen wir diesen Prozess fort,
erhalten wir eine Folge fxngn � C, sodass für alle n 2 N gilt

ky �
n∑

j=0

�jxjk < �n+1�:

Weil
∑

j �
j = 1=(1� �), folgt aus der �–Konvexität

x = (1� �)y =

1∑

j=0

(1� �)�jxj 2 C: �

Übungsaufgabe 43. Zeigen Sie dass B(x; �) � clC äquivalent zu B(0; �) �

cl(C � x) ist.

0

δ

x

y

x0αδ

y−x0

α

y − x0

Abbildung 2. Weil kyk < � finden wir x0 2 C, sodassB(x0; ��) 3

y. Die Konstruktion wird wiederholt mit (y � x0)=�.
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Behauptung 44. Seien X;Y Banachräume und T 2 L(X;Y ). Die Menge
C � X sei beschränkt und �–konvex. Dann ist T (C) �–konvex.

Übungsaufgabe 45. Zeigen Sie Behauptung 44.

Seien X;Y Banachräume. Eine lineare Abbildung T : X ! Y heißt offen, falls
T (BX) offen ist.

Satz 46 (Satz von der offene Abbildung). Seien X;Y Banachräume und
T 2 L(X;Y ) surjektiv. Dann ist T offen.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass ein " > 0 existiert, sodass BY (0; ") �

T (BX) (s. Übungsaufgabe 47). Definiere Cn = clT (BX(0; n)), dann gilt weil T
surjektiv ist

⋃1
n=1 Cn = Y . Nun folgt aus dem Baireschen Kategoriensatz (Satz 40),

dass ein m 2 N, ein y0 2 Y und ein � > 0 existieren, sodass BY (y0; �) � Cm. Weil
Cm symmetrisch ist (eine Menge A ist symmetrisch, falls A = f�a : a 2 Ag), so
folgt BY (�y0; �) � Cm. Aus der Konvexität von Cm folgern wir

BY (0; �) � Cm = clT (BX(0;m)):

Weil BX �–konvex ist, folgt mit Behauptung 44 und Satz 42, dass BY (0; �) �

T (BX(0;m)), und durch Skalierung die Behauptung. �

Übungsaufgabe 47. Zeigen Sie dass T (BX) genau dann offen ist, wenn ein
" > 0 existiert, sodass BY (0; ") � T (BX).

Korollar 48 (Satz von der stetigen Inversen). Seien X;Y Banachräume
und T 2 L(X;Y ) bijektiv. Dann ist T�1 : Y ! X stetig.

Notation. T 2 L(X;Y ) heißt Isomorphismus falls T�1 2 L(Y;X).

Beweis von Korollar 48. Weil T nach Satz 46 offen ist, existiert ein � > 0,
sodass

BY (0; �) � T (BX):

D.h. für alle kykY < � gilt kT�1ykX � 1, und die Behauptung folgt mittels Skalie-
rung. �

Korollar 49. Sei X ein linearer Raum und seien k � k1 und k � k2 Normen
auf X. Falls (X; k � k1) und (X; k � k2) vollständig sind, dann existiert eine
Konstante C > 0 sodass

1

C
kxk1 � kxk2 � Ckxk1; x 2 X:

Beweis. Man betrachte die Abbildung T : (X; k � k1) ! (X; k � k2) gegeben
durch Tx = x und verwende Korollar 48. �

Notation. Sei X ein Vektorraum und seien Y; Z lineare Teilräume von X mit
X = Y +Z und Y \Z = f0g. Dann sagen wir X ist die direkte Summe von Y und
Z und wir schreiben

X = Y � Z:

Korollar 50. Sei X ein Banachraum und seien Y und Z abgeschlossene
Teilräume von X sodass X = Y + Z und Y \ Z = f0g, also X = Y � Z. Dann
ist die Abbildung T : Y � Z ! X, T (x; y) = x+ y ein Isomorphismus.

Bemerkung 51. Die Menge Y � Z (mit koordinatenweiser Addition und Sk-
alarmultiplikation) ist ein linearer Vektorraum, und ausgestattet mit der Norm
k(y; z)k = kykY + kzkZ ein Banachraum.
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Beweis von Korollar 50. T ist in L(Y �Z;X) und bijektiv, also nach Ko-
rollar 48 ein Isomorphismus. �

Notation. Sei U ein Teilraum des linearen Raumes X, dann ist die Kodimen-
sion codimU definiert als codimU = dim(X=U), wobei X=U = fx + U : x 2 Xg

wie üblich den Quotientenraum bezeichnet.

Korollar 52. Sei X ein Banachraum und sei Y ein abgeschlossener Teil-
raum von X. Falls Y endliche Dimension oder Kodimension besitzt, so exis-
tiert ein Teilraum Z von X sodass X = Y � Z.

Beweis. Sei zunächst Y endlichdimensional und fyigni=1 eine Basis für Y . Die
Abbildung L : Rn ! Y , sei definiert durch

L(ai)
n
i=1 =

n∑

i=1

aiyi:

Die lineare Abbildung L ist linear, bijektiv und stetig (s. Übungsaufgabe 53), also
nach Korollar 48 ein Isomorphismus. D.h. die Abbildung L�1 : Y ! Rn, gegeben
durch

L�1(

n∑

i=1

aiyi) = (ai)
n
i=1

ist stetig, also ist sie koordinatenweise stetig, d.h. `j : Y ! R, definiert durch

`j(

n∑

i=1

aiyi) := aj

ist stetig. Wir halten fest dass die Funktionen f`jg
n
j=1 eine Basis für Y � bilden.

Wir setzen jede der Funktionen f`jgnj=1 mit dem Satz von Hahn-Banach auf ganz
X fort, siehe Satz 8, und definieren P : X ! X durch

Px =

n∑

j=1

`j(x)yj :

Die Abbildung P ist linear, stetig, im(P ) = Y und es gilt P 2 = P , also P (Px) = Px

für alle x 2 X (s. Übungsaufgabe 53). Man kann leicht zeigen dass ker(P ) =

im(Id�P ) (s.Übungsaufgabe 53). Daher ist Z = im(Id�P ) als Kern eines stetigen
Operators abgeschlossen und somit X = Y � Z.

Sei nun X=Y endlichdimensional und fyig
n
i=1 eine Basis für X=Y . Wähle

fxig
n
i=1 so dass xi + Y = yi, 1 � i � n. Definiere den endlichdimensionalen (und

somit abgeschlossenen) Teilraum Z = spanfxig
n
i=1. Wir zeigen Y � Z = X. Sei

dazu x 2 Z, also x =
∑n

i=2 aixi dann ist x+Y =
∑n

i=1 ai(xi+Y ) =
∑n

i=1 aiyi. Ist
x nun auch in Y , dann folgt

∑n
i=1 aiyi = 0 und aus der linearen Unabhängigkeit

von fyigni=1 erhalten wir x = 0. Sei nun x 2 X, dann ist

x+ Y =

n∑

i=1

aiyi =
( n∑

i=1

aixi
)
+ Y =: z + Y;

mit z 2 Z, y := x� z 2 Y und y + z = x. �

Notation. Sei X ein Banachraum, dann heißt P 2 L(X) Projektion falls
P 2 = P .

Übungsaufgabe 53. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(a) L (definiert im Beweis von Korollar 52) ist linear, bijektiv und stetig.
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(b) Für P (definiert im Beweis von Korollar 52) gilt P 2 = P , (Id�P )2 = Id�P

und kerP = im(Id�P ).

Korollar 54. Seien X;Y Banachräume und T 2 L(X;Y ) sodass imT

endliche Kodimension besitzt. Dann ist imT abgeschlossen.

Beweis. Wir definieren N = kerT und E = imT . Die Abbildung T̂ : X=N !

E,
T̂ (x+N) = Tx:

ist wohldefiniert und linear. N ist als Kern eines stetigen Operators abgeschlossen,
und somit ist X=N ausgestattet mit der Quotientennorm kx+Nk = infn2N kx+nk

ein Banachraum. Man überzeugt sich leicht dass T̂ 2 L(X=N; Y ). Wie im Beweis
von Korollar 52 finden wir einen endlichdimensionalen Raum F � Y mit E + F =

Y und E \ F = f0g. F ist als endlichdimensionaler Raum abgeschlossen, und
somit ist Y=F ausgestattet mit der üblichen Quotientennorm ein Banachraum.
Sei ! : Y ! Y=F die Quotientenabbildung gegeben durch y 7! y + F , dann
ist ! 2 L(Y; Y=F ). Offenbar ist S := ! � T̂ 2 L(X=N; Y=F ) bijektiv, also nach
Korollar 48 ein Isomorphismus. Sei nun R : E ! X=N gegeben durch

Tx 7! x+N:

Es läßt sich leicht zeigen dass R wohldefiniert und linear ist. Weil S�1(Tx+ F ) =

x+N folgt R 2 L(E;X=N), denn

kRTxkX=N = kx+NkX=N = kS�1(Tx+ F )kX=N

� kS�1kkTx+ FkY=F � kS�1kkTxkY :

Man beachte dass R � T̂ = IdX=N und T̂ � R = IdE , d.h. E und der Banachraum
X=N sind isomorph, insbesondere ist E abgeschlossen. �

Bemerkung 55. Wir haben in Korollar 54 soeben gezeigt dass wenn ein Teil-
raum U mit endlicher Kodimension Bild eines stetigen, linearen Operators, so ist U
abgeschlossen. Dass nicht alle Teilräume mit endlicher Kodimension abgeschlossen
sein müssen zeigt folgendes Beispiel.

Sei X ein Banachraum und ` : X ! R linear. Dann gilt ` ist stetig genau
dann wenn ker ` abgeschlossen ist (s. Übungsaufgabe 56). Sei nun ` : X ! R

unbeschränkt. Dann ist ker ` nicht abgeschlossen, jedoch hat ker ` Kodimension 1

in X. Wie man ein solches ` konstruiert findet sich in Proposition 2.

Übungsaufgabe 56. Sei X ein Banachraum und ` : X ! R linear. Zeigen Sie
` ist stetig genau dann wenn ker ` abgeschlossen ist.

3. Der Satz vom abgeschlossenen Graphen

Behauptung 57. Seien (X; dX); (Y; dY ) vollständige, metrische Räume und
sei f : X ! Y stetig. Dann ist der Graph von f

graph(f) = f(x; f(x)) : x 2 Xg � X � Y

abgeschlossen in dem vollständigen metrischen Raum (X � Y; dX�Y ), wobei

dX�Y ((x1; y1); (x2; y2)) = dX(x1; x2) + dY (y1; y2):

Übungsaufgabe 58. Beweisen Sie Behauptung 57.



26 3. HAUPTSÄTZE FÜR OPERATOREN

Satz 59 (Satz vom abgeschlossen Graphen). Seien X;Y Banachräume und
T : X ! Y linear. Dann ist T stetig, genau dann wenn graph(T ) abgeschlossen
in (X�Y; k�kX�Y ) ist, wobei k(x; y)kX�Y = kxkX+kykY für alle (x; y) 2 X�Y .

Beweis. In Hinblick auf Behauptung 57 müssen wir nur zeigen, dass ein ab-
geschlossener Graph Stetigkeit impliziert. Sei der lineare Teilraum Z = graph(T )

von X � Y abgeschlossen. Also ist Z ein Banachraum. Sei die lineare Abbildung
P : Z ! X gegeben durch P (x; Tx) = x. Dann ist P bijektiv und kP (x; Tx)kX =

kxkX � k(x; Tx)kX�Y . Nach Korollar 48 ist die Inverse Q = P�1 : X ! Z gegeben
durch Qx = (x; Tx) beschränkt, also haben wir

kxkX + kTxkY = kQxkX�Y � kQkkxkX ; x 2 X;

und somit ist T stetig. �

4. Das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit

Satz 60 (Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit). Sei X ein Banachraum,
Y ein normierter Raum und � eine Indexmenge. Für jedes 
 2 � sei T
 2

L(X;Y ) mit
sup

2�

kT
xkY <1; für alle x 2 X:

Dann gilt
sup

2�

kT
 : X ! Y k <1:

Beweis. Definiere die konvexen, symmetrischen und abgeschlossenen Mengen
Cn = fx 2 X : sup
2� kT
xkY � ng, n 2 N (s. Übungsaufgabe 61). Beachte, dass

1⋃

n=1

Cn = fx 2 X : sup

2�

kT
xkY <1g = X:

Mit Hilfe des Baireschen Kategoriensatzes (Satz 40), finden wir ein m 2 N, ein
x0 2 X und ein � > 0, sodass B(x0; �) � Cm. Aufgrund der Symmetrie und
Konvexität von Cm ist B(0; �) � Cm, d.h.

sup

2�

kT
xkY � m; für alle kxk < �:

Durch Skalierung erhalten wir sup
2� kT
 : X ! Y k � m=�. �

Übungsaufgabe 61. Sei n 2 N. Zeigen Sie die Menge Cn = fx 2 X :

sup
2� kT
xkY � ng (definiert im Beweis von Satz 60) ist konvex, symmetrisch
und abgeschlossen.

5. Der Satz vom abgeschlossenen Bild

Seien X;Y normierte Räume und T 2 L(X;Y ). Dann heißt T � : Y � ! X�

definiert durch T �y� = x 7! y�(Tx), x 2 X adjungierter Operator.

Behauptung 62. T � 2 L(Y �; X�).

Übungsaufgabe 63. Zeigen Sie Behauptung 62.

Sei X ein normierter Raum und A � X, B � X�. Dann ist

A? = fx� 2 X� : x�(x) = 0 für alle x 2 Ag

B? = fx 2 X : x�(x) = 0 für alle x� 2 Bg
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Der abgeschlossene Unterraum A? heißt der Annihilator von A in X�, und der
abgeschlossene Unterraum B? der Annihilator von B in X.

Behauptung 64. Sei X ein normierter Raum und U ein abgeschlossener Un-
terraum. Dann existieren isometrische Isomorphismen

S : (X=U)� ! U?

T : X�=U? ! U�:

Notation. Manchmal schreiben wir U? = (X=U)� und U� = X�=U? und
meinen damit die Identifikation der jeweiligen Räume über die isometrischen Iso-
morphismen S und T .

Übungsaufgabe 65. Zeigen Sie Behauptung 64.
Hinweis: S(`) = ` � !, wobei ! : X ! X=U die Quotientenabbildung ist. T (x� +
U?) = x�jU .

Satz 66 (Satz vom abgeschlossenen Bild). Seien X;Y Banachräume und
T 2 L(X;Y ). Dann sind folgende Aussagen äquivalent.
(i) T (X) ist abgeschlossen.
(ii) T (X) = ker(T �)?.
(iii) T �(Y �) ist abgeschlossen.
(iv) T �(Y �) = ker(T )?.

Für den Beweis von Satz 66 benötigen wir die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 67. Seien X;Y Banachräume, T 2 L(X;Y ). Falls T (X) abgeschlos-
sen in Y ist, dann existiert eine Konstante C > 0, sodass für alle y 2 T (X)

ein x 2 X existiert, mit Tx = y und

kxkX � CkykY :

Beweis. Weil ker(T ) abgeschlossen ist, so ist X= ker(T ) ausgestattet mit der
Norm kx+ker(T )kX= ker(T ) = infy2ker(T ) kx+ ykX ein Banachraum (s. Übungsauf-
gabe 1). Sei ! : X ! X= ker(T ) die Quotientenabbildung, und sei T̂ : X= ker(T )!

T (X) gegeben durch T̂ (x + ker(T )) = Tx. Die Abbildung T̂ ist wohldefiniert, li-
near, bijektiv und stetig (s. Übungsaufgabe 1). Weil T (X) abgeschlossen ist, folgt
mit Korollar 48, dass kT̂�1 : T (X) ! X= ker(T )k < 1. Aus dieser Abschätzung
erhalten wir die behauptete Ungleichung (s. Übungsaufgabe 68). �

Übungsaufgabe 68. Führen Sie den Beweis von Lemma 68 zu Ende.

Lemma 69. Seien X;Y Banachräume und T 2 L(X;Y ). Falls eine Kon-
stante c > 0 existiert, sodass für alle y� 2 Y � gilt

cky�kY � � kT �y�kX� ;

dann ist T offen.

Beweis. Die Menge T (BX) ist �–konvex (Behauptung 44), also genügt wegen
Satz 42 zu zeigen, dass

BY (0; c) � clT (BX):

Sei dazu ky0kY < c. Angenommen y0 =2 clT (BX), dann folgt mit Satz 18 die
Existenz von y� 2 Y � und � 2 R, sodass

y�(y) � � < y�(y0); y 2 clT (BX):
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Aus dieser Ungleichung ergibt sich der Widerspruch

� < y�(y0) � ky�kY �ky0kY < cky�kY � � kT �y�kX� = sup
x2BX

y�(Tx) � �: �

Beweis von Satz 66. Beweis (i) =) (ii). Wir zeigen clT (X) = ker(T �)?. Sei
y = Tx 2 T (X), dann gilt für alle y� 2 ker(T �)

y�(y) = y�(Tx) = T �y�(x) = 0;

also y 2 ker(T �)?.
Der Unterraum U = clT (X) von Y ist abgeschlossen. Sei y 2 Y n U . Mit

Korollar 12 erhalten wir ein y� 2 Y �, mit y�(y) 6= 0 und y�jU = 0. Per Definition
von U ist y� 2 ker(T �), und weil y�(y) 6= 0 folgt y =2 ker(T �)?.

Beweis (ii) =) (i). Annihilatoren sind abgeschlossen.

Beweis (i) =) (iv). Sei y� 2 Y � und x� = T �y�, dann gilt für alle x 2 ker(T ),
dass x�(x) = y�(Tx) = 0. Folglich ist x� 2 ker(T )?, und somit T �(Y �) � ker(T )?.

Sei nun x� 2 ker(T )?. Wir definieren z� : T (X) ! R durch z�(Tx) = x�(x),
x 2 X. Die Abbildung z� ist wohldefiniert und linear. Für jedes y 2 T (X), existiert
nach Lemma 67 ein x 2 X, sodass Tx = y und kxkX � CkykY , wobei C > 0 nicht
von y abhängt. Somit ist

kz�k = supfjz�(y)j : y 2 T (X); kyk � 1g � supfjz�(Tx)j : x 2 X; kxk � Cg

= Ckx�kX� :

Sei y� die Fortsetzung von z� auf ganz Y � nach Satz 8, dann ist für alle x 2 X

x�(x) = z�(Tx) = y�(Tx) = T �y�(x);

also x� = T �y� 2 T �(Y �).

Beweis (iv) =) (iii). Annihilatoren sind abgeschlossen.

Beweis (iii) =) (i). Sei Z = clT (X) � Y und S : X ! Z, Sx = Tx, x 2 X. Für
alle y� 2 Y � und x 2 X gilt T �y�(x) = (y�jZ)(Sx) = S�(y�jZ)(x), also T �y� =

S�(y�jZ), und wir erhalten T �(Y �) � S�(Z�). Für z� 2 Z� gilt S�z� = T �y� für
alle Hahn–Banach Fortsetzungen y� 2 Y � von z�, also ist S�(Z�) � T �(Y �). Also
ist S�(Z�) = T �(Y �) abgeschlossen, und somit ist S�(Z�) ein Banachraum. Weil S
surjektiv ist, so ist S� injektiv, und es folgt mit Korollar 48, dass für eine Konstante
c > 0 gilt

kS�z�kX� � ckz�kZ� ; z� 2 Z�:

Mit Lemma 69 folgt, dass S offen, also insbesondere surjektiv ist, d.h. T (X) =

S(X) = Z = clT (X).
�
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6. Satz von Schauder

Notation. Seien X;Y normierte Räume. Eine lineare Abbildung T 2 L(X;Y )

heißt kompakt, falls clT (BX) kompakt ist. Wir schreiben K(X;Y ) für die Menge
der kompakten Operatoren von X nach Y . Falls Y = X so schreiben wir K(X)

anstelle von K(X;X).

Behauptung 70. Es gelten folgende Aussagen:
(i) T : X ! Y ist kompakt, genau dann wenn für jede beschränkte Folge fxngn �

X gilt, fTxngn besitzt eine konvergente Teilfolge.
(ii) K(X;Y ) bildet einen linearen Raum.
(iii) K(X;Y ) � L(X;Y ).
(iv) Ist Y vollständig, so ist K(X;Y ) abgeschlossen.
(v) Seien W;X; Y; Z normierte Räume und seien T 2 L(X;Y ), K 2 K(Y; Z) und

L 2 K(W;X). Dann ist TL 2 K(W;Y ) und KT 2 K(X;Z).

Übungsaufgabe 71. Zeigen Sie Behauptung 70.

Übungsaufgabe 72. Sei k 2 L2([0; 1]2) und K : L2([0; 1]) ! L2([0; 1]) gege-
ben durch

Kf(x) =

∫ 1

0

k(x; y)f(y) dy:

Zeigen Sie dass K kompakt ist.
Hinweis: Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(i) K ist wohldefiniert und kKk � kkk.
(ii) Sei kn eine Folge von Funktionen in L2([0; 1]2) mit kk�knkL2([0;1]2) ! 0, und

Kn der von kn induzierte Operator. Dann gilt kKn �Kk ! 0.
(iii) Wählen Sie eine geeignete Folge von Funktionen kn für die Sie wissen dass Kn

kompakt ist und verwenden Sie dassK(L2([0; 1]2)) abgeschlossen in L(L2([0; 1]2))

ist (Behauptung 70).

Satz 73 (Satz von Schauder). Seien X;Y Banachräume und T 2 L(X;Y ).
Dann ist T kompakt, genau dann wenn T � kompakt ist.

Beweis. Sei T kompakt, und ohne Einschränkung kTk � 1. Sei " > 0. Weil die
Menge K = clT (BX) � BY kompakt ist, existiert nach Satz 19 ein endliches "=2–
Netz fy1; : : : ; ymg � K � BY mit K �

⋃
j BY (yj ; "=2). Definieren wir die Mengen

Sj = fx 2 BX : Tx 2 BY (yj ; "=2)g, so stellen wir fest, dass
⋃
j Sj = BX . Weil für

alle y� 2 Y � und x1; x2 2 X gilt jT �y�(x1) � T �y�(x2)j � ky�kY �kTx1 � Tx2kX ,
erhalten wir aufgrund der Definition der Mengen Sj , dass

sup
y�2BY �

max
1�j�m

sup
x1;x22Sj

jT �y�(x1)� T �y�(x2)j � ":

Die Mengen fSjgj erzeugen eine verfeinernde Partition fS�g� von BX , für wel-
che die letzte Ungleichung ebenso gilt. Weil T �(BY �) � `1(BX) offensichtlich
beschränkt ist, folgt mit Satz 36 die Kompaktheit von clT �(BY �).

Sei nun T � kompakt, kTk � 1 und " > 0. Definiere die Isometrie J : X� !

`1(BX) für alle x� 2 X� durch J(x�) = x 7! x�(x), x 2 BX . Nach Voraussetzung
ist die Menge M = clT �(BY �) kompakt in X�, also ist J(M) kompakt in `1(BX)

(s. Übungsaufgabe 74). Mit Satz 36 finden wir eine Partition fS1; : : : ; Smg von BX ,
sodass für alle 1 � j � m gilt

sup
y�2BY �

sup
x1;x22Sj

jy�(Tx1)� y�(Tx2)j � "=3:
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Daraus erhalten wir mit Korollar 11, dass für alle 1 � j � m gilt diam(T (Sj)) �

"=3. Also finden wir y1; : : : ; ym mit yj 2 T (Sj), sodass
⋃
j T (Sj) �

⋃
j B(yj ; 2"=3),

und somit

clT (BX) = cl

m⋃

j=1

T (Sj) �
m⋃

j=1

B(yj ; 2"=3) �
m⋃

j=1

B(yj ; "):

Wir haben gezeigt, dass clT (BX) für jedes " > 0 ein endliches "–Netz besitzt,
schließlich folgt aus Satz 19, dass clT (BX) kompakt ist. Mit Korollar 48 folgt die
Abbildung G! S(G), x 7! Sx ist ein Isomorphismus. �

Übungsaufgabe 74. Zeigen Sie dass J(M) kompakt in `1(BX) ist (J und M
sind im Beweis von Satz 73 definiert).



KAPITEL 4

Fredholm Operatoren

Dieses Kapitel wurde [Lan93] entnommen.

1. Kompakte und Fredholm Operatoren

Seien X;Y Banachräume und T 2 L(X;Y ). T heißt Fredholm falls
(a) kerT ist endlichdimensional,
(b) imT ist abgeschlossen und besitzt endliche Kodimension.

Bemerkung 75. Aus Korollar 54 folgt sofort dass die Forderung “imT ist
abgeschlossen” redundant ist.

Satz 76. Sei X ein Banachraum und sei K 2 K(X). Dann ist Id�K

Fredholm.

Beweis von Satz 76. Sei Y := ker(Id�K) = fx 2 X : x = Kxg, dann ist Y
als Kern eines stetigen Operators abgeschlossen, und es gilt dass Id jY = KjY . Dies
bedeutet dass Id jY eine kompakte Abbildung ist, also Y kompakt ist, und Satz 32
impliziert dass Y endlichdimensional ist.

Wir zeigen nun dass im(Id�K) abgeschlossen ist. Sei T = Id�K. Wir wis-
sen bereits dass kerT endlichdimensional ist, also existiert nach Korollar 52 ein
abgeschlossenes Komplement Z zu Y := kerT , also X = Y � Z. Beachte dass
ker(T jZ) = f0g und T (Z) = T (X). Wir zeigen nun T jZ : Z ! T (Z) ist ein Iso-
morphismus. Angenommen das wäre nicht wahr, also würde eine Folge fzng � Z

existieren mit kznk = 1 und Tzn ! 0. Weil K kompakt ist, existiert eine Teil-
folge fznkg � fzng sodass Kznk ! x für ein geeignetes x 2 X, und es gilt
znk = Tznk + Kznk ! x. Weil Z abgeschlossen ist, gilt einerseits x 2 Z, weil
T stetig ist, gilt andererseits 0 = limk Tznk = Tx, also x 2 ker(T ) = Y . Weil
Y \ Z = f0g folgt x = 0, also znk ! 0, was im Widerspruch zu kznk = 1 steht.
Also ist T jZ : Z ! T (Z) tatsächlich ein Isomorphismus. Wir zeigen nun T (Z) ist
abgeschlossen (und damit T (X)). Sei nun fzng � Z so dass Tzn ! x 2 X. Dann
ist fzng � Z eine Cauchyfolge, und daher konvergent, also zn ! z 2 Z. Mit der
Stetigkeit von T und der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt x = Tz 2 T (Z).

Es bleibt noch zu zeigen dass imT endliche Kodimension besitzt. Angenommen
imT hätte unendliche Kodimension. Definiere den abgeschlossenen Teilraum X0 :=

imT von X. Nach dem Lemma von Riesz, siehe Lemma 33, existiert ein x1 2 XnX0

mit kx1k = 1 sodass d(x1; X0) � 1=2. Der Teilraum X1 := span(X0 [ fx1g) ist
abgeschlossen und X1 � X0. Nun wählen wir mit dem Lemma von Riesz ein x2 2

XnX1 mit kx2k = 1 sodass d(x2; X1) � 1=2, und wir definieren den abgeschlossenen
Teilraum X2 := span(X1 [ fx2g) � X1. Fahren wir so fort, so erhalten wir Folgen
fxng und fXng mit der Eigenschaft dass d(xn; Xk) � 1=2 für alle k < n. Also gilt
für alle k < n dass

kKxn �Kukk = kxn � Txn � xk + Txkk � 1=2;

31
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also enthält fKxng
1
n=1 keine Cauchyfolge, was im Widerspruch zur Kompaktheit

von K steht. (Die letzte Ungleichung gilt weil T (xn�xk) 2 X0 � Xk und xk 2 Xk,
also auch �Txn � xk + Txk 2 Xk.) �

Lemma 77. Seien X;Y normierte Räume und S 2 L(X;Y ) ein Isomorphis-
mus. Dann existiert ein " > 0 sodass für alle T 2 L(X;Y ) mit kS�Tk < " gilt
T ist ein Isomorphismus.

Übungsaufgabe 78. Beweisen Sie Lemma 77.
Hinweis: Betrachten Sie zunächst den Fall S = Id und die Identität (1 � q)�1 =∑1

k=0 q
k, falls jqj < 1.

Notation. Seien X;Y normierte Räume und T 2 L(X;Y ). Dann ist der Ko-
kern cokerT gegeben durch cokerT = Y=T (X). Die ganze Zahl indT = dimkerT�

dim cokerT heißt (Fredholm-)Index.

Satz 79. Seien X;Y Banachräume und S 2 L(X;Y ) Fredholm. Dann exis-
tiert ein " > 0 sodass für alle T 2 L(X;Y ) mit kS � Tk < " gilt T ist Fredholm
und indT = indS.

Beweis. Sei N = kerS und sei G abgeschlossen so dassX = N�G. Korollar 48
impliziert die Abbildung G ! S(G), x 7! Sx ist ein Isomorphismus. Für einen
geeigneten endlichdimensionalen Raum H gilt Y = S(G) �H. Die Abbildung U :

G�H ! Y gegeben durch

(x; y) 7! Sx+ y

ist linear, bijektiv und stetig, also nach Korollar 48 ein Isomorphismus. Wir be-
trachten nun V : G� Y definiert als

(x; y) 7! Tx+ y

und halten fest k(U � V )(x; y)k = kSx � Txk < �kxk � �k(x; y)k. Daher ist nach
Lemma 77 für hinreichend kleine " die Abbildung V ebenso ein Isomorphismus.
Daher muss gelten T (G) � H = Y und kerT \ G = f0g. D.h. dimkerT � dimN

und damit auch codimT (G) � dimH.
Weil T stetig ist, so ist kerT abgeschlossen, und es existiert ein endlichdimen-

sionaler (und daher abgeschlossener) Raum M sodass X = G� kerT �M . Sei Sei
x 2 G, y 2M und Tx = Ty, dann ist x� y 2 kerT , also x = y = 0. Darum ist die
Abbildung W : G�M ! T (G)� T (M), gegeben durch

(x; y) 7! Tx+ Ty

ein Isomorphismus. Daher muss gelten dimM = dimT (M) und somit

indT = dimkerT � (dimH � dimT (M))

= dimkerT + dimM � dimH

= dimkerS � dimH

= indS

�

Korollar 80. Sei X ein Banachraum und K 2 K(X). Falls Id�K injektiv
ist, dann ist Id�K ein Isomorphismus.
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Beweis. Wir definieren f : R ! L(X) durch f(t) = Id�tK. Dann gilt für
alle s; t 2 R dass kf(s) � f(t)k = js � tjkKk, also ist f stetig. Wegen Satz 76
wissen wir dass f(t) für alle t 2 R ein Fredholm Operator ist. Außerdem ist klar
dass ind f(0) = 0. Nach Satz 79 existiert für jedes t ein " > 0 sodass für alle
s mit js � tj < " gilt ind f(s) = ind f(t). Weil der Bildbereich der Abbildung
g : R ! Z, gegeben durch g(t) = ind f(t) diskret ist, erhalten wir dass g konstant
sein muss, also g(t) = g(0) für alle t 2 R. Insbesondere ist ind(Id�K) = 0. Weil
nach Voraussetzung ker(Id�K) = f0g, so ist Id�K surjektiv. Die Behauptung
folgt mit Korollar 48. �

Notation. Seien X;Y Banachräume und S; T 2 L(X;Y ). Wir sagen S ist
kongruent zu T modulo kompakte Operatoren falls S�T kompakt ist. In diesem
Fall schreiben wir

S � T modK(X;Y ):

Wir sagen T 2 L(X;Y ) ist invertierbar modulo kompakte Operatoren falls ein
S 2 L(Y;X) existiert sodass

ST � IdX modK(X) und TS � IdY modK(Y ):

Die Abbildung S heißt Inverse von T modulo kompakte Operatoren.

Satz 81. Seien X;Y Banachräume und T 2 L(X;Y ). Dann ist T Fredholm
genau dann wenn T invertierbar modulo kompakte Operatoren ist. Es ist mög-
lich diese Inverse (modulo kompakte Operatoren) so zu wählen dass ihr Bild
endliche Kodimension besitzt.

Beweis. Sei T Fredholm, dann existieren nach Korollar 52 abgeschlossene Teil-
räume G;H sodass

X = kerT �G und Y = imT �H:

Wir definieren E : G ! X durch x 7! x und P : Y = imT � H ! imT durch
y0 + y1 7! y0, wobei y0 2 imT , y1 2 H die eindeutige Darstellung des Elements
y = y0 + y1 2 Y ist. Die Abbildung T̂ : G ! imT , definiert durch x 7! Tx ist
ein Isomorphismus (Korollar 48), und so ist S : Y ! X, gegeben als S := ET̂�1P

stetig. Weil für alle y 2 imT gilt TET̂�1y = y, so folgt leicht dass

(ST )2 = ST; imST = G; und (TS)2 = TS; imTS = imT:

Also sind auch IdX �ST und IdY �TS Projektionen mit

im(IdX �ST ) = kerT und im(IdY �TS) = H:

Weil sowohl kerT als auch H endlichdimensional sind, folgt die Kompaktheit von
der Projektionen aus Satz 32 und der Beschränktheit kompakter Operatoren.

Sei nun umgekehrt S eine solche Inverse, also ist

IdX �ST 2 K(X) und IdY �TS 2 K(Y ):

Nach Satz 76 sind damit ST und TS Fredholm Operatoren, also folgt aus

kerT � kerST und imT � imTS

dass T Fredholm ist. �

Korollar 82. Seien X;Y; Z Banachräume und T 2 L(X;Y ), S 2 L(Y; Z)

Fredholm. Dann gelten folgende Aussagen.
(i) ST ist Fredholm.
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(ii) Ist K 2 K(X;Y ), dann ist T +K Fredholm und es gilt indT +K = indT .

Beweis. Sei T0 2 L(Y;X) und S0 2 L(Z; Y ) so dass

IdX �T0T = K0 2 K(X) und IdY �S0S = K̂0 2 K(X):

Dann ist R0 := T0S0 2 L(Z; Y ) und es gilt

R0ST = T0S0ST = T0(IdY �K̂0)T = T0T � T0K̂0T = IdX �K0 � T0K̂0T:

Mit Behauptung 70 folgt R0ST � IdX modK(X). Analog zeigt man STR0 �

IdY modK(Y ).
Sei nun K 2 K(X;Y ) und T0 die Inverse von T modulo kompakte Operatoren.

Wiederum wegen Behauptung 70 gilt IdX �T0(T + K) 2 K(X) und IdY �(T +

K)T0 2 K(Y ), also ist T + K Fredholm. Wir definieren f : R ! L(X;Y ) durch
f(t) = T+tK. Analog zum Beweis von Korollar 80 benutzen wir dass die Abbildung

t 7! ind f(t) = ind(T + tK)

konstant ist und verwenden dass ind f(0) = indT . �

Lemma 83. Sei V ein Vektorraum und sei W ein linearer Teilraum. Sei
f : V ! f(V ) linear, dann gilt

dim(V=W ) = dim(f(V )=f(W )) + dim(ker(f)=(ker(f) \W )):

Beweis. Wir definieren die lineare Abbildung g : V ! f(V )=f(W ) durch
x 7! f(x) + f(W ). Wir zeigen nun dass

ker(g) = ker(f) +W: (1.1)

Sei x 2 ker(g), d.h. f(x) 2 f(W ), also existiert ein y 2 W sodass f(x) = f(y).
Damit ist aber f(x�y) = 0, also x�y 2 ker(f), und x = (x�y)+y, d.h. x 2 ker(f)+

W . Ist nun x 2 ker(f) +W , dann existiert ein y 2 W sodass x = (x� y) + y und
x�y 2 ker(f). Daraus folgt g(x) = f(x)+f(W ) = f(x�y)+f(y)+f(W ) = f(W ),
d.h. x 2 ker(g). Aus (1.1) erhalten wir dass

ĝ : V=(ker(f)+W )! f(V )=f(W ); x+ker(f)+W 7! g(x) = f(x)+f(W ) (1.2)

ein Isomorphismus ist.
Nun definieren wir h : ker(f)! (ker(f) +W )=W durch x 7! x+W und sehen

dass ker(h) = ker(f) \W . Somit ist

ĥ : ker(f)=(ker(f)\W )! (ker(f)+W )=W; x+ker(f)\W 7! h(x) = x+W (1.3)

ein Isomorphismus.
Sei U das algebraische Komplement zu ker(f) +W , d.h.

U \ (ker(f) +W ) = ; und U + ker(f) +W = V:

Wir definieren i : V=W ! (V= ker(f) +W )� ((ker(f) +W )=W ) durch

x+W 7! (x�y+ker(f)+W;y+W ); wobei x� y 2 U und y 2 (ker(f) +W ):

Die Abbildung ist wohldefiniert und linear. Sei nun i(x+W ) = 0, dann gilt x�y 2
ker(f)+W und y 2W . Weil U\(ker(f)+W ) = ; ist x = y 2W und es folgt dass i
injektiv ist. Sei nun (x+ker(f)+W;y+W ) 2 (V= ker(f)+W )�((ker(f)+W )=W ).
Weil die eindeutige Darstellung x = (x� y) + y mit x� y 2 U und y 2 ker(f) +W

gilt, folgt i(x+W ) = (x� y+ker(f) +W;y+W ) = (x+ker(f) +W;y+W ), und
es folgt dass i surjektiv ist. Wir halten fest dass i ein Isomorphismus ist und es gilt

dim(V=W ) = dim(V= ker(f) +W ) + dim((ker(f) +W )=W ): (1.4)
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Die Behauptung folgt aus (1.2), (1.3) und (1.4). �

Satz 84. Seien X;Y; Z Banachräume und seien S 2 L(X;Y ), T 2 L(Y; Z)

Fredholm. Dann gilt

indTS = indT + indS:

Beweis. Nach Definition Index gelten folgenden Gleichungen:

ind(S) = dim(kerS)� dim(Y=S(X));

ind(T ) = dim(kerT )� dim(Z=T (Y ));

ind(TS) = dim(kerTS)� dim(Z=TS(X)):

(1.5)

Weil Sx = 0 impliziert TSx = 0, also ist f0g � ker(S) � ker(TS). Wir verwenden
Lemma 83 mit f : ker(TS)! ker(TS)= ker(S), x 7! x+ ker(S) und erhalten

dim(ker(TS)=f0g) = dim((ker(TS)= ker(S))=fker(S)g) + dim(ker(S)=f0g);

also

dim(ker(TS)) = dim((ker(TS)= ker(S))) + dim(ker(S)): (1.6)

Ähnlich folgt aus TS(X) � T (Y ) � Z

dim(Z=TS(X)) = dim(Z=T (Y )) + dim(T (Y )=TS(X)): (1.7)

Nun verwenden wir Lemma 83 mit f = T und W = S(X) und sehen dass

dim(Y=S(X)) = dim(T (Y )=TS(X)) + dim(ker(T )= ker(T ) \ S(X)): (1.8)

Schließlich halten wir fest dass aus f0g � ker(T ) \ S(X) � ker(T ) folgt

dim(ker(T )) = dim(ker(T )=(ker(T ) \ S(X))) + dim(ker(T ) \ S(X)): (1.9)

Wir setzen nun (1.6), (1.7), (1.8) und (1.9) in (1.6) ein und erhalten

ind(TS)� ind(T )� ind(S) = dim(ker(TS)= ker(S))� dim(ker(T ) \ S(X)):

Also müssen wir zeigen dim(ker(TS)= ker(S)) = dim(ker(T ) \ S(X)).
Dazu schreiben wir ker(TS) = ker(S)�W , für ein geeignetes endlichdimensio-

nales W . Weiter schreiben wir X = ker(TS) � U für ein geeignetes U und somit
erhalten wir

X = ker(TS)� U = ker(S)�W � U:

Es folgt

S(X) = S(W � U) = S(W )� S(U):

Wir werden zeigen dass ker(T ) \ S(X) = S(W ). Weil W � ker(TS) ist klar dass
S(W ) � ker(T ). Sei nun y = Sx für ein x 2 X sodass Ty = 0. Also ist x 2 ker(TS)

und wir können schreiben x = x1 + x2 für x1 2 ker(S), x2 2 W , und es ist y =

Sx = Sx2 2 S(W ). Weil ker(TS) = ker(S)�W wissen wir dim(ker(TS)= ker(S)) =

dim(W ) und S ist ein Isomorphismus von W nach S(W ), also

dim(ker(TS)= ker(S)) = dim(W ) = dim(S(W )) = dim(ker(T ) \ S(X)): �
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2. Der Spektralsatz für kompakte Operatoren

Sei X ein Banachraum undK 2 K(X). Falls ein � 2 R und ein x 2 X existieren
sodass

Kx = �x;

dann heißt � Eigenwert und x der zu � gehörende Eigenvektor. Ist � 6= 0, dann
sind �K und ��1K kompakt und sowohl � Id�K als auch Id���1K Fredholm
(Satz 76). Aus Behauptung 70 folgt für � 6= 0 dass ein K1 2 K(X) existiert sodass

(� Id�K)n = �n Id�K1;

und somit Fredholm ist. Aus Korollar 82 erhalten wir

ind((� Id�K)n) = ind(�n Id�K1) = ind(�n Id) = 0;

d.h. dimker(� Id�K)n = dim coker(� Id�K)n.

Satz 85. Sei X ein Banachraum, K 2 K(X) und � 6= 0. Dann ist � Id�K
entweder ein Isomorphismus, oder � ist ein Eigenwert von K.

Beweis. Der Satz ist lediglich eine Reformulierung von Korollar 80, welches
besagt dass falls ker(� Id�K) = f0g, so ist � Id�K ein Isomorphismus. �

Lemma 86. Sei X ein Banachraum, K 2 K(X) und � 6= 0 ein Eigenwert
von K. Dann existiert ein r 2 N sodass für alle n � r gilt

ker(� Id�K)n = ker(� Id�K)r:

Beweis. Es genügt das Lemma für � = 1 zu beweisen.
Wir zeigen zunächst die Existenz eines r 2 N sodass ker(Id�K)r = ker(Id�K)r+1.

Angenommen, die Aussage gilt nicht, dann existiert eine steigende Folge von Teil-
räumen

ker(Id�K) ( ker(Id�K)2 ( ker(Id�K)3 ( : : :

Für jedes n finden wir mit dem Lemma von Riesz (Lemma 33) finden wir ein xn
mit folgenden Eigenschaften:

xn 2 ker(Id�K)n; kxnk = 1; d(xn; ker(Id�K)n�1) � 1=2:

Damit gilt für alle k < n dass

kKxn �Kxkk = kxn � (Id�K)xn � xk + (Id�K)xkk � 1=2;

was der Kompaktheit von K widerspricht. Die letzte Ungleichung gilt weil xk,
(Id�K)xk, und (Id�K)xn 2 ker(Id�K)n�1.

Sei T 2 L(X;X) und sei n 2 N so dass kerTn = kerTn+1. Für alle x 2 kerTn+2

gilt dann Tx 2 kerTn+1 = kerTn, d.h. TnTx = 0, also x 2 kerTn+1. Daraus
folgt induktiv sofort dass sobald kerT r = kerT r+1 für ein r 2 N, dann gilt auch
kerT r = kerTn für alle n � r, was schließlich das Lemma beweist. �

Notation. Die kleinste Zahl r 2 N für die ker(� Id�K)r = ker(� Id�K)r+1

heißt Exponent von �.

Satz 87. Sei X ein Banachraum, K 2 K(X) und � 6= 0 ein Eigenwert von
K mit Exponent r. Dann besitzt X die Zerlegung in die direkte Summe

X = ker(� Id�K)r � im(� Id�K)r;



2. DER SPEKTRALSATZ FÜR KOMPAKTE OPERATOREN 37

wobei jeder der beiden Räume ist abgeschlossen und invariant unter K ist,
d.h.

K(ker(� Id�K)r) � ker(� Id�K)r und K(im(� Id�K)r) � im(� Id�K)r:

Ist � 6= � ein weiterer Eigenwert von K verschieden von Null und s sein
Exponent, dann gilt

ker(� Id�K)s � im(� Id�K)r:

Beweis. Wir setzen T = (� Id�K)r und wir wissen dass T Fredholm ist, also
sind kerT und imT abgeschlossen. Weil TK = KT , so ist sowohl kerT als auch
imT invariant unter K. Wir zeigen nun dass

kerT \ imT = f0g:

Sei dazu x 2 kerT \ imT . Dann schreiben wir x = Ty, wobei y 2 X. Weil Tx = 0

erhalten wir T 2y = (� Id�K)2ry = 0, d.h. y 2 kerT 2. Nach Lemma 86 ist kerT 2 =

kerT , und es folgt y 2 kerT , also x = Ty = 0. Wir halten fest

kerT � imT � X:

Von Korollar 82 wissen wir dass indT = 0, d.h.

dim(kerT ) = dim(X= imT )

Aus den letzten beiden Identitäten folgt

kerT � imT = X:

Sei nun � 6= � verschieden von Null ein Eigenwert von K und s sein Exponent.
Dann setzen wir S = (� Id�K)s und stellen fest dass ST = TS, woraus sofort folgt
dass kerT und imT invariant unter S ist. Sei nun x 2 kerS und x = y + z, wobei
y 2 kerT und z 2 imT . Dann gilt

0 = Sx = Sy + Sz;

und weil Sy 2 kerT und Sz 2 imT folgt Sy = 0. Es existieren Operatoren P und
Q sodass (s. Übungsaufgabe 88)

PS +QT = Id :

Daraus folgt y = PSy +QTy = 0, d.h. x = z 2 imT . �

Übungsaufgabe 88. Zeigen Sie die Existenz von P und Q am Ende des Be-
weises von Satz 87.
Hinweis: Definieren Sie A = � Id�K und B = � Id�K. Zeigen Sie die Existenz
von Konstanten a; b sodass aA + bB = Id und betrachten die n-te Potenz dieser
Identität für hinreichend große n.

Satz 89. Sei X ein Banachraum und K 2 K(X). Dann sind die Eigenwerte
von K sind höchstens abzählbar, und ihr einzig möglicher Häufungspunkt ist
0.

Beweis. Wir zeigen für jedes � > 0 gibt es höchstens nur endlich viele Eigen-
werte � von K mit j�j � �.

Angenommen dies wäre nicht der Fall, dann existiert eine Folge von verschiede-
nen Eigenwerten �n mit j�nj � �, und eine Folge von zugehörigen Eigenvektoren wn
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mit kwnk = 1. Wir zeigen nun die Folge von Eigenvektoren ist linear unabhängig.
Sei dazu n � 2 und

n∑

j=1

cjwj = 0:

Eine Anwendung von K ergibt
n∑

j=1

cj�jwj = 0;

und nachdem wir die letzte Gleichung durch �n dividiert und von der vorletzten
Gleichung abgezogen haben sehen wir

n�1∑

j=1

cj(1� �j=�n)wj = 0:

Induktiv erhalten wir dass fwngn linear unabhängig ist. Sei nunHn = spanfw1; : : : ; wng.
Mit dem Lemma von Riesz (Lemma 33) finden wir für jedes n � 2 ein xn 2 Hn

sodass für alle y 2 Hn�1

kxn � yk � 1=2:

Also gilt für k < n

kKxn �Kxkk = k�nxn � �kxkk = j�njkxn �
�k
�n

xkk � �=2:

was im Widerspruch zur Kompaktheit von K steht. �



KAPITEL 5

Schwache und schwach* Topologien

1. Topologische Grundlagen

Diese Sektion wurde großteils aus [Mun00] entnommen.
Eine Topologie U auf einer nichtleeren Menge X ist ein System von Teilmengen

von X, mit den folgenden Eigenschaften:

(a) ; 2 U, X 2 U,
(b) ist U; V 2 U, dann auch U \ V 2 U,
(c) für fU�g� � U ist

⋃
� U� 2 U.

Das Paar (X;U) heißt topologischer Raum, und jede Menge U 2 U heißt offen.
Eine Menge C � X heißt abgeschlossen, genau dann wenn X n C offen ist. Sei
Y � X und V = fU\Y : U 2 Ug, dann heißt V die von U erzeugte Relativtopologie
auf Y , und (Y;V) ist ein topologischer Raum. Das Innere intA einer Menge A � X

ist gegeben durch
⋃
fU � A : U offeng, der Abschluss clA durch

⋂
fC � A :

C abgeschlosseng.

Behauptung 90. Sei A Teilmenge des topologischen Raumes X. Es gelten die
folgenden Aussagen.

(i) ; und X sind abgeschlossen.
(ii) Die Vereinigung zweier abgeschlossener Menge ist abgeschlossen.
(iii) Der Durschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(iv) intA ist offen und clA ist abgeschlossen.

Übungsaufgabe 91. Zeigen Sie Behauptung 90.

Eine Folge fxngn in einem topologischen Raum X konvergiert gegen x, falls
für jede offene Umgebung U 3 x ein n0 2 N existiert, sodass xn 2 U für alle
n � n0. Ein Punkt x eines topologischen Raumes X heißt Häufungspunkt einer
Menge A � X, falls für jede offene Menge U 3 x gilt (U n fxg) \ A 6= ;.

Behauptung 92. Sei A Teilmenge eines topologischen Raumes X. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent.

(i) x 2 clA.
(ii) Für jede offene Menge U 3 x gilt U \ A 6= ;.
(iii) x 2 A oder x ist Häufungspunkt von A.

39
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Beweis. Beweis (i) =) (ii). Angenommen es existiert eine offene Menge U 3 x,
sodass U \ A = ;. Dann ist C = X n U eine abgeschlossene Menge, C � A und
x =2 C. Insbesondere ist x =2 clC, was im Widerspruch zur Annahme steht.

Beweis (ii) =) (iii). Sei x =2 A und U 3 x offen. Wir wissen U \ A 6= ;, also
muss (U n fxg) \ A 6= ;.

Beweis (iii) =) (i). Sei x ein Häufungspunkt von A. Angenommen x =2 clA.
Dann ist U = X n clA offen und x 2 U . Also muss gelten (U n fxg)\A 6= ;. Jedoch
ist U \ A = ;, per Definition von U .

�

Eine Abbildung f : (X;U) �! (Y;V) zwischen topologischen Räumen heißt
stetig, wenn für alle V 2 V gilt f�1(V ) 2 U. Äquivalent ist die Bedingung, dass
für alle in Y abgeschlossenen Mengen C � Y gilt, dass f�1(C) abgeschlossen in
X ist. Eine bijektive Abbildung f : X ! Y zwischen topologischen Räumen heißt
Homöomorphismus, falls sowohl f als auch f�1 stetig ist.

Behauptung 93. Sei f : (X;U) �! (Y;V) eine Abbildung zwischen to-
pologischen Räumen. Dann ist f stetig, genau dann wenn für alle A � X gilt
f(clA) � cl f(A).

Beweis. Sei f stetig und A � X. Dann ist

clA =
⋂
fC : C � A und C abgeschlosseng:

Weil für alle abgeschlossenen D � f(A) gilt f�1(D) � A und f�1(D) ist abge-
schlossen, so folgt

clA �
⋂
ff�1(D) : D � f(A) und D abgeschlosseng:

Daraus erhalten wir clA � f�1(cl f(A)), und eine Anwendung von f zeigt

f(clA) � f(f�1(cl f(A))) � cl f(A):

Sei nun f(clA) � cl f(A) für alle A � X und sei B � Y abgeschlossen. Dann
ist

f(cl f�1(B)) � cl f(f�1(B)) � clB = B;

und eine Anwendung von f�1 zeigt cl f�1(B) � f�1(f(cl f�1(B))) � f�1(B). �

Eine Teilmenge K eine topologischen Raumes X heißt kompakt, genau dann
wenn für jedes System von offenen Mengen fU
g
 für das K �

⋃

 U
 gilt, es

existieren endlich viele Indizes 
1; : : : ; 
n, sodass K �
⋃n
k=1 U
k .

Behauptung 94. Sei X ein kompakter topologischer Raum und A � X abge-
schlossen. Dann ist A kompakt.

Beweis. Sei A �
⋃

 U
 , U
 offen. Dann ist X = (X nA)[

⋃

 U
 , und weil X

kompakt ist, wissen wir X = (X n A) [
⋃

2� U
 für eine endliche Menge � � �,

und es folgt A �
⋃

2� U
 . �

Behauptung 95. Sei X ein kompakter topologischer Raum und A � X eine
unendliche Teilmenge. Dann besitzt A einen Häufungspunkt.
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Beweis. Angenommen A besitzt keinen Häufungspunkt, dann ist A nach Be-
hauptung 92 abgeschlossen, und wegen Behauptung 94 kompakt. Für jedes a 2 A

sei Ua 3 a offen in A, sodass Ua nur den Punkt a enthält. Dann ist
⋃
a2A Ua eine

offene Überdeckung von A, und aufgrund der Kompaktheit von A finden wir eine
endliche Teilüberdeckung

⋃n
j=1 Uaj von A. Weil jedes Uaj nur einen Punkt von A

enthält muss A endlich sein. �

Behauptung 96. Sei f : X ! Y eine stetige Abbildung zwischen topologi-
schen Räumen und K � X kompakt. Dann ist f(K) kompakt.

Beweis. Sei f(K) �
⋃

2� V
 , V
 2 V. Dann gilt

K � f�1(f(K)) �
⋃


2�

f�1(V
):

Weil f stetig und K kompakt ist, finden wir eine endliche Indexmenge � � �,
sodass K �

⋃

2� f

�1(V
), also ist

f(K) �
⋃


2�

f(f�1(V
)) �
⋃


2�

V
 : �

Seien S eine nichtleere Menge, � eine Indexmenge (X
 ;U
), 
 2 � topolo-
gische Räume und f
 : S ! (X
 ;U
), 
 2 � Abbildungen. Wir bezeichnen mit
�(S; ff
g
2�) die schwächste (= gröbste = kleinste) Topologie auf S, sodass alle
f
 stetig sind.

Ein System von Mengen fA
g
2� besitzt die endliche Durchschnittseigen-
schaft, genau dann wenn für alle endlichen Mengen � � � gilt, dass

⋂

2�A
 6= ;.

Satz 97. Sei X ein topologischer Raum, dann sind folgende Aussagen
äquivalent.

(i) X ist kompakt.
(ii) Für jedes System von abgeschlossenen Mengen fA
g
2� mit der endli-

chen Durchschnittseigenschaft gilt
⋂

2�A
 6= ;.

Beweis. Sei X kompakt und fA
g
2� ein System abgeschlossener Mengen
mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. Angenommen

⋂

2�A
 = ; dann ist

X =
⋃

2�X n A
 , und somit fX n A
 : 
 2 �g eine offene Überdeckung von

X. Also existiert eine endliche Menge � � � sodass X =
⋃

2�X n A
 und somit

ist
⋂

2�A
 = ;, was einen Widerspruch zur endlichen Durchschnittseigenschaft

darstellt.
Die Umkehrung folgt mit einem ähnlichen Argument (s. Übungsaufgabe 98).

�

Übungsaufgabe 98. Führen Sie den Beweis von Satz 97 zu Ende.

Für jedes 
 2 � sei X
 ein topologischer Raum. Dann heißt
∏


2�

X
 =
{
x : �!

⋃


2�

X


∣∣ x(
) 2 X
 für alle 
 2 �
}
:

Produktraum. Der Produktraum ist wegen des Auswahlaxioms nichtleer. Für � 2 �

bezeichnen wir mit �� :
∏


2�X
 ! X� die kanonische Koordinatenprojektion,
gegeben durch ��(x) = x(�), x 2

∏

2�X
 . Eine Menge U �

∏

2�X
 heißt offen
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in der Produkttopologie, wenn für alle x 2 U eine endliche Indexmenge � � � und
in X
 offene Mengen U
 existieren, sodass

x 2
{
y 2

∏


2�

X
 : y(
) 2 U
 für alle 
 2 �
}
� U:

Die Produkttopologie wird von den Koordinatenprojektionen erzeugt, d.h. ist ge-
geben durch �(

∏

2�X
 ; f�
 : 
 2 �g). Also ist U offen in der Produkttopologie,

genau dann wenn für jedes x 2 U eine endliche Menge � � � und in X
 offene
Mengen U
 , 
 2 � existieren, sodass

x 2
⋂


2�

��1
 (U
) � U:

Satz 99 (Satz von Tychonoff). Für jedes 
 2 � sei X
 ein kompakter topo-
logischer Raum. Dann ist X =

∏

2�X
 kompakt in der Produkttopologie.

Bevor wir den Satz 99 beweisen können, benötigen wir noch zwei Lemmata.

Lemma 100. Sei X eine nichtleere Menge und A ein System von Teilmen-
gen von X mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. Dann existiert ein
maximales System M � A von Teilmengen von X mit der endlichen Durch-
schnittseigenschaft. Die Maximalität von M versteht sich im folgenden Sinne:
Für jedes System B von Teilmengen von X mit der endlichen Durchschnitts-
eigenschaft gilt, aus B �M folgt B = M.

Beweis. Sei die bezüglich Inklusion partiell geordnete Menge A � P(P(X))

gegeben durch

A = fB : B � A und B besitzt die endliche Durchschnittseigenschaftg:

Wir zeigen nun, dass jede total geordnete Teilmenge (Kette) B von A eine obere
Schranke in A besitzt. Dazu sei B � A bezüglich Inklusion total geordnet. Wir
behaupten, dass

C =
⋃
B

eine obere Schranke für B in A ist. Also müssen wir zeigen, dass C � A ist und C die
endliche Durchschnittseigenschaft besitzt. Weil für jedes B 2 B gilt B � A, folgt
unmittelbar C � A. Sei nun fC1; : : : ; Cng � C, dann existiert für jedes 1 � i � n

ein Bi 2 B, sodass Bi 3 Ci. Weil B total geordnet ist, so sind auch die Bi total
geordnet. Wir nehmen ohne Einschränkung an, dass B1 � � � � � Bn, also gilt
fC1; : : : ; Cng � Bn. Weil Bn die endliche Durchschnittseigenschaft besitzt, gilt⋂n
i=1 Ci 6= ;.
Wir haben also gezeigt, dass jede total geordnete Teilmenge B der partiell

geordneten Menge A eine obere Schranke in A besitzt, also folgt mit dem Lemma
von Zorn 2 die Existenz eines maximalen Elements M in A. �

Lemma 101. Sei X eine nichtleere Menge und M ein System von Teilmen-
gen, das maximal bezüglich der endlichen Durchschnittseigenschaft ist. Dann
gelten folgende Aussagen.

(i) Jeder Durchschnitt von endlich vielen Elementen in M ist ein Element
in M.

(ii) Sei A � X, sodass für alle M 2M gilt M \ A 6= ;. Dann ist A 2M.
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Xγ

∏
α6=γ

Xα

M

πγ(M)

π−1γ (πγ((M))

xγUγ

π−1γ (Uγ)

Abbildung 1. Projektion von M auf X
 und inverse Projektion
von �
(M) und U
 .

Beweis. Sei M der Durchschnitt endlich vieler Elemente in M. Wir definieren
N = M [ fMg und werden zeigen, dass N die endliche Durchschnittseigenschaft
besitzt. In diesem Fall würde aus der Maximalität von M folgen, dass N = M

und M 2 M. Sei dazu F � N endlich. Falls M =2 F, dann ist F � M, und daher⋂
F 6= ;. Falls M 2 F, so ist

⋂
F = F \M , wobei F =

⋂
(F n fMg), ein endlicher

Durchschnitt von Mengen in M, also
⋂

F 6= ;.
Sei A wie oben. Wir definieren N = M [ fAg und zeigen, dass N die endliche

Durchschnittseigenschaft besitzt, woraus, wiederum aufgrund der Maximalität von
M, folgt N = M und insbesondere A 2M. Sei dazu wieder F � N, F endlich. Falls
A =2 F, so ist F �M, und daher

⋂
F 6= ;. Falls A 2 F, dann ist

⋂
F = F \A, wobei

F =
⋂
(F nfAg). Weil F nfAg �M, ist wegen (i) F 2M, und somit per Hypothese

F \ A 6= ;, also
⋂
F 6= ;. �

Beweis von Satz 99. Sei A � X ein System von abgeschlossenen Mengen
mit der endlichen Durchschnittseigenschaft. In Hinblick auf Satz 97 müssen wir
zeigen, dass

⋂
A 6= ;. Sei M � A ein bezüglich der endlichen Durchschnittseigen-

schaft maximales System von Mengen, wie in Lemma 100. Es genügt zu zeigen,
dass

⋂
M2M clM 6= ;.

Für jedes 
 2 � bezeichnen wir mit �
 : X ! X
 die kanonische Koordi-
natenprojektion x 7! x(
). Für fixiertes 
 besitzt f�
(M) : M 2 Mg � X
 die
endliche Durchschnittseigenschaft. Also existiert aufgrund der Kompaktheit von
X
 ein x
 2 X
 mit

x
 2
⋂

M2M

cl�
(M): (1.1)

Sei x 2 X definiert durch x(
) = x
 , 
 2 �. Wir zeigen nun x 2 clM , M 2M. Sei
U 3 x offen bezüglich der Produkttopologie in X, d.h. es existieren eine endliche
Menge � � �, und offene (bezüglich der Topologie in X
) Mengen U
 2 X
 , sodass

x 2
( ∏


2�n�

X


)
�
( ∏


2�

U

)
� U: (1.2)

Für M 2 M folgt aus (1.1), dass für alle 
 2 � gilt �
(M) \ U
 6= ;, also M \

��1
 (U
) 6= ; (siehe Abbildung 1). Mit Lemma 101 (ii) erhalten wir ��1
 (U
) 2 M,
also wissen wir aufgrund der endlichen Durchschnittseigenschaft von M, dass

M \
⋂


2�

��1
 (U
) 6= ;:
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Beachte, dass
⋂

2� �

�1

 (U
) =

(∏

2�n�X


)
�
(∏


2� U

)
, also ist wegen (1.2) für

alle M 2M und alle in X offenen Mengen U 3 x

M \ U 6= ;;

d.h. x 2 clM . Somit ist

; 6=
⋂

M2M

clM �
⋂

A2A

clA =
⋂

A: �

2. Der Satz von Alaoglu

Sei X ein normierter Raum. Dann heißt (X�)� Bidualraum von X und wird
mit X�� bezeichnet. Die lineare und stetige Abbildung JX : X ! X�� gegeben
durch JX(x) = (x� 7! x�(x)), x 2 X heißt kanonische Einbettung von X in seinen
Bidualraum X��. Mit Korollar 11 gilt, dass JX eine Isometrie ist, also insbesondere
injektiv. Ist JX surjektiv, so heißt X reflexiv.

Die Topologie �(X;X�) heißt schwache Topologie aufX, die Topologie �(X�; X)

(wobei wir X mit JX(X) identifizieren) heißt schwach* Topologie auf X�. Die
schwache Topologie auf X ist die schwächste Topologie, sodass alle linearen Funk-
tionale in X� stetig sind. Die schwach* Topologie auf X� ist die schwächste Topo-
logie, sodass alle linearen Funktionale in JX(X) stetig sind.

Behauptung 102. Die kanonische Einbettung JX : (BX ; �(X;X
�))! (JX(BX); �(X��; X�))

ist ein Homöomorphismus.

Übungsaufgabe 103. Zeigen Sie Behauptung 102.

Satz 104 (Satz von Alaoglu). Sei X ein Banachraum. Dann ist die norm-
abgeschlossene Einheitskugel BX� = fx� 2 X� : kx�kX� � 1g kompakt in der
schwach* Topologie �(X�; X).

Der Beweis ist eine Adaption von [Wer00].

Beweis. Für jedes x 2 X und " > 0 ist fx� 2 X� : jx�(x)j < "g offen in der
schwach* Topologie �(X�; X). Setzen wir P =

∏
BX

[�1;+1], so gilt nach Satz 99,
dass P kompakt ist in der Produkttopologie ([�1;+1] ist mit der gewöhnlichen
Normtopologie ausgestattet). Nun definieren wir die Abbildung ' : BX� ! P

durch x� 7! (x 7! x�(x)).
Wir werden zeigen, dass ' : BX� ! '(BX�) ein Homöomorphismus ist. Man

überzeugt sich leicht, dass ' injektiv ist. Sei V � P offen in der Produkttopologie,
d.h. wir können annehmen, dass eine endliche Indexmenge � � BX und offene
Mengen Vx � [�1;+1], x 2 � existieren, sodass

V = ff : BX ! [�1;+1]
∣∣ f(x) 2 Vx, x 2 �g:

Schreiben wir � = fx1; : : : ; xng und setzen Vi = Vxi für xi 2 �, so ist das Urbild
gegeben durch

'�1(V ) = fx� 2 BX� : x�(xi) 2 Vi, 1 � i � ng:

Weil '�1(V ) offen in der schwach* Topologie ist, so ist ' stetig. Sei nun U � BX�

offen in der schwach* Topologie, d.h. wir können annehmen es existieren ein x0 2 X

und eine offene Menge V � [�1;+1], sodass

U = fx� 2 BX� : x�(x0) 2 V g:
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Dann ist

'(U) = f'(x�) : x� 2 BX� und x�(x0) 2 V g = '(BX�) \ ff 2 P : f(x0) 2 V g

offen in der Relativtopologie auf '(BX�), also ist ' : BX� ! '(BX�) ein Ho-
möomorphismus. Wir zeigen nun, dass '(BX�) abgeschlossen in P ist. Sei dazu
f0 2 cl'(BX�), also gilt nach Behauptung 92 für jede in P offene Menge V 3 f0,
dass V \ '(BX�) 6= ;. Für jede Wahl von fx1; : : : ; xng � BX und offenen Mengen
Vi � [�1;+1], 1 � i � n ist

V = ff : BX ! [�1;+1]
∣∣ f(xi) 2 Vi, 1 � i � ng

offen in P . Weil V \ '(BX�) 6= ;, existiert ein x� 2 BX� , sodass x�(xi) 2 Vi,
1 � i � n. Durch geeignete Wahl von Vi erhalten wir folgende Aussage: für jedes
" > 0 und alle fx1; : : : ; xng � BX , existiert ein x� 2 BX� , sodass

jf0(xi)� x�(xi)j < " für alle 1 � i � n:

Mit dieser Aussage läßt sich leicht zeigen, dass f0 aufBX konvex ist, supx2BX
jf0(x)j �

1, f0(�x) = �f0(x) und f0(0) = 0 (s. Übungsaufgabe 105). Daraus folgt sofort,
dass auch �f0 konvex ist (d.h. f0 ist konkav), und somit gilt f0(tx + (1 � t)y) =

tf0(x) + (1 � t)f0(y) für x; y 2 BX und 1 � t � 1. Wir definieren `0 : X ! R,
x 7! kxkXf0(x=kxk) und stellen fest, dass `0(�x) = �`0(x) für alle x 2 X und
� 2 R, `0(x+ y) = `0(x) + `0(y) für alle x; y 2 BX , und schließlich, dass `0 linear
ist (s. Übungsaufgabe 105). Weiters läßt sich leicht zeigen, dass k`0kX� � 1, also
ist `0 2 BX� (s. Übungsaufgabe 105). Nun können wir ' anwenden und erhalten
für alle x 2 BX

('(`0))(x) = `0(x) = kxkf0(x=kxk) = f0(x):

Die letzte Gleichheit gilt, weil aufgrund der Linearität von f0 auf BX ist f0((1 �
kxk) � 0 + kxk x

kxk ) = f0(x).
Wir haben gezeigt, dass für alle f0 2 cl'(BX�) ein `0 2 BX� existiert, sodass

'(`0) = f0, d.h. f0 2 '(BX�). Somit ist '(BX�) abgeschlossen in P . Weil P wie
zuvor schon erwähnt nach Satz 99 kompakt ist, folgt mit den Behauptungen 94
und 96, dass BX� kompakt in der schwach* Topologie ist. �

Übungsaufgabe 105. Seien f0 und `0 wie im Beweis von Satz 104 definiert.
Zeigen Sie folgende Aussagen.
(a) f0 ist auf BX konvex, supx2BX

jf0(x)j � 1, f0(�x) = �f0(x) und f0(0) = 0.
(b) `0 ist linear und `0 2 BX� .

Korollar 106. Sei X ein Banachraum und K � X�. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent.
(i) K ist schwach* kompakt.
(ii) K ist schwach* abgeschlossen und normbeschränkt.

Beweis. Sei K schwach* kompakt. Angenommen K ( w*-clK, wobei w*-clK
bezeichnet den Abschluss von K in der schwach* Topologie. Für fixiertes x�0 2

w*-clK n K und für alle x� 2 K ist kx�0 � x�kX� > 0, also existieren " > 0 und
x 2 X, sodass jx�0(x)� x�(x)j > ". Nun gilt für die schwach* offene Menge

U = fy� 2 X� : jy�(x)j < "=2g;

dass (x�0 + U) \ (x� + U) = ;. Wir haben bisher gezeigt: für jedes x� 2 K existiert
eine schwach* offene Menge U(x�), sodass (x�0 + U(x�)) \ (x� + U(x�)) = ;. Wir
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überdecken die schwach* kompakte Menge K mit den schwach* offenen Mengen
x� + U(x�), und finden eine endliche Teilüberdeckung x�j + U(x�j ), 1 � j � n von
K. Definieren wir nun die schwach* offene Menge V =

⋂
1�j�n U(x�j ), so sehen wir

(x�0 + V ) \K �
⋃

1�j�n

(x�0 + V ) \ (x�j + U(x�j )) = ;:

D.h. x�0 =2 w*-clK, was im Widerspruch zur Annahme steht. Die Normbeschränkt-
heit folgt sofort aus dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit (Satz 60, s. Übungs-
aufgabe 107). Die Umkehrung der Aussage ist eine Konsequenz des Satzes von
Alaoglu (Satz 104) und Behauptung 94. �

Übungsaufgabe 107. SeiX ein Banachraum undK � X� schwach* kompakt.
Zeigen Sie dass K normbeschränkt ist.
Hinweis: Verwenden Sie das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit.

3. Lineare Funktionale in der schwach* Topologie

Diese Sektion ist großteils eine Anpassung des Materials über lokalkonvexe
Räume in [Wer00].

Korollar 108. Sei X ein normierter Raum, U � X� ein Unterraum und
` : U ! R linear und stetig bezüglich der Topologie �(X�; X)jU . Dann existiert
eine �(X�; X)-stetige, lineare Fortsetzung L : X� ! R von `.

Beweis. Weil ` linear und schwach* stetig ist, existieren ein " > 0 und x1; : : : ; xn 2
X, sodass

fx� 2 U : max
1�i�n

jx�(xi)j � "g � fx� 2 U : j`(x�)j � 1g:

Daraus folgt für alle x� 2 U sofort
∣∣∣`
( "

maxi jx�(xi)j
x�
)∣∣∣ � 1;

also gilt für die sublineare Abbildung p : X� ! R, x� 7! 1
" max1�i�n jx

�(xi)j, dass
j`(x�)j � p(x�), x� 2 U . Aus Satz 4 und p(�x�) = p(x�) erhalten wir die lineare
Fortsetzung L von `, sodass jL(x�)j � p(x�) = 1

" max1�i�n jx
�(xi)j, x� 2 X�. Also

ist
0 2 fx� 2 X� : max

1�i�n
jx�(xi)j � "g � fx� 2 X� : jL(x�)j � 1g;

d.h. L ist stetig bezüglich �(X�; X). �

Ähnlich wie bei dem Fortsetzungssatz Korollar 108 erhalten wir Analoga zu
den Trennungssätzen in Kapitel 1 Sektion 5. Wir formulieren nur den folgenden
Trennungssatz explizit.

Satz 109. Sei X ein normierter Raum, V � X� schwach* abgeschlossen,
konvex und sei x�0 =2 V . Dann existieren ein lineares, schwach* stetiges Funk-
tional L : X� ! R und ein � 2 R, sodass

L(v) � � < x�(x0); v 2 V:

Übungsaufgabe 110. Beweisen Sie Satz 109.
Hinweis: Analoges Vorgehen wie bei den Trennungssätzen in Kapitel 1 Sektion 5.

Lemma 111. Sei X ein Vektorraum und `; `1; : : : ; `n : X ! R linear. Dann
sind folgende Aussagen äquivalent.
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(i) ` 2 spanf`1; : : : ; `ng.
(ii)

⋂

1�i�n

ker(`i) � ker(`).

Beweis. Wir sehen sofort (i) impliziert (ii), also bleibt nur noch die Umkeh-
rung zu zeigen. Sei dazu

V = f(`i(x))1�i�n : x 2 Xg

und ' : V ! R, (`i(x))i�n 7! `(x). ' ist wegen (ii) wohldefiniert und linear. Sei
� : Rn ! R eine lineare Fortsetzung von ', für ein geeignetes � 2 Rn gegeben
durch � 7! h�; �i, � 2 Rn. Also gilt insbesondere für alle x 2 X

`(x) = '((`i(x))1�i�n) = �((`i(x))1�i�n) =
∑

1�i�n

�i`i(x): �

Lemma 112. Seien x�0; x
�
1; : : : ; x

�
n 2 X� linear, stetig, und es gelte

sup
{
jx�0(x)j : kxkX � 1, x 2

⋂

1�i�n

ker(x�i )
}
� ":

Dann existiert ein y� 2 spanfx�1; : : : ; x
�
ng, sodass kx�0 � y�kX� � ".

Beweis. Wir setzen Y =
⋂

1�i�n ker(x
�
i ), dann gilt kx�0jY kY � � ". Mit Satz 8

erhalten wir eine lineare Fortsetzung z� 2 X� mit kz�kX� � ". Weil (x�0�z�)jY = 0

folgt mit Lemma 111 x�0�z� 2 spanfx�1; : : : ; x
�
ng, also x�0�y� = z� für ein geeignetes

y� 2 spanfx�1; : : : ; x
�
ng und die Behauptung ist gezeigt. �

Lemma 113. Sei h : X� ! R linear und schwach* stetig. Dann existiert
ein x 2 X, sodass h = x. (Wieder identifizieren wir x über die kanonische
Einbettung JX als Element JXx in seinem Bidualraum X��.)

Beweis. Für fixiertes " > 0, existeren ein � > 0 und fx1; : : : ; xng � X, sodass

0 2 fx� 2 X� : max
1�i�n

jx�(xi)j � �g � fx� 2 X� : jh(x�)j � "g:

Daraus folgt sofort

sup
{
jh(x�)j : kx�kX� � 1, x� 2

⋂

1�i�n

ker(xi)
}
� ";

wobei wir x wiederum über die kanonische Einbettung JX mit JXx identifizieren.
Mit Lemma 112 erhalten wir ein x 2 X, sodass kh� xkX� � ". Weil " beliebig war
und JX(X) abgeschlossen in der Normtopologie ist (JX ist eine Isometrie), folgt
h 2 JX(X). �

4. Der Satz von Goldstine

Für Hintergrundinformationen verweisen wir auf [DS88].

Satz 114 (Satz von Goldstine). Sei X ein Banachraum. Dann ist JX(BX)

schwach* dicht in BX�� .

Beweis. Wir wissen, dassBX � BX�� . Wegen des Satzes von Alaoglu (Satz 104)
ist BX�� schwach* kompakt, also folgt mit Korollar 106, dass BX�� schwach* ab-
geschlossen ist. Also ist w*-clBX � BX�� .

Angenommen x��0 2 BX�� n w*-clBX . Weil w*-clBX� konvex ist (s. Übungs-
aufgabe 115), existiert nach Satz 109 eine lineare, schwach* stetige Abbildung
h : X�� ! R und ein � 2 R, sodass

h(x) � � < h(x��0 ) für alle x 2 BX :
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Wegen Lemma 113 existiert ein x�h 2 X�, sodass x�h = h, also

x�h(x) � � < x��0 (x�h) für alle x 2 BX :

Daraus folgt unmittelbar der Widerspruch: kx�hkX� < kx��0 kX��kx�hkX� � kx�hkX� .
�

Übungsaufgabe 115. Zeigen Sie dass w*-clBX� konvex ist.

Korollar 116. Sei X ein Banachraum, dann liegt JX(X) schwach* dicht
in X��.

Beweis. Der schwach* Abschluss von JX(X) in X�� enthält BX�� , woraus
sofort die Behauptung folgt. �

Satz 117. Ein Banachraum X ist reflexiv, genau dann wenn BX �(X;X�)

kompakt (= schwach kompakt) ist.

Beweis. Sei X reflexiv, dann ist nach Behauptung 102 die kanonische Ein-
bettung JX : (X;�(X;X�)) ! (X���(X��; X�)) ein Homöomorphismus. Dies hat
zur Folge, die schwache Topologie �(X;X�) stimmt mit der schwach* Topologie
�(X��; X�) überein. Also folgt mit dem Satz von Alaoglu (Satz 104) die Behaup-
tung.

Sei umgekehrt BX schwach kompakt. Dann ist die kanonische Einbettung JX
schwach–schwach* stetig. Dies bedeutet, dass JX : (X;�(X;X�))! (X��; �(X��; X�))

als topologische Abbildung stetig ist, also folgt mit Behauptung 96, dass JX(BX)

schwach* kompakt in X�� ist. Wegen Korollar 106 ist JX(BX) schwach* abge-
schlossen, also folgt mit dem Satz von Goldstine (Satz 114), dass JX(BX) =

w*-cl JX(BX) = BX�� . Folglich ist JX(X) = X�� (Korollar 116), d.h. X ist re-
flexiv. �

Behauptung 118. Seien X;Y Banachräume und sei T : X ! Y linear und
normstetig. Dann ist T : (X;�(X;X�))! (Y; �(Y; Y �)) stetig.

Übungsaufgabe 119. Zeigen Sie Behauptung 118.

Satz 120. Sei X ein Banachraum und C � X konvex. Dann stimmt der
Abschluss von C in der Normtopologie mit dem Abschluss von C in der schwa-
chen Topologie überein.

Übungsaufgabe 121. Beweisen Sie Satz 120.
Hinweis: Satz 18.

Korollar 122 (Mazur). Sei fxngn eine gegen x schwach konvergente Folge
im Banachraum X. Dann existiert eine Folge von Konvexkombinationen yj =∑n(j)

k=j �k xk, �k � 0,
∑n(j)

k=j �k = 1, sodass kyj � xkX ! 0.

Korollar 123. Sei X ein reflexiver Banachraum und sei Y ein abgeschlos-
sener Unterraum von X. Dann ist Y reflexiv.

Beweis. Wegen Satz 120 ist BY eine bezüglich �(X;X�) abgeschlossene Teil-
menge der �(X;X�) kompakten Menge BX (Satz 117). Mit Behauptung 94 ist BY

auch kompakt bezüglich �(X;X�). Wegen des Satzes von Hahn-Banach (Satz 8) ist
�(X;X�)jY = �(Y; Y �). �

Korollar 124. Seien X;Y Banachräume, X reflexiv und T : X ! Y

linear, stetig und surjektiv. Dann ist Y reflexiv.
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Beweis. Wegen des Satzes von der offenen Abbildung (Satz 46) existiert ein
� > 0, sodass BY (0; �) � T (BX). Wegen Satz 117 ist BX schwach kompakt, also
folgt mit den Behauptungen 118 und 96, dass T (BX) schwach kompakt ist. Die
konvexe Menge BY (0; �) ist wegen Satz 120 schwach abgeschlossen, also wegen
Behauptung 94 schwach kompakt, und mit Satz 117 ist Y reflexiv. �

Korollar 125. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann ist X�� reflexiv.

Beweis. Betrachte die kanonische Einbettung und verwende Korollar 124. �

Satz 126. Sei X ein Banachraum. Dann ist X reflexiv, genau dann wenn
X� reflexiv ist.

Beweis. Wir zeigen: falls X� reflexiv ist, so auch X. Zusammen mit Korol-
lar 125 folgt daraus der Satz.

Aus dem Satz von Alaoglu (Satz 104) folgt:BX�� ist �(X��; X�) = �(X��; X���)

kompakt. Die kanonische Einbettung JX ist eine Isometrie, daher ist JX(BX)

normabgeschlossen und konvex. Mit Satz 120 erhalten wir, dass JX(BX) eine
schwach abgeschlossene Teilmenge der schwach kompakten Menge BX�� ist. Be-
hauptung 94 impliziert, dass JX(BX) schwach kompakt ist. Wegen Behauptung 118
ist JX : (BX ; �(X;X

�)jBX)! (BX�� ; �(X��; X���)jBX��) ein Homöomorphismus.
So folgt mit Behauptung 96, dass BX schwach kompakt ist, und mit Satz 117 die
Behauptung. �

5. Der Satz von Gantmacher

Lemma 127. Sei X ein Banachraum und C � X schwach kompakt. Dann
ist C normbeschränkt.

Beweis. Sei x� 2 X� und U = fx 2 X : jx�(x)j � 1g, dann existieren
x1; : : : ; xn 2 C, sodass C �

⋃n
j=1(xj+U). Daher existiert für alle x 2 C ein xj 2 C

mit x� xj 2 U , d.h.

jx�(x)j � jx�(xj)j+ jx�(x� xj)j � 2:

Also gilt nach dem Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit (Satz 60) angewandt
auf die Familie von Operatoren fJXx : x 2 Cg, dass supx2C supx�2BX�

jx�(x)j <

1. Schließlich folgt mit Korollar 11 die Behauptung. �

Lemma 128. Sei X ein Banachraum und A � X. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent.
(i) w-clA ist schwach kompakt.
(ii) A ist beschränkt und w*-cl JX(A) � JX(X).

Übungsaufgabe 129. Beweisen Sie Lemma 128.
Hinweis: Lemma 127 und Korollar 106.

Eine lineare Abbildung T : X ! Y zwischen Banachräumen heißt schwach
kompakt, genau dann wenn w-clT (BX) schwach kompakt ist. Es sei bemerkt, dass
wir den schwachen Abschluss in Hinblick auf Satz 120 durch den Normabschluss
ersetzen können.

Behauptung 130. Eine lineare, schwach kompakte Abbildung zwischen zwei
Banachräumen ist stetig.

Übungsaufgabe 131. Zeigen Sie Behauptung 130.
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Satz 132. Seien X;Y Banachräume und T : X ! Y linear und stetig.
Dann ist T schwach kompakt, genau dann wenn T ��(X��) � JY (Y ).

Beweis. Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass kTk = 1. Wir zei-
gen zunächst T �� �(X��; X�)–�(Y ��; Y �) ist stetig. Sei dazu " > 0, y� 2 Y � und
V = fy�� 2 Y �� : jy��(y�)j < "g. Definiere x� = T �y� 2 X� und betrach-
te die schwach* offene Menge U = fx�� : jx��(x�)j < "g. Für x�� 2 U gilt
jT ��x��(y�)j = jx��(T �y�)j < ", also T ��x�� 2 V .

Sei T schwach kompakt. Mit dem Satz von Goldstine (Satz 114) folgt T ��(BX��) =

T ��(w*-cl JX(BX)). Weil T �� �(X��; X�)–�(Y ��; Y �) stetig ist, gilt wegen Behaup-
tung 93

T ��(w*-cl JX(BX)) � w*-clT ��(JX(BX)):

Für alle x 2 X und y� 2 Y gilt (T ��(JXx))(y�) = (JY (Tx))(y
�), also

(T ��JX)(BX) = (JY T )(BX) � JY (w-clT (BX)):

Insgesamt erhalten wir

T ��(BX��) � w*-cl JY (w-clT (BX)):

Weil JY ein schwach zu schwach* Homöomorphismus ist und w-clT (BX) schwach
kompakt ist, folgt mit Korollar 106, dass JY (w-clT (BX)) schwach* abgeschlossen
ist. Daher ist

T ��(BX��) � JY (w-clT (BX)) � JY (Y ):

Sei nun umgekehrt T ��(X��) � JY (Y ). Mit Behauptung 93 folgt

w-clT (BX) = J�1Y JY w-clT (BX) � J�1Y w*-cl JY T (BX):

Wir wissen bereits, dass JY T = T ��JX , also

J�1Y w*-cl JY T (BX) = J�1Y w*-clT ��JX(BX) � J�1Y w*-clT ��(BX��):

Weil T �� �(X��; X�)–�(Y ��; Y �) stetig, und BX�� nach dem Satz von Alaolgu
(Satz 104) �(X��; X�) kompakt ist, so gilt wegen Behauptung 96, dass T ��(BX��)

kompakt bezüglich �(Y ��; Y �) ist. Mit Korollar 106 folgt T ��(BX��) ist �(Y ��; Y �)
abgeschlossen, also

w-clT (BX) � J�1Y T ��(BX��):

Nach Voraussetzung ist T ��(BX��) � JY (Y ). Weil JY ein Homöomorphismus ist
folgt J�1Y T ��(BX��) ist eine �(X;X�) kompakte Menge. Also ist w-clT (BX) nach
Behauptung 94 kompakt. �

Satz 133 (Satz von Gantmacher). Seien X;Y Banachräume und T : X ! Y

linear und normstetig. Dann ist T schwach kompakt, genau dann wenn T �

schwach kompakt ist.

Beweis. Sei T schwach kompakt. Dann ist nach Satz 132 T ��(X��) � JY (Y ).
Wir zeigen T �� ist �(X��; X�)–�(Y ��; Y ���) stetig. Sei dazu y���0 2 Y ���, x�� 2 X��

und y 2 Y mit T ��x�� = JY y. Wir sehen, dass für x�0 = T �J�Y y
���
0 2 X� gilt

y���0 (T ��x��) = y���0 (JY y) = (J�Y y
���
0 )(y) = (JY y)(J

�
Y y

���
0 )

= (T ��x��)(J�Y y
���
0 ) = x��(T �J�Y y

���
0 ) = x��(x�0):

Also gilt für die �(Y ��; Y ���) offene Menge V = fy�� 2 Y �� : jy���0 (y��)j < 1g

T ���1(V ) = fx�� 2 X�� : jx��(x�0)j < 1g ist offen in �(X��; X�):

Wir haben also gezeigt: T �� ist �(X��; X�)–�(Y ��; Y ���) stetig.
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Sei nun y��� 2 Y ��� und x��� = T ���y��� = y���T ��. Dann ist y�� �(Y ��; Y ���)–
R stetig, und somit x��� �(X��; X�)–R stetig, d.h. schwach* stetig auf X��. Nach
Lemma 113 existiert ein x� 2 X�, sodass x��� = JX�x�. Wir haben gezeigt, dass
T ���(Y ���) � JX�(X�), also ist T � nach Satz 132 schwach kompakt.

Sei nun T � schwach kompakt. Nach dem soeben Gezeigten ist T �� schwach
kompakt, d.h. w-clT ��(BX��) ist schwach kompakt in Y ��. Aufgrund der Identität
JY T = T ��JX und den Behauptungen 93 und 118 folgt

JY w-clT (BX) � w-cl JY T (BX) � w-clT ��JX(BX) � w-clT ��(BX��):

Mit Behauptung 94 folgt somit, dass w-cl JY w-clT (BX) schwach kompakt ist. Nach
Satz 120 stimmt der schwache Abschluss für konvexe Mengen mit dem Normab-
schluss überein. Weil JY ein Homöomorphismus ist gilt

JY w-clT (BX) = w-cl JY w-clT (BX) ist schwach kompakt:

Behauptung 118 angewandt auf J�1Y beendet gemeinsam mit Behauptung 96 den
Beweis. �

6. Der Satz von Eberlein-Smulian

Satz 134. Für einen Banachraum X gelten folgende Aussagen.

(i) Ist X separabel, dann ist (BX� ; �(X�; X)) metrisierbar.
(ii) Ist X� separabel, dann ist (BX ; �(X;X

�)) metrisierbar.

Für mehr Hintergrund verweisen wir auf [AK06, Woj91]. Der folgende Beweis
findet sich in [Woj91].

Beweis. Beweis (i). Sei fxng1n=1 eine normdichte Teilmenge von BX . Wir defi-
nieren auf BX� die Metrik (s. Übungsaufgabe 135)

d(x�; y�) =

1∑

n=1

2�njx�(xn)� y�(xn)j:

Wir müssen zeigen: U � BX� ist offen in �(X�; X), genau dann wenn U offen
bezüglich d ist. Sei dazu " > 0, x 2 X, x�0 2 BX� fixiert und U = fx� 2 BX� :

jx�(x) � x�0(x)j < "g. Wir können ohne Einschränkung annehmen x 2 BX (durch
Anpassung von "). Sei nun n so gewählt, dass kxn�xkX � 2�n�1". Dann folgt aus

2�n�1" > d(x�0; x
�) � 2�njx�0(xn)� x�(xn)j � 2�njx�0(x)� x�(x)j � 2�n�1";

dass jx�0(x)� x�(x)j � ", also

fx� 2 BX� : d(x�0; x
�) < 2�n�1"g � U:

Dies zeigt, dass jede �(X�; X) offene Menge in BX� , auch offen bezüglich der Me-
trik d ist. Andererseits seien " > 0 und x�0 2 BX� . Wählen wir n0 so groß, dass∑1

n=n0+1 2
�n < "=4, gilt für

U = fx� 2 BX� : max
1�n�n0

jx�0(xn)� x�(xn)j < "=2g 2 �(X�; X)jBX� ;

dass U � BX�(x�0; ") \BX� .

Beweis (ii).Die kanonische Einbettung JX : (BX ; �(X;X
�))! (JX(BX); �(X��; X�))

ist ein Homöomorphismus (s. Übungsaufgabe 135) und die Behauptung folgt mit (i).
�
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Übungsaufgabe 135. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.
(1) d (definiert wie im Beweis von Satz 134) ist eine Metrik auf BX� .
(2) JX(definiert wie im Beweis von Satz 134) ist ein Homöomorphismus.

Für einen allgemeinen Banachraum X ist (BX ; �(X;X
�)) nicht metrisierbar,

allerdings stimmen nach dem Satz von Eberlein-Smulian die Konzepte schwach
kompakt und schwach folgenkompakt überein (wie in metrisierbaren Räumen).

Satz 136 (Satz von Eberlein-Smulian). Sei X ein Banachraum und A � X.
Folgende Aussagen sind äquivalent.
(i) w-clA ist schwach kompakt.
(ii) Jede Folge fangn � A besitzt eine schwach konvergente Teilfolge.

Der folgende Beweis wurde [Woj91] entnommen.

Beweis. Beweis (i) =) (ii). Sei w-clA schwach kompakt und fangn � A

eine unendliche Menge (sonst ist nichts zu zeigen). Wir definieren den Teilraum
V = cl spanfangn von X. Weil V separabel ist, existiert eine Folge (s. Übungsauf-
gabe 137) fx�ngn � X�, sodass für alle x 2 V gilt: falls x�n(x) = 0, n 2 N, so ist
x = 0.

Die relle Folge fx�1(an)gn ist beschränkt in R, also existiert eine Teilfolge
fan1(k)gk � fangn, sodass fx�1(an1(k))gk konvergiert. Angenommen wir hätten
fanj�1(k)gk schon konstruiert. Dann finden wir eine Teilfolge fanj(k)gk � fanj�1(k)gk,
sodass fx�j (anj(k))gk konvergiert. Also gilt für die Diagonalfolge fank(k)gk, dass
fx�j (ank(k))gk für alle j konvergiert. Um die Notation zu vereinfachen, bezeichnen
wir die Diagonalfolge fank(k)gk mit fankgk.

Weil w-clA schwach kompakt ist, besitzt die Menge fankgk nach Behauptung 95
einen schwachen Häufungspunkt. Sei nun y 2 X ein schwacher Häufungspunkt von
fankgk, d.h. für jedes j 2 N und jedes " > 0 gilt

fx 2 X : jx�j (x)� x�j (y)j � "g \ fankgk 6= ;:

Dies bedeutet, für jedes j 2 N existiert eine Teilfolge von fx�j (ank)gk, welche
gegen x�n(y) konvergiert. Per Konstruktion der Diagonalfolge fankgk gilt sogar
limk x

�
j (ank) = x�j (y). Weil V normabgeschlossen und konvex ist, so ist V auch

schwach abgeschlossen (Satz 120). Der Häufungspunkt y ist eindeutig bestimmt,
denn wäre x ein weiterer Häufungspunkt von fankgk, so ist für alle j 2 N limk x

�
j (ank) =

x�j (x) = x�j (y) = limk x
�
j (ank), also x

�
j (x� y) = 0 und somit x = y.

Wir müssen zeigen, limk ank = y in der schwachen Topologie, d.h. limk x
�(ank) =

x�(y) für alle x� 2 X�. Angenommen es existiert ein x� 2 X� und eine Teilfolge
fank`g` von fankgk, sodass lim` x

�(ank` ) 6= x�(y), dann besitzt fank`g` nach Be-
hauptung 95 einen schwachen Häufungspunkt x 6= y. Jedoch ist x ebenso Häufungs-
punkt von fankgk, und nach dem bisher Gezeigten muss x = y sein. Also besitzt
fangn tatsächlich eine schwach konvergente Teilfolge.

Beweis (ii) =) (i). Angenommen w-clA ist nicht schwach kompakt. Wir müssen
eine Folge fangn � A finden, welche keine schwach konvergente Teilfolge enthält.
Mit Hilfe von Lemma 128 finden wir ein x�� 2 w*-cl JX(A) n JX(X). Sei � =

d(x��; JX(X)) > 0. Wir werden nun induktiv Folgen fangn � A und fx�ngn � X�

mit kx�nkX� � 1 konstruieren, sodass
(a) x��(x�n) >

3
4� für alle n,
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(b) jx�n(aj)j <
1
4� für alle j < n,

(c) x�n(aj) >
3
4� für alle j � n.

Eine derartige Folge fangn hätte in der Tat keine schwach konvergente Teil-
folge, denn falls limk ank = a in der schwachen Topologie, dann gäbe es wegen
Korollar 122 eine Konvexkombination, sodass

∥∥
k1∑

k=k0

tkank � a
∥∥
X
<

1

4
�:

Für n > k1 folgt aus (b) sofort jx�n(
∑k1

k=k0
tkank)j <

1
4�. Aus den letzen beiden

Ungleichungen ergibt sich dann jx�n(a)j <
1
2�, für alle n > k1. Andererseits impli-

ziert (c) dass x�n(a) �
3
4� für alle n.

Weil kx��kX�� � � finden wir sicherlich ein x�1 2 X� mit kx�1kX� = 1, sodass
x��(x�1) >

3
4�. Weil x�� 2 w*-cl JX(A) existiert ein a1 2 A, sodass jx��(x�1)�x�1(a1)j

so klein ist, dass auch x�1(a1) >
3
4�.

Angenommen wir haben fajg
n
j=1 und fx�jg

n
j=1 schon konstruiert. Mit Korol-

lar 12 finden wir ein x��� 2 BX��� , sodass x���(JXaj) = 0 für alle 1 � j � n

und x���(x��) > 3
4�. Mit dem Satz von Goldstine 114 finden wir ein x�n+1 2 BX� ,

welches x��� in der schwach* Topologie auf X��� approximiert. Genauer: die in
Frage stehenden Funktionale für die Approximation sind JXaj , 1 � j � n, also gilt
x��(x�n+1) >

3
4� und jx�n+1(aj)j <

1
4� für alle 1 � j � n. Weil x�� 2 w*-cl JX(A)

finden wir ein an+1 2 A, sodass JX(an+1) das Funktional x�� auf x�1; : : : ; x�n+1 so
genau approximiert, dass auch x�n+1(an+1) >

3
4�.

�

Übungsaufgabe 137. Zeigen Sie dass in einem separablen Banachraum X

eine eine Folge fx�ngn � X� existiert, sodass für alle x 2 X gilt: falls x�n(x) = 0 für
alle n 2 N, so ist x = 0.
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