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KAPITEL 1Metrische R�aume1. Notation und Beispiele(X; d) bezeiche einen metrischen Raum mit zugrundeliegender Menge X und mitder Metrik d : X �X ! [0;1).Beispiel 1.1.Der m{dimensionale euklidische Raum (Rm; j : j). Die Metrik ist durch den euklid-ischen Abstand f�ur x = (�1; : : : ; �m), y = (�1; : : : ; �m) 2 Rm de�niert durchjx� yj := d(x; y) := � mXi=1 j�i � �ij2� 12 :Beispiel 1.2.Der Adre�{Raum (�; d) �uber N � 2 Symbolen, etwa f0; 1; : : : ; N�1g ist de�niert alsdie Menge � =Q1i=1f0; 1; : : : ; N�1g der Folgen � = �1�2 : : : mit �i 2 f0; 1; : : : ; N�1g und mit der Metrik d(�; !) := 1Xi=1 j�i � !ij(N + 1)i :Definition 1.1. Zwei Metriken d1; d2 auf X hei�en �aquivalent, wenn das Streck-ungsverh�altnis von Abst�anden, gemessen in beiden Metriken global von 0 und 1weg beschr�ankt ist: ^x6=y2X 0 < c1 � d2(x; y)d1(x; y) � c2 <1:Definition 1.2. Zwei metrische R�aume (X1; d1); (X2; d2) hei�en �aquivalent, fallseine bijektive Abbildung h : X1 ! X2 existiert, f�ur die durch d2(h(x); h(y)) eine zud1 �aquivalente Metrik auf X1 de�niert ist.Bemerkung 1.1. Auf Rm sind alle, von Normen induzierten Metriken �aquivalent.De�nieren wir auf X = (0; 1] die Metriken d1(x; y) = jx� yj und d2(x; y) = j1=x�1=yj, dann sind d1 und d2 nicht �aquivalent. F�ur X1 = [1; 2]; X2 = [0; 1]; d1 =jx� yj; d2 = 2jx� yj sind (X1; d1); (X2; d2) metrisch �aquivalente R�aume.Bemerkung 1.2. d1; d2 sind �aquivalente Metriken auf X genau dann, wenn dieidentische Abbildung 1X : X ! X die metrische �Aquivalenz zwischen den R�aumen(X; d1); (X; d2) vermittelt. Jede metrische �Aquivalenz ist ein Hom�oomorphismus.Daher sind alle \topologischen" Eigenschaften (z.B. o�en, abgeschlossen, kompakt,zusammenh�angend usw.) invariant unter metrischer �Aquivalenz. Wir werden sp�atersehen, da� ebenso die fraktale Dimension zu den \metrischen Invarianten" geh�ort.Auch der Begri� der Vollst�andigkeit ist hier zu erw�ahnen. Es seien kurz die relevan-ten De�nitionen wiederholt. 1



2 1. METRISCHE R�AUMEDefinition 1.3. Eine Folge fxng11 im metrischen Raumes (X; d) hei�tCauchy{Folge, falls �̂>0 _N>0 ^n;m>N d(xm; xn) < �:(X; d) hei�t vollst�andig , falls jede Cauchy{Folge fxng11 in (X; d) gegen ein x 2 Xkonvergiert, in Zeichen: _x2X x = limn!1xn:Satz 1.1. Der Adre�{Raum (�; d) �uber N Symbolen ist vollst�andig.Wir beweisen dazu und f�ur sp�atere Zwecke folgendesLemma 1.2. F�ur beliebige �; ! 2 � giltd(�; !) < 1(N + 1)n () ^1�i�n�i = !i:Beweis. Die Bedingung ist hinreichend:d(�; !) = 1Xi=1 j�i � !ij(N + 1)i= 1Xi=n+1 j�i � !ij(N + 1)i � N � 1(N + 1)n+1 �1 + 1N + 1 + 1(N + 1)2 + : : :�= N � 1(N + 1)n+1 11� 1=(N + 1) < 1(N + 1)n :Die Bedingung ist notwendig: Ist n�amlich f�ur 1 � i0 � n �i0 6= !i0; dann folgtd(�; !) � j�i0 � !i0j(N + 1)i0 + 1Xi=n+1 j�i � !ij(N + 1)i� 1(N + 1)i0 + 1Xi=n+1 j�i � !ij(N + 1)i � 1(N + 1)n :Auf � haben wir zwei Topologien zur Verf�ugung; einerseits die Produkttopolo-gie �1 der diskreten R�aume f0; 1; : : : ; N � 1g; andererseits die metrische Topolo-gie �2: Beide Topologien stimmen jedoch �uberein: Ist n�amlich U eine o�ene �1{Umgebung von ! = !1!2 : : : , dann umfa�t sie eine Umgebung von ! aus derBasis der Produkttopologie, also eine Menge der Form Q1n=1
n, wobei nur f�urendlich viele ni, etwa n1; : : : ; nk 
ni = f!nig gilt, f�ur alle anderen n jedoch
n = f0; 1; : : : ; N � 1g. Sei n0 =Maxfn1; : : : ; nkg: Dann ist U 0 := f� : �i = !i; 1 �i � n0; �i beliebig, sonstg � U und U 0 = f� : d(�; !) < 1=(N + 1)i0g �2{Umgebungvon !. Umgekehrt gilt f�ur 1=(N + 1)i0 � � :U�(!) := f� : d(�; !) < �g � �� : d(�; !) < 1(N + 1)i0�und dies ist nach dem vorigen Lemma eine �1{Umgebung.



1. NOTATION UND BEISPIELE 3Daraus ergibt sich nun die Behauptung von Satz 1.1, da ein kompakter metrischerRaum vollst�andig ist.Eine Teilmenge S � X des metrischen Raumes (X; d) hei�t dabei kompakt, fallsjede unendliche Folge fxn 2 Sg11 eine in S konvergente Teilfolge besitzt. In einemmetrischen Raum ist dies bekanntlich gleichbedeutend mit der Tatsache, da� jedeo�ene �Uberdeckung von S eine endliche Teil�uberdeckung enth�alt.Eine Teilmenge S � X hei�t beschr�ankt, falls_a2X _R>0 x̂2S d(a; x) � R:Eine Teilmenge S � X hei�t totalbeschr�ankt, falls�̂>0 _fy1;:::;yng�S x̂2S_i d(yi; x) � �:Anders ausgedr�uckt: zu jedem � > 0 existiert ein endliches �{Netz. Der Durchmessereiner Menge S ist de�niert alsdiam(S) := jSj := supfd(x; y) : x; y 2 Sg:Satz 1.3. Sei (X; d) ein vollst�andiger, metrischer Raum. Eine Teilmenge S � Xist genau dann kompakt, wenn S abgeschlossen und totalbeschr�ankt ist.Beweis. Sei S abgeschlossen und totalbeschr�ankt und fxig11 sei eine unendlicheFolge in S. Da S total beschr�ankt ist, gibt es eine endliche Menge von abgeschlos-senen Kugeln vom Radius 1=2, deren Vereinigung fxig11 enth�alt. Wenigstens eineKugel, etwa B1 enth�alt nach dem Schubfachprinzip unendlich viele der xi. W�ahlexN1 2 S1 := B1 \ S. S1 ist als Teilmenge einer total beschr�ankten Menge ebenfallstotal beschr�ankt. Wir k�onnen daher S1 mit endlich vielen abgeschlossenen Kugelnvom Radius 1=4 �uberdecken. Eine von diesen, etwa B2 enth�alt wieder unendlich vieleder xi. W�ahle N2 > N1 mit xN2 2 S2 := B2 \ S. So fortfahrend konstruieren wireine geschachtelte Folge S1 � S2 � � � � � SN � : : : von abgeschlossenen Teilmengenvon S mit Durchmessern � 1; 1=2; : : : ; 1=2N�1; : : : und eine Teilfolge xNi 2 Si. Dannist xNi eine Cauchyfolge und hat, da X vollst�andig ist, einen Limes fxg = \Si, derwegen der Abgeschlossenheit von S zu S geh�ort.Sei umgekehrt S kompakt, im Widerspruch zur Behauptung aber nicht totalbe-schr�ankt. Dann gibt es ein � > 0, zu dem kein endliches �{Netz existiert. Dann aberexistiert eine unendliche Folge fxig � S, soda� f�ur alle i 6= j d(xi; xj) > �. Ande-rerseits enth�alt fxig eine konvergente Teilfolge xN1 ; xN2 ; � � � ! x�S, d.h. ab einemgewissen Index gilt d(xNi ; xNj) < �, im Widerspruch zu d(xi; xj) � �.Wir werden h�au�g Abbildungen f : X ! X betrachten. Wir nennen sie Transfor-mationen auf X. Zu S � X ist das Bild von S unter der Abbildung f de�nert alsf(S) := ff(x) : x 2 Sg. f hei�t injektiv , falls verschiedene Punkte in verschiedenePunkte abgebildet werden. f hei�t surjektiv , falls f(X) = X. f hei�t bijektiv , oderumkehrbar , falls f injektiv und surjektiv ist. Die Vorw�artsiterierte von f ist de�niertdurch f 0 := 1X (identische Abbildung X ! X) und fn+1 := f � (fn). Zu x 2 Xhei�t ffn(x) : n = 0; 1; 2; : : :g der Orbit von x.



4 1. METRISCHE R�AUMESei f : X ! X eine Transformation auf dem metrischen Raum (X; d). Die Lipschitz-Konstante von f ist de�niert alsLip f := supx6=yd(f(x); f(y))d(x; y) :Falls Lip f = �, dann gilt o�enbar f�ur alle x; y 2 X d(f(x); f(y)) � �d(x; y). Lip fist die kleinste der Zahlen � mit dieser Eigenschaft. f hei�t Lipschitz-Funktion fallsLip f <1. f hei�t Kontraktion, falls Lip f < 1. Wir bemerken, da� eine Lipschitz-Funktion beschr�ankte Mengen in beschr�ankte Mengen abbildet.Von besonderer Wichtigkeit ist f�ur uns im Folgenden derSatz 1.4 (Fixpunktsatz von S. Banach). Sei f : X ! X eine Kontraktion auf demvollst�andigen metrischen Raum (X; d). Dann hat f einen eindeutig bestimmten Fix-punkt xf , d.h. f(xf) = xf und es giltx̂2X limn!1 fn(x) = xf :Beweis. In fast jedem Standardtext �uber Analysis.Definition 1.4. Eine Transformation S : X ! X hei�t �Ahnlichkeit, falls ein 0 <r <1 existiert, soda� ^x;y2X d(S(x); S(y)) = r:d(x; y):hr : Rm ! Rm hei�t Homothetie, falls hr(x) = r x. tb : Rm ! Rm hei�t Translation,falls tb(x) = x� b. w : Rm ! Rm hei�t a�ne Transformation, falls w(x) = Ax + b.Dabei ist A : Rm ! Rm linear und b 2 Rm.Satz 1.5. S : Rm ! Rm ist �Ahnlichkeit genau dann, wenn S die Zusammensetzungeiner orthogonalen Transformation g, einer Translation tb und einer Homothetie hrist: S = hr � tb � g.Beweis. Es ist klar, da� die Bedingung hinreichend ist. Um einzusehen, da�sie notwendig ist, sei S eine �Ahnlichkeit und Lip S = r 6= 0. Wir setzen g(x) =1r (S(x)� S(0)). Dann ist g eine Isometrie mit dem Fixpunkt 0. Nun ist< x; y > = 12(jxj2 + jyj2 � jx� yj2)= 12 �d(0; x)2 + d(0; y)2 � d(x; y)2�= 12 �jg(x)j2 + jg(y)j2 � jg(x)� g(y)j2� =< g(x); g(y) > :g erh�alt also innere Produkte. Sei fei : 1 � i � mg eine ON-Basis f�ur Rm. Dann istnach dem vorigen auch fg(ei) : 1 � i � mg eine ON-Basis und daherg(x) = mX1 < g(x); g(ei) > g(ei) = mX1 < x; ei > g(ei):Daher ist g linear und somit orthogonal. Es istS(x) = rg(x) + S(0) = r�g(x) + 1rS(0)� :



1. NOTATION UND BEISPIELE 5Das hei�t S = hr � t� 1rS(0) � g.Sei w : R2 ! R2 eine a�ne Transformation. Das bedeutet also: es gibta; b; c; d; e; f 2 R, soda� f�ur (x1; x2) 2 R2w(x1; x2) = (ax1 + bx2 + e; cx1 + dx2 + f)oder in Matrixschreibweisew(x) = w �x1x2� = �a bc d� �x1x2�+ �ef� = Ax+ t:Dabei sind unter der Wirkung von w (a; c); (b; d); (e; f) die Bilder von resp.(1; 0); (0; 1); (0; 0): Sind (r1; �1) und (r2; �2+�=2) die Polarkoordinaten von resp.(a; c) und (b; d), dann gilt�a bc d� = �r1 cos �1 �r2 sin �2r1 sin �1 r2 cos �2 � :Umgekehrt kann man A und t einer a�nen Transformation w(x) = Ax + t auf R2aus der Kenntnis der Bilder von 3 nicht kollinearen Punkten berechnen. Aus(x1; x2) 7�! (~x1; ~x2)(y1; y2) 7�! (~y1; ~y2)(z1; z2) 7�! (~z1; ~z2)folgen n�amlich die Gleichungen ~x1 =x1a + x2b+ e~x2 =x1c + x2d+ f~y1 =y1a+ y2b + e~y2 =y1c+ y2d+ f~z1 =z1a + z2b + e~z2 =z1c+ z2d+ f:Dies sind 6 Gleichungen f�ur die 6 Unbekannten a; b; c; d; e; f .Die Bedeutung a�ner Transformationen liegt bei unserem Thema in der Tatsache,da� sich zahlreiche Formen der Natur mit ihrer Hilfe ineinander �uberf�uhren lassen(vgl. z.B. [Th] Chapter IX, On the theory of transformations, or the comparison ofrelated forms). Zur Illustration versuche man eine a�ne Transformation zu bestim-men, die entsprechend der folgenden Skizze ann�aherungsweise das gro�e Ahornblattin das kleine �uberf�uhrt.



6 1. METRISCHE R�AUME

Abbildung 1. Aus [Ba], p.54



KAPITEL 2Fraktale Mengen, H(X)1. (H(X); h), Hausdo�{MetrikSei (X; d) ein metrischer Raum. MitH(X) bezeichnen wir die Menge der nichtleeren,kompakten Teilmengen von XH(X) = fA � X : ; 6= A kompaktg:Als nichttriviale Beispiele seien in Hinblick auf unser Thema die Cantor{Menge Cund das Sierpinski{Dreieck S erw�ahnt. Beide Mengen entstehen als Grenzwert eines�ahnlichen Iterationsprozesses:Sei A � R eine Vereinigung von Intervallen endlicher L�ange. Aus jedem dieser Inter-valle entfernen wir das o�ene mittlere Drittel. Der Rest besteht also aus disjunktenDritteln des urspr�unglichen Intervalles. Die Vereinigung der so entstehenden Inter-valle bezeichnen wir mit c(A). Sei etwa A0 = [0; 1]. Dann ist c(A0) = [0; 1=3][[2=3; 1].Weiters gilt o�enbar A0 � A1 := c(A0) � A2 := c(A1) � : : : :Die Cantormenge ist de�niert als C = T1i=0Ai.Ein zweidimensionales Analogon ergibt sich folgenderma�en: Zun�achst bemerkenwir, da� jedes Dreieck Vereinigung von vier zu diesem Dreieck �ahnlichen Dreieckenhalber Seitenl�ange ist. Nicht wahr? Ist eine Menge A Vereinigung von abgeschlos-senen Dreiecken und entfernen wir aus jedem dieser Dreiecke das o�ene mittlereDreieck, so entsteht wieder eine Menge, die Vereinigung abgeschlossener Dreieckeist. Wir bezeichnen sie mit s(A). Sei A0 ein abgeschlossenes Dreieck, etwa mit denEckpunkten (0; 0); (1; 0); (0; 1). Dann gilt o�enbarA0 � A1 := s(A0) � A2 := s(A1) � : : : :Das Sierpinski-Dreieck ist de�niert als S = T1i=0Ai.O�enbar gilt 0 2 C und (0; 0) 2 S und beide Mengen sind als Durchschnitt einer ab-nehmenden Folge abgeschlossener, beschr�ankter Mengen kompakt, somit C 2 H(R)und S 2 H(R2). Beim Sierpinski-Dreieck sind diese Mengen sogar zusammenh�an-gend, soda� nach einem Satz der allgemeinen Topologie auch S zusammenh�angendist. C hingegen ist total unzusammenh�angend, d.h. die Zusammenhangskomponenteeines jeden Punktes ist einpunktig. F�ur die Punkte von C gibt es eine arithmetischeCharakterisierung. 7



8 2. FRAKTALE MENGEN, (H(X); h)Satz 1.1. Die Cantor{Menge C besteht aus allen Punkten x 2 [0; 1], deren triadi-sche Entwicklung ohne Verwendung von 1 m�oglich ist.C = (x 2 [0; 1] : x = 1Xi xi3i ; xi 2 f0; 2g)Beweis. Ein Querstrich �uber einem xi bedeutet im Folgenden die periodischeFortsetzung, etwa 0; 02 = 0; 0222 : : : . Falls xo 2 [0; 1] eine triadische Darstellungxo = 0; x1x2x3 : : : hat mit xi 2 f0; 2g, dann gibt es 2 M�oglichkeiten: ist x1 = 0,dann gilt 0 = 0; 00 � � � � xo � 0; 02 = 1=3; alsoxo 2 [0; 1=3]:Ist x1 = 2, dann gilt2=3 = 0; 2 � xo � 0; 2 = 1; alsoxo 2 [2=3; 1];also xo 2 c([0; 1]): In beiden F�allen gibt es wieder 2 M�oglichkeiten. Ist xo 2 [0; 1=3]und x2 = 0, dann gilt0 = 0; 0 � xo � 0; 002 = 1=9; alsoxo 2 [0; 1=9]:Ist xo 2 [2=3; 1] und x2 = 2, dann gilt2=9 = 0; 02 � xo � 0; 02 = 1=3; alsoxo 2 [2=9; 1=3];also xo 2 c(c([0; 1])). So fortfahrend erhalten wir xo 2 C = T1i=0Ai.Sei umgekehrt xo 2 C = T1i=0Ai. Wegen xo 2 A0 = [0; 1], erhalten wir eine triadischeDarstellung xo = 0; x1x2 : : : mit xi 2 f0; 1; 2g. Wegen xo 2 A1 = [0; 1=3] [ [2=3; 1]m�ussen, b.z.w. k�onnen wir x1 = 0 oder x1 = 2 w�ahlen. Zur Beachtung: f�ur xo = 2=3gibt es 2 triadische Darstellungen, n�amlich xo = 0; 2 = 0; 12. In analoger Weisem�ussen, b.z.w. k�onnen wir wegenxo 2 A2 = [0; 1=9] [ [2=9; 1=3] [ [6=9; 7=9] [ [8=9; 1]x2 = 0 oder x2 = 2 w�ahlen. Durch Induktion ergibt sich xo 2 fx 2 [0; 1] : x =P1i xi3i ; xi 2 f0; 2gg.Im Folgenden sei (X; d) ein vollst�andiger metrischer Raum. Wir werden nun durchEinf�uhrung einer geeigneten Metrik auch H(X) zu einem vollst�andigen metrischenRaum machen.Zu x 2 X und B 2 H(X) de�nieren den Abstand des Punktes x zur Menge B durchd(x;B) :=Minfd(x; b) : b 2 Bg:Wir bemerken, da� dieses Minimum existiert, da bei festem x die Abbildung dx :X 7! [0;1), de�niert durch dx(b) := d(x; b), stetig und B kompakt ist.Zu A;B 2 H(X) de�nieren wird(A;B) :=Maxfd(a; B) : a 2 Ag =Maxa2AMinb2Bd(a; b):Wir bemerken wieder, da� wegen der Stetigkeit von d in beiden Argumenten undwegen der Kompaktheit von A;B a0 2 A und b0 2 B existieren, f�ur die d(A;B) =d(a0; b0) gilt. d ist keine Metrik, da i.a. d(A;B) 6= d(B;A).F�ur �; � 2 R sei � _ � :=Maxf�; �g und � ^ � :=Minf�; �g.



1. (H(X); h), HAUSDOFF{METRIK 9Satz 1.2. Zu A;B 2 H(X) ist durchh(A;B) := d(A;B) _ d(B;A)eine Metrik auf H(X) de�niert, der sogenannte Hausdo�-Abstand zwischen A undB. Dadurch wird (H(X); h) zu einem metrischen Raum.Beweis. Seien A;B;C 2 H(X). O�enbar gilt h(A;A) = d(A;A) _ d(A;A) =Maxfd(a; A) : a 2 Ag = 0. Weiters ist h(A;B) = d(a0; b0) < 1, somit 0 �h(A;B) < 1. Ist A 6= B, dann existiert a 2 A; a =2 B. Somit gilt h(A;B) �d(A;B) � d(a; B) > 0. Zum Beweis der Dreiecksungleichung zeigen wir zun�achstd(A;B) � d(A;C) + d(C;B): f�ur beliebiges a 2 A und c 2 C giltd(a; B) =Minfd(a; b) : b 2 Bg �Minfd(a; c) + d(c; b) : b 2 Bg= d(a; c) +Minfd(c; b) : b 2 Bg: )d(a; B) �Minfd(a; c) : c 2 Cg+Maxc2CMinb2Bd(c; b)= d(a; C) + d(C;B) � d(A;C) + d(C;B):Daraus folgt d(A;B) � d(A;C) + d(C;B). Analog d(B;A) � d(B;C) + d(C;A),somit h(A;B) = d(A;B) _ d(B;A) � (d(A;C) _ d(C;A)) + (d(B;C) _ d(C;B))= h(A;C) + h(C;B):
Eine geometrische Interpretation des Hausdor�{Abstandes ergibt sich aus folgendemLemma 1.3. F�ur A;B 2 H(X) und � > 0 gilt(1) h(A;B) � � () 8>><>>: A � B� := [b2BB(b; �)B � A� := [a2AB(a; �):(2) h(A;B) = inff� : A � B�; B � A�gHierbei ist B(a; �) = fx : d(a; x) � �g. A� hei�t �{Parallelmenge von A.Beweis. Wir zeigen d(A;B) � � () A � B�.Sei dazu d(A;B) � �, also Maxfd(a; B) : a 2 Ag � �. Dann gilt f�ur allea 2 A d(a; B) � �, d.h. Va2A Wb2B d(a; b) � �, also A � [b2BB(b; �).Sei umgekehrt A � [b2BB(b; �). Dann gilt f�ur alle a 2 Ad(a; B) � �, somitd(A;B) =Maxa2Afd(a; B)g � �.Analog sieht man d(B;A) � � () B � A�.(2) folgt unmittelbar aus (1).



10 2. FRAKTALE MENGEN, (H(X); h)2. Vollst�andigkeit von (H(X); h)Lemma 2.1. (Erweiterung von Cauchy{Folgen) Sei fAn : n = 1; 2; : : :g eineCauchy{Folge in (H(X); h). Sei weiter fnjg11 eine Folge in N mit 0 < n1 < n2 <: : : . Sei fanjg1j=1 Cauchy{Folge von Punkten anj 2 Anj . Dann existiert eine Cauchy{Folge f~an 2 Ang mit ~anj = anj (j = 1; 2; : : : ).Beweis. Wir de�nieren die Folge f~ang induktiv. j = 1: f�urn 2 f1; 2; : : : ; n1g w�ahlen wir ~an 2 An so, da� d(an1; An) = d(an1; ~an). O�enbar giltdann ~an1 = an1 . Diese Wahl ist m�oglich wegen der Kompaktheit der An. Zum Schrittj ! j + 1 w�ahlen wir f�ur n 2 fnj + 1; : : : ; nj+1g ~an 2 An so, da� d(anj+1 ; An) =d(anj+1; ~an). Somit gilt f�ur n = 1; 2; : : : : ~an 2 An und f�ur j = 1; 2; : : : : ~anj = anj .Wir zeigen nun, da� f~ang11 eine Cauchy{Folge ist. Sei dazu � > 0. Da sowohl fanjgals auch fAng Cauchy{Folgen sind, gilt_N1 ^nk;nj�N1 d(ank ; anj ) � �=3 und _N2 ^m;n�N2 h(Am; An) � �=3:Sei N = N1 _N2. Dann gilt f�ur m;n � Nd(~am; ~an) � d(~am; anj ) + d(anj ; ank) + d(ank ; ~an);wobei m 2 fnj�1 + 1; nj�1 + 2; : : : ; njg; n 2 fnk�1 + 1; nk�1 + 2; : : : ; nkg. m;nliegen dabei in bestimmten, durch n1 < n2 < : : : de�nierten Abschnitten von N.Nun ist h(Am; Anj) � �=3 und h(Ank ; An) � �=3 und somit d(~am; anj ) � �=3 undd(ank ; ~an) � �=3, also d(~am; ~an) � � f�ur alle m;n > N .Satz 2.2. Der Raum (H(X); h) ist vollst�andig. Falls fAn 2 H(X)g11Cauchy{Folge ist, dann existiert limn!1An, geh�ort zu H(X) undA := �a 2 X : a = limn!1an; an 2 An	 = limn!1An:Beweis. Sei fAng Cauchy{Folge in H(X) und A wie oben de�niert. Wir zeigen1. A 6= ;2. A ist abgeschlossen und daher vollst�andig (da X vollst�andig ist).3. Zu � > 0 existiert ein N , soda� f�ur n � N A � (An)�.4. A ist totalbeschr�ankt, somit (wegen (2) und 1 1.3 ) kompakt.5. limn!1An = A.zu (1):Wir zeigen die Existenz einer Cauchy{Folge fai 2 Aig in X. Nach Voraussetzungexistiert eine Folge positiver Zahlen N1 < N2 < : : : mit^m;n�Ni h(Am; An) < 12i :Wir w�ahlen xN1 2 AN1 . Da h(AN1 ; AN2) < 1=2, gibt es ein xN2 2 AN2 mitd(xN1 ; xN2) < 1=2. Die induktive Konstruktion sei durchgef�uhrt bis k. Es gibt alsoxNi 2 ANi f�ur i = 1; 2; : : : ; k mit d(xNi�1 ; xNi) < 1=2i�1. Nun ist wegen der Wahlder Nk h(ANk ; ANk+1) < 1=2k und xNk 2 ANk . Es existiert also xNk+1 2 Ak+1 mitd(xNk ; xNk+1) < 1=2k. Wir erhalten daher eine unendliche Folge fxNi 2 ANig mit



2. VOLLST�ANDIGKEIT VON (H(X); h) 11d(xNi; xNi+1) < 1=2i. Dies ist eine Cauchy{Folge in X: zu � > 0 w�ahlen wir N� sogro�, da� P1i=N� 1=2i < �. Dann gilt f�ur n > m � N�d(xNm ; xNn) � d(xNm ; xNm+1) + d(xNm+1 ; xNm+2) + � � �+ d(xNn�1 ; xNn)< 1Xi=N� 1=2i < �:Nach dem Erweiterungslemma 2.1 existiert eine Cauchy{Folge fai 2 Aig mit aNi =xNi . Diese Folge hat einen Limes, der de�nitionsgem�a� in A liegt, also gilt A 6= ;.zu (2):Sei a = limi!1 ai mit ai 2 A. Wir zeigen a 2 A. Zu jedem ai existiert nachDe�nition von A eine Folge fxin 2 Ang1n=1 mit ai = limn!1 xin. Weiters �nden wireine wachsende Folge nat�urlicher Zahlen fNig11 mit d(aNi; a) < 1=i und zu jedemNi ein mi mit d(xNimi ; aNi) � 1=i. Setzen wir ymi := xNimi, dann ist ymi 2 Ami undd(ymi; a) � 2=i. Somit gilt a = limi!1 yni. Nach Lemma 2.1 kann fymig erweitertwerden zu einer Cauchy{Folge fzi 2 Aig mit lim zi = a, somit gilt a 2 A.zu (3):Sei � > 0. Dann existiert N , soda� f�ur m;n � N h(Am; An) � �. W�ahlen wir nunn � N . Dann gilt f�ur alle m � n Am � (An)�. Wir zeigen nun A � (An)�. Seidazu a 2 A. Dann existiert eine Folge fam 2 Amg mit limm!1 am = a. Nun istam 2 Am � (An)� . (An)� ist abgeschlossen (Beweis?) und daher gilt auch limam =a 2 (An)�.zu (4):Nehmen wir im Widerspruch zur Behauptung an, A sei nicht totalbeschr�ankt. Danngibt es zu einem gewissen � > 0 kein endliches �{Netz. Daher existiert eine Folgefxig11 , soda� f�ur alle i 6= j d(xi; xj) � � (�). Dies f�uhrt zu folgendem Widerspruch:nach (3) gilt f�ur hinreichend gro�e n A � (An)�=3. Zu jedem xi existiert also ein yi 2An mit d(xi; yi) � �=3. Da An kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge fynig �fyig. Die Punkte dieser Teilfolge liegen letzten Endes beliebig nahe beisammen. Esgilt also schlie�lich d(ynj ; yni) < �=3. Dann aber folgtd(xni; xnj ) � d(xni; yni) + d(yni; ynj) + d(ynj ; xnj) < �=3 + �=3 + �=3im Widerspruch zu (�). A ist somit totalbeschr�ankt, nach (2) abgeschlossen unddaher, nach 1 Satz 1.3, kompakt.zu (5):Nach (1) und (4) gilt jedenfalls A 2 H(X). Wegen (3) und Lemma 1.3 gen�ugt es zuzeigen �̂>0 _N n̂�N An � A�:Jedenfalls folgt aus der Tatsache, da� fAng Cauchy{Folge ist_N0 ^r;s�N0 Ar � (As)�=2; insbes. An � (AN1)�=2 f�ur n;N1 > N0:_N1>N0 ^r;s�N1 Ar � (As)�=4 insbes. AN1 � (AN2)�=4 f�ur N2 > N1:



12 2. FRAKTALE MENGEN, (H(X); h)_N2>N1 ^r;s�N2 Ar � (As)�=8 insbes. AN2 � (AN3)�=8 f�ur N3 > N2:: : : u.s.w.Wir zeigen nun, da� f�ur n � N0 An � A�. Jedenfalls existiert zu y 2 An ein xN1 2AN1 mit d(y; xN1) � �=2. Weiter existiert zu xN1 ein xN2 2 AN2 mit d(xN1 ; xN2) ��=4. So fortfahrend erhalten wir zu xNj�1 ein xNj 2 ANj mit d(xNj�1 ; xNj ) � �2j .Daraus folgt d(y; xNj) � d(y; xN1) + d(xN1; xN2) � � �+ d(xNj�1 ; xNj )� ��12 + 14 + � � �+ 12j� < �:fxNjg ist o�enbar Cauchy{Folge, hat somit nach dem Erweiterungslemma 2.1 einenGrenzwert x 2 A. Somit gilt auch d(y; x) � �, d.h. y 2 A�.Wir werden sp�ater nicht nur Vollst�andigkeit von X verlangen, sondern auch die Exi-stenz einer in X dicht liegenden abz�ahlbaren Teilmenge. X hei�t dann ein polnischerRaum. Insbesondere ist jeder metrische Raum, dessen beschr�ankte Teilmengen re-lativ kompakt sind, ein polnischer Raum (Wieso?). Jeder ��kompakte metrischeRaum ist z.B. polnisch.Satz 2.3 (Auswahlsatz, W. Blaschke). Sei X ein metrischer Raum, dessen be-schr�ankte Teilmengen relativ kompakt sind. Sei F eine unendliche Familie von nicht-leeren kompakten Teilmengen von X, die alle in einem beschr�ankten Teil von Xliegen. Dann enth�alt F eine aus verschiedenen Mengen bestehende Folge, die gegeneine nichtleere kompakte Teilmenge von X konvergiert.Beweis. Wegen Satz 2.2 gen�ugt es zu zeigen, da� F eine aus verschiedenenMengen bestehende Cauchy{Folge enth�alt.Sei dazu E1 = fE1;i : i 2 Ng eine aus verschiedenen Mengen bestehende Folge in F .Nach der Voraussetzung �uber X k�onnen wir o.B.d.A. annehmen, da� die Elementevon E1 enthalten sind in einer kompakten Menge B � X. Wir w�ahlen eine endliche�Uberlagerung von B mit Kugeln vom Durchmesser h�ochstens 1=2. Dann tri�t jedeMenge E1;i eine Teilmenge dieser Kugeln. Es gibt nur endlich viele solche Teimengen.Nach dem Schubfachprinzip existiert eine gewisse Teilmenge B2 dieser Kugeln, dievon unendlich vielen E1;i getro�en wird. Sei E2 = fE2;i : i 2 Ng diese Teilfolge von E1und F2 = [B2. Die Konstruktion sei durchgef�uhrt bis k� 1. Dann �nden wir analogzu einer endlichen �Uberlagerung von B mit Kugeln vom Durchmesser h�ochstens 1=keine Teilfolge Ek � Ek�1 und eine gewisse Teilmenge Bk dieser Kugeln, die von allenEk;i 2 Ek getro�en wird. Sei Fk = [Bk.Wir erhalten also eine ineinander geschachtelte Folge von TeilfolgenE1 � E2 � � � � � Ek = fEk;ig � : : :soda� f�ur alle i bei beliebigem k gilt (wieso?):Ek;i � Fk � (Ek;i)1=k:



2. VOLLST�ANDIGKEIT VON (H(X); h) 13Daraus folgt h(Ek;i; Fk) � 1=k und h(Ek;i; Ek;j) � 2=k. Setzen wir Ek := Ek;k, dannfolgt h(Ek; El) � 2minfk; lg :fEkg ist also eine Cauchy{Folge in B.Anmerkung: W. Blaschke hat seinen Auswahlsatz urspr�unglich f�ur konvexe K�orperbewiesen (vgl. [Bl]). Die S�atze 2.2 und 2.3 sind Verallgemeinerungen auf H(X).Wir nennen eine Mengenfolge fAng10 aufsteigend b.z.w. abnehmend , falls giltA0 � A1 � A2 � : : : b.z.w.A0 � A1 � A2 � : : : :Man �uberlege sich folgendesLemma 2.4. Jede abnehmende Folge fAn 2 H(X)g10 ist Cauchyfolge. Falls Xdie Voraussetzungen des Auswahlsatzes von Blaschke erf�ullt, dann ist auch jedegleichm�a�ig beschr�ankte aufsteigende Folge fAn 2 H(X)g10 Cauchyfolge.Beweis. �Ubung.



14 2. FRAKTALE MENGEN, (H(X); h)3. Iterierte Funktionensysteme in H(X)Von jetzt an nehmen wir den metrischen Raum (X; d) als vollst�andig an.Lemma 3.1. Sei w : X ! X eine kontrahierende Abbildung mit dem Kontrakti-onsfaktor (KF) s. Die durch w(B) = fw(x) : x 2 Bg f�ur B 2 H(X) de�nierteAbbildung w : H(X)!H(X) ist eine Kontraktion auf (H(X); h) mit KF s.Beweis. w : X ! X ist als kontrahierende Abbildung stetig. Das stetige Bildeiner kompakten Menge ist kompakt, somit w(B) 2 H(X). Seien nun B;C 2 H(X).Dann gilt d(w(B); w(C)) �MaxfMinfd(w(b); w(c)) : c 2 Cg : b 2 Bg�MaxfMinfs d(b; c) : c 2 Cg : b 2 Bg = s d(B;C):In analoger Weise sieht man d(w(C); w(B)) � s d(C;B). Daraus folgth(w(B); w(C)) = d(w(B); w(C)) _ d(w(C); w(B))� s (d(B;C) _ d(C;B) = s h(B;C):Lemma 3.2. F�ur beliebige A;B;C;D 2 H(X) gilth(A [B;C [D) � h(A;C) _ h(B;D)Beweis. �Ubung.Lemma 3.3. Sei fwn : n = 1; 2; : : : ; Ng eine endliche Menge kontrahierender Ab-bildungen auf (H(X); h) mit Kontraktionsfaktoren 0 � sn < 1. Zu B 2 H(X)de�nieren wir W (B) := w1(B) [ w2(B) [ � � � [ wN(B) = N[n=1wn(B):Dann ist W : H(X) ! H(X) eine Kontraktionsabbildung auf (H(X); h) mit Kont-raktionsfaktor 0 � LipW � s =Maxfsn : n = 1; 2; : : : ; Ng.Beweis. Wir zeigen die G�ultigkeit der Behauptung f�ur N = 2. Die Weiterf�uh-rung mit Induktion liegt auf der Hand. Seien also B;C 2 H(X). Dann gilt nachdem vorigen Lemmah(W (B);W (C)) = h(w1(B) [ w2(B); w1(C) [ w2(C))� h(w1(B); w1(C)) _ h(w2(B); w2(C))� s1 h(B;C) _ s2 h(B;C) = s h(B;C):W (B) = Swi(B) ist eine \Collage" der wi(B), wir sprechen daher von einer Collage-Abbildung.



3. ITERIERTE FUNKTIONENSYSTEME 15Definition 3.1. Ein iteriertes Funktionensystem (IFS) besteht aus einem vollst�an-digen metrischen Raum (X; d) zusammen mit einer endlichen Menge von Abbildun-gen wn : X ! X. Sind die wn : X ! X Kontraktionen (mit Kontraktions-faktoren (KF) sn), dann spricht man von einem hyperbolischen IFS. Sein KF istde�niert durch s =Maxfsn : n = 1; : : : ; Ng. Wir schreiben f�ur das IFS fX;wn; n =1; : : : ; Ng oder kurz fX;wng.Wir fassen das bisherige zusammen und erhalten wegen der Vollst�andigkeit vonH(X) Satz 2.2 und aus dem Fixpunktsatz von Banach (1 Satz 1.4) den folgendenSatz 3.4. Sei fX;wn; n = 1; : : : ; Ng ein IFS mit KF s. Dann gilt: die AbbildungW : H(X) ! H(X), de�niert durch W (B) = SN1 wn(B) ist kontrahierend auf demvollst�andigen metrischen Raum (H(X); h) mit KF s, d.h.^B;C2H(X) h(W (B);W (C)) � s h(B;C):F�ur den eindeutig bestimmten Fixpunkt A 2 H(X) gilt bei beliebigem B 2 H(X)A = W (A) = N[n=1wn(A) = limn!1W n(B):A hei�t der Attraktor des IFS fX;wn; n = 1; : : : ; Ng . Wenn er eine \besondere"Struktur hat, werden wir ihn als seltsam oder als deterministisches Fraktal bezeich-nen.Beispiel 3.1.Auf dem metrischen Raum (R; j:j) betrachten wir das IFS fR;w1; w2g mit denkontrahierenden Abbildungen w1(x) = x=2 und w2(x) = x=2 + 1=2. O�enbar ists1 = s2 = s = 1=2. Wir bemerken da� f�ur A = [0; 1] gilt: A 2 H(R),W (A) = w1(A) [ w2(A) = [0; 1=2] [ [1=2; 1] = A:A ist also Fixpunkt von W , somit der Attraktor des IFS. Wir k�onnen diesen aberauch durch Iteration von W bei beliebigem Startwert gewinnen: Sei etwa B0 = f0g.Dann ist B1 :=W (B0) = f0; 1=2g �B2 :=W (B1) = f0; 1=4; 1=2; 3=4g �B3 :=W (B2) = f0; 1=8; 1=4; 3=8; 1=2; 5=8; 3=4; 7=8g � � � � � [Bi:SBi ist die Menge der dyadisch rationalen Zahlen. A ist der Limes der Bi im Sinneder Hausdor�-Metrik. Zu SBi kommen also noch s�amtliche H�aufungspunkte hinzu.Somit gilt A = [0; 1].Beispiel 3.2.Auf dem metrischen Raum (R; j:j) betrachten wir das IFS fR;w1; w2g mit denkontrahierenden Abbildungen w1(x) = x=3 und w2(x) = x=3 + 2=3. O�enbar ist



16 2. FRAKTALE MENGEN, (H(X); h)s1 = s2 = s = 1=3. Wir starten mit B0 = [0; 1] und erhaltenB1 :=W (B0) = w1(B0) [ w2(B0) = [0; 1=3] [ [2=3; 3=3]B2 :=W (B1) = w1(B1) [ w2(B1)=[0; 1=9] [ [2=9; 3=9] [ [6=9; 7=9] [ [8=9; 9=9]: : :Bn =W (Bn�1):Bn ensteht dabei aus Bn�1 durch Weglassen des mittleren o�enen Drittels eines jedenkonstituierenden Intervalles von Bn�1. Nach 1 Satz 1.1 ist der Grenzwert die Cantor-Menge C. Dabei verwenden wir folgende Tatsache (Beweis?): Eine abnehmende FolgefBn 2 H(X)g B0 � B1 � B2 � � � � � Bn � : : :ist Cauchy-Folge in (H(X); h) und konvergiert gegen TBn. Somit ist C der \seltsa-me" Attraktor des obigen IFS.Mit Hilfe von 1 Satz 1.1 k�onnen wir dies auch direkt einsehen: Setzen wir n�amlichunter Zuhilfenahme der triadischen EntwicklungA1 = fx 2 C : x = 0; 0x2x3 : : : ; xi 2 f0; 2ggA2 = fx 2 C : x = 0; 2x2x3 : : : ; xi 2 f0; 2gg;dann gilt o�enbar C = A1 [ A2 und A1 \ A2 = ;. Weiters ist w1(C) = A1 undw2(C) = A2 und somit C = w1(C) [ w2(C) =W (C):C ist also Fixpunkt von W und au�erdem kompakt, somit Attraktor des IFS.Es sei in diesem Zusammenhang angemerkt, da� nicht jede, nichtleere und unter Winvariante Teilmege Y (d.h. W (Y ) = Y ) Attraktor eines IFS sein kann. Oft ist Xinvariant, aber sicher nicht immer Attraktor, wie im vorigen Beispiel X = R zeigt.Beispiel 3.3.Betrachten wir das IFS fR;w1(x) � 0; w2(x) � 23x + 13g mit StartmengeB0 = f0g : Dann istB1 = f0; 1=3g = f0; x1gB2 = f0; x1; 1=3 + 2=9g = f0; x1; x2gB3 = f0; x1; x2; 1=3 + 2=9 + 4=27g = f0; x1; x2; x3g : : : :Daraus sieht man Bn = f0; x1; : : : ; xng, wobeixn = 13 + 29 + 427 + � � �+ 2n�13n= 13  1 + 23 + �23�2 + � � �+ �23�n�1!! 13 11� 2=3 = 1:Somit ist A = f0g [ fxng11 [ f1g.



4. KONDENSATIONSMENGEN 17

Abbildung 1. Aus [Ba], p.85Beispiel 3.4.Betrachten wir das IFS fR2;w1; w2; w3g. Fassen wir R2 als komplexe Ebene auf,dann seien die wi de�niert durchw1(z) = 12z; w2(z) = 12z + 12 ; w3(z) = 12z + i2 :Als Startmenge A0 der Iteration unter W w�ahlen wir das volle Dreieck mit denEckpunkten (0; 0); (1; 0); (0; 1). Mit anderen Worten: A0 ist die konvexe H�ulle dieserdrei Punkte. Die folgende Skizze zeigt die ersten zwei Iterationsschritte. A0 ! A1 !A2.Der Grenzwert limn!1An = C, ist also nach den Ausf�uhrungen zu Beginn von Kapi-tel 2, das Siepinski-Dreieck. Wir h�atten nach Satz 3.4 genausogut mit dem Einheits-quadrat, oder irgend einer anderen nichtleeren, kompakten Menge als Startmengebeginnen k�onnen; das Endergebnis bliebe gleich.Der bisher angewandte Algorithmus zur Bestimmung des Attraktors eines IFS ergabsich aus dem Banach'schen Fixpunktsatz durch Iteration der Collage-AbbildungW . Ein ganz anderer Algorithmus zur bildm�a�igen Erzeugung von Schwarz-Wei�-Bildern mit Graut�onung ist in der folgenden De�nition enthalten.Definition 3.2. (Zufalls{Iterations{Algorithmus) SeifX;w1; : : : ; wN ; p1; : : : ; pNg pi > 0:ein IFS mit Wahrscheinlichkeiten pi, d.h. f�ur die pi soll gelten p1 + � � � + pN = 1.Zu einem vorgegebenen x0 2 X w�ahlen wir f�ur n = 1; 2; : : : die weiteren Punktexn 2 fw1(xn�1); : : : ; wN(xn�1)g so, da� die Wahrscheinlichkeit f�ur xn = wi(xn�1)gleich pi ist.Das Ziel der n�achsten Abschnitte ist, zu sehen, da� und in welchem Sinne die sokonstruierte Folge fxng10 gegen den Attraktor des IFS fX;wn; n = 1; : : : ; Ng kon-vergiert. 4. KondensationsmengenManche Bilder haben ein dominantes Strukturelement, das in immer kleineren Ver-sionen vorkommt.



18 2. FRAKTALE MENGEN, (H(X); h)

Abbildung 2. Aus [Ba], p.95Solche Mengen (\Bilder") f�uhren zu einer weiteren Art von Kontraktionsabbildun-gen auf H(X). Sei (X; d) metrischer Raum und C 2 H(X). Die Abbildung w0 :H(X)! H(X) de�niert durchw0(B) = C (B 2 H(X))hei�t Kondensationsabbildung mit C als Kondensationsmenge. Als konstante Abbil-dung ist w0 trivialerweise kontrahierend mit KF 0 und hat genau einen Fixpunkt,n�amlich C.Definition 4.1. Sei fX;wn; n = 1; : : : ; Ng ein IFS mit KF 0 � s < 1. Dann istauch fX;w0; w1; : : : ; wNg ein IFS, das sogenannte IFS mit Kondensation. Dieses hatebenfalls KF s.Ein einfaches Beispiel ist auch 1.3. Es folgt nun die geometrische Deutung des zu-geh�origen Attraktors.Sei nun fX;wn; n = 1; : : : ; Ng ein IFS mit Kondensationsmenge C, also w0(B) � C.Wir de�nierenW0(B) = w0(B) [ w1(B) [ � � � [ wN(B) = C [W (B):Setzen wir f�ur n = 0; 1; 2; : : : Cn = W n0 (C), wobei W 00 (C) = C, dann erhalten wirdie aufsteigende FolgeC0 = C �C1 =W0(C0) = C [W (C) �C2 =W0(C1) = C [W (C1) = C [W (C) [W 2(C) �: : :Cn = W0(Cn�1) = C [W (Cn�1) = C [W (C) [ � � � [W n(C):Daraus und aus Satz 3.4 ergibt sich unmittelbarSatz 4.1. Der Attraktor ~C des IFS fX;wn; n = 0; 1; : : : ; Ng mit Kondensations-menge C ist ~C = limn!1 (C [W (C) [ � � � [W n(C))= cl �C [W (C) [W 2(C) [ : : : � :



5. ERZEUGUNG VON SCHWARZ-WEISS-BILDERN 19Hier bedeutet cl den topologischen Abschlu�. Weiters gilt f�ur den Attraktor A desurspr�unglichen IFS fX;wn; n = 1; : : : ; Ng : A � ~C:Beweis. Nach Satz 3.4 ist ~C jedenfalls der Attraktor des IFS fX;wn; n =0; 1; : : : ; Ng und ~C 2 H(X). Wir k�onnen aber auch direkt einsehen, da� ~C derFixpunkt von W0 ist: W0 ist kontrahierend, also stetig in H(X) und daher~C = limn!1Cn = limn!1Cn+1= limn!1W0(Cn) = W0 limn!1Cn = W0( ~C):
Daraus ergibt sich, da� wir die Wirkung eines IFS auf eine gegebene kompakteTeilmenge C innerhalb eines kompakten Teilraumes von X studieren k�onnen.Folgerung 4.2. fX;w1; : : : ; wNg sei IFS und C 2 H(X). Dann existiert ~C 2H(X) mit C � ~C und wn : ~C ! ~C (n = 1; 2; : : : ; N) d.h.: f ~C;w1; : : : ; wNg ist IFSund der zugrunde liegende Raum ~C ist kompakt.Beweis. Dies ergibt sich unmittelbar aus dem vorigen Satz und der BemerkungC � ~C und W ( ~C) � ~C5. Erzeugung von Schwarz-Wei�-BildernDer folgende Satz zeigt, wie der Attraktor eines IFS mit der durch seine Transfor-mationen erzeugten Collage eines vorgegebenen \Bildes" zusammenh�angt.Satz 5.1 (Collage-Theorem, M. Barnsley). Sei (X; d) ein vollst�andiger metrischerRaum und L 2 H(X) gegeben. Weiters nehmen wir an, fX;wn; n = 1; : : : ; Ng seiein IFS (mit oder ohne Kondensation) mit KF 0 � s < 1 und Attraktor A. Danngilt h(L;A) � 11� sh L; N[1 wn(L)! :Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus folgendemLemma 5.2. Sei (X; d) ein vollst�andiger metrischer Raum, f : X ! X kontrahier-end mit KF 0 � s < 1 und Fixpunkt xf 2 X. Dann giltd(x; xf) � 11� sd(x; f(x)) (x 2 X):



20 2. FRAKTALE MENGEN, (H(X); h)Beweis. Die Distanzfunktion d(a; b) ist bei festem a stetig in b. Daher giltd(x; xf) = d�x; limn!1 fn(x)� = limn!1d (x; fn(x))� limn!1 �d(x; f(x)) + d(f(x); f 2(x)) + � � �+ d(fn�1(x); fn(x))�� limn!1 �d(x; f(x))(1 + s+ s2 + � � �+ sn�1)�= 11� sd(x; f(x)):Die n�achsten Lemmata dienen dem Nachweis, da� der Attraktor eines IFS stetigvon Parametern der wi abh�angt.Lemma 5.3. Seien (P; dP ); (X; d) metrische R�aume, (X; d) sei vollst�andig. Sei w :P � X ! X eine parametrisierte Familie von Kontraktionsabbildungen auf X mitgleichm�a�ig durch 0 � s < 1 beschr�ankten KF{s, d.h. f�ur beliebige p 2 P ist w(p; :) :X ! X Kontraktionsabbildung mit KF � s. F�ur festes x 2 X h�ange w(p; x) stetigvon p ab. Dann h�angt auch der Fixpunkt von w(p; :) stetig von p ab.Beweis. Bei festem p sei xf (p) der Fixpunkt von w(p; :). Dann gilt f�ur alle q 2 Pd(xf(p); xf (q)) = d (w(p; xf(p)); w(q; xf(q)))� d (w(p; xf(p)); w(q; xf(p))) + d (w(q; xf(p)); w(q; xf(q)))� d (w(p; xf(p)); w(q; xf(p))) + s d(xf(p); xf(q)):Daher gilt d(xf (p); xf(q)) � 11� sd (w(p; xf(p)); w(q; xf(p))) :Wegen der Stetigkeit von w in der ersten Komponente, kann f�ur q ! p die rechteSeite beliebig klein gemacht werden.Lemma 5.4. Seien (X; d) ein metrischer Raum, (P; dP ) ein kompakter metrischerRaum, wn : X ! X (n = 1; : : : ; N) stetig und stetig abh�angig von einem Parameterp 2 P . D.h. wn(p; x) h�angt bei festem x 2 X stetig von p ab. Dann ist die AbbildungW : H(X)! H(X), de�niert durchW (p; B) = N[n=1wn(p; B)stetig in p, d.h. W (p; B) 2 H(X) h�angt stetig bez�uglich der Hausdor�-Metrik von pab. Beweis. In Hinblick auf Lemma 3.2 k�onnen wir o.B.d.A. N = 1 annehmen. F�urB 2 H(X) und p; q 2 P giltd (w1(p; B); w1(q; B)) ==Maxx2BMiny2B fd (w1(p; x); w1(q; y))g�Maxx2BMiny2B fd (w1(p; x); w1(p; y)) + d(w1(p; y); w1(q; y))g :



5. ERZEUGUNG VON SCHWARZ-WEISS-BILDERN 21P �B ist kompakt und w1 : P �B ! X stetig, ist also gleichm�a�ig stetig. Zu � > 0existiert daher � > 0, soda� d(w1(p; y); w1(q; y)) < � f�ur alle y 2 B und dP (p; q) < �.F�ur solche p; q gilt dannd (w1(p; B); w1(q; B)) =Maxx2BMiny2B fd (w1(p; x); w1(q; y)) + �g� d(w1(p; B); w1(p; B)) + � = �:�Ahnlich zeigt man d(w1(q; B); w1(p; B)) < � f�ur dP (p; q) < �. Somit gilth(w1(p; B); w1(q; B)) < � f�ur dP (p; q) < �:Satz 5.5. fX;wn; n = 1; : : : ; Ng sei IFS (mit oder ohne Kondensation) mit KF s.F�ur n = 1; : : : ; N sei wn stetig abh�angig von p 2 P , P sei kompakter metrischerRaum. Dann h�angt der Attraktor A(p) 2 H(X) stetig bez�uglich der Hausdor�-Metrikvon p ab.Beweis. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus den vorigen Lemmata.Dieser Satz legt die M�oglichkeit von Computer-Animation mit Hilfe von IFS-Codenahe.Beispiel 5.1.Betrachten wir das IFS fR;w1(x) = 12x; w2(x) = 12x+ 12g. Das \Bild" sei L = [0; 1].Hier ist w1(L) [ w2(L) = L, somit zugleich der Attraktor.Beispiel 5.2.Betrachten wir nun ein leicht \gest�ortes " IFS fR;w1(x) = 0:51x � 0:01; w2(x) =0:47x + 0:53g. Wie weit ist dessen Attraktor von L = [0; 1] entfernt? Der KF desIFS ist s = 0:51 und weiters gilth([0; 1]; w1(L) [ w2(L)) = h([0; 1]; [�0:01; 0:5] [ [0:53; 1]) = 0:015:Daher nach Satz 5.1 h(A;L) � 0:015=0:49 < 0:04.Beispiel 5.3.Die folgende Tabelle enth�alt den IFS-Code eines Farnblattes und kann direkt imZufalls-Iterations-Algorithmus verwendet werden.w a b c d e f p1 0 0 0 0:16 0 0 0:012 0:85 0:04 �0:04 0:85 0 1:6 0:853 0:2 �0:26 0:23 0:22 0 1:6 0:074 �0:15 0:28 0:26 0:24 0 0:44 0:07Bez�uglich des Au�ndens dieser Zahlen sei auf [Ba], p 87 und pp 96{110 verwiesen.Es lohnt sich dar�uber nachzusinnen, was es bedeutet, die Form eines Blattes \co-diert" zu sehen in einem Tableau von 28 Zahlen und einem, von diesen unab�angigen,universellen Algorithmus. Wieder sei auf [Th], Chapter IX verwiesen, wo mathema-tische Vision und Einsicht zugleich einen literarischen Ausdruck gefunden haben.



22 2. FRAKTALE MENGEN, (H(X); h)Beispiel 5.4.Als einparametrige Familie von IFS's betrachten wir fR2;wp1; wp2; wp3g mit p 2 [0; 1],wobei wp1 �xy� = �1+p4 00 1+p4 � �xy�wp2 �xy� = �1+p4 00 1+p4 � �xy�+ �3+p8p2 �wp3 �xy� = �1+p4 00 1+p4 � �xy�+ �3�p40 �Man �uberzeuge sich, da� A(0) eine Cantor-Menge in [0; 1] ist und A(1) ein Sierpinski-Dreieck. Die folgende Skizze ist aus [Ba], p.150.



KAPITEL 3Adre�-Raum und Attraktor eines IFS1. Adressen von Punkten auf dem AttraktorWir betrachten ein IFS fX;w1; : : : ; wNg mit Attraktor A und w�ahlen einen Punkta 2 A. Es gilt: A = w1(A)[w2(A)[� � �[wN (A). Daher existiert (ein nicht notwendigeindeutiges) �1 2 f1; 2; : : : ; Ng mit a 2 w�1(A). Es gilt: w�1(A) = w�1 � w1(A) [w�2 � w2(A) [ � � � [ w�1 � wN(A). Somit existiert (ein nicht notwendig eindeutiges)�2 2 f1; 2; : : : ; Ng mit a 2 w�1 � w�2(A).Es gilt: w�1 � w�2(A) = SN1 w�1 � w�2 � wi(A). Somit existiert �3 2 f1; 2; : : : ; Ngmit a 2 w�1 �w�2 �w�3(A) usw. Solcherart fortfahrend erhalten wir durch induktiveDe�nition die Folge � = f�ig. Jede so konstruierte Folge� = �1�2�3 � � � 2 1Y1 f1; 2; : : : ; Ng = �hei�t \Adresse" von a.Bemerkung 1.1. Nach der \Anzahl"der Adressen eines Attraktorpunktes gibt esverschiedene M�oglichkeiten:a) Jeder Punkt aus A hat genau eine Adresse, wenn wi(A); wj(A) paarweise disjunktsind, also Vi 6=j wi(A) \ wj(A) = ;. Das IFS fX;w1; : : : ; wNg hei�t in diesem Falltotal unzusammenh�angend. Ist dies nicht der Fall, dann gibt es \�Uberlappungen"derwi(A) und daher Punkte mit mehreren Adressen.b) Wenn der Anteil der Punkte mit Mehrfachadressen \klein"ist, dann hei�t das IFSgerade ber�uhrend.c) Ist dieser Anteil \gro�", dann hei�t das IFS �uberlappend.Die Pr�azisierung dieser Begri�e erfolgt in De�nition 2.3 unten.Beispiel 1.1.Zu a) Wir betrachten das IFS fR;w1(x) = 13x; w2(x) = 13x + 23g. Der Attraktor istdie Cantor-Menge A = C und es giltw1(A) \ w2(A) = ;; w1(A) [ w2(A) = CDas IFS ist also total unzusammenh�angend.Zu b) fR;w1(x) = 12x; w2(x) = 12x+ 12g. Es istA = [0; 1] = w1(A) [ w2(A) = [0; 1=2] [ [1=2; 1] w1(A) \ w2(A) = f1=2g:Es gibt Punkte mit Mehrfachadressen, z.B. ist die Adresse von 1=21 2 2 2 � � � =: 1�2 oder 2 1 1 1 � � � =: 2�1Die Adresse von 0 ist eindeutig, n�amlich 1 1 1 � � � = �1. Man �uberzeuge sich, da� dieGesamtheit der Punkte mit mehreren Adressen die Menge der dyadisch rationalen23



24 3. ADRESS-RAUM UND ATTRAKTORZahlen ist, also Zahlen der Form (a0 + a121 + � � � + ak2k)=2l, wobei k < l undai 2 f0; 1g; ak = 1. Dies ist eine abz�ahlbare Menge, also \klein"im Verh�altnis zu[0; 1].Zu c) �R;w1(x) = 12x; w2(x) = 34x + 14	. Hier giltA = [0; 1]; w1(A) \ w2(A) = [1=4; 1=2] :Jeder Punkt in [1=4; 1=2] hat somit wenigstens 2 Adressen. 0; 1 haben jeweils nureine Adresse. Wir bemerken, da� total unzusammenh�angend, �uberlappend, geradeber�uhrend Eigenschaften des IFS sind, nicht des Attraktors (siehe b),c)): sie sindabh�angig vom Adressierungsschema und somit vom IFS.2. Stetige Abbildungen zwischen Adre�-Raum und AttraktorDefinition 2.1. Sei fX;w1; : : : ; wNg ein IFS. Der zugeh�orige Adre�-Raum (�; d)ist de�niert durch � =Q11 f1; 2; : : : ; Ng (vgl. Beispiel I.1.2) mit der Metrikd(!; �) = 1Xn=1 j!n � �nj(N + 1)n (!; � 2 �)Dabei ist ! = !1!2!3 : : : :Wir ben�utzen im Folgenden das Korollar 2 4.2, wonach wir die Wirkung eines IFSauf eine gegebene kompakte Teilmenge innerhalb eines kompakten Teilraumes vonX studieren k�onnen.Die Verwendung desselben Buchstabens d f�ur die Metrik von X und � sollte imFolgenden zu keinen Verwechslungen f�uhren.Lemma 2.1. fX;w1; : : : ; wNg sei IFS mit KF s und Adre�-Raum (�; d).Wir de�nieren � : ��N�X ! X durch�(�; n; x) = w�1 � w�2 � � � � � w�n(x):Sei K 2 H(X). Dann existiert 1 > D � 0, soda�d��(�;m; x1); �(�; n; x2)� � Dsm^nf�ur alle � 2 �; m; n 2 N; x1; x2 2 K.Beweis. Seien �;m; n; x1; x2 wie in der Voraussetzung. ~K sei konstruiert nachKorollar 4.2 und o.B.d.A. sei m < n. Wir beachten�(�; n; x2) = �(�;m; �(!; n�m; x2))



2. ABBILDUNGEN ZWISCHEN ADRESS-RAUM UND ATTRAKTOR 25wobei ! = �m+1�m+2 : : : �n � � � 2 �. Setzen wir x3 := �(!; n � m; x2), dann istx3 2 ~K und somitd��(�;m; x1); �(�; n; x2)� = d��(�;m; x1); �(�;m; x3)�� s d�w�2 � � � � � w�m(x1); w�2 � � � � � w�m(x3)�� s2d�w�3 � � � � � w�m(x1); w�3 � � � � � w�m(x3)�: : :� smd(x1; x3) � smDwobei D =Maxfd(x; y) : x; y 2 ~Kg =: j ~Kj der \Durchmesser"von ~K ist.D ist endlich, da ~K kompakt ist.Satz 2.2. Sei (X; d) vollst�andiger metrischer Raum, fX;w1; : : : ; wNg ein IFS mitAttraktor A und Adre�-Raum (�; d). F�ur � 2 �; n 2 N; x 2 X sei wie oben�(�; n; x) = w�1 �w�2 � � � ��w�n(x). Dann existiert �(�) := limn!1 �(�; n; x), geh�ortzu A und ist unabh�angig von x. Ist K 2 H(X), dann ist die Konvergenz gleichm�a�igin x 2 K. Die Abbildung � : � ! A ist stetig und surjektiv. Ist dar�uber hinaus �bijektiv, dann ist � : �! A sogar Hom�oomorphie.Beweis. Sei x 2 K 2 H(X), ~K und W : H(X) ! H(X) wie oben. W istKontraktion auf (H(X); h) und A = limn!1W n(K). Insbesondere: fW n(K)g istCauchyfolge in (H(X); h).Man beachte �(�; n; x) 2 W n(K). Wenn also lim�(�; n; x) existiert, dann liegt dieserin A (Satz II.2.2). Dieser Grenzwert existiert in der Tat:Wegen Lemma 2.1 oben ist d(�(�;m; x); �(�; n; x)) � Dsm^n ! 0 f�ur m;n ! 1und gleichm�a�ig in x, da D unabh�angig von x ist (nur abh�angig von K!).Wir zeigen nun, da� � : �! A stetig ist.Zu � > 0, w�ahlen wir m so gro�, da� smD < � und �; ! 2 � so, da�d(�; !) = 1Xi=1 j�i � !ij(N + 1)i < 1Xi=m+2 N(N + 1)i = 1(N + 1)m+1 =: �(�):Dann gilt �1 = !1; : : : ; �m = !m (vgl. Lemma I.1.2). Somit folgt f�ur n � m undgewisse x1; x2 2 ~Kd��(�; n; x); �(!; n; x)� = d��(�;m; x1); �(�;m; x2)�� smD < � nach vorigem Lemma:Also f�ur n!1 d��(�); �(!)� < �. � ist somit sogar gleichm�a�ig stetig.Wir zeigen nun, da� � surjektiv ist.Sei dazu a 2 A. Nun ist A = limn!1W n(fag), also Abschlu� der Menge N[i=1�wi(a)	! [ N[i;j=1�wi � wj(a)	! [ N[i;j;k=1�wi � wj � wk(a)	! [ : : : :Es existiert daher eine Folge �!(n) 2 � : n = 1; 2; 3; : : :	mit limn!1 �(!(n); n; a) = a. Dazu bemerken wir, da� !(n) auf jeden Fall in�(!(n); n; a) nach der n-ten Stelle abgeschnitten wird. Was also ab der n + 1-Stellekommt, ist belanglos.



26 3. ADRESS-RAUM UND ATTRAKTORWeiters ist (�; d) kompakt. Die Folge f!(n)g besitzt daher eine konvergente Teilfolgemit Limes ! 2 �.o.B.d.A. nehmen wir an !(n) ! !. Mit wachsendem n stimmt also !(n) mit ! anden ersten �(n) Stellen �uberein, wobei gilt �(n)!1 mit n!1. Daherd(�(!; n; a); �(!(n); n; a)) � s�(n)D# # #�(!) a 0d.h. �(!) = a, also ist � : � ! A surjektiv. Die letzte Behauptung ergibt sichaus einem bekannten Satz der Topologie f�ur bijektive stetige Abbildungen zwischeneinem kompakten und einem Hausdor�{Raum.Definition 2.2. Sei fX;wn n = 1; 2; : : : ; Ng IFS mit Adre�-Raum � und obigerAbbildung � : � ! A: Zu a 2 A hei�t ��1(a) = f� 2 � : �(�) = ag die Menge derAdressen von a.Bemerkung 2.1. Die so de�nierten Adressen sind identisch mit jenen vom Beginndes Kapitels.Beweis. Bei der dort induktiv konstruierten Adresse � gilta = w�1(a1) = w�1 � w�2(a2) = � � � = w�1 � w�2 � � � � � w�n(an) = : : :Somit d�a; �(�; n; a)�= d�w�1 � � � � � w�n(an); w�1 � � � � � w�n(a)�� snD! 0:Nun ist �(�; n; a)! �(�), somit d(a; �(�)) = 0 und daher a = �(�).Ist umgekehrt a = �(�) = limn!1�(�; n; x) = limn!1�(�; n; a)= limn!1w�1 � w�2 � � � � � w�n(a)= w�1�limw�2 � � � � � w�n(a)�= w�1(x1) 2 w�1(A)= w�1 � w�2�limw�3 � � � � � w�n(a)� = : : :usw. Hier haben wir die Stetigkeit der wi ben�utzt. Somit a 2 w�1(A)\w�1�w�2(A)\: : : , also ist �1�2�3 : : : auch Adresse im fr�uheren Sinn.Definition 2.3. Ein IFS hei�ta) total unzusammenh�angend, wenn jeder Punkt genau eine Adresse hat (� ist alsobijektiv).b) gerade ber�uhrend, wenn es nicht total unzusammenh�angend ist und A die fol-gende Bedingung (open set condition) erf�ullt: es existiert eine nichtleere, o�ene undbeschr�ankte Menge O, f�ur die(i) wi(O) \ wj(O) = ; (i 6= j)(ii) SN1 wi(O) � O



2. ABBILDUNGEN ZWISCHEN ADRESS-RAUM UND ATTRAKTOR 27c) �uberlappend, falls weder a) noch b) gelten.Satz 2.3. Sei fX;w1; : : : ; wNg ein IFS mit Attraktor A. Das IFS ist total unzusam-menh�angend genau dann, wenn̂i 6=j wi(A) \ wj(A) = �:Beweis. Dies ergibt sich unmittelbar aus der vorigen Bemerkung und jener zuBeginn des Kapitels.�Ubung:a) Man zeige fR; 12x; 12x + 12g ist gerade ber�uhrend.b) Man zeige fR; 12x; 34x+ 14g ist �uberlappend.b) fR; 12x; 1g ist was?Bemerkung 2.2. � : �! A ist abgeschlossen und stetig. (Da � kompakt ist, gilt:S � � ist abgeschlossen genau dann, wenn S kompakt ist. �(S) als stetiges Bildist somit kompakt und daher wieder abgeschlossen, da A kompakt ist.) Somit ist �identi�zierend und A hom�oomorph zu �= �. Hier ist � � !, falls �(�) = �(!). Wirzeigen nun, da� � metrisch �aquivalent ist zu einer klassischen Cantor-Menge.Satz 2.4. Seien d1; d2 : �! [0;1) de�niert durchd1(�; �) := 1Xi=1 j�i � �ij(N + 1)i ; d2(�; �) := ����� 1X1 �i � �i(N + 1)i ����� :Dann sind (�; d1) (�; d2) �aquivalente metrische R�aume.Beweis. Wir f�uhren den Beweis f�ur N = 10. Sei �; � 2 �. Jedenfalls giltd2(�; �) � d1(�; �). Wir haben zu zeigen:_C �̂;� C d1(�; �) � d2(�; �):Wir zeigen, da� C = 1=19 geeignet ist. Sei k der kleinste Index, soda� �1 = �1; �2 =�2; : : : ; �k�1 = �k�1; �k 6= �k. Dannd2(�; �) = ����� 1X1 �i � �i11i ����� � j�k � �kj11k � 1Xi=k+1 j�i � �ij11i� j�k � �kj11k � 1Xi=k+1 911i = �j�k � �kj � 910� 111k = (�):Wie gro� ist a zu w�ahlen, damit f�ur alle x � 1.(��) x� 910 � 1a �x + 910�?F�ur x � 1 ist (��), a�x� 910� � x + 910 alsoa � x + 910x� 910 :



28 3. ADRESS-RAUM UND ATTRAKTORdie rechte Seite ist fallend in x, hat also Maximum bei x = 1, alsoa � 1 + 9101� 910 = 19somit (�) � 119 �j�k � �kj+ 910� 111k = 119  j�k � �kj11k + 1Xi=k+1 911i! �� 119  j�k � �kj11k + 1Xi=k+1 j�i � �ij11i ! � 119 1Xn=1 j�i � �ij11i = 119d1(�; �):Satz 2.5. Der Adre�-Raum � �uber N Symbolen 1; : : : ; N ist metrisch �aquivalentzu einer (im topologischen Sinne) total unzusammenh�angenden Cantor-Menge von[0; 1]. Der Attraktor eines total unzusammenh�angenden IFS ist somit hom�oomorphzu dieser Cantor{Menge.Beweis. Wir betrachten das IFS�[0; 1];wi(x) = 1N + 1x + 1N + 1 i; i = 1; : : : ; N� :Dann ist wi[0; 1] = [ iN+1 ; i+1N+1 ]. Es folgt eine arithmetische Charakterisierung desAttraktors A = limk!1W k([0; 1]). Sei [0; 1] 3 x = 0; �1�2�3 : : : die Entwicklung zurBasis N + 1. Dann gilt:W ([0; 1]) 3 wi(x) = 0; i�1�2�3 : : :W 2([0; 1]) 3 wj � wi(x) = 0; j i�1�2�3 : : : usw. A ist die Menge der Grenzwerte vonCauchyfolgen von Elementen aus W k[0; 1], besteht somit aus allen Zahlen, derenDarstellung zur Basis N + 1 die 0 nicht enth�alt. Weiters ist sofort ersichtlichwi(A) \ wj(A) = ; f�ur i 6= j (die Elemente 2 wi(A) haben an 1. Stelle i, dieElemente 2 wj(A) aber j).Somit ist das IFS total unzusammenh�angend und f�ur � : �! A gilt�(�) = �(�1�2�3 : : : ) = limn!1w�1 � w�2 � � � � �w�n(0) == 0; �1�2�3 � � � 2 [0; 1]ist die Darstellung zur Basis N + 1.���(�)� �(�)�� = ����� 1Xi=1 �i � �i(N + 1)i ����� = d2(�; �):Somit ist (�; d2) isometrisch zu (A; j : j), also auch (�; d1); (A; j : j) aber ist totalunzusammenh�angend. Die Zusammenhangskomponente eines a 2 (A; j : j) ist einIntervall. Ist dieses nicht 1-punktig, so enth�alt es Punkte, in deren Darstellung zurBasis N + 1 die 0 vorkommt, was unm�oglich ist. Die letzte Behauptung ergibt sichaus Satz 2.2.Sei fX;w1; : : : ; wNg IFS mit Attraktor A und Adre�-Raum �. Wir bemerken:Ist ! = !1!2!3 : : : Adresse von a 2 A, also ! 2 ��1(a), dann ist ~! = j!1!2!3 : : :Adresse von wj(a) j 2 f1; 2; : : : ; Ng.



3. DYNAMISCHE SYSTEME 29Definition 2.4. a 2 A hei�t periodischer Punkt des IFS, falls es eine endliche Folgef�(n) 2 f1; 2; : : : ; NgPn=1 gibt mita = w�(P ) � w�(P�1) � � � � � w�(1)(a):Das kleinste solche P hei�t Periode von a.Bemerkung 2.3. Aus w�(P ) � � � � � w�(1)(a) = a folgt f�ur� := �(P ) : : : �(1)�(P ) : : : �(1)�(P ) � � � == �(P ) : : : �(1) :�(�) = a:Es existiert n�amlich limn!1 �(�; n; a) und die Folge�(�; n; a) hat die konstante Teilfolge �(�; k:P; a) = a.Definition 2.5. Ein Punkt im Adre�-Raum mit periodisch wiederkehrenden Sym-bolen hei�t periodische Adresse. Er hei�t schlie�lich periodisch, falls er periodischist nach Weglassen eines Anfangsabschnittes.12 12 12 � � � = 12 ist eine periodische Adresse.112 111 221 1j12 12 12 ist schlie�lich periodisch.�Ubung :Sei fX;w1; w2; : : : ; wNg IFS mit Attraktor A. Dann sind folgende Aussagen �aquiva-lent:(1) x 2 A ist periodischer Punkt.(2) x 2 A hat periodische Adresse.(3) x 2 A ist Fixpunkt eines Elementes der von fw1; : : : ; wNg erzeugten Halbgruppevon Transformationen.Satz 2.6. Der Attraktor eines IFS fX;wn; n = 1; : : : ; Ng ist der Abschlu� seinerperiodischen Punkte. Daraus folgt: A ist der Abschlu� der Menge der Fixpunkte derAbbildungen w = wj1 �wj2 � � � � �wjk f�ur alle endlichen Folgen fj1; j2; : : : ; jkg 1 �ji � N .Beweis. Der Adre�-Raum ist der Abschlu� der Menge S der periodischen Adres-sen, also �S = �. Nun ist � : �! A stetig und surjektiv, somitA = � (�) = �( �S) � �(S) � A:Daher �(S) = A. A ist also der Abschlu� seiner periodischen Punkte, somit vonPunkten mit periodischer Adresse, d.h. von solchen der Form limn!1wn(x). Diesist aber Fixpunkt von w. 3. Dynamische SystemeDefinition 3.1. Ein dynamisches System (DS) fX; fg besteht aus einer Menge Xund einer Abbildung f : X ! X.Als Orbit von x 2 X bezeichnet man die Folge ffn(x)g1n=0. Dabei ist f 0(x) = x.Beispiel 3.1.a) f�; Tg mit T : �! � de�niert durch T (�1�2�2 : : : ) := �2�3�4 : : : .b) f[0; 1]; f(x) = �x(1 � x)g (� 2 [0; 4]) ist eine 1-parametrige Familie dynami-scher Systeme. Dies ist ein Wachstumsmodell f�ur eine Population mit beschr�ankten



30 3. ADRESS-RAUM UND ATTRAKTORRessourcen. Ist bei zu 1 normierter Maximalgr�o�e xn der Anteil der Individuen ei-ner Population zum Zeitpunkt n, dann ergibt sich der Anteil zum Zeitpunkt n + 1durch xn+1 = � xn(1� xn). Dies ist das sogenannte Verhulst-Modell des beschr�ank-ten Wachstums.c) B�acker-Transformation: das Kneten von Teig. Hier folgt ein 1-dimensionales ma-thematisches Modell f[0; 1];Sg. Je nach der Wahl des Bildes von 12 gibt es 2 M�oglich-keiten f�ur S: S �12� = 0; 1 undx 7! S(x) = � 2x x 2 [0; 12)2x� 1 x 2 (12 ; 1]Definition 3.2. Sei fX; fg dynamisches System.x hei�t periodischer Punkt von f , falls ein n 2 N existiert mit fn(x) = x: n hei�tdann Periode von x. Als minimale Periode bezeichnet man das kleinste derartige n.Der Orbit eines periodischen Punktes hei�t Zyklus. Periode eines Zyklus = Periodeeines darin vorkommenden Punktes.Minimale Periode eines Zyklus = Anzahl der verschiedenen Punkte des Zyklus.xf sei FP (Fixpunkt) von f . xf hei�t attrahierender FP, falls f�ur alle � > 0f jB(xf ; �) kontrahierend ist. Dabei ist B(x; �) = fy : d(x; y) � �	. Daraus folgtleicht f (B(xf ; �)) � B(xf ; �).xf hei�t absto�ender FP, falls_C>1_�>0 ^y2B(xf ;�) d�f(xf ); f(y)� � Cd(xf ; y):Ein periodischer Punkt x von f mit Periode n hei�t attrahierend , wenn x attrahie-render FP von fn ist.Ein Zyklus der Periode n hei�t attrahierender Zyklus von f , wenn der Zyklus einenattrahierenden FP der Periode n enth�alt. Analoge De�nition f�ur absto�ende Zyklenusw. .x 2 X hei�t schlie�lich periodischer Punkt von f , falls f�ur ein nat�urliches m fm(x)periodisch ist.Beispiel 3.2.fR; 12xg xf = 0 ist attrahierender FP.fR; 2xg xf = 0 ist absto�ender FP.fĈ; 0:9ei�zg z = 0 ist attrahierender FP, z =1 ist absto�ender FP. xf = 11 � � � =1 ist absto�ender FP von f�; sg, wobei s : �! � de�niert ist durch s(x1; x2; : : : ) =x2x3 : : : .x = 121212 ist absto�ender FP der Periode 2.f12; 21g ist absto�ender Zyklus der Periode 2. Man �uberlege sich, da� hier alle Zyklenabsto�end sind.f[0; 1]; 2x(1� x)g hat attrahierenden FP xf = 12 . Man �nde einen absto�enden FP.Bei einem 1-dimensionalen DS fR; fg kann man unter Zuhilfenahme des Graphenvon f in einem sogenannten Netz-Diagram den Orbit eines Punktes visualisieren:



3. DYNAMISCHE SYSTEME 31Betrachten wir der Einfachheit halber den Fall f : [0; 1] ! [0; 1]. Wir zeich-nen das Quadrat f(x; y) : 0 � x � 1; 0 � y � 1g, skizzieren den Graphenvon y = f(x) und die Diagonale f(x; x) : x 2 [0; 1]g. Wir starten beim Punkt(x0; x0) und verbinden ihn geradlinig mit dem Punkt (x0; x1 := f(x0)). Nun verbin-den wir diesen Punkt geradlinig mit (x1; x1), verbinden diesen Punkt geradlinig mit(x1; x2 = f(x1)), u.s.w. . Der Orbit von x0 erscheint nun auf der Diagonale als dieFolge (x0; x0); (x1; x1); (x2; x2); : : : . Die folgende Skizze ist aus [Ba], p.139.
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KAPITEL 4Shift-Dynamik1. Total unzusammenh�angendes IFSLemma 1.1. Sei fX;wn; n = 1; : : : ; Ng ein IFS mit Attraktor A. Falls das IFS totalunzusammenh�angend ist, dann gilt f�ur alle n 2 f1; 2; : : : ; Ng:wnjA : A! A ist injektiv.Beweis. Wir ben�utzen ein Adre�-Raum Argument und f�uhren den Beweis indi-rekt. Sei also f�ur ein n 2 f1; 2; : : : ; Ng und a1 6= a2 2 A wn(a1) = wn(a2) = a 2 A:Seien � 6= ! die Adressen von resp. a1; a2. Dann hat a zwei verschiedene Adressenn!; n�, was unm�oglich ist, da das IFS total unzusammenh�angend ist.Daher ist folgende De�nition sinnvoll.Definition 1.1. Sei fX;w1; : : : ; wNg total unzusammenh�angendes IFS mit Attrak-tor A. Die Verschiebungs- (Shift-)transformation S : A! A ist de�niert durchS(a) = w�1n (a) f�ur a 2 wn(A)Das dynamische System fA;Sg nennen wir Deterministisches Schift-DynamischesSystem (DSDS), zugeordnet dem IFS.Bemerkung 1.1. Sei a 2 w�1(A), dann ist die Adresse von a von der Form�1�2�3�4 : : : . Die Adresse von S(a) ist daher �2�3�4 : : : . Man sieht also eine Ver-schiebung nach links.Zur Erl�auterung betrachten wir das IFS�R2; 0:47 �x1x2� ; 0:47 �x1x2�+ �01� ; 0:47 �x1x2�+ �10�� :Die folgende Abbildung zeigt den Attraktor und einen schlie�lich periodischenOrbit fan = S�n(a0)g1n=0 f�ur das zugeordnete SDS. Dieser Orbit endet schlie�lichim Fixpunkt �(222). Der Orbit lautet a0 = �(123132222), a1 = �(23132222),a2 = �(3132222), a3 = �(132222), a4 = �(32222), a5 = �(2222), wobei � : � ! Adie zugeh�orige Adre�-Raum Abbildung ist. Der Punkt a5 2 A ist o�enbar absto�en-der FP des dynam. Systems. Man beachte, wie man den Orbit eines Punktes vonseiner Adresse ablesen kann. Man sieht auch, da� die Dynamik nicht nur von A, son-dern auch vom IFS selbst abh�angt. Ein verschiedenes IFS mit demselben Attraktorhat i.a. eine verschiedene Shift-Dynamik.33
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Abbildung 1. Aus [Ba], p.143Betrachten wir nochmals die Shift-Abbildung: f�ur � = �1�2�3 � � � 2 ��1(a0) gilt (�ist eindeutig bei total unzusammenh�angenden IFS!)�1�2�3�4 : : : ��! �(�) = a0# T # S�2�3�4 : : : �! �(T�) = a1 = S(a0)# T # S�3�4�5 : : : �! �(T 2�) = a2 = S2(a0)Bei inventierbarem � erhalten wir alsoS(a0) = � � T � ��1(a0);wobei � 2 ��1(a0).Ansonsten k�onnen wir, allerdings abh�angig von der Wahl von � 2 ��1(a0), de�nie-ren: S(a0) = ��T (�)� wobei � 2 ��1(a0):Wegen a0 = limn!1w�1 � w�2 � w�3 � � � � � w�n(x) ist a0; a1; a2; a3; : : : der\R�uckw�arts"Orbit von a0 (bei invertiebarem wi klar wegena1 = w�1�1 limn!1w�1 � w�2 � : : : (x) = limw�2w�3 : : : (x) = ��T (�)�usw., also a0 = w�1 � w�2 � w�3 � � � � � w�n � : : : (a0)a1 = w�1�1 (a0)a2 = w�1�2 � w�1�1 (a0) = w�1�2 (a1)...an = w�1�n (an�1):Wir erhalten also folgende allgemeinere De�nition(vgl. unten De�nition 2.1)fA;Sg = n���T n(�)��1n=0 : � 2 ��1(a); a 2 Ao :



2. SHIFTDYNAMIK BEI �UBERLAPPENDENEN IFS 35Definition 1.2. Zwei metrische R�aume (X1; d1); (X2; d2) hei�en topologisch �aquiva-lent , falls sie bez�uglich ihrer metrischen Topologien hom�oomorph sind. Allgemeinerhei�en Teilmengen metrischer R�aume S1 � X1; S2 � X2 topologisch �aquivalent, falls(S1; d1) hom�oomorph ist zu (S2; d2).S1; S2 hei�enmetrisch �aquivalent , falls (S1; d1); (S2; d2) �aquivalente metrische R�aumesind.Z.B. ist der Attraktor eines total unzusammenh�angenden IFS topologisch �aquivalentzu einer klassischen Cantor-Menge (3 Satz 2.5). Die topologische �Aquivalenz erlaubtmehr \Streckung und Kompression"als metrische �Aquivalenz. Die Fraktale Dimensi-on wird sich sp�ater als invariant unter metrischer �Aquivalenz herausstellen. Wenn esauf das Aussehen von Bildern ankommt, verwenden wir den eingeschr�ankten Begri�der metrischen �Aquivalenz, um Begri�e wie \�Ahnlichkeit"von Bildern zu de�nieren.In der dynamischen System-Theorie sind wir an der Art der Punkt-Bewegung, ander Existenz von Orbits mit bestimmten Eigenschaften (Periodizit�at, asymptotischesVerhalten usw.) interessiert. Diese sind meist invariant unter Hom�oomorphie. Daherist dies f�ur die �Aquivalenz von dynamischen Systemen der ad�aquate Begri�.Definition 1.3. Zwei dynamische Systeme fX1; f1g, fX2; f2g hei�en �aquivalentoder topologisch konjungiert, falls eine Hom�oomorphie � : X1 ! X2 existiert, f�urdie gilt f1(x1) = ��1 � f2 ��(x1) 8x1 2 X1f2(x2) = � � f1 ���1(x2) 8x2 2 X2Wir k�onnen dies auch mit folgendem kommutativen Diagram ausdr�ucken:X1 f1���! X1�??y �??yX2 f2���! X2Satz 1.2. fX;w1; w2; : : : ; wNg sei ein total unzusammenh�angendes IFS mit zuge-ordnetem DSDS fA;Sg und zugeordnetem Adre�-Raum � �uber N Symbolen unddem Verschiebungsoperator T : �! �, de�niert durch T (�1�2�3 : : : ) = �2�3 : : : f�uralle � = �1�2�3 � � � 2 �.Dann sind via der Abbildung � : � ! A die dynamischen Systeme f�;Tg undfA;Sg �aquivalent. Weiters gilt fa1; a2; : : : ; apg ist absto�ender Zyklus der Periodep f�ur S genau dann, wenn f��1(a1); ��1(a2); : : : ; ��1(ap)g absto�ender Zyklus derPeriode p f�ur T ist.Beweis. �Ubung.2. Shiftdynamik bei �uberlappendenen IFSSei fX;w1; w2; : : : ; wNg ein IFS mit Attraktor A und Adre�-Raum �. Gem�a� denAusf�uhrungen nach De�nition 5.2 de�nieren wir zu � 2 � � = �1�2�3 : : : und



36 4. SHIFT-DYNAMIKa0 = �(�) 2 A den Orbit (an)10 durcha1 = S(a0) = �(�1�2 : : : ) = � (T (�)): : :an = Sn(a0) = ��T n(�)�:Umgekehrt: Jedes a 2 A hat eine Menge von Adressen ��1(a). Diese Menge ist ein-punktig, wenn das IFS total unzusammenh�angend ist. Und mit jeder dieser Adressenk�onnen wir einen, bei a beginnenden Orbit de�nieren.Definition 2.1. Die Gesamtheit der wie oben gebildeten Orbits zu allen Adressenaller Punkte a 2 A hei�t Zufalls-Shift Dynamisches System (Random Shift Dyna-mical System RSDS) fA;SgDiese De�nition ist unabh�angig davon, ob die wi auf A invertierbar sind. Wenndiese invertierbar sind, dann ist an+1 = w�1i (an) falls an 2 wi(A) und an 62 wj(A)f�ur j 6= i. Ist hingegen an 2 wi1(A)\wi2(A)\� � �\wik(A) mit paarweise verschiedeneni1; i2; : : : ; ik, dann ist an+1 = w�1j (an) mit j 2 fi1; i2; : : : ; ikg willk�urlich gew�ahlt. Wirzeigen nun, da� zu jedem RSDS ein DSDS existiert, dessen Projektion das RSDS ist.Der Einfachheit halber beschr�anken wir uns auf den Fall eines IFS mit nur N = 2Transformationen.Zun�achst eine Vorbemerkung. Einem Adre�-Raum � �uber N Symbolen k�onnen wirdurch die De�nitiontn(�) := n� (n 2 f1; 2; : : : ; Ng; � 2 �)ein IFS f�; t1; : : : ; tNg zuordnen. Es ist nicht schwer zu zeigen:1) alle ti sind kontrahierend.2) � = t1� [ t2� [ � � � [ tN� ist disjunkte Vereinigung.Das IFS f�; t1; : : : ; tNg ist also total unzusammenh�angend, sein Attraktor ist � undsein zugeh�origes DSDS ist f�;Tg.Sei also fX;w1; w2g ein IFS mit Adre�-Raum �. f�; t1; t2g; t1; t2 : � ! � seiende�niert wie oben, n�amlich t1(�) = 1� und t2(�) = 2�. Damit de�nieren wir einsogenanntes angehobenes (lifted) IFS fX � �; ~w1; ~w2g: f�ur (x; �) 2 X � � sei~w1(x; �) := �w1(x); t1(�)� = �w1(x); 1��~w2(x; �) := �w2(x); t2(�)� = �w2(x); 2��:Dieses hat also ebenfalls den Adre�-Raum �.Wir bestimmen nun den Attraktor ~A von fX � �; ~w1; ~w2g:Nach 3 Satz 2.2 ist ~A = ~�(�), wobei ~� : �! X � � de�niert ist durch~�(�) = ~�(�1�2 : : : �n : : : ) = limn!1 ~w�1 � ~w�2 � � � � � ~w�n(x; �) == limn!1�w�1 � w�2 � � � � � w�n(x); �1�2 : : : �n�� = ��(�); ��:Also ~A = ���(�); �� : � 2 �o = Graph von � : �! X:



2. SHIFTDYNAMIK BEI �UBERLAPPENDENEN IFS 37Wir beachten ~w1( ~A) = n�w1��(�)�; 1�� : � 2 �o = ���(1�); 1�� : � 2 �	~w2( ~A) = n�w1��(�)�; 1�� : � 2 �o = ���(2�); 2�� : � 2 �	Daher ~w1( ~A) [ ~w2( ~A) = ~A; ~w1( ~A) \ ~w2( ~A) = ;.fX � �; ~w1; ~w2g ist somit total unzusammenh�angend. A ist also Projektion von ~Aauf die erste Komponente.Definition 2.2. Das zum \angehobenen�IFS fX��; ~w1; ~w2g geh�orige DSDS f ~A; ~Sghei�t \Angehobenes" (\Lifted") Shift-Dynamisches System.Wir bestimmen nun die zugeh�orige Shift-Abbildung ~S : ~A! ~A.Sei ~A 3 ~a = (�(�); �) = (a; �). Dann ist �(�) = a 2 A; � 3 � = �1�2�3 : : : mit�i 2 f1; 2g. Es ist~S(~a) = ���T (�)�; t�� = ��(�2�3 : : : ); �2�3 : : : � = ~w�1�1 (~a):F�ur den Fall, da� die wi invertierbar sind (oder jedenfalls a ein eindeutiges Urbildhat), gilt ~S(~a) = ~w�1�1 (~a) = �w�1�1 (a); T (�)�;wobei wieder T� = T (�1�2�3 : : : ) = �2�2 : : : . Wir fassen zusammen:Satz 2.1 (Schatten-Theorem). Sei fX;w1; w2g ein IFS mit (nicht notwendig inver-tierbaren w1; w2 und) Attraktor A.Sei fxng1n=0 ein Orbit des RSDS fA;Sg. Dann gibt es einen Orbit f~xng1n=0 des an-gehobenen Systems f ~A; ~Sg, soda� die erste Komponente von ~xn gleich xn ist f�ur allen.m.a.W.: Jeder Zufalls-Orbit von fA;Sg ist Schatten (Projektion) eines determini-stischen Orbit in f ~A; ~Sg.F�ur einen Zufallsorbit zu � 2 �, beginnend bei x0 = �(T 0�) = �(�), gilt alsoxn = �(T n�) = �1(~xn) wobei~xn = (� (T n�) ; T n�) :Beispiel 2.1.Wir betrachten das gerade ber�uhrende IFS �[0; 1];w1(x) = 12x; w2(x) = 12x + 12 g Esgilt: w1; w2 sind injektiv, w�11 (x) = 2x; w�12 (x) = 2x � 1 und w1[0; 1] \ w2[0; 1] =f1=2g. Daher S(x) = 8><>: 2x x 2 [0; 12[2x� 1 x 2]12 ; 1]mit der Wahlm�oglichkeit S(1=2) = 0; 1 im zugeh�origen RSDS. Der Punkt x0 = 1=8hat 2 Adressen: �1 = 00100; �2 = 00011. Dies ergibt respektive die beiden OrbitsDie Punkte, deren Orbits durch die De�nition von S betro�en sind, sind jene mit 2Adressen, : : : 0111, bzw. : : : 1000, also die dyadisch rationalen.
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Abbildung 2. Aus [Ba], p.153Beispiel 2.2.Wir betrachten das �uberlappende IFS �[0; 1];w1(x) = 12x; w2(x) = 34x + 14	 : Es gilt:w1; w2 sind injektiv, w�11 (x) = 2x; w�12 (x) = 43x� 13 und w1[0; 1]\w2[0; 1] = f1=2g.Entscheiden wir uns im �uberlappenden Bereich [1=4; 1=2] f�ur eine der beiden Um-kehrfunktionen bei der De�nition von S, so gibt es entsprechend 2 m�ogliche DSDSbzw. 1 RSDS, entsprechend dem Schaubild.Hier sind im schra�erten Bereich beide Umkehrfunktionen gleichberechtigt.Beispiel 2.3.Im IFS �R;w1(x) = 12x; w2(x) = 34x + 14	 ist � = f1; 2gN hom�oomorph zur Cantor-menge C = f0; �1�2 � � � : triadisch �i 2 f0; 2gg . C ist erzeugt vom IFS�R; t1(x) = 13x; t2(x) = 13x + 23�mit den Umkehrabbildungen t�11 (x) = 3x; t�12 (x) = 3x � 2. Das geliftete IFS hatsomit die Darstellung�R� C : ~w1 �x1x2� = �12 00 13� ; ~w2 �x1x2� = �34 00 13�+ �1423�� :Beispiel 2.4.Verwenden wir entsprechend Beispiel 2.2 das DSDS (I), so bedeutet dies, da� wir imdortigen RSDS bei der Bestimmung der Adresse eines Attraktorpunktes x 2 [0; 1]bei gegebener Wahlm�oglichkeit immer w2 verwenden. Bestimmen wir also den Or-bit eines x0 unter Zugrundelegung von S gem�a� (I), so gehen wir bei den m�oglichenAdressen von x0 von jener (eindeutig bestimmten) Adresse � aus, bei deren Bestim-mung wir immer w2 verwendet haben. Als Punkt der Cantormenge ist dieses � alsomaximal unter allen Punkten, die Adressen von x0 entsprechen. Sei~Atop := n(x; y) 2 ~A : (x; z) 2 A (d.h. z Adresse von x)) z � yo ;dann erhalten wirfxng10 ist Orbit zum System (I) ,f(xn; yn)g10 ist Orbit des gehobenen Systems (�) in Beispiel 2.3 mit (x0; y0) 2 ~Atop.



3. SINNHAFTIGKEIT BERECHNETER ORBITS 393. Sinnhaftigkeit berechneter OrbitsWir haben Orbits in einem SDS mit Hilfe der Inversen von kontrahierenden Abbil-dungen berechnet. Diese sind aber expandierend, soda� bei den Rechnungen gro�eFehlerfortp
anzungen zu erwarten sind. Es erhebt sich daher die Frage, wieweit einberechneter Orbit �uberhaupt etwas mit einem \wirklichen" Orbit zu tun hat. SeifX;w1; w2; : : : ; wNg IFS mit KF 0 < s < 1 und Attraktor A und SDS fA;Sg. Wirbetrachten folgendes idealisierte Modell f�ur die Beziehung zwischen dem exaktenund dem berechneten Orbit eines x0 2 A mit einer Adresse �1�2�3 : : : �n : : : . Wirnehmen an, die wi : A! A seien injektiv, soda� exaktx1 = S(x0) = w�1�1 (x0); : : : xn = Sn(x0) = w�1�n � w�1�n�1 � � � � � w�1�1 (x0):Bei der Computer-Berechnung treten Fehler auf~x1 = �w�1�1 �c (x0); : : : ~xn = �w�1�n �c � � � � � �w�1�1 �c (x0) = Snc x0:Sei der exakte Orbit fxng1n=0 mit xn = Snx0, der berechnete (=approximative) Orbitsei f~xng1n=0 mit ~xn = Snc x0 x0 = ~x0. Um �uberhaupt analysieren zu k�onnen wollenwir (optimistischerweise) annehmen, da� wenigstens bis zu einem gewissen M gilt~xn; xn 2 w�n(A) (n = 0; 1; 2; : : : ;M) und da� lediglich die erste Berechnung (von~x1) fehlerbehaftet ist, bei den weiteren Berechnungen also kein Fehler mehr gemachtwird:Sei also d(~x1; x1) = # > 0 und f�ur n = 1; 2; : : : ;M~xn+1 = w�1�n (~xn); xn+1 = w�1�n (xn):S wird duch die Inversen der wi bestimmt, ist also expandierend, und zwar min-destens vom Faktor 1=s (ist doch d�wu(x); wv(y)� � s d(x; y) , (1=s)d(u; v) �d�w�1(u); w�1(v)�:)Dann aber gilt d(xn+1; ~xn+1) � s�n# f�ur n = 0; 1; 2; : : : ;M: D.h.: Lediglich unterder (ohnehin idealisierten) Annahme, da� nur ein einziges mal ein Rechenfehler auf-tritt, ergibt sich bei den ersten M Iterationen ein \exponentielles Auseinanderdrif-ten". Es ist daher zu erwarten, da� f�ur ein J > M xJ 2 w�J (A) aber ~xJ 62 w�J (A):Der berechnete Orbit hat also nichts mehr mit dem exakten zu tun. Einzig die tri-viale Fehlerabsch�atzung d(xn; ~xn) � diam(A) gilt immer. Sind also alle berechnetenOrbits wetlos? Nein. Es gilt:Satz 3.1. Sei fX;w1; w2; : : : ; wNg ein IFS mit KF 0 < s < 1 und Attraktor A;wn : A! A sei injektiv, fA;Sg sei DSDS oder RSDS.Sei f~xng1n=0 � A ein approximativer Orbit von S, mit d(~xn+1; S(~xn)) � #, wobei 0 �# � diam (A). Dann existiert x0 2 A, f�ur dessen exakten Orbit fxn = Sn(x0)g1n=0gilt: d(~xn; xn) � s1� s# f�ur alle n = 1; 2; : : : :Beweis. Wir f�uhren den Beweis in einer Form, der das folgende Beispielverst�andlich werden l�a�t und die tats�achliche Berechnung eines exakten Orbits so-fort erm�oglicht. Dazu sei �n 2 f1; 2; : : : ; Ng so gew�ahlt, wie es der tats�achlichenIteration von S entspricht, soda� alsoS(~x0) = w�1�1 (~x0); S(~x1) = w�1�2 (~x1); S(~x2) = w�1�3 (~x2); : : : :



40 4. SHIFT-DYNAMIKWir betrachten zun�achst einen endlichen Abschnitt ~x0; ~x1; : : : ; ~xN des approx.Orbit. Nach Voraussetzung giltd�~xn+1; w�1�n+1(~xn)� � # f�ur n = 1; 2; : : : ; N:Wir setzenxNN := ~xN ; xNN�1 := w�N (~xN ); : : : ; xN0 := w�1(x1) = w�1 � � � � � w�N (~xN):Dann gilt d(xNN ; ~xN ) = 0 und weiterd(xNN�1; ~xN�1)= d�w�N (xNN ); ~xN�1� � s d�~xN ; w�1�N (~xN�1)� � s# � s1� s#:d(xNN�2; ~xN�2)= d�w�N�1(xNN�1); ~xN�2� � s d�xNN�1; w�1�N�1(~xN�2)�� s�d(xNN�1; ~xN�1) + d�~xN�1; w�1�N�1(~xN�2)�� s(s#+ #) � s#(1 + s) � s1� s#:So fortfahrend erhalten wird(xN1 ; ~x1) � #s+ #s2 + � � �+ #sN�1 = #s�1 + s+ � � �+ sN�2� � s1� s#:Wie immer, sei nun � : �! A die Adre�-Raum Abbildung zum IFS. Wir setzenx0 = �(�1�2�3 : : : ) = limn!1w�1 � w�2 � : : : w�n(x) (x 2 A)und vergleichen den fehlerhaften Orbit f~xng1n=0 mit dem exakten Orbit fxn =Sn(x0) = �(�n+1�n+2 : : : )g1n=0. Sei nun N > n.Dann gilt d(xn; ~xn) � d(xn; xNn ) + d(xNn ; ~xn). Nun istd�xn; xNn �= d�w�n � � � � � w�N � limk!1w�N+1 � � � � � w�k(x)�; w�n � � � � � w�N (~xN )�� sN�n+1jAj:Zusammenfassend erhalten wird(xn; ~xn) � sN�n+1jAj+ s1� s#g�ultig f�ur alle N > n. Es folgt f�ur N !1 und f�ur n = 1; 2; : : :d(xn; ~xn) � s1� s#:Beispiel 3.1.Wir betrachten das gerade ber�uhrende IFS �C;w1(z) = 12z; w2(z) = 12z +12 ; w3(z) = 12z + i2	 mit dem Sierpinski-Dreieck S als Attraktor. Man �uberlege sich,da�, abgesehen von dem \kleinen" Bereich, wo das IFS gerade ber�uhrend ist, dieShift-Transformation S : S ! S gegeben ist durchS(z) = S(x+ i y) = (2xmod1) + i(2ymod1):Der Vergleich eines \fehlerhaften" Orbits mit einem exakten Orbit gem�a� Satz 3.1�ndet sich am Kapitelende und ist entnommen aus [Ba], p.162. Man veri�ziere,



4. CHAOTISCHE DYNAMIK AUF FRAKTALEN 41da� das dort angegebene x0 identisch ist mit dem x100 , gem�a� dem vorhergehendenBeweis. 4. Chaotische Dynamik auf FraktalenWir betrachten das DSDS fA;Sg zu einem total unzusammenh�angenden IFS. Diesesist �aquivalent zum DSDS f�;Tg �uber dem Adre�-Raum. D.h. beide Systeme habeneiniges gemeinsam.Z.B. haben beide Systeme dieselbe Anzahl von Zyklen einer vorgegebenen minima-len Periode und beide sind \chaotisch". Aber vom geometrischen Standpunkt ausk�onnen sie total verschieden sein, was die Wechselwirkung zwischen der Dynamikund den zugrunde liegenden R�aumen betri�t. Z.B. haben alle IFS mit 3 Transfor-mationen dasselbe f�;Tg, ihre Attraktoren jedoch k�onnen verschieden sein.Definition 4.1. Sei (X; d) metrischer Raum. B � X hei�t dicht in X, wenn �B =X. fxng1n=0 hei�t dicht in X : , zu jedem x 2 X existiert eine Teilfolge fx�ng1n=0mit x�n ! x.In diesem Sinne hei�t ein Orbit des DS fX; fg dicht in X. Experimente zeigen,da� der Random-Iterations- Algorithmus f�ur a0 2 A i.a. einen dicht liegenden Orbitproduziert.Definition 4.2. Ein Dynamisches System fX; fg hei�t transitiv , falls zu jedemPaar U; V in X o�ener Mengen ein n existiert, mit U \ fn(V ) 6= �.Man �uberlegt sich leicht, da� diese Eigenschaft invariant ist unter topologischer�Aquivalenz. Mit Hilfe des Baire'schen Kategoriensatzes kann man auch zeigen,da� jedenfalls bei Dynamischen Systemen �uber einem polnischen Raum (metrisch,vollst�andig, abz�ahlbare Basis) dies gleichbedeutend ist mit der Eigenschaft, da� eindicht liegender Orbit existiert.�Ubung. Man zeige: f[0; 1]; f(x) =Minf2x; 2� 2xgg ist transitiv.Definition 4.3. Ein DS fX; fg hei�t sensitiv gegen�uber Anfangsbedingungen, wenngilt: _�>0 x̂2X�>0 _y2B(x;�)n�0 d�fn(x); fn(y)� > �:\Orbits, die nahe beeinander beginnen, werden also durch die Wirkung von f aus-einander getrieben."Beispiel 4.1.1) f[0; 1]; 2x mod 1g ist sensitiv gegen�uber Anfangsbedingungen und es gibt Punk-te, deren Orbit dicht liegt in [0; 1]. ( Sie sind sicher nicht dyadisch rational).2) f[0;1); f(x) = 2xg ist sensitiv gegen�uber Anfangsbedingungen.3) f[0;1); f(x) = 12xg ist nicht sensitiv gegen�uber Anfangsbedingungen.Definition 4.4. Ein Dynamisches System fX; fg hei�t chaotisch, falls gilt:1) es ist transitiv,



42 4. SHIFT-DYNAMIK2) es ist sensitiv gegen�uber Anfangsbedingungen,3) die Menge der periodischen Orbits ist dicht in X. (Ordnung im Chaos!)Satz 4.1. Das DSDS, zugeordnet einem total unzusammenh�angenden IFS mit we-nigstens 2 Transformationen ist chaotisch.Beweis. Wir verwenden ein Adre�-Raum Argument:� : � ! A liefert die topologiche �Aquivalenz zwischen f�;Tg und fA;Sg. Dajedenfalls die Bedingungen 1) und 3) der vorigen De�nition topologisch invarianteEigenschaften sind (Beweis?), gen�ugt es zu zeigen, da� sie f�ur f�;Tg gelten. Seidazu � 3 � = �1�2�3 : : : T� = �2�3 : : : d(�; �) = 1Xi=1 j�i � �ij(N + 1)i :1) Zum Nachweis der Transitivit�at seien ; 6= U , V o�en in � undf1; 2; : : : ; Ng = X.V ist von der Form V =Q11 On, wobei f�ur h�ochstens endlich viele n On 6= X. Sein0 = Maxfni : 0ni 6= Xg. Dann ist T n0(V ) = � und somit U \ T n0(V ) = U 6= ;.F�ur N = 2 ist hier ein Beispiel eines Punktes mit dicht liegendem Orbit� := 01j 00 01 10 11j 000 001 010 100 : : : 111j : : :1. Block 2. Block 3. BlockEs handelt sich also um ein Nebeneinanderschreiben aller m�oglichen endlichen 01-Folgen �xer L�ange. Eine geeignete Verschiebung stimmt mit jeder Folge an beliebigvielen Stellen �uberein.2) � ist der Abschlu� der periodischen Punkte, also ist die Gesamtheit der periodi-schen Orbits dicht in �. (Wir bemerken, da� in jedem Attraktor die periodischenOrbits dicht liegen.)3) sensitive Abh�angigkeit von den Anfangsbedingungen (f�ur f�;Tg):Die Punkte einer �-Umgebung B(�; �) von � haben bis zu einem bestimmten (von �abh�angigen) N0 gleiche Anfangskomponenten wie �.Zu � = �1�2 : : : �N0�N0+1 : : : sei � 6= � 2 B(�; �) mit � = �1�2 : : : �N0�N0+1 : : : und�N0+1 6= �N0+1. Dann ist TN0� = �N0+1 : : :TN0� = �N0+1 : : :und daher d �TN0�; TN0�� = j�N0+1 � �N0+1jN + 1 + � � � � 1N + 1 =: �:
�Ubung: Man zeige die sensitive Abh�angigkeit allgemein f�ur fA;Sg. Tats�achlich istS : A 7! A sogar expansiv, d.h. die Orbits von 2 beliebigen verschiedenen Punktenliegen irgeneinmal um mehr als � auseinander.



5. WARUM FUNKTIONIERT DER ZUFALLS-ITERATIONS-ALGORITHMUS? 435. Warum funktioniert der Zufalls-Iterations-Algorithmus?F�ur die folgende \intuitive" Begr�undung sei fX;w1; : : : ; wN ; p1; : : : ; pNg ein IFS mitWahrscheinlichkeiten 0 < pi < 1 PN1 pi = 1. Wir beschr�anken uns auf den FallfR2;w1; w2g. Sei a 2 A mit Adresse � 2 �, also a = �(�). Wir w�ahlen eine zuf�allige1; 2-Folge etwa der L�ange 106. z.B. 2 1 : : : 1 2 1 1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2 2 1 1.Dann wird die folgende Punktfolge auf A berechnet:a = �(�)w1(a) = �(1�)w1 � w1(a) = �(11�)w2 � w1 � w1(a) = �(211�)w2 � w2 � w1 � w1(a) = �(22 11�)w2 � w2 � w2 � w1 � w1(a) = �(222 11�): : :�(21 : : : 12 11 : : :222 11�)Werden die Bildpunkte gespeichert und in umgekehrter Reihenfolge aufgelistet, soerhalten wir 1 Million Punkte auf dem Orbit des SDS fA;Sg, n�amlichnSn��(21 : : : 222 11�)�o106n=0:Wir sehen am Bildschirm den Teil eines \zuf�allig gew�ahlten�Orbits des SDS underwarten, da� er dicht auf dem Attraktor liegt.Lemma 5.1. Sei fA;Sg das SDS zu einem total unzusamenh�angenden IFS fX;w1; : : : ; wNg.Sei N (p) die Zahl der verschiedenen Zyklen minimaler Periode p 2 N.Dann gilt: pN (p) = Np � p�1Xk=1kjp kN (k):Dies ist die Gesamtzahl der Punkte auf den veschiedenen Zyklen mit minimalerPeriode p 2 N.Beweis. Wir ben�utzen die dynamische Identit�at zwischen Attraktor und Adre�-Raum. Ein Zyklus mit minimaler Periode k ist FP von T k, enth�alt also ein Element �mit T k� = �, also � = �1 : : : �k und alle weiteren Elemente des Zyklus sind gegebendurch �2 : : : �k�1; �3 : : : �k�1�2; : : : ; �k�1 : : : �k�1:Somit bestimmen k Folgen 2 f1; 2; : : : ; Ngk denselben Zyklus mit minimaler Peri-ode k. Ist eine p-periodische Adresse auch k-periodisch mit k < p, so mu� geltenkjp (i.W.: k ist Teiler von p). SomitpN (p) = Np � p�1Xk=1kjp kN (k):



44 4. SHIFT-DYNAMIKz.B. N = 2p = 1: Ein Zyklus der Periode 1 ist FP von T . Das sind �1; �2, also N (1) = 2p = 2: Ein Zyklus der Periode 2 ist FP von T 2. Das ergibt 11; 12; 21; 22, also ist2N (2) = 22 � 1N (1) = 2. Weiters giltN (3) = 2;N (4) = 3; : : : ;N (20) = 52:377Wieviele Punkte auf Zyklen der Periode 20 liegen auf Zyklen mit minimaler Periode20? Es sind 20N (20) = 1:047:540.Wieviele Punkte auf Zyklen der Periode 20 liegen auf Zyklen mit kleinerer minimalerPeriode? Es sind1N (1) + 2N (2) + 4N (4) + 5N (5)+ 10N (10) = 2 + 2:1 + 4:3 + 5:6 + 10:99 = 1046:D.h. 99; 8% aller Punkte auf Zyklen der Periode 20 liegen auf solchen mit minimalerPeriode 20. Die periodischen Punkte liegen dicht im Attraktor A eines IFS. Wirerwarten daher, da� die Gesamtheit ~A der periodischen Punkte einer festen endli-chen Periode p (das sind 2p) eine Approximaxion von A ergibt. W�ahlen wir einendieser Punkte per Zufall. Dann liegt er sehr wahrscheinlich auf einem Zyklus mitminimaler Periode p. Sein Orbit besteht somit aus p verschiedenen Punkten undwir erwarten, da� diese �uber den ganzen Attraktor verteilt sind.Eine klare Einsicht ergibt sich im Ramen der Ergodentheorie in Kap. 6



KAPITEL 5W{Ma�e auf Fraktalen, Fraktale Dimension1. (P(X); dH), Hutchinson{MetrikSei (X; d) ein metrischer Raum und B(X) die von den o�enen Teilmengen von Xerzeugte �-Algebra, also die �-Algebra der Borel{Mengen. C(X) sei der Raum allerreellwertigen, beschr�ankten, stetigen Funktionen auf X, U(X) sei der Raum allerreellwertigen, beschr�ankten, gleichm�a�ig stetigen Funktionen auf X und Lip1(X) seidie Menge der reellwertigen Funktionen mit Lipf � 1, d.h.Lip1(X) := ff :j f(x)� f(y) j� d(x; y)g :Referenz f�ur die folgenden S�atze und De�nitionen ist [Pa].Satz 1.1. a) F�ur A � X ist die durch x 7! d(x;A) de�nierte Funktion Element vonLip1(X). Es gilt also jd(x;A)� d(y; A)j � d(x; y):b) Sind A;B abgeschlossene, disjunkte Teilmengen von X, dann gibt es eine stetigeFunktion f : X ! R mit den Eigenschaften:(1) 0 � f(x) � 1;(2) f(x) = 0 f�ur x 2 A und f(x) = 1 f�ur x 2 B.Falls inffd(a; b) : a 2 A; b 2 Bg = � > 0, dann kann f gleichm�a�ig stetig angenom-men werden.Beweis. zu a) Sei z 2 A und x; y 2 X. Dann gilt d(x;A) � d(x; z) � d(x; y) +d(y; z): Daraus folgt d(x;A) � d(x; y) + d(y; A): Aus d(x; y) = d(y; x) folgt analogd(y; A) � d(x; y)+d(x;A):Aus beidem zusammen daher jd(x;A)�d(y; A)j � d(x; y):zu b) W�ahle f(x) = d(x;A)=(d(x;A) + d(x;B)). (1) und (2) folgen aus der De�ni-tion von f . Aus der letzten Bedingung folgt d(x;A) + d(x;B) � � und damit diegleichm�a�ige Stetigkeit von f .Definition 1.1. P(X) bezeichne die Menge der nichtnegativen normalisierten Bo-relma�e auf X. � 2 P(X) bedeutet also: � ist ein nichtnegatives Borel{Ma�a auf Xund �(X) = 1, kurz: ein Borel'sches W{Ma�.Satz 1.2. Sei X ein separabler metrischer Raum und � ein Borel'sches W{Ma�auf X. Dann existiert eine eindeutig bestimmte, abgeschlossene Menge C� mit denEigenschaften:(1) �(C�) = 1(2) Falls f�ur D abgeschlossen �(D) = 1, dann ist C� � D.45



46 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSIONDie Menge C� hei�t der Tr�ager oder das Spektrum von �, in Zeichen supp� undist auch charakterisiert durch die Eigenschaft: supp� ist die Menge der Punkte x,soda� �(U) > 0 f�ur alle o�enen Umgebungen U von x.Falls X kompakt ist, dann gilt supp� 2 H(X).Beweis. Sei U := fU : U o�en; �(U) = 0g. Wegen der Separabilit�at von X gibtes o�ene U1; U2 : : : , soda� U� := SUn = SfU : U 2 Ug. Dann ist C� = XnU� = U 0�die behauptete Menge:Jedenfalls ist C� abgeschlossen und wegen �(U�) = �(SUn) � P�(Un) = 0gilt �(C�) = 1. Ist nun D eine abgeschlossene Menge mit �(D) = 1, dann istXnD = D0 2 U und daher D0 � U�, also C� = U 0� � D. Damit ist auch dieEindeutigkeit klar.Falls x 62 supp �, dann x 2 U�. U� ist aber eine o�ene x{Umgebung mit �(U�) = 0.Falls umgekehrt x 2 supp� und U eine o�ene x{Umgebung ist, dann mu� �(U) > 0gelten, da sonst de�nitionsgem�a� U � U�.Falls X kompakt ist, dann ist supp � 2 H(X) : W�are n�amlich supp � = ;, dannw�are das �{Ma� jeder Umgebung eines jeden Punktes aus X gleich 0, insbesonderew�are also �(X) = 0, im Widerspruch zu �(X) = 1, somit supp� 2 H(X):Sei � 2 P(X). Eine Menge A 2 B(X) hei�t �{regul�ar, falls�(A) = supf�(C) : C � A;Cabgeschlosseng= inff�(U) : U � A;Uo�eng� hei�t regul�ar, falls alle A 2 B(X) �{regl�ar sind.Satz 1.3. Sei � 2 P(X). Eine Menge A 2 B(X) ist genau dann �� regul�ar, wennzu jedem � > 0 abgeschlossene C(�) und o�ene U(�) existieren, soda�(1) C(�) � A � U(�)(2) �(U(�)nC(�)) < �Beweis. �Ubung.Satz 1.4. Jedes Borel'sche W{Ma� ist regul�ar.Beweis. Sei R die Menge aller �{regul�aren Borel{Mengen in X. Dann ist R �B(X), ;; X 2 R (beide Mengen sind o�en und abgeschlossen!)R ist abgeschlossen gegen�uber Komplementbildung:Sei A 2 R und � > 0. Dann existieren C(�) abgeschlossen und U(�) o�en mitC(�) � A � U(�) und �(U(�)nC(�)) < �: F�ur die Komplemente gilt:U 0(�) � A0 � C 0(�); C 0(�)nU 0(�) = U(�)nC(�); U 0(�) ist abgeschlossen und C 0(�)ist o�en.R ist abgeschlossen gegen�uber abz�ahlbaren Vereinigungen:Seien A1; A2; � � � 2 R und A = SAi und � > 0. Wegen An 2 R existieren o�eneUn(�) und abgeschlossene Cn(�) mit



1. (P(X); dH) 47Cn(�) � An � Un(�) und �(Un(�)nCn(�)) < �=3n:Sei U(�) = Sn Un(�) und C = SnCn(�). Aus den Stetigkeitseigenschaften des Ma�es� folgt: es existiert ein k so gro�, da��(Cn k[n Cn(�)) < �=2:Sei C(�) = SknCn(�). Dann ist U(�) o�en, C(�) abgeschlossen und C(�) � A � U(�).Weiters gilt �(U(�)nC(�)) � �(U(�)nC) + �(CnC(�))� 1Xn=1 �(Un(�)nCn(�)) + �=2< 1Xn=1 �=3n + �=2 = �:R ist somit eine �{Algebra. Wir zeigen nun, da� R alle abgeschlossenen Mengenenth�alt. Daraus folgt dann R = B(X): Sei dazu C eine abgeschlossene Teilmengevon X und � > 0. Nun gibt es eine abnehmende Folge o�ener Obermengen Gn vonC mit C = \1n=1Gn (etwa Gn = fx : d(x; C) < 1=ng): Es gilt �(Gn)! �(C). Daherexistiert ein n0 mit �(Gn0nC) < �: Setze C(�) = C; U(�) = Gn0. Dann gilt also�(U(�)nC(�)) < � und C ist somit �{regul�ar.Der folgende Satz ist ein n�utzliches Kriterium f�ur die Gleichheit zweier Ma�e.Satz 1.5. Sei (X; d) metrischer Raum. Zwei Ma�e �; � 2P(X)sind genau danngleich, wenn f�ur alle f 2 U(X) ZX fd� = ZX fd�Beweis. Sei C eine beliebige abgeschlossene Menge in X und sei wieder Gn =fx : d(x; C) < 1=ng: Gn ist o�en und C = \1n=1Gn: C und G0n sind disjunkteabgeschlossene Mengen und inffd(x; y) : x 2 C; y 2 G0ng � 1=n: Nach Satz 1.1existieren daher fn 2 U(X) mit fn(x) = 0 f�ur x 2 G0n fn(x) = 1 f�ur x 2 C und0 � fn(x) � 1: Daraus folgt 1C(x) � fn(x) � 1Gn(x): Also�(C) � Z fnd� = Z fnd� � �(Gn):Mit n!1 folgt daraus �(C) � �(C). Mit vertauschten Rollen folgt ebenso �(C) ��(C) und daher �(C) = �(C) f�ur alle abgeschlossenen C. Aus der Regularit�at folgtdaher � = �.Wir versehen nun P(X) mit der von C(X) induzierten schwachen Topologie: Seien��; � 2 P(X). Eine verallgemeinerte Folge (Netz) (��) konvergiert schwach (oderin Verteilung) gegen �, in Zeichen �� ! � (w), falls^f2C(X) lim� ZX fd�� = ZX fd�



48 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSIONWir k�onnen P(X) auch als Teilmenge des Dualraumes von C(X), versehen mitder w�{Topologie, au�assen. Die obige Topologie ist dann die Relativtopologie undP(X) damit ein Hausdor�{Raum. Oder direkt: die schwache Topologie auf P(X)ist die gr�obste Topologie, soda� alle Abbildungen pf : P(X) ! R, de�niert durch� 7! pf(�) = RX f d�, stetig sind. fpf : f 2 C(X)g ist aber nach dem vorigen Satzseparierend.Der folgende Satz enth�alt wichtige �aquivalente De�nitionen f�ur die schwache Kon-vergenz.Satz 1.6. Sei (��) ein Netz in P(X). Folgende Aussagen sind �aquivalent:(1) �� ! �(w)(2) lim� RX fd�� = RX fd� f�ur alle f 2 U(X):(3) lim sup� ��(C) � �(C) f�ur alle abgeschlossenen C.(4) lim inf� ��(D) � �(D) f�ur alle o�enen D.(5) lim� ��(A) = �(A) f�ur alle Borelmengen A mit �(@A) = 0:Beweis. (1))(2): dies ist klar wegen U(X) � C(X):(2))(3): Sei C abgeschlossen. Gn := fx : d(x; C) < 1=ng ist o�fene Umgebung vonC. C und G0n sind disjunkt und abgeschlossen und inffd(x; y) : x 2 C; y 2 G0ng �1=n. Es gibt somit nach Satz 1.1 fn 2 U(X) mit 0 � fn(x) � 1, fn(x) = 1 f�ur x 2 C,fn(x) = 0 f�ur x 2 G0n. Weiters gilt G1 � G2 � � � � ! TGn = C. Daherlim sup��(C) � lim supZ fnd��= Z fnd� � �(Gn) (da fn � 1Gn)Wegen �(Gn)! �(C) folgt damit lim sup��(C) � �(C):(3),(4): dies ist klar wegen der Komplementarit�at von o�en und abgeschlossen und��(X) = �(X) = 1.(3),(4))(5): Es ist A� � A � A�. Dabei ist A� der o�ene Kern und A� der Abschlu�von A. Sei nun A 2 B(X) mit �(A�nA�) = �(@A) = 0. Dann�(A) = �(A�) � lim inf ��(A�) � lim inf ��(A)� lim sup��(A) � lim sup��(A�) � �(A�) = �(A):Somit �(A) = lim inf ��(A) = lim sup��(A). Daher existiert lim��(A) und ist gleich�(A).(5))(1): Sei g 2 C(X) und lim��(A) = �(A) f�ur alle A 2 B(X) mit �(A�nA�) = 0.Sei �g dass Bildma� von � unter g auf R, d.h. die �{Verteilung von g : X ! R,de�niert durch �g(E) = �fg 2 Eg = �fx : g(x) 2 Eg (E 2 B(R)):Da g beschr�ankt ist, ist �g konzentriert in einem beschr�ankten Intervall [a; b]. DieVerteilungsfunktion von �g hat h�ochstens abz�ahlbar viele Sprungstellen. Zu � > 0



1. (P(X); dH) 49gibt es daher t0; t1; : : : ; tm mit1) a = t0 < t1 � � � < tm = b2) a < g(x) < b f�ur alle x 2 X3) tj � tj�1 < � j = 1; : : : ; m4) �fx : g(x) = tjg = 0 j = 1; : : : ; mSei Aj = fx : tj�1 � g(x) < tjg. Dann gilt: A1; : : : ; Am sind disjunkte Borel{Mengen mit X = Sm1 Aj und A�j nA�j � fx : g(x) = tj�1gSfx : g(x) = tjg unddaher �(A�j nA�j) = 0. Daraus folgt: lim��(Aj) = �(Aj) f�ur j = 1; : : : ; m. Sei g� =Pm1 tj�11Aj . Dann ist jg�(x)� g(x)j < � f�ur alle x 2 X und somit����Z gd�� � Z gd����� �� Z jg � g�jd�� + ����Z g�d�� � Z g�d�����+ Z jg� � gjd�� 2� + nXj=1 j��(Aj)� �(Aj)jjtj�1j:Daher lim sup� ��R gd�� � R gd��� � 2� und somit lim� R gd�� = R gd�.Wir untersuchen nun die Frage der Metrisierbarkeit und Kompaktheit von P(X) inAbh�angigkeit von entsprechenden Eigenschaften von X.Satz 1.7. Verm�oge der Abbildung X 3 x 7! �x 2 P(X) ist X hom�oomorph einge-bettet in P(X).Beweis. F�ur x 2 X; g 2 C(X) ist R gd�x = g(x). Falls x� ! x0, dann (wegender Stetigkeit von g) g(x�) ! g(x0), also R gd�x� ! R gd�x0. Das bedeutet aber�x� ! �x0 (w).Sei umgekehrt �x� ! �x0 (w), aber x� 6! x0. Dann existiert ein Teilnetz (x�) �(x�) und eine o�ene Umgebung U von x0, soda� (x�) � U 0. U 0 ist abgeschlossenund daher existiert eine stetige Abbildung f : X ! [0; 1] mit f(x0) = 0 und f(x) =1 auf U 0. Daher R fd�x� = 1 aber R fd�x0 = 0, im Widerspruch zur schwachenKonvergenz.Satz 1.8. D := f�x : x 2 Xg ist sequentiell abgeschlossen in P(X), d.h. der Grenz-wert jeder (w){konvergenten Folge von �{Funktionen ist wieder eine �{Funktion.Beweis. Sei q 2 P(X) und �xn ! q (w) f�ur eine Folge fxng in X. Falls es eineTeilfolge fxnkg und ein x 2 X gibt mit xnk ! x, dann folgt nach dem vorigen Satz�xk ! �x (w): Da P(X) Hausdor�{Raum ist, ist der Grenzwert jeder konvergentenFolge eindeutig. Somit gilt q = �x. Wir f�uhren den Beweis indirekt und nehmen alsoan, da� fxng keine konvergente Teilfolge enth�alt.Sei S = fx1; x2; : : : g die der Folge fxng zugrunde liegende Menge. o.B.d.A. enth�altS unendlich viele Punkte (sonst enth�alt fxng eine konstante und damit konvergenteTeilfolge). S sowie jede Teilmenge C � S sind abgeschlossen inX (C� h�atte n�amlichsonst HP-e, die nicht zu C geh�oren, jedoch durch Teilfolgen von fxng approximierbar



50 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSIONw�aren). Wegen Satz 1.6 folgt q(C) � lim sup �xn(C) f�ur beliebige C � S. Nun istlim sup �xn(S1) = 1 f�ur jede unendliche Teilmenge S1 � S, also q(S1) = 1. Dann aberist q kein W{Ma� (S1 kann in 2 disjunkte unendliche Teile zerlegt werden, worausfolgte q(S1) = 2). Aus diesem Widerspruch folgt die Existenz einer gegen ein x 2 Xkonvergenten Teilfolge von fxng:Satz 1.9. X ist kompakt, metrisch genau dann, wenn P(X) kompakt, metrisch (me-triserbar) ist.Beweis. Sei X kompakt, metrisch. Dann ist C(X) = U(X) separabel. (Mankonstruiert unter Zuhilfenahme von Satz 1.1 eine abz�ahlbare, separierende Familievon Funktionen fi 2 C(X). Die Menge der PolynomeXk ak fn1k1k � � � fnlklkmit rationalen Koe�zienten ak und mit fjk 2 f1X ; fig und nij 2 N ist abz�ahlbar undliegt nach dem Satz von Stone{Weierstrass dicht in C(X).) Es gibt also g1; g2; : : : 2C(X) mit g1 � 1; jjgnjj � 1, und fgng dicht in der Einheitskugel B(0; 1) = ff 2C(X) : jjf jj � 1g von C(X).Wir betrachten nun die Abbildung T : P(X) ! I1 = [�1; 1]N, de�niert durch� 7! fR g1d�; R g2d�; : : :g. I1 ist kompakt und metrisierbar. Wir zeigen nun, da�T eine Hom�oomorphie von P(X) auf T (P(X)) ist:T ist injektiv: Aus T (�) = T (�) folgt n�amlich R grd� = R grd�, damit R gd� = R gd�f�ur alle f 2 B(0; 1) und daher � = �.T ist stetig: Sei �� ! � (w), dann gilt f�ur r 2 N R grd�� ! R grd�. Somit folgtT (��)! T (�).T�1 ist stetig: Sei f��g ein Netz in P(X) und T (��)! T (�), d.h. (Produkttopolo-gie!) R grd�� ! R grd�; (r 2 N). Dann gilt f�ur alle g 2 B(0; 1)����Z gd�� � Z gd����� = ����Z (g � gr)d�� + Z grd�� � Z (g � gr)d�� Z grd������ 2jjg � grjj+ ����Z grd�� � Z grd�����! 2jjg � grjjDaher lim sup j R gd���R gd�j � 2jjg�grjj. Dies kann beliebig klein gemacht werden.Daher lim� R gd�� = R gd� f�ur alle g 2 B(0; 1). Ist nun g 2 C(X) beliebig, dannexistiert ein c 6= 0 mit cg 2 B(0; 1). Dann aber folgt lim� R cgd�� = R cgd� unddamit lim� R gd�� = R gd�, somit �� ! � (w).T (P(X)) ist abgeschlossen in I1: Sei dazu f�ng eine Folge von Borel'schen W{Ma�en mit T (�n)! (�1; �2; : : : ) 2 I1; g 2 B(0; 1). Wie vorhin folgtZ gd�m � Z gd�nj � 2jjg � grjj+ j Z grd�m � Z grd�nj; alsolim sup j Z gd�m � Z gd�nj � 2jjg � grjj:Die rechte Seite kann beliebig klein gemacht werden, R gd�n ist also Cauchy{Folgein R f�ur alle g 2 B(0; 1), hat also einen Grenzwert �(g) := limn!1 R gd�n. Ist nun



1. (P(X); dH) 51f 2 C(X), dann sei wieder c 6= 0 mit cf 2 B(0; 1). De�niert man �(f) := c�(f=c),dann ist � : C(X)! R ein nicht negatives lineares Funktional mit �(1) = 1. NachRiesz existiert ein eindeutig bestimmtes �(2 P(X)) mit �(g) := R gd�. Insbesonderegilt also R grd� = �r, d.h. T (�) = (�1; �2; : : : ) und T (P(X)) ist daher abgeschlossen,also kompakt in I1. Somit ist P(X) kompakt.Ist umgekehrt P(X) kompakt, metrisch, dann ist D = f�x : x 2 Xg nach demvorigen Satz abgeschlossen, also kompakt in P(X). D ist aber hom�oomorph zuX.Sei nun (X; d) ein kompakter, metrischer Raum. P(X) ist also ebenfalls kompaktund metrisierbar. Wir betrachten die folgende Metrik, die s.g. Hutchinson{Metrik.Definition 1.2. Zu �; � 2 P(X) seidH(�; �) := sup�ZX fd�� ZX fd� : f 2 Lip1(X)� :Satz 1.10. Sei (X; d) ein kompakter, metrischer Raum. Dann ist durchdH(�; �) auf P(X)eine Metrik de�niert. Die davon induzierte Topologie ist jene derschwachen Konvergenz und (P(X); dH) ist daher ein kompakter, metrischer Raum.Beweis. Wir zeigen zun�achst dH <1: supp �, supp � sind als kompakte Men-gen beschr�ankt, d.h. es existieren a 2 X und r 2 (0;1) mit supp �S supp �� K(a; r). Dann gilt f�ur f 2 Lip1(X) wegen �(X) = �(X) = 1����Z fd�� Z fd����� == ����Z (f(y)� f(a) + f(a))d�(y)� Z (f(y)� f(a) + f(a))d�(y)����= ����Z (f(y)� f(a))d�(y)� Z (f(y)� f(a))d�(y)����� Z jf(y)� f(a)jd�(y) + Z jf(y)� f(a)jd�(y)� Z d(a; y)d�(y) + Z d(a; y)d�(y) � 2r <1dH ist eine Metrik (�Ubung). Wir zeigen nun, da� dH die Topologie der schwachenKonvergenz induziert und dazu zun�achst:Z fd�� ! Z fd� (f 2 C(X)), Z gd�� ! Z gd� (g 2 Lip1(X))Die Notwendigkeit folgt aus Lip1(X) � C(X). Zum Nachweis, da� die Bedingunghinreichend ist, ben�utzen wir Satz 1.6(3). Sei A abgeschlossen in X. Wir betrachtenAn = fx 2 X : d(x;A) < 1=ng. Dann ist A0n abgeschlossen, disjunkt zu A undA1 � A2 � � � � ! TAn = A: Sei M = jXj. Wir betrachten die Funktionengn(x) := 12Mn2 d(x;A0n)d(x;A) + d(x;A0n)



52 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSIONDann ist gn 2 Lip1(X); gn(x) = 0 f�ur x 2 A0n, 2Mn2gn(x) = 1 f�ur x 2 A und1A(x) � 2Mn2gn(x): Daraus folgt f�ur alle � ��(A) � 2Mn2 R gnd�� und daherlim sup� ��(A) � 2Mn2 lim� Z gn(x)d��(x)= 2Mn2 Z gn(x)d�(x)= Z d(x;A0n)d(x;A) + d(x;A0n)d�(x) � �(An) # �(A)Somit gilt auch lim sup��(A) � �(A) und daher �� ! � (w).Sei nun a 2 X fest. Zu f 2 Lip1(X) sei ~f := f � f(a). Dann hat ~f in a eine0{Stelle und die Menge f ~f : f 2 Lip1(X)g ist gleichm�a�ig beschr�ankt, bestehtaus gleichgradig stetigen Funktionen und ist daher kompakt. Wegen dH(�; �) =supnRX ~fd�� RX ~fd� : f 2 Lip1(X)o folgt daher die Behauptung.Aus der gezeigten Gleichheit der metrischen Topologie bez�uglich dH und der Topo-logie der schwachen Konvergenz und aus dem vorigen Satz ergibt sich nun die letzteBehauptung.Sei nun (X; d) ein kompakter, metrischer Raum, fX;wn; pn; n = 1; : : : ; Ng ein IFSmit Wahrscheinlichkeiten, kurz ein Zufalls{IFS. Jedes wi : X ! X ist als Kontrakti-on stetig, also (B(X);B(X)){me�bar. Zu � 2 P(X)ist also auch das Bildma� unterwi, de�niert durch � � w�1i (A) = �(w�1i (A)); (A 2 B(X)), wieder ein Element vonP(X)und damit ebenso jede Konvexkombination der � � w�1i .Definition 1.3. Zu einem Zufalls{IFS fX;wn; png ist derMarkov{Operator M :P(X)!P(X) f�ur � 2P(X) und A 2 B(X) de�niert durchM(�)(A) := NXi=1 pi� � w�1i (A) = p1� � w�11 (A) + � � �+ pN� � w�1N (A):Wir ben�otigen die folgende Formel. Sie folgt sofort aus dem Integraltransformati-onssatz.Lemma 1.11. F�ur alle f 2 C(X) giltZX fdM(�) = NXi=1 pi ZX f � wid�:Satz 1.12. Sei (X; d) ein kompakter, metrischer Raum und fX;wn; png ein Zufalls{IFS mit KF s 2 [0; 1). Dann ist der Markov{Operator M :P(X)!P(X)kontrahierend bez�uglich der Hutchinson{Metrik dH auf P(X)und hat ebenfalls denKF s. Es gilt also f�ur alle �; � 2P(X)dH(M(�);M(�)) � s dH(�; �):Es existiert daher ein eindeutig bestimmtes W{Ma� � 2P(X)mit M(�) = �. Dieses� hei�t das invariante Ma� des Zufall{IFS fX;wn; png .



1. (P(X); dH) 53Beweis. Nach dem vorigen Lemma giltdH(M(�);M(�)) = sup�ZX fdM(�)� ZX fdM(�) : f 2 Lip1(X)�= sup(ZX NXi=1 pi ZX f � wid�� ZX NXi=1 pi ZX f � wid� : f 2 Lip1(X))Sei �f = s�1PNi=1 pif � wi. Dann ist �f 2 Lip1(X). Sei L de�niert durchL := (�f = 1s NXi=1 pif � wi : f 2 Lip1(X)) :Dann gilt dH(M(�);M(�)) = sup�s ZX �fd�� s ZX �fd� : �f 2 L�Wegen L � Lip1(X) folgt daraus dH(M(�);M(�)) � s dH(�; �).Satz 1.13. Sei fX;wn; png ein Zufalls{IFS mit dem zugeh�origen invarianten Ma��. Dann ist der Tr�ager von � gleich dem Attraktor des IFS fX;wng , in Zeichensupp� = A:Beweis. Wir zeigen zuerst supp � � A: Sei dazu � irgend ein, in A konzentrier-tes Borel'sches W{Ma�, d.h. also �(A) = 1 (Jedes �a f�ur a 2 A ist ein Beispiel).Dann folgt wegen w�1i (A) � AM(�)(A) = NX1 pi�(w�1i (A)) � NX1 pi�(A) = 1und daher ebensoM2(�)(A) =M(M(�))(A) = NX1 piM(�)(w�1i (A)) � NX1 piM(�)(A) = 1und durch Induktion allgemein Mn(�)(A) = 1 und damit nach Satz 1.61 = limMn(�)(A) � �(A), also nach Satz 1.2 supp � � A:Sei umgekehrt a 2 A und U eine o�ene a{Umgebung und � 2 � eine Adresse von a.Nach Satz 2.2 Kap.3 gilt limn!1�(�; n; A) = a in der Hausdor�{Metrik von H(X).Daraus folgt: es gibt ein n 2 N mit �(�; n; A) � U . Nun ist aber (�Ubung)�(�(�; n; A)) � p�1p�2 � � �p�n > 0und daher �(U) > 0: Nach Satz 1.2 gilt daher a 2 supp � und somitA � supp �.Satz 1.14 (Collage{Theorem, M. Barnsley). Sei fX;wn; pn; n = 1; : : : ; Ng einZufalls{IFS mit zugeh�origem Markov{Operator M :P(X)!P(X)und invariantemMa� � und KF s.Sei � 2P(X). Dann gilt dH(�; �) � dH(�;M(�))1� sBeweis. Wie bei 5.1 Kap.2.



54 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSION2. Fraktale DimensionWie gro� ist ein Fraktal? Wie l�a�t sich �Ahnlichkeit von Fraktalen erfassen? Mitdem Begri� der Fraktalen Dimension versucht man das subjektive Emproo�nden zuquanti�zieren, wie dicht ein Fraktal (2 H(X)) einen Teil des metrischen RaumesX erf�ullt. Warum ist die Einschr�ankung auf kompakte Mengen dabei legitim? Inder Physik hat man mit beschr�ankten Mengen zu tun und dabei kann nicht unter-schieden werden zwischen einer Menge und ihrem Abschlu�. Somit sind kompakteMengen sinnvolle Modelle von Mengen der realen physikalischen Welt.2.1. Box{counting Dimension. Sei A 2 H(X); � > 0 B(x; �) = fy 2 X :d(x; y) � �g. Sei N (A; �) die kleinste Zahl solcher Kugeln, soda�A � M[n=1B(xn; �) (xn 2 X):N (A; �) existiert wegen der Kompaktheit von A. Man beachte: F�ur die gew�ohnlicheDimensionD gilt bei �Uberlagerung eines W�urfels A mit kleineren W�urfeln der L�ange� N (A; �) � C (1=�)D, somit logN (A; �) � logC +D log(1=�); alsoD � logN (A; �)� logClog(1=�) :Da logClog(1=�) ! 0 f�ur � # 0, ist folgende De�nition motiviert.Definition 2.1. Sei A 2 H(X). FallsD := lim�!0 logN (A; �)log(1=�)(2.1)existiert, dann hei�t D fraktale Dimension (Box{counting dimension) von A.Beispiel 2.1.Sei A = [0; 1] � (R2; j : j). Zu � > 0 ist N (A; �) = �[�1=�]; denn f�ur 0 < � < 1 gilt1=� � �[�1=�] � 1=�+ 1. Daher1 = log(1=�)log(1=�) � log(�[�1=�])log(1=�) = log(N (A; �))log(1=�) � log(1=�+ 1)log(1=�)= log(1 + �) + log(1=�)log(1=�) ! 1Satz 2.1. Sei A 2 H(X); �n = C rn (0 > r > 1; C > 0) n = 1; 2; : : : . FallsD = limn!1� log(N (A; �n))log(1=�n) �(2.2)existiert, dann hat A fraktale Dimension D.Beweis. Wir setzen f(�) := maxf�n : �n � �g. Sei � � r. Dann f(�) = C rn0 �� < C rn0�1 = f(�)=r und somitN �A; f(�)� � N (A; �) � N �A; f(�)=r�: )log(N (A; f(�)=r)log(1=f(�)) � log(N (A; �))log(1=�) � log(N (A; f(�))log(r=f(�)) :(2.3)



2. FRAKTALE DIMENSION 55o.B.d.A. N (A; �) !1 mit � ! 0. (Falls nicht, sind beide Seiten von (2.2) gleich 0und daher nichts zu beweisen.) F�ur die rechte Seite von (2.3) giltlim�#0 logN (A; f(�))log(r=f(�)) = limn!1 logN (A; �n)log(r=�n)= limn!1 logN (A; �n)log r + log(1=�n)= limn!1 logN (A; �n)log(1=�n) = D:F�ur die linke Seite von (2.3) gilt:lim�#0 logN (A; f(�)=r)log(1=f(�)) = limn!1 logN (A; �n�1)log(1=�n)= limn!1 logN (A; �n�1)log 1=r + log(1=�n�1)= limn!1 logN (A; �n�1)log(1=�n�1) = D:Daher konvergiert die Mitte von (2.3) ebenfalls gegen D.Wir beweisen damit im konkreten Fall X = RmSatz 2.2. Sei A 2 H(Rm) unter Ben�utzung der euklidischen Metrik. Rm wird �uber-deckt mit gerade ber�uhrenden W�urfeln der L�ange 1=2n. Sei Nn(A) die Zahl dieserW�urfel, die A schneiden. Falls D = limn!1 logNn(A)log 2n(2.4)exisiert, dann hat A fraktale Dimension D.(Genauso k�onnten wir W�urfel der L�ange C rn C > 0 0 < r < 1 verwenden)Beweis. Da eine Kugel von Radius 1=2n h�ochstens 2m W�urfel der angegebenenArt schneidet, gilt jedenfallsNn�1(A) � 2mN (A; 1=2n):Andererseits ben�otigt man zur �Uberdeckung eines W�urfels dieser Art h�ochstens2m + 1 Kugeln mit Radius 1=2n. Somit N (A; 1=2n) � Nn�1(A)(2m + 1). Daher2�mNn�1(A) � N (A; 1=2n) � Nn�1(A)(2m + 1). Alsolog 2�mNn�1(A)log 2n � logN (A; 1=2n)log 2n � log(2m + 1)Nn�1(A)log 2nlog 2�m + logNn�1(A)log 2 + log 2n�1 � logN (A; 1=2n)log 2n � log(2m + 1) + logNn�1(A)log 2 + log 2n�1 :Die linke und die rechte Seite, und damit der mittlere Term der letzten Zeile kon-vergieren gegen D.



56 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSIONSatz 2.3. (X1; d1); (X2; d2) seien metrisch �aquivalent via � : X1 ! X2. Sei A1 2H(X1) mit fraktaler Dimension D. Dann hat auch A2 = �(A1) fraktale DimensionD, also D(A1) = D(�(A1)).In Rm ist daher die fraktale Dimension unabh�angig von der Norm-Metrik.Beweis. Es gibt nach Voraussetzung positive Konstante c1; c2, soda�^x;y2X1 c1d2��(x);�(y)� � d1(x; y) � c2d2��(x);�(y)�:(2.5)Die metrische �Aquivalenz bleibt g�ultig unter der Annahme c1 < 1 < c2. Somiteinerseits d2��(x);�(y)� � 1c1d1(x; y) (x; y 2 X1):Daher �(B(x; �)) � B(�(x); �=c1). Weiters: Es gibt fx1; x2; : : : ; xNg � X1 mitN :=N (A1; �) mit A1 � N[n=1B(xn; �):Daher A2 = �(A1) � SNn=1B(�(xn); �=c1), also N (A2; �=c1) � N (A1; �). Somit f�uralle � < 1 (soda� log 1=� 6= 0)logN (A2; �=c1)log(1=�) � logN (A1; �)log(1=�) )lim sup�#0 logN (A2; �)log(1=�) = lim sup�#0 logN (A2; �=c1)log(1=�)� lim�#0 logN (A1; �)log(1=�) = D(A1):Nun zur umgekehrten Ungleichung. Aus (2.5) folgtd1���1(x);��1(y)� � c2d2(x; y) (x; y 2 X2): )��1(B(x; �)) � B(��1(x); c2�) (x 2 X2):Somit N (A1; c2�) � N (A2; �) also f�ur � < 1logN (A1; c2�)log(1=�) � logN (A2; �)log(1=�)Damit erhalten wirD(A1) = lim�#0 logN (A1; �)log(1=�) = lim�#0 logN (A1; c2�)log(1=�)� lim inf�#0 logN (A2; �)log(1=�) )lim sup�#0 logN (A2; �)log(1=�) � D(A1) � lim inf�#0 logN (A2; �)log(1=�) ; )



2. FRAKTALE DIMENSION 57D(A2) = lim�#0 logN (A2; �)log(1=�) = D(A1):Beispiel 2.2.1) Einheitsquadrat in R2: N1(2) = 4;N2(2) = 16; : : :Nn(2) = 4n somitD(2) = limn!1 logNn(2)log(2n) = 2:2) Sierpinski-Dreieck S: N1(S) = 3 N2(S) = 9 N3(S) = 27 : : :N (S) = 3n: Daherlimn!1 logNn(S)log 2n = limn!1 log 3nlog 2n = log 3log 2 :3) Cantor-Menge C: Mit Intervallen der L�ange c rn = 1 (1=3)n gilt N1 = 2;N2 = 22; : : : ;Nn = 2n und daherD(C) = limn!1 log 2nlog 3n = log 2log 3 :4) F�ur die Cantor-Menge, die als Attraktor des IFS f[0; 3]; 13x; 13x + 2g erscheint,erhalten wir wegen der Isometrie �[0; 1]; j : j� 3x�! �[0; 3]; j : j� dieselbe fraktale Di-mension wie in 3)Die folgende De�nition erm�oglicht es, einer gr�o�eren Klasse von Mengen eine Di-mension zuzuordnen.Definition 2.2. (X; d) sei vollst�andiger metrischer Raum. Zu A 2 H(X) sei N (�)die kleinste Zahl abgeschlossener Kugeln vom Radius � f�ur eine �Uberdeckung vonA. FallsD := lim�#0 �sup� logN (~�)log(1=~�)� : ~� 2 (0; �)� = inf�>0�sup� logN (~�)log(1=~�)� : ~� 2 (0; �)�(2.6)existiert, dann hei�t D(= D(A)) fraktale Dimension von A.Bemerkung 2.1. F�ur eine, in einer 0-Umgebung de�nierte Funktion f(�) istlim sup�#0 f(�) = lim�#0 fsupff(~�) : ~� 2 (0; �)gg:Man beachte: supff(~�) : ~� � �g ist abnehmend in �.Wenn D im fr�uheren Sinne existiert, dann auch im neuen und beide Gr�o�en sindgleich.Satz 2.4. Sei m 2 N, Rm versehen mit der euklidischen Metrik. Es gilt: F�ur alleA 2 H(Rm) existiert D(A). Ist B 2 H(Rm) mit A � B, dann gilt D(A) � D(B).Insbesondere: 0 � D(A) � m.



58 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSIONBeweis. F�ur m = 2: Sei 0 < � < 1 und ohne Beschr�ankung der Allgemeinheitsei A � B � Q mit einem Quadrat Q und 0 < � < 1. Somit N (A; �) � N (B; �) �N (Q; �). Daher 0 � logN (A; �)log(1=�) � logN (B; �)log(1=�) � logN (Q; �)log(1=�) :Also lim sup�#0 logN (A; �)log(1=�) � lim sup�#0 logN (B; �)log(1=�) � lim sup�#0 logN (Q; �)log(1=�) = 2:Letzteres nach dem vorigen Beispiel und Satz 2.2Zur Berechnung der fraktalen Dimension der Vereinigung zweier Mengen ist folgen-der Satz n�utzlich.Satz 2.5. Seien A;B 2 H(Rm). Sei D(A) = lim�#0 logN (A; �)log(1=�) und D(B) � D(A).Dann gilt D(A [B) = D(A).Beweis. Beweis Zuerst nehmen wir an: D(B) < D(A). Jedenfalls gilt D(A [B) � D(A). Wir zeigen nun D(A[B) � D(A). Zun�achst gilt zu � > 0:N (A[B; �) �N (A; �) +N (B; �). SomitD(A [ B) = lim sup�#0 logN (A [B; �)log(1=�) � lim sup�#0 log(N (A; �) +N (B; �)log(1=�)� lim sup�#0 logN (A; �)log(1=�) + lim sup�#0 log(1 +N (B; �)=N (A; �)log(1=�) :Wir zeigen nun: N (B; �)=N (A; �) < 1 f�ur hinreichend kleines �. Damit ist der 2.Summand der letzten Formel, den wir mit lim sup(II) abk�urzen, 0, der erste istper def. D(A). Wir bemerken: supn logN (B; ~�)log(1=~�) : ~� < �o ist abnehmend in �. So-mit logN (B; �)log(1=�) < D(A) f�ur hinreichend kleine � > 0. Wegen der vorausgesetztenExistenz des lim f�ur D(A) giltlogN (B; �)log(1=�) < logN (A; �)log(1=�)f�ur hinreichend kleine � > 0. Somit f�ur diese �:N (B; �)N (A; �) < 1:Sei nun D(A) = D(B), alsoD(B) = lim�#0 �sup~��� logN (B; ~�)log(1=~�) � = lim�#0 logN (A; ~�)log(1=�) = lim�#0 �inf~��� logN (A; ~�)log(1=~�) � :Es gibt 2 M�oglichkeiten: 1) N (B; ~�)=N (A; ~�) ist beschr�ankt f�ur ~� # 0. Dann folgtlim sup�!0(II) = 0: 2) N (B; ~�)=N (A; ~�) ist unbeschr�ankt f�ur ~� # 0. Dann folgt



2. FRAKTALE DIMENSION 590 � sup~��� (II) � sup~��� log 2N (B; ~�)=N (A; ~�)log(1=~�)� sup~��� log 2log(1=~�) + sup~��� � logN (B; ~�)log(1=~�) � logN (A; ~�)log(1=~�) �� log 2log(1=�) + sup~��� logN (B; ~�)log(1=~�) � inf~��� logN (A; ~�)log(1=~�) :Somit 0 � lim sup~��� (II) � lim�#0 log 2log(1=�) + lim�#0 f(�)� lim�#0 g(�)= 0 +D(B)�D(A) = 0:f(�); g(�) sind dabei die entsprechenden Ausdr�ucke der vorletzten Zeile.Die tats�achliche Berechnung ist in vielen F�allen m�oglich mit folgendemSatz 2.6. Sei fRm;w1; : : : ; wNg ein IFS mit Attraktor A. wn sei �Ahnlichkeit mitSkalierungsfaktor sn (n = 1; 2; : : : ; N). Falls das IFS total unzusammenh�angendoder gerade ber�uhrend ist, dann ist die fraktale Dimension D(A) gegeben durch dieeindeutige L�osung der GleichungNXn=1 jsnjD(A) = 1 �D(A) 2 [0; m]�:(2.7)Falls das IFS �uberlappend ist, dann gilt f�ur die L�osung �D�2 [0;1)� vonPNn=1 jsnj �D = 1 D(A) � �D:Bemerkung 2.2. Die Eindeutigkeit der L�osung sieht man folgenderma�en ein: F�ur
(t) =PNn=1 stn gilt 
(0) = N; 
(t) # 0 f�ur t!1. Daher existiert genau ein Dmit 
(D) = 1.Hier eine Beweisidee (Beweis sp�ater!) f�ur ein total unzusammenh�angendes IFS. Siegr�undet auf 2 Bemerkungen: Sei sn > 0 f�ur alle n 2 f1; 2; : : : ; Ng :1) Jedes wn ist �Ahnlichkeit mit Skalierungsfaktor sn, bildet somit abgeschlosseneKugeln in abgeschlossene Kugeln ab:wn�B(x; �)� = B�w1(x); sn��:Wegen sn > 0 ist wn invertierbar und ist ebenfalls �Ahnlichkeit, alsow�1n �B(x; �)� = B�w�1n (x); s�1n �)�:Daraus ergibt sich: N (A; �) = N (wn(A); sn�), oder, �aquivalent dazu N (A; s�1n �)= N (wn(A); �).2) F�ur ein total unzusammenh�angendes IFS ist A = w1(A) [ w2(A) [ � � � [ wN(A)eine disjunkte Vereinigung der kompakten Mengen wn(A). Wegen des positiven Ran-dabstandes disjunkter kompakter Mengen zerf�allt f�ur hinreichend kleine � > 0 eine



60 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSION�Uberdeckung von A mit Kugeln B(x; �) in disjunkte Teile, die jeweils wn(A) �uber-decken. Somit gilt f�ur alle hinreichend kleinen � > 0N (A; �) = N �w1(A); ��+N �w2(A); ��+ � � �+N �wN(A); ��= N �A; s�11 ��+N �A; s�12 ��+ � � �+N �A; s�1N ��:Nun folgt ein heuristisches Argument f�ur kleine � > 0: N (A; �) � C��D(A), daherC��D � CsD1 ��D + CsD2 ��D + � � �+ CsDN��D:Also 1 = sD1 + sD2 + � � �+ sDN :Beispiel 2.3.Dimension des Sierpinski Dreieckes:�12�D + �12�D + �12�D = 1) D = log 3log 2 :



2. FRAKTALE DIMENSION 612.2. Hausdor�-Dimension. Sei E � Rm, mit eukl. Metrik. Zu ; 6= U � Rmde�nieren wir jU j = diamU = supfjx � yj : x; y 2 Ug. Falls E � S11 Ui und0 < jUij � �, dann hei�t fUig eine �-�Uberlagerung von E. Zu s � 0 de�nieren wirHs�(E) = inf( 1Xi=1 jUijs : fUjg � � �Uberlagerung vonE) :Man zeigt leicht: 1) Hs�(�) = 02) E � F ) Hs�(E) � Hs�(F )3) Hs�  1[i=1Ei! � 1Xi=1 Hs�(Ei)d.h. Hs� ist ein �au�eres Ma�. Weiters ist Hs�(E) wachsend f�ur � #; denn f�ur �0 < � istjede �0-�Uberlagerung auch �-�Uberlagerung und die kleinere Menge von Zahlen hatdas gr�o�ere inf. Damit de�nieren wir weiters:Hs(E) := lim�!0Hs�(E) = sup�>0 Hs�(E):(2.8)Hs(E) kann auch 1 sein. Es gilt: Auch Hs ist �au�eres Ma� und zugleich metrisch,d.h.: F�ur E; F mit d(E; F ) = inffjx� yj : x 2 E; y 2 Fg > � gilt:Hs�(E [ F ) = Hs�(E) +Hs�(F ):(Keine Menge U einer �-�Uberlagerung von E [ F f�ur � < d(E; F ) kann gleichzeitigE und F tre�en!) Hier ein kurzer Nachweis, da� Hs �au�eres Ma� ist:1) Hs�(�) = 0 f�ur alle � > 0 also Hs(�) = 02) E � F ) Hs�(E) � Hs�(F ) f�ur alle � > 0, somitHs�(E) � sup�>0 Hs�(F ) = Hs(F ) also Hs(E) � Hs(F ):3) Jede �-�Uberlagerung von S1j=1Ej liefert �-�Uberlagerung von jedem Ej1[1 Ej � 1[1 Ui = [E1\Ui 6=�Ui [ [E2\Ui 6=�Ui : : :somit 1X1 jUijs � XE1\Ui 6=� jUijs + XE2\Ui 6=� jUijs + : : :Daher Hs�  1[j=1Ej! � 1X1 Hs�(Ej) � 1X1 sup�>0 Hs�(Ej) = 1X1 Hs(Ej):Also Hs 1[1 Ej! � 1X1 Hs(Ej):Definition 2.3. Hs eingeschr�ankt auf die �-Algebra der Hs-me�baren Mengen, diealle Borel-Mengen umfa�t (da Hs metrisch ist) hei�t s-dimensionales Hausdor�-Ma�.



62 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSIONZur Erinnerung: Sei � �au�eres Ma� auf der Menge X. X � E hei�t �-me�bar, fallsgilt Â�X �(E) = �(E \ A) + �(E n A):Bemerkung 2.3.1) F�ur jedes E ist Hs(E) # f�ur 0 � s " 1; denn f�ur 0 < � < 1 ist jUijs # 0 f�ur s " 1.2) Falls s < t, dann1X1 jUijt = 1X1 jUijt�sjUijs � �t�s 1X1 jUijs; also1X1 jUijs � 1�t�s 1X1 jUijt:Daraus folgt:0 < Ht0(E) <1 ) �Hs(E) =1 f�ur s < t0Hs(E) = 0 f�ur s > t0:Es gilt somitSatz 2.7. F�ur jedes E � Rm gibt es 3 M�oglichkeiten bzgl. der MengefHs(E) : s � 0g1) Vs�0 Hs(E) = 0.2) Vs�0 Hs(E) =1.3) Es gibt genau ein t0 2 [0;1) mitHs(E) = 8><>: 1 0 � s < t0endlich > 0 s = t00 s > t0:(2.9)t0 = DH(E) hei�t Hausdor�-Dimension von E und es giltDH(E) = inf�s : Hs(E) = 0	 = sup�s : Hs(E) =1	:(2.10)Satz 2.8. Sei A 2 H(Rm). Dann gilt 0 � DH(A) � m.Beweis. Wir wissen bereitsD(A) = inf�>0�sup~��� logN (A; ~�)log(1=~�) � � m:Wir setzen die Abk�urzung D := D(A). Es gen�ugt zu zeigen: Das D - dim. Hausdor�-Ma� von A ist endlich, also HD(A) <1. Jedenfalls giltD � sup~��� logN (A; ~�)log(1=~�) (� > 0):



2. FRAKTALE DIMENSION 63Somit existiert zu jedem � > 0 ein �0(�), soda� f�ur alle � < �0(�)D � logN (A; �)log(1=�) + �:somit f�ur alle � < �0(�)HD� (A) = inf( 1X1 jUijD : fUig �� �Uberdeckung vonA)� N (A;�)X1 ��B(xn; �)��D = 2D�DN (A; �)� 2m� logN (A;�)log(1=�) +�N (A; �)� 2me� logN (A;�)log � log �N (A; �) = 2m:Somit HD(A) � 2m <1.Man beachte: Bei gleichemWert der Hausdor�-Dimension erm�oglicht das zugeh�origeHausdor�-Ma� immer noch eine Unterscheidung der Mengen nach ihrer \Gr�o�e".Es folgen nun einige Vorbereitungen zum Beweis von Satz 2.6Bemerkung 2.4. Nach Kap.3 Abschnitt 2 Satz 2.6 ist A der Abschlu� der Mengeder Fixpunkte der Abbildungen w = wj1 � wj2 � � � � � wjk f�ur alle endlichen Folgenfj1; j2; : : : ; jkg mit 1 � ji � N .Bemerkung 2.5. Sei D L�osung von sD1 + sD2 + � � �+ sDN = 1. Dann folgt durch k-tePotenzbildung die Identit�at Xj1:::jk(sj1sj2 : : : sjk)D = 1:Dies ist die Summe �uber alle k-Tupel fj1; : : : ; jkg 1 � ji � N . In diesem Sinnesind im Folgenden �ahnliche Summenzeichen zu verstehen.F�ur eine beliebige Menge F schreiben wirFj1:::jk = wj1 � � � � � wjk(F ):A sei, wie immer, der Attraktor des IFS fRm;w1; : : : ; wNg.Lemma 2.9. Es existiert ein Borel-Ma� � mit Tr�ager supp� � A und�(Rm) = 1 so, da� f�ur jede me�bare Menge F�(F ) = NX1 sDj ��w�1j (F )�(2.11)Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Kapitel 5 Satz 1.12 f�ur das Zufalls{IFSfX;wn; png mit p1 = sD1 ; : : : ; pn = sDn :Hier ein weiterer Beweis (Nach Falconer [Fa] p.120): Wir w�ahlen x 2 A und setzenxj1:::jk := wj1 � � � � � wjk(x) k = 1; 2; : : : . Auf der Menge C00(Rm) der stetigen



64 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSIONAbbildung f : Rm ! C mit kompaktem Tr�ager de�nieren wir das positive lineareFunktional �k(f) := Xj1:::jk(sj1sj2 : : : sjk)Df(xj1:::jk)und zeigen, da� f�k(f) Cauchy-Folge ist: Jedenfalls giltjAj1:::jk j � SkjAj ! 0 (S = maxfsjg)f�ur k !1. Da f gleichm�a�ig stetig ist, gibt es zu � > 0 ein p, soda� f�ur k � p dieWert�anderung von f auf Aj1:::jk kleiner ist als �. Daher supfjf(u) � f(v)j : u; v 2Aj1:::jkg < �, unabh�angig von der Wahl von x 2 A. Weiters gilt f�ur k; k0 � pxj1:::jk ; xj1:::jk0 2 Aj1:::jp:Sei etwa k0 � k. AusX(sj1 : : : sjk0 )D =X(sj1 : : : sjk)DX(sjk+1 : : : sjk0 )Dfolgt: j�k(f)� �k0(f)j ist gleich dem Absolutbetrag vonXjk+1:::jk0(sjk+1 : : : sjk0 )D Xj1:::jk(sj1 : : : sjk)Df(xj1:::jk)��X(sj1 : : : sjk0 )Df(xj1:::jk0 )und somit � Pj1:::jk(sj1 : : : sjk0 )D supu;v2Aj1:::jp jf(u) � f(v)j < � f�ur alle k; k0 � p.Somit ist f�k(f)gk konvergent f�ur alle f 2 C00(Rm) und der Limes de�niert daherein positives lineares Funktional auf C00(Rm), das unabh�angig vom Ausgangspunktx 2 A ist. Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert ein positives Borel-Ma� �mit Z fd� = limk!1�k(f) f 2 C00(Rm):Sei f � 1 2 C00(Rm) mit kompaktem Tr�ager � A. Dann gilt f�ur alle k �k(f) = 1,also RRm d� = 1 = �(Rm). Ist f stetig und f jA � 0, dann �k(f) = 0 f�ur alle k,somit Z fd� = 0; also supp � � AWeiters gilt f�ur f 2 C00(Rm)�k(f) =Xj1 sDj1 Xj2:::jk(sj2 : : : sjk)Df(xj1 : : : xjk)=Xj1 sDj1 Xj2:::jk(sj2 : : : sjk)Df�wj1(xj2:::jk)�= NXj1=1 sDj1�k�1(f � wj1):F�ur k !1 folgt daraus Z fd� = NXj=1 sDj Z f � wjd�:



2. FRAKTALE DIMENSION 65Nach dem Satz �uber monotone Konvergenz gilt diese Gleichung dann f�ur alle nicht-negativen me�baren f und daher f�ur Indikatorfunktionen 1A me�barer Mengen A.Also erhalten wir �(F ) = NXj=1 sDj ��w�1j (F )�:Man beachte dabei R 1A(w(x))dx = R 1w�1(A)(x)ds: Damit ist das Lemma bewiesen.Setze �j1:::jk(F ) := ��(wj1 � � � � � wjk)�1(F )� = ��(w�1jk � � � � � w�1j1 )(F )�:Daraus folgt supp �j1:::jk � Aj1:::jk ; denn�j1:::jk(F ) = ��(wj1 � � � � � wjk)�1(F ) \ A� == ��(wj1 � � � � � wjk)�1�F \ (wj1 � � � � � wjk)(A)��:Bemerkung 2.6. Durch Einsetzen in (2.11) folgt�j1:::jk(F ) =X sDj ��w�1j (w�1jk � � � � � w�1j1 )(F )� =X sDj �j1:::jkj(F )f�ur alle me�baren F . Weiters �uberlegt man sich durch induktive Anwendung von(2.11) f�ur beliebiges k die G�ultigkeit von� = X(j1;:::;jk)�sj1 : : : sjk�D�j1;:::;jk:(2.12)Es sei erinnert an Kap.3 De�nition 2.3: Ein IFS hei�t gerade ber�uhrend, falls es diefolgende Bedingung (open set condition) erf�ullt:Es existiert eine nichtleere, o�ene und beschr�ankte Menge V , f�ur die giltO1) W (V ) = w1(V ) [ � � � [ wN(V ) � VO2) wi(V ) \ wj(V ) = ; (i 6= j)Daraus und mit der eingef�uhrten Schreibweise folgt durch IterationN[j=1Vj1:::jkj � Vj1:::jkmit disjunkter Vereinigung.Das Mengensystem fVj1:::jk : k 2 N; 1 � ji � Ng ist ein Netz, d.h. zwei Mengendaraus sind entweder disjunkt, oder eine davon ist in der anderen enthalten. Seietwa k � k0, dann gilt genauer: Vj1:::jk0 � Vi1:::ik genau dann, wenn (i1; : : : ; ik) dasAnfangssegment von (j1; : : : ; jk0) d.h. (j1; : : : ; jk0) = (i1; : : : ; ik; jk+1; : : : ; jk0) ist. InZeichen (i1; : : : ; ik) � (j1; : : : ; jk0).Ist andererseits (i1; : : : ; ik) 6� (j1; : : : ; jk0), dann gilt Vj1:::jk0 \ Vi1:::ik = ;. In diesemFall existiert n�amlich ein kleinstes r 1 � r � k mit ir 6= jr und somitwir(Vi1 : : : ir�1) \ wjr(Vi1:::ir�1) = ;:soda� auch Vj1:::jk0 \ Vi1:::ik = ;.A sei nun Attraktor eines IFS fRm; wi; : : : ; wNg.Definition 2.4. A hei�t selbst�ahnlich, falls die wi �Ahnlichkeitstransformationensind und ein D existiert mit HD(A) > 0 aber HD�wi(A) \ wj(A)� = 0 f�ur i 6= j:



66 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSION�Uberlappungen sind also vergleichsweise klein, die Selbst-�Ahnlichkeit geht dort dahernicht verloren. Da A = w1(A) [ � � � [ wN(A), ist also A "bis auf h�ochstens kleineTeile\ die disjunkte Vereinigung von verkleinerten Versionen von sich selbst.Bemerkung 2.7. Ein total unzusammenh�angendes IFS (mit Attraktor A) er�ullt dieopen set condition: Da die wi(A) kompakt und disjunkt sind, haben sie positivenAbstand zueinander. Daher existiert � > 0, soda� die o�ene Parallel-Menge wegenA� := [x2AU(x; �) = N[i=1� [x2wi(A)U(x; �)�ebenfalls disjunkte Vereinigung ist.Satz 2.10. fRm;w1 : : : ; wNg sei IFS mit �Ahnlichkeiten wj und �Ahnlichkeitsfaktorens1; : : : ; sN und Attraktor A. Das IFS erf�ulle die open set condition. Dann hat Apositives Hausdor�ma� 0 < HD(A) <1, wobei sD1 +� � �+sDN = 1. A ist selbst�ahnlich,wobei HD(wi(A) \ wj(A)) = 0 f�ur i 6= j.Bemerkung 2.8. Wenn (O1) gilt, dann folgt A � �V ; denn aus der Stetigkeit derwi folgt W ( �V ) = w1( �V ) [ � � � [ wN( �V ) � w1(V ) [ � � � [ wN(V )� w1(V ) [ � � � [ wN(V ) � �V :Und daher �V � W ( �V ) � W 2( �V ) � � � � ! 1\k=1W k( �V ) = Ain der Hausdor�-Metrik. Daher kann kein Punkt von A au�erhalb von �V liegen.Daraus folgt Aj1:::jk � �Vj1:::jk wegen(wj1 � � � � � wjk(A) � wj1 � � � � �wjk( �V ) � wj1 � � � � � wjk(V ):Lemma 2.11. fVig sei Familie disjunkter o�ener Mengen in Rm, soda� jedes Vi eineKugel vom Radius c1� enth�alt und enthalten ist in einer Kugel vom Radius c2�.Dann tri�t jede Kugel B vom Radius � h�ochstens (1 + 2c2)mc�m1 viele der Mengen�Vi. Beweis. Bezeichne � das Volumen der m-dimensionalen Einheitskugel. Sei �Vi \B 6= �. Dann ist �Vi enthalten in einer Kugel K, konzentrisch mit B, und mit einemRadius (1 + 2c2)�. Wenn also q der f �Vig B tre�en, dann gilt f�ur die Summe derVolumina der disjunkten (soda� Ma�argument Sinn hat) inneren Kugeln�q (c1�)m � �(1 + 2c2)m�m:Nun zum Beweis von Satz 2.6 bzw. Satz 2.10: Es istA = A1 [ A2 [ � � � [ AN = [j1j2Aj1j2 = � � � = [j1:::jkAj1j2:::jk:



2. FRAKTALE DIMENSION 67Sei o.B.d.A. o < s := s1 � s2 � � � � � sN =: S < 1. Es gilt f�ur die �Ahnlichkeitenw1; : : : ; wN Xj1:::jk jAj1:::jk jD = Xj1:::jk jAjD(sj1sj2 : : : sjk)D = jAjD:Da jAj1:::jkj = jAjsj1 : : : sjk � jAjSk ! 0 f�ur k ! 1, ist zu � > 0 f�ur hinreichendgro�es k jAjSk � � und somit fAj1:::jkg eine �-�Uberlagerung von A, daherHD� (A) �jAjD, somit auch HD(A) � jAjD < 1. Es bleibt also zu zeigen: 0 < HD(A). Seidazu obiges V enthalten in einer Kugel vom Radius c2 und V enthalte eine Kugelvon Radius c1. Sei � > 0 klein genug. F�ur jede unendliche Folge fj1; j2; : : : g (1 �ji � N) schneiden wir die Folge ab beim kleinsten k � 1, f�ur dass � < sj1 � � � sjk � � (�)Sei S die Menge der so erhaltenen Folgen. Es gilt: F�ur keine zwei Folgen � 6= � 2 Sgilt � � � oder � � �. Daher ist fVj1:::jk : fj1; : : : ; jkg 2 Sg eine disjunkte Familie.Jede dieser Mengen enth�alt eine Kugel vom Radius c1sj1 � � � sjk und somit eine vonRadius s�c1 und ist enthalten in einer Kugel vom Radius c2sj1 � � � sjk , also einer vonRadius c2�. Nach vorigem Lemma tri�t somit jede Kugel B vom Radius � h�ochstensq = (1 + 2c2)mc�m1 s�m Mengen der Familie � �Vj1:::jk : fj1; : : : ; jkg 2 S	:Weiters gilt f�ur jedesfj1; : : : ; jkg �j1:::jk(Rm) = 1, und supp(�j1:::jk) � Aj1:::jk � �Vj1:::jk. Daher Es gilt� = Xfj1;:::;jkg2S(sj1 � � � sjk)D�j1:::jk (��)Daher �(B) �P(sj1 : : : sjk)D�j1:::jk(Rm), wobei die Summation �uber jene Indexfol-gen j1 : : : jk 2 S geht, f�ur die B \ �Vj1:::jk 6= ; (da supp �j1:::jk � �Vj1:::jk !): Aus derFormel (��) folgt f�ur hinreichend kleine � = jBj=2:�(B) � q �D = q� jBj2 �D :Wir k�onnen nun zu HD(A) eine �-�Uberlagerung fUig von A �nden, f�ur dieP jUijDbeliebig nahe beiHD(A) liegt. Andererseits k�onnen wir dann aber eine �Uberlagerungvon A mit Kugeln Bi �nden, f�ur die jBij=2 � jUij, soda�1 = �(A) �X�(Bi) � qX� jBij2 �D � qX jUijD:Daraus folgt HD(A) � 1=q > 0. Da die wi �Ahnlichkeiten sind, folgtNX1 HD�wj(A)� = NX1 sDj HD(A) = HD(A):Wegen HD(A) <1 ist dies nur m�oglich, fallsHD�wi(A) \ wj(A)� = 0 (i 6= j):Damit ist der Satz 2.6 bewiesen.



68 5. W{MASSE AUF FRAKTALEN, FRAKTALE DIMENSION



KAPITEL 6Markov{Ketten, Station�are Folgen und Zufalls{IFS1. Markov{KettenSei (
;F ; P ) ein Wahrscheinlichkeits{Raum (kurz W{Raum), (X; E) ein me�barerRaum, A 2 F und G sei eine Unter{�{Algebra von F . Sei weiters � : 
 ! R einerelle ZV mit � = �+ � ��.Definition 1.1. Die bedingte Erwartung einer nichtnegativen ZV � bez�uglich G isteine nichtnegative ZV E[�jG] : 
! [0;1] mit den Eigenschaftena) E[�jG] ist G{me�bar.b) F�ur alle A 2 G gilt ZA �dP = ZAE[�jG]dP(1.1)Ist � eine beliebige ZV, dann de�niert man E[�jG] = E[�+jG] � E[��jG], fallsmin(E[�+jG]; E[��jG]) <1 P{f.s..Bemerkung 1.1. Die Existenz der bedingten Erwartung E[�jG] folgt aus dem Satzvon Radon{Nykodym: f�ur � � 0 und A 2 G betrachten wir Q(A) := RA �dP . Q istein Ma� auf (
;G) und Q ist absolut stetig bez�uglich P (in Zeichen Q �� P ,also P (A) = 0 ) Q(A) = 0). Daher existiert eine nichtnegative, G{me�bare ZV,bezeichnet als E[�jG], mit der EigenschaftQ(A) = ZA �dP = ZAE[�jG]dP:E[�jG] ist nur bis auf eine 0{Menge eindeutig bestimmt, d.h. jede G{me�bare Funk-tion f(!) mit Q(A) = RA f(!)P (d!) (A 2 G) ist ebenso geeignet und hei�t Versionvon E[�jG].E[�jG] ist die Radon{Nykodym{Ableitung von Q nach P :E[�jG](!) = dQdP (!):Definition 1.2. Zu B 2 F hei�t E[1BjG] die bedingte Wahrscheinlichkeit des Er-eignisses B bez�uglich G, geschrieben P [BjG], alsoa) P [BjG] ist G{me�bare ZV auf 
 69



70 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFSb) F�ur alle A 2 G gilt P (A \B) = ZA P [BjG] (!)P (d!)(1.2)Von besonderer Bedeutung ist der Fall, wo G von einer me�baren Abbildung erzeugtwird.Definition 1.3. Sei � ZV auf 
 und � : 
! X ein Zufallselement, sei weiters �f�gdie von � erzeugte �{Algebra (sie besteht aus allen Mengen der Form f� 2 Bg :=��1(B) = f! : �(!) 2 Ag, B 2 E). Dann hei�t E[�j�] := E[�j�(�)] die bedingteErwartung von � bez�uglich � (oder: \unter der Hypothese �").Wir ben�otigen noch eine Verfeinerung dieses Begri�es und erinnern uns zuvor anden Integraltransformationssatz:Satz 1.1. Sei P� das Bild{Ma� von P auf X unter der Abbildung �, alsoP�(B) = P (f� 2 Bg) (B 2 E):(1.3)Dann gilt f�ur alle B 2 E und alle E{me�baren ZV g : X ! RZB g(x)P�(dx) = Z��1(B) g(�(!))P (d!)(1.4)in dem Sinne, da� aus der Existenz des einen Integrals die des anderen und dieGleichheit beider folgt.Definition 1.4. Zu A 2 F und x 2 X hei�t jede ZV g : X ! R mit der Ei-genschaft P (A \ f� 2 Bg) = RB g(x)P�(dx) die bedingte Wahrscheinlichkeit von Aunter der Hypothese � = x, geschrieben P [Aj� = x].Bemerkung 1.2. 1) Wir ben�utzen wieder den Satz von Radon{Nykodym zumNachweis der Existenz eines solchen g: dazu betrachten wir f�ur B 2 E und A 2 FQ(B) := P (A \ f� 2 Bg). Dann ist 0 � Q(B) � P�(B) und somit Q �� P� unddaraus folgt die Existenz von g. Wir bemerken wieder, da� P [Aj� = x] = g(x) nurP�{f.s. eindeutig bestimmt ist.2) Unter Ben�utzung des Satzes 1.1 k�onnen wir bei beliebigem B 2 E schreiben:P (A \ f� 2 Bg = ZB P [Aj� = x]P�(dx)= ZB g(x)P�(dx) = Zf!:�(!)2Bg g(�(!))P (d!):(1.5)Somit gilt auch P{f.s.g (�(!)) = P [Aj�] (!) = P [Aj� = �(!)] :Wir k�onnen also aus P [Aj�] : 
! R die Funktion P [Aj� = : ] : X ! R gewinnenund umgekehrt. Ein f�ur uns wichtiger Spezaialfall ergibt sich f�urA = f� 2 Dg mit D 2 E und (F ; E){me�barem � : 
! X.Wann k�onnen wir mit den bedingtenWahrscheinlichkeiten rechnen wie mit normalenWahrscheinlichkeiten? Es gilt (Beweis in [Pa])



1. MARKOV{KETTEN 71Satz 1.2. Sei X ein polnischer Raum (d.h. metrisch, vollst�andig, separabel), E =B := B(X) und �; � : 
! X (F ;B){me�bar.Dann existiert eine Funktion p(: ; :) : X � B ! [0; 1] mit den Eigenschaften1) F�ur jedes A 2 B ist p(: ; A) : X ! [0; 1] eine Version von P [� 2 Aj� = : ].2) F�ur jedes x 2 X ist p(x; : ) : B ! [0; 1] ein W{Ma� auf (X;B).p(: ; :) hei�t regul�are Version von P [� 2 : j� = : ] und p(x;A) wird als �Ubergangs-wahrscheinlichkeit von x in A interpretiert (abh�angig von �; �).Lemma 1.3. Sei p(: ; :) eine regul�are Version von P [� 2 : j� = : ], g : X ! R eineZV mit Ejg � �j <1. Dann gilt f�ur P{fast alle ! 2 
E [g � �j�] (!) = ZX g(x)p(�(!); dx):(1.6)Beweis. Die Formel gilt f�ur Indikatorfunktionen 1B; B 2 B; denn1B � �(!) = 1f�2Bg(!) undE [g � �j�] (!) = P [� 2 Bj�] (!) = P [� 2 Bj� = �(!)]= p (�(!); B) = ZX 1B(x)p(�(!); dx)Damit gilt die Aussage auch f�ur Stufenfunktionen und nach dem Satz �uber domi-nierte Konvergenz f�ur beliebige g mit der angegebenen Voraussetzung.F�ur einen me�baren Raum (X; E) bezeichne bE den Raum der beschr�ankten,(E ;B(R)) me�baren Zufallsvariablen f : X ! R. Sei (Fn) eine Folge von �{Algebrenmit F0 � F1 � F2 � � � ��F und �n : 
 ! X eine Folge von Zufallselementen,also (F ; E){me�baren Abbildungen. Falls die �n (Fn; E){me�bar sind, dann hei�t(�n;Fn) eine stochastische Folge. Wir werden ausschlie�lich den Fall betrachten, woFn = �f�0; �1; : : : ; �ng (d.i. die von �0; �1; : : : ; �n erzeugte �{Algebra).Definition 1.5. Die stochastische Folge (�n) hei�t Markov{Kette(bez�uglich P ), fallŝn�0 B̂2E P [�n+1 2 BjFn] = P [�n+1 2 Bj�n] (P{f.s.)Der Raum X hei�t Phasen{ oder Zustandsraum der Markov{Kette, falls alle ein-punktigen Mengen fxg zu E geh�oren (wie z.B. in einem Hausdor�{Raum).Satz 1.4. F�ur eine stochastische Folge (�n;Fn) sind folgende Aussagen �aquivalent.1. F�ur alle B 2 E und n � 0 giltP [�n+1 2 BjFn] = P [�n+1 2 Bj�n] (P{f.s.)2. F�ur alle B 2 E und n � m � 0 giltP [�n 2 BjFm] = P [�n 2 Bj�m] (P{f.s.)3. F�ur alle g 2 bE und n � m � 0 giltE [g(�n)jFm] = E [g(�n)j�m] (P{f.s.)



72 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFS4. F�ur jede beschr�ankte und �f�i : i � mg{me�bare Zufallsvariable � und allem � 0 gilt E [�jFm] = E [�j�m] (P{f.s.)5. F�ur alle Z 2 � f�i : i � mg, V 2 Fl; (l � m) und m � 0 giltP [Z \ V j�m] = P [Zj�m]P [V j�m] (P{f.s.)6. F�ur alle Z 2 � f�i : i � mg und m � 0 giltE [1Z jFm] = E [1Zj�m] (P{f.s.)7. F�ur alle n � 0 und h 2 b� f�n+1g giltE [hjFn] = E [hj�n] (P{f.s.)Intuitiv bedeutet die Aussage (5): Gegeben die Gegenwart �m, sind bei einem Mar-kov'schen Proze� die Zukunft Z und die Vergangenheit V unabh�angig.Beweis. (1) ) (7) : Aus (1) und den Linearit�ats{Eigenschaften der bedingtenErwartung folgt (7) zun�achst f�ur alle �(�n+1){me�baren Stufenfunktionen h und ausden Grenzwert{Eigenschaften der bedingten Erwartung folgt (7) f�ur alle �(�n+1){me�baren beschr�ankten ZufallsVariablen h.(7) ) (6) : Wir setzen jetzt zur Abk�urzung Ii := 1f�i2Aig und verwenden imFolgenden zum Nachweis der Beschr�anktheit auftretender Funktionen h�au�g dieMonotonie{Eigenschaft der bedingten Erwartung:� � � ) E[�jG] � E[�jG]:Insbesondere nehmen also bedingte Erwartungen von Indikatorfunktionen (=beding-te Wahrscheinlichkeiten) f.s. nur Werte 2 [0; 1] an.Wir bemerken, da� es f�ur (7) gen�ugt, bei m < n zu zeigenE [ImIm+1 : : : Inj�m�1; : : : ; �0] = E [ImIm+1 : : : Inj�m�1] :Es ist einerseitsE [ImIm+1 � � � In�1Inj Fm�1]= E [E [ImIm+1 � � � In�1Inj Fn�1]j Fm�1]= E [ImIm+1 � � � In�1E [Inj Fn�1]j Fm�1]= E [ImIm+1 � � � In�1E [Inj �n�1]j Fm�1]= E [E [ImIm+1 � � � In�1E [Inj �n�1]j Fn�2]j Fm�1]= E [ImIm+1 � � �E [In�1E [Inj �n�1]j Fn�2]j Fm�1]= E [ImIm+1 � � �E [In�1E [Inj �n�1]j �n�2]j Fm�1]: : := E [ImE [Im+1E [� � �E [Inj �n�1]j �n�2]j � � � j �m]j Fm�1]= E [ImE [Im+1E [� � �E [Inj �n�1]j �n�2]j � � � j �m]j �m�1] :



1. MARKOV{KETTEN 73Damit folgtE [ImIm+1 � � � In�1Inj �m�1]= E [E [ImIm+1 � � � In�1Inj Fm�1]j �m�1]= E [ImE [Im+1E [� � �E [E [Inj �n�1]j �n�2]j � � � j �m]j �m�1]j �m�1]= E [ImE [Im+1E [� � �E [Inj �n�1]j �n�2]j � � � j �m]j �m�1] :Dies zeigt die Behauptung.Wegen F0 = �f�0g erhalten wir f�ur m = 1 damit auch die f�ur den folgenden Satzwichtige Beziehung P (f�0 2 A0g \ f�1 2 A1g \ � � � \ f�n 2 Ang)= E fI0E [I1 � � � Inj �0]g= E fI0E [I1E [: : : E [Inj�n�1] j : : : j�1] j�0]g(1.7)(6)) (5) : E [1Z1V j�m] = E [E [1Z1V jFm] j�m]= E [1VE [1ZjFm] j�m]= E [1VE [1Zj�m] j�m]= E [1Z j�m]E [1V j�m](5)) (4) : Wir zeigen zun�achst die G�ultigkeit von (4), falls � von der Form 1Z mitZ 2 �f�i : i � mg ist. Dann gilt f�ur alle V 2 FmZV E [1Zj�m] dP = E f1VE [1Zj�m]g= E fE [1VE [1Zj�m] j�m]g = E fE [1Zj�m] E [1V j�m]g= E fE [1V 1Zj�m]g = E f1V 1Zg= P (V \ Z) = ZV E [1Z jFm] dPDaraus folgt E [1Zj�m] = E [1Z jFm] (P{f.s.). Die G�ultigkeit der Behauptung f�urbeliebige � 2 b�f�i : i � mg folgt durch die Grenzwerteigenschaften der bedingtenErwartung.(4)) (3) : Falls g 2 bE , dann ist g(�n) 2 b�f�i : i � mg f�ur jedes n � m.(3)) (2) : F�ur B 2 E ist 1B 2 bE und wegen 1B(�n(!)) = 1, �n(!) 2 B folgt aus(3) P [�n 2 BjFm] = E �1f�n2BgjFm� = E [1B(�n)jFm]= E [1B(�n)j�m] = P [�n 2 Bj�m] :(2)) (1) : klar.



74 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFSWir wollen von nun an X als polnischen Raum und E = B(X) annehmen. Dann sindnat�urlich alle 1{punktigen Mengen Borel{Mengen und au�erdem existieren regul�arebedingte Verteilungen p(�n(!); B), und damit verbunden, die 1{Schritt{�Ubergangs-wahrscheinlichkeiten pn(x;B) = P [�n+1 2 Bj�n = x]. Sind die �Ubergangswahr-scheinlichkeiten pn(x;B) zeitunbh�angig, d.h. p0 = p1 = � � � , dann hei�t die Markov{Kette homogen. Von besonderer Bedeutung ist die sogenannte Anfangsverteilung�(B) := P [�0 2 B].Satz 1.5. F�ur die endlichdimensionalen Verteilungen der Markov{Kettef�0; �1; : : : g gilt bei beliebigem A 2 B(Xn+1)P ((�0; : : : ; �n) 2 A)= ZX �(dx0) ZX p0(x0; dx1) � � �ZX 1A(x0; : : : ; xn)pn�1(xn�1; dxn):(1.8)F�ur eine homogene Markov{Kette gilt entsprechendP ((�0; : : : ; �n) 2 A) == ZX �(dx0) ZX p(x0; dx1) � � �ZX 1A(x0; : : : ; xn)p(xn�1; dxn):(1.9)Beweis. Nur f�ur n = 3. Sei (x0; x1; x2) 2 X3. Sei o.B.d.A. A = A0 � A1 � A2.Dann gilt nach (1.7)P (�0 2 A0; �1 2 A1; �2 2 A2)= E �1f�02A0gE �1f�12A1g E �1f�22A2g�� �1��� �0�	 :Wegen 1f�i2Aig = 1Ai � �i und nach Lemma 1.3 gilt P{f.s.0 � E �1f�22A2gj�1� (!) = ZX 1A2(x2)p1(�1(!); dx2) =: h(�1(!)) � 1;wobei nach dem Faktorisierungssatz h : X ! R E{me�bar ist und 0 � h � 1. Nachnochmaliger Anwendung des Lemmas folgtE �1f�12A1g(:) ZX 1A2(x2)p1(�1(:); dx2)���� �0� (!)= E [1A1 � �1 : h � �1j �0] (!) = E [(1A1 : h) � �1j �0] (!)= ZX 1A1(x1) ZX 1A2(x2)p1(x1; dx2)p0(�0(!); dx1)Eine Anwendung der Integraltransformations{Formel liefert schlie�lichP (�0 2 A0; �1 2 A1; �2 2 A2) =Z
 1f�02A0g(!)�ZX 1A1(x1) ZX 1A2(x2)p1(x1; dx2)p0(�0(!); dx1)�P (d!)= ZX �(dx0) ZX p0(x0; dx1) ZX 1A0�A1�A2(x0; x1; x2)p1(x1; dx2):Die Verallgemeinerung auf beliebige n ist naheliegend.



1. MARKOV{KETTEN 75Mit dem �ublichen Approximationproze� folgt daraus f�ur alle Bn+1{me�baren, reell-wertigen Funktionen g(x0; : : : ; xn), die entweder konstantes Vorzeichen haben oderbeschr�ankt sind:Eg(�0; : : : ; �n) = Z
 g � (�0; : : : ; �n)(!)P (d!)= ZX �(dx0) ZX p(x0; dx1) � � �ZX g(x0; : : : ; xn)p(xn�1; dxn):(1.10)Wir gehen jetzt den umgekehrten Weg und konstruieren, ausgehend von �Ubergangs-wahrscheinlichkeiten und einer Anfangsverteilung eine Markov{Kette. Sei wieder(X;B) unser Standardraum mit der �{Algebra der Borelmengen.Satz 1.6. Sei pn : X � B ! [0; 1] eine Folge von �Ubergangswahrscheinlichkeiten,d.h.1) F�ur alle A 2 B ist pn(: ; A) : X ! [0; 1] (B(X);B(R)){me�bar.2) F�ur alle x 2 X ist pn(x; : ) : B ! [0; 1] ein W{Ma�Sei weiters � : B ! [0; 1] ein W{Ma�. Dann existiert ein W{Raum (
;F ; P ) undeine Markov{Kette (�n) auf (
;F ; P ) mit der Anfangsverteilung � und den �Uber-gangswahrscheinlichkeiten pn. Sind die pn alle gleich, so ist die Markov{Kette ho-mogen.Beweis. Sei 
 = �11 X;F = B(X1). F ist die kleinste �{Algebra, soda� dieProjektionen �n : 
 ! X, de�niert durch ! = (x0; x1; : : : ) 7! �n(!) = xn (F ;B){me�bar sind. Dann sind auch die Projektionen �n(!) := (x0; : : : ; xn) 2 Xn+1 me�-bar. Motiviert durch Satz 1.5 de�nieren wir nun ein Ma� P� := P zun�achst auf denendlichdimensionalen Zylinder{Mengen: zu A 2 B(Xn+1) seiP (f! : (x0; : : : ; xn) 2 Ag) == ZX �(dx0) ZX p0(x0; dx1) � � �ZX 1A(x0; : : : ; xn)pn�1(xn�1; dxn):Wir sehen, da� dies eine bez�uglich der Einbettung von A in h�ohere Dimensionenkonsistente De�nition von P ist (Wieso?). Nach dem Erweiterungssatz von Kolmo-gorov ist P damit auf F eindeutig zu einemW{Ma� erweiterbar. Es gilt daher wiederFormel (1.10). Wir betrachten nun die Koordinatenabbildungen �n : 
 ! X, de�-niert durch �n(!) := xn. Klarerweise ist P ���10 (A0)� = RX 1A0(x0)�(dx0) = �(A0),somit ist � die Anfangsverteilung. Sei C 2 B(Xn+1) und B 2 B(X). Es gilt nachDe�nition der bedingten Wahrscheinlichkeit (vgl. (1.2))P (�n+1 2 B; (�0; : : : ; �n) 2 C)= Zf!:(�0;:::;�n)2Cg P [�n+1 2 Bj�0; : : : ; �n] (!)P (d!)= Z
 1C � (�0; : : : ; �n)(!)1B � �n+1(!)P (d!) = nach (1:10)



76 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFS= ZX �(dx0) ZX p0(x0; dx1) � � �� � �ZX pn�1(xn�1; dxn) ZX 1B(xn+1)1C(x0; : : : ; xn)pn(xn; dxn+1)= ZX �(dx0) ZX p0(x0; dx1) � � �ZX pn(xn; B)1C(x0; : : : ; xn)pn�1(xn�1; dxn)= Zf!:(�0;:::;�n)2Cg pn (�n(!); B)P (d!):Somit gilt P{f.s. P [�n+1 2 Bj�0; : : : ; �n] (!) = pn (�n(!); B). Andererseits giltP (�n+1 2 B; �n 2 An) = Zf!:�n2Ang P [�n+1 2 Bj�n] (!)Pd(!)= Z
 1B � �n+1(!)1An � �n(!)P (d!)= Z
 1B � �n+1(!)1X�����X�An � (�0; : : : ; �n)(!)P (d!) = nach (1:10)= ZX �(dx0) ZX p0(x0; dx1) � � �� � �ZX pn�1(xn�1; dxn) ZX 1B(xn+1)1X�����X�An)(x0; : : : ; xn)pn(xn; dxn+1)= ZX �(dx0) ZX p0(x0; dx1) � � �ZX pn(xn; B)1An(xn)pn�1(xn�1; dxn)= Zf!:�n2Ang pn (�n(!); B)P (d!):Somit: P [�n+1 2 Bj�n] (!) = pn (�n(!); B) = P [�n+1 2 Bj�0; : : : ; �n] (!) P{f.s. (�n)ist daher eine Markov{Kette mit der Anfangsverteilung �. Die �Ubergangswahrschein-lichkeiten sind pn:Bemerkung 1.3. Ausgehend von einem W{Ma� � auf X und einer �Ubergangs-wahrscheinlichkeit p(x;B), erh�alt man also den W{Raum (X1;B(X1)) und einW{Ma� P� darauf und der durch die Koordinatenabbildungen �n darauf de�nier-te stochastische Proze� ist eine homogene Markov{Kette mit Anfangsverteilung �.Ist insbesondere � konzentriert auf einen Punkt x, also � = �x, dann schreibenwir kurz Px = P�x und nennen die damit de�nierte Markov{Kette die Realisierungdes Prozesses mit dem Startpunkt x. F�ur beliebiges B 2 B(X1) und � 2 P(X)ist die \absolute Verteilung"Px ((�0; �1; : : : ) 2 B) eine Version der bedingten Vertei-lung P� [(�0; �1; : : : ) 2 Bj�0 = x]. Dies bedeutet, da� nach obiger Konstruktion ausp(x;B) die Verteilungen von P�, Px und � in folgender Beziehung stehen:P� ((�0; �1; : : : ) 2 B) = ZX P� [(�0; �1; : : : ) 2 Bj�0 = x] �(dx)= ZX Px ((�0; �1; : : : ) 2 B) �(dx):(1.11)



1. MARKOV{KETTEN 77Mit jeder �Ubergangswahrscheinlichkeit p(x;B) ist der sogenannte Markov{OperatorM : P(X)! P(X) verkn�upft:M(�)(B) := ZX p(x;B) �(dx) (� 2 P(X) ; B 2 F):(1.12)Definition 1.6. Ein Ma� � 2 P(X) hei�t invariantes Ma� (rel. p), fallsM(�) = �(1.13)In Bezug zur Markov{Kette nennen wir � dann invariante Anfangsverteilung.Im allgemeinen ist weder die Existenz noch Eindeutigkeit von invarianten Anfangs-verteilungen gesichert. Falls es welche gibt, so ist deren Gesamtheit o�ensichtlicheine konvexe Teilmenge von P(X).Beispiel 1.1. (�Ubung) Seien �1; �2; � � � : 
! R unabh�angige ZV und seiA 2 B(R). Sei S0 = 0; Sn+1 = Sn + �n+1. Dann giltP [Sn+1 2 AjSn; : : : ; S0] = P [Sn+1 2 AjSn] P{f.s.d.h. fSng ist eine Markov{Kette auf (
;F ; P ). Falls die �i au�erdem identisch ver-teilt sind, dann ist die Markov{Kette homogen.Beispiel 1.2. Nach J.H. Elton (vgl. [El]) betrachten wir eine wesentliche Verallge-meinerung eines Zufalls{IFS. Sei fX;wn; png ein Zufalls{IFS auf dem metrischenRaum X, von dem wir annehmen, da� die beschr�ankten Mengen relativ kompaktsind. Wir bemerken, da� ein solcher Raum �{kompakt und daher auch ein polni-scher Raum ist. Die Wahrscheinlichkeiten pi seien ortsabh�angig, also Funktionenpi : X ! [0; 1] mit der Eigenschaft PNi=1 pi(x) = 1 f�ur alle x 2 X. Wir nehmen diepi als stetig an. Sie seien weiters von 0 weg beschr�ankt und ihre Stetigkeitsmoduli�i(t) := supd(x;y)�t jpi(x)� pi(y)jerf�ullen die Dini{Bedingung, d.h. es existiert ein � > 0, soda� �i(t)=t �uber (0; �)integrierbar ist. Die wi : X ! X seien Lipschitz{Abbildungen, nicht notwendig kon-trahierend, jedoch kontrahierend im Mittel zwischen zwei Punkten, d.h. es existiertein r < 1, soda� f�ur beliebige x; y 2 X giltNYi=1 d(wix; wiy)pi(x) � r d(x; y)Eine station�are (= zeitunabh�angige) �Ubergangswahrscheinlichkeit sei de�niert durchp(x;B) = NXi=1 pi(x)1B(wi(x)) = NXi=1 pi(x)�wi(x)(B):(1.14)Intuitiv hei�t dies: ausgehend von x, w�ahle man ein i 2 f1; : : : ; Ng entsprechendder Verteilung pi(x) und gehe nach wi(x).Aus Kap. 5 Satz 1.12 wissen wir:Satz 1.7. Sei (X; d) ein kompakter, metrischer Raum und fX;wn; png ein Zufalls{IFS mit kontrahierenden wi und konstanten pi. Dann ist das zugeh�orige invarianteMa� � f�ur die dem Zufalls{IFS zugeordnete Markov{Kette mit der gem�a� Formel



78 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFS(1.14) de�nierten �Ubergangswahrscheinlichkeit eine eindeutig bestimmte invarianteAnfangsverteilung.Dieser Satz gilt aber auch unter den viel allgemeineren Bedingungen des letztenBeispiels. Auch in diesem Fall l�a�t sich zeigen, da� der Proze� eine eindeutige,attrahierende Anfangsverteilung � hat, d.h.: f�ur alle Borel{Mengen B 2 B(X) giltM(�)(B) = ZX p(x;B)�(dx)und f�ur jede Anfangsverteilung � konvergiertMn(�) in Verteilung (= schwach) gegen�.Wir wollen im letzten Beispiel noch das Wahrscheinlichkeitsma� Px f�ur die Koor-dinatendarstellung des Prozesses mit Startpunkt x berechnen. Wir betrachten dazuden Adre�{Raum � = N1 mit der �{Algebra A, die von den endlichdimensionalenZylindermengen in � erzeugt wird. Zu jedem x 2 X sei das W{Ma� ~Px auf A f�urdie Zylinder de�niert durch die Angabe auf den \Atomen"dieser Zylindermengen~Px ((i1; i2; : : : ; in)) :== ~Px (f(i1; i2; : : : ; in)g �N �N � � � � )= pi1(x) pi2(wi1x) pi3(wi2wi1x) � � � pin(win�1 � � � wi1x):(1.15)Seien wieder �n : X1 ! X die Koordinatenabbildungen (=Projektionen), alsoX1 3 ! = (x0; x1; : : : ) 7! �n(!) = xn 2 X:Wir w�ahlen C 2 B1 = B(X1) von der Form C = B0�B1�B2�X �X � � � � underhalten andererseitsPx ((�0; �1; �2; : : : ) 2 C)= ZX 1B0(x0)�x(dx0) ZX 1B1(x1)p(x0; dx1) ZX 1B2(x2)p(x1; dx2)= Z 1B0(x0)�x(dx0) Z 1B1(x1)X pi1(x0)�wi1x0(dx1)�X pi2(x1)1B2 (wi2x1)�= Z 1B0(x0)�x(dx0) Z �X pi1(x0)1B1(x1)X pi2(x1)1B2 (wi2x1)� �wi1x0(dx1)= ZX 1B0(x0)�x(dx0)�X pi1(x0)1B1(wi1x0)X pi2(wi1x0)1B2 (wi2wi1x0)�= 1B0(x) NXi1=1 pi1(x)1B1(wi1x) NXi2=1 pi2(wi1(x)1B2 (wi2wi1x) :Die Verallgemeinerung auf h�oherdimensionale Zylinder ist klar. Wir erhalten daherf�ur alle C 2 B1 P [(�0; �1; : : : ) 2 Cj�0 = x]= Px ((�0; �1; �2; : : : ) 2 C)= ~Px ((i1; i2; : : : ) : (x; wi1x; wi2wi1x; : : : ) 2 C)Das oben de�nierte W{Ma� ~Px auf A entspricht also gerade dem Ma� Px auf B1,das den bei x startenden Proze� in X steuert.



1. MARKOV{KETTEN 79Wir werden sehen, da� aus der Eindeutigkeit von � die Ergodizit�at der zugeh�origenMarkov{Kette folgt.



80 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFS2. Station�are Folgen und Ergodens�atze2.1. Station�are Folgen. Sei � = (�1; �2; : : : ) eine stochastische Folge auf demW{Raum (
;F ; P ) mit dem polnischen Zustandsraum (X; E). Oft wird zur Be-schreibung des Prozesses die Koordinatendarstellung ben�utzt. Wir verwenden dazuX1 mit der �{Algebra E1 = B(X1) und den Projektionen �̂i,de�niert durch X1 3 x = (x1; x2; : : : ) 7! �̂i(x) = xi 2 X:Sei �̂ = ��̂1; �̂2; : : :�. Wir identi�zieren die Folgen � und �̂ mit den Abbildungen� : 
! X1 und �̂ : X1 ! X1, de�niert durch�(!) = (�1(!); �2(!); : : : )�̂(x) = x = (x1; x2; : : : ):Dann ist � (F ; E1){me�bar und �̂ ist (E1; E1){me�bar. Sei P̂ = P� das Bildma�von P auf E1 unter der Abbildung �. Es ist klar, da� die Folgen � und �̂ die gleicheVerteilung haben, d.h.^B2E1 P (� 2 B) = P (f! : (�1(!); �2(!); : : : ) 2 Bg)= P̂ (fx : (x1; x2; : : : ) 2 Bg) = P̂ ��̂ 2 B� :Zu k 2 N setzen wir �k� = (�k+1; �k+2; : : : ).Definition 2.1. Die Folge � hei�t station�ar, falls � und �k� f�ur jedes k � 1 dieselbeVerteilung haben, d.h.^B2E1 P ((�1; �2; : : : ) 2 B) = P ((�k+1; �k+2; : : : ) 2 B)(2.1)Bemerkung 2.1. Jede unabh�angige, identisch verteilte Folge von ZV{en�i : 
! R ist station�ar. F�ur eine solche Folge gilt Kolmogoro�'s Starkes Gesetz derGro�en Zahlen: Falls Ej�1j <1 und E �1 = m, dannlimn 1n (�1(!) + �2(!) + � � �+ �n(!)) = m P{f.s.Birkho�'s Ergodentheorem, das wir nun ableiten wollen, ist eine weitreichende Ver-allgemeinerung auf station�are Folgen.Bemerkung 2.2. (�Ubung)(1) Eine Folge � = (�1; �2; : : : ) ist genau dann station�ar, wenn (�1; �2; : : : ) und(�2; �3; : : : ) dieselbe Verteilung haben.(2) Bei einer station�aren Folge haben alle �i dieselbe Verteilung.(3) Aus einer station�aren Folge k�onnen weitere station�are Folgen konstruiert werden:Sei � : X1 ! X (E1; E){me�bar, d.h. ��1(B) 2 E1 f�ur alle B 2 E . Setzen wir�i = �(�i; �i+1; : : : ). Dann ist auch � = (�i) station�ar (vgl. Satz 2.16 unten).



2. STATION�ARE FOLGEN UND ERGODENS�ATZE 81Beispiel 2.1. Ist die Folge reeller ZV-en � = (�i) station�ar, dann gilt dies auch f�urdie Folge � der gleitenden Mittelwerte (N 3 m � 1):� =  �i := 1m i+m�1Xk=i �k! :Definition 2.2. Eine (F ;F){me�bare Abbildung T : 
 ! 
 hei�t ma�erhaltend,falls Â2F P �T�1(A)� = P (A):Satz 2.1. Sei T : 
! 
 ma�erhaltend. Zu �1 : 
! X de�nieren wir �n : 
! Xdurch �n(!) = �1 (T n�1(!)) (n � 2). Dann ist � = (�1; �2; : : : ) station�ar.Beweis. Sei B 2 E1 und A = f! : �(!) 2 Bg; A1 = f! : � �(!) 2 Bg. Dannist A = f! : (�1(!); �1(T!); : : : ) 2 Bgg = ��1(B) undA1 = �! : ��1(T (!)); �1(T 2(!)); : : : � 2 B	 :Damit folgt T�1(A) = T�1��1(B) = (� � T )�1(B) = A1 und daherP ((�1; �1T; : : : ) 2 B) = P (A) = P �T�1A�= P (A1) = P ���1T; �1T 2; : : : � 2 B�d.h. � ist station�ar.Satz 2.2. Sei (�i : i � 1) die Koordinatendarstellung einer station�aren Folge. Dannexistiert eine ma�erhaltende Transformation � auf (X1; E1; P ), soda� f�ur alle ! 2X1 �1(!) = �1(!); �2(!) = �1(�!); : : : ; �n(!) = �1(�n�1!); : : : :Beweis. Sei wie oben in Satz 2.16 �(!) = �(x1; x2; : : : ) = (x2; x3; : : : ) dieVerschiebungstransformation. Dann gilt f�ur beliebiges n � 1 und alle ! 2 X1�1 ��n�1(x1; x2; : : : )� = �1 (xn; xn+1; : : : )= xn = �n (x1; x2; : : : ) :Wir zeigen nun, da� � ma�erhaltend ist. Sei dazu C ein endlichdimensionaler Pro-duktzylinder. Dann ist auch ��1(C) wieder eine solche Zylindermenge. Diese Mengenerzeugen E1 und daher ist � me�bar. Sei C 2 E1.P ���1C� = P (! : �! 2 C)= P ((x1; x2; : : : ) : (x2; x3; � � � 2 C)= P ((�2; �3; : : : ) 2 C)= P ((�1; �2; : : : ) 2 C)letzteres wegen der vorausgesetzten Stationarit�at. Die Behauptung folgt ausP ((�1; �2; : : : ) 2 C) = P (C):Satz 2.3. Eine homogene Markov{Kette (�i : i � 0) ist genau dann station�ar, wenn�0 und �1 dieselbe Verteilung haben.



82 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFSBeweis. Die Notwendigkeit folgt unmittelbar aus der Bemerkung 2.2. Neh-men wir umkehrt an, da� �0 und �1 dieselbe Verteilung haben. Um zu zeigen, da�(�0; �1; : : : ) und (�1; �2; : : : ) dieselbe Verteilung haben, gen�ugt es, dies auf den Zy-lindermengen der Form B0�B1� � � ��Bn�X �X � � � � nachzuweisen. Nach Satz1.5 gilt P (�0 2 B0; �1 2 B1; : : : ; �n 2 Bn)= ZX � � �ZX 1B0�����Bnp(xn�1; dxn) � � �p(x0; dx1)P�0(dx0):Wegen P�1(dx1) = ZX p(x0; dx1)P�0(dx0)(2.2)gilt andererseitsP (�1 2 B0; �2 2 B1; : : : ; �n+1 2 Bn)= P (�0 2 X; �1 2 B0; �2 2 B1; : : : ; �n+1 2 Bn)= ZX ZX � � �ZX 1X�B0�����Bnp(xn; dxn+1)p(xn�1; dxn) � � � p(x0; dx1)P�0(dx0)= ZX � � �ZX 1B0�����Bnp(xn; dxn+1)p(xn�1; dxn) � � �p(x1; dx2)P�1(dx1):Wegen P�0 = P�1 folgt darausP (�1 2 B0; �2 2 B1; : : : ; �n+1 2 Bn)= ZX � � �ZX 1B0�����Bnp(xn; dxn+1)p(xn�1; dxn) � � �p(x1; dx2)P�0(dx1)= P (�0 2 B0; �1 2 B1; : : : ; �n 2 Bn) :Aus der Formel (2.2) und der De�nition 1.6 dieses Kapitels folgt sofortFolgerung 2.4. Sei (�i : i � 0) eine homogene Markov{Kette mit Anfangsvertei-lung �. Dann gilt: (�i : i � 0) ist genau dann station�ar, wenn � inviariant ist.Definition 2.3. Ein Ereignis A 2 F hei�t invariant, falls T�1(A) = A. Das Er-eignis A hei�t fast{invariant, falls P (A4T�1(A)) = 0. Eine ZV � : 
 ! R hei�tinvariant, falls � = � � T . Eine ZV � : 
 ! R hei�t fast{invariant, falls � = � � TP{f.s.Bemerkung 2.3. (1) A ist genau dann invariant, wenn 1A invariant ist.(2) A ist genau dann fast{invariant, wenn 1A fast{invariant ist. Dies folgt sofort ausA4T�1(A) = f! : 1A(!) 6= 1T�1A(!)g = �! : (1A � 1T�1A)2 (!) = 1	 :Lemma 2.5. A ist fast invariant, fallsP �A \ �T�1A�0� = 0 oder P �A0 \ �T�1A�� = 0:



2. STATION�ARE FOLGEN UND ERGODENS�ATZE 83Beweis. Es ist �A \ (T�1A)0� [ (A \ T�1A) = A, alsoP �A \ �T�1A�0� = P [A]� P �A \ �T�1A��= P �T�1A�� P �A \ �T�1A�� = P �A0 \ T�1A� :Somit P �A4 �T�1A�� = P �A \ �T�1A�0�+ P �A0 \ �T�1A��= 2P �A \ �T�1A�0� = 2P �A0 \ �T�1A�� :Daraus folgt die Behauptung.Satz 2.6. Sei T : 
! 
 ma�erhaltend. Die Menge JT der T{invarianten Ereignis-se ist eine �{Algebra. Auch die Menge J � der fast{invarianten Ereignisse ist eine�{Algebra. J � ist die Vervollst�andigung von JT bez�uglich P in F , d.h. jede fast{invariante Menge unterscheidet sich von einer invarianten Menge h�ochstens durcheine Menge vom P{Ma� 0.Beweis. �Ubung mit Hinweis f�ur die letzte Behauptung: Zu A 2 J � betrachteman B := lim supT�nA und zeige: B 2 J und P (A4B) = 0.Anstelle von JT schreiben wir im Folgenden kurz J .Lemma 2.7. Eine Zufallsvariable � : 
! R ist genau dann (fast{) invariant, fallssie (J (�);B(R)){me�bar ist.Beweis. Sei � invariant und B 2 B(R). Dann ist ��1(B) 2 F und weiterT�1 ���1(B)� = (� � T )�1(B) = ��1(B);d.h. ��1(B) 2 J und � daher (J ;B(R)){me�bar.Umgekehrt ist zun�achst f�ur jedes A 2 J die Indikatorfunktion 1A wegen1A(T!) = 1T�1A(!) = 1A(!)invariant, damit auch jede J {me�bare Stufenfunktion und nach dem �ublichen Ap-proximationsargument jede J {me�bare ZV �.2.2. Ergodens�atze.Definition 2.4. Eine ma�treue Transformation T : 
 ! 
 hei�t ergodisch, fallsjedes invariante Ereignis entweder Ma� 0 oder 1 hat:Â2J P (A) = 0 oder P (A) = 1Satz 2.8. Sei T : 
! 
 ma�treu. Dann ist T ergodisch genau dann, wennÂ2J � P (A) = 0 oder P (A) = 1Beweis. Die Bedingung ist hinreichend wegen J � J �. Die Bedingung ist not-wendig: Sei T ergodisch und A 2 J �. Dann ist A = B[N mitB 2 J und P (N) = 0.Es ist P (B) = 0 oder P (B) = 1. Daraus folgt P (A) = 0 oder P (A) = 1.



84 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFSErgodizit�at ist i.a. schwierig nachzuweisen. Beispiele f�ur ergodische Abbildungensind die mischenden.Definition 2.5. Sei T : 
! 
 ma�treu. T hei�t mischend, falls^A;B2F limn!1P �A \ T�nB� = P (A)P (B):Satz 2.9. Eine mischende Abbildung ist ergodisch.Beweis. Sei A 2 F und B 2 J und T mischend. Es ist B = T�nB und daherP (A \ B) = P �A \ T�nB�! P (A)P (B):Speziell f�ur A = B folgt P (B) = P 2(B) und daher P (B) = 0 oder P (B) = 1.Satz 2.10. Sei T : 
! 
 ma�treu. Dann sind folgende Aussagen �aquivalent:(1) T ist ergodisch.(2) Jede fast{invariante ZV ist P{f.s. konstant.(3) Jede invariante ZV ist P{f.s. konstant.Beweis. (1) 2): Sei T ergodisch und � fast{invariant. Es gilt also P{f.s. �(!) =�(T!). Dann ist nach Lemma 2.7 f�ur jedes c 2 R Ac := f! : �(!) � cg 2 J � undwegen der Ergodizit�at P (Ac) 2 f0; 1g. Sei C = sup fc : P (Ac) = 0g. Falls jCj =1,dann gilt P{f.s. � = �1 und es ist nichts zu beweisen. Sei also jCj <1. Dann gilt�! : �(!) < C � 1n� " f! : �(!) < Cg�! : �(!) > C + 1n� " f! : �(!) > Cg :Jede der links stehenden Mengen hat Ma� 0 und wir erhalten daherP (f! : �(!) < Cg) = limP ��! : �(!) < C � 1n�� = 0P (f! : �(!) > Cg) = limP ��! : �(!) > C � 1n�� = 0:Daraus folgt P (f! : �(!) = Cg) = 1.(2) 3): klar, da jede invariante Funktion fast{invariant ist.(3) 1): Sei A 2 J . Dann ist 1A invariant und nach (3) 1A = 0 oder 1A = 1 P{f.s.,d.h. P (A) 2 f0; 1g. T ist also ergodisch.Bemerkung 2.4. Der Beweis zeigt, da� anstelle beliebiger ZV auch schon die be-schr�ankten ausreichen.Satz 2.11 (Maximaler Ergodensatz, Riesz 1945). Sei � : 
! R eine ZufallsVaria-ble mit Ej�j <1 und T : 
! 
 ma�erhaltend. Sei S0(!) = 0 und f�ur k � 1,Sk(!) = �(!) + �(T!) + � � �+ � �T k�1!� :



2. STATION�ARE FOLGEN UND ERGODENS�ATZE 85Sei Mn(!) = max fSk(!) : 0 � k � ng (n � 1): Dann gilt f�ur alle n � 1Zf!:Mn(!)>0g �(!)P (d!) � 0:Mit anderen Worten: P (Mn > 0) > 0) E [�jMn > 0] � 0:Beweis. Sei n � 1 �xiert. F�ur jedes 0 � k � n gilt Mn(T!) � Sk(T!) unddaher �(!) +Mn(T!) � �(!) + Sk(T!) = Sk+1(!), also f�ur 1 � k � n : �(!) �Sk(!)�Mn(T!) und �(!) � max fS1(!); : : : ; Sn(!)g �Mn(T!). DaherE �� 1fMn>0g� = ZfMn>0g �dP� ZfMn>0g (maxSk(!)�Mn(T!))P (d!):Auf fMn > 0g ist aber maxfS1; : : : ; Sng =Mn. SomitZfMn>0g �dP � ZfMn>0g (Mn(!)�Mn(T!))P (d!):Nun ist MnT � 0 P{f.s. und daherZfMn>0gMndP � ZfMn>0gMnTdP � Z
MndP � Z
MnTdP = 0nach dem Integraltransformationssatz, da T ma�treu und 
 invariant ist.Satz 2.12 (Punktweiser Ergodensatz, Birkho� 1931). SeiT : 
! 
 ma�erhaltend und Ej�j <1. Dann giltP  (! : limn!1 1n n�1Xk=0 � �T k(!)� = E[�jJ �](!))! = 1:Ist T dar�uber hinaus ergodisch, dann giltP  (! : limn!1 1n n�1Xk=0 � �T k(!)� = E�)! = 1:Anders ausgedr�uckt: die Zeitmittel konvergieren P{f.s. gegen das Phasenmittel:limn!1 1n n�1Xk=0 � �T k(!)� = E� P{f.sBeweis. E[�jJ �] ist per def. J �{me�bar und daher nach Lemma 2.7 fast{invariant. Es folgt f�ur alle n � 1 und fast alle ! 2 
1n n�1Xk=0 E[�jJ �] �T k(!)� = E[�jJ �](!):Es gen�ugt daher, den Satz zu beweisen f�ur � � E[�jJ �], d.h. unter der AnnahmeE[�jJ �](!) = 0 f.s. und zu zeigen 1nPn�1k=0 � � T k(!)! 0 f.s.Sei n � 1, Sn(!) = Pn�1k=0 �(T k!), A� = f! : lim supSn(!)=n > �g f�ur � > 0. Wirzeigen P (A�) = 0:



86 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFSEs ist lim supSk(!)=k = lim supSk(T!)=k P{f.s. lim supSk=k ist also eine fast{invariante ZV und somit ist A� fast{invariant nach Lemma 2.7.F�ur ��(!) = (�(!)� �)1Ae(!) setzen wirS�n(!) = ��(!) + � � �+ �� �T n�1!� ; M�n(!) = max f0; S�1(!); : : : ; S�n(!)g :Nach dem Maximalen Ergodensatz gilt f�ur jedes n � 1ZfM�n>0g ��dP � 0:F�ur n!1 aber giltfM�n > 0g = �max1�k�nS�k > 0� "" �supk�1 S�k > 0� = �supk�1 S�k=k > 0�= �supk�1 Sk=k > 0� \ A� = A�;letzteres, da A� � �supk�1 Sk=k > �	.Somit fM�n > 0g " A� und au�erdem Ej��j � Ej�j+ � < 1. Nach Lebesgue's Satz�uber dominierte Konvergenz folgt0 � ZfM�n>0g ��dP ! ZA� ��dPund somit auch RA� ��dP � 0. Nun ist aber0 � ZA� ��dP = ZA� �dP � �P (A�)= ZA� E[�jJ �]dP � �P (A�) = ��P (A�) :F�ur � > 0 folgt daher P (A�) = 0 und somit lim supSn(!)=n � 0 P{f.s. Wen-den wir das Gezeigte auf �� anstelle von � an und beachten lim sup(�Sn=n) =� lim inf(Sn=n), so folgt � lim inf(Sn=n) � 0, also insgesamt P{f.s.0 � lim inf Sn(!)=n � lim supSn(!)=n � 0:Wenn T ergodisch ist, hat jedes A 2 J � Ma� 0 oder 1 und nach einer bekanntenEigenschaft der bedingten Erwartung ist E[�jJ �] konstant f.s. = E�.Bemerkung 2.5. In der Literatur �ndet man die erste Aussage des Satzes mitE[�jJ ] anstelle von E[�jJ �]. F�ur die im Beweis verwendete Funktion lim supSk=kwird dabei Invarianz behauptet. Meiner Meinung nach ist jedoch i.a. nur f�ur be-schr�ankte ZV � richtig. F�ur die Aussage des Satzes ist dies aber unwichtig, daE[�jJ ] = E[�jJ �] P{f.s. (�Ubung).Folgerung 2.13. Eine ma�treue Transformation T : 
! 
 ist genau dann ergo-disch, wenn ^A;B2F limn 1n n�1Xk=0 P �A \ T�kB� = P (A)P (B):(2.3)



2. STATION�ARE FOLGEN UND ERGODENS�ATZE 87Beweis. Die Bedingung ist hinreichend: Wir setzen dazu A = B und nehmenB invariant an. Dann ist A \ T�kB = B und 2.3 impliziert1n n�1Xk=0 P �A \ T�kB� = P (B) = P (B)2:Daher P (B) 2 f0; 1g und somit T ergodisch. Die Bedingung ist notwendig: Wirverwenden den Ergodensatz 2.12 f�ur �(!) = 1B(!). Dann giltlimn 1n n�1Xk=0 1T�kB(!) = P (B) P{f.s.Andererseits ist 0 � 1nPn�1k=0 1T�kB(!) � 1 und daher nach Lebesgue's Satz �uberdominierte KonvergenzZA 1n n�1Xk=0 1T�kB(!)P (d!) = 1n n�1Xk=0 P �A \ T�kB�!! P (B) ZA dP = P (A)P (B):Satz 2.14 (L1{Ergodensatz). Sei T : 
 ! 
 ma�treu, � : 
 ! R mit Ej�j < 1.Dann gilt f�ur n!1 E ����� 1n n�1Xk=0 � � T k � E[�jJ �]�����! 0:Ist T ergodisch, dann E �����1n n�1Xk=0 � � T k � E������! 0:Beweis. Zu jedem � > 0 existiert eine beschr�ankte ZV � (�(!) �M) mit Ej���j � �. DannE ����� 1n n�1Xk=0 � � T k � E[�jJ �]����� � E ����� 1n n�1Xk=0 � � T k � � � T k�����+E ����� 1n n�1Xk=0 � � T k � E[�jJ �]����� + E jE[�jJ �]� E[�jJ �]j :Der erste und der letzte Summand sind durch � nach oben beschr�ankt, der mitt-lere Summand geht gegen 0 nach dem Satz �uber dominierte Konvergenz und demPunktweisen Ergodensatz.Ist T ergodisch, dann besteht J � nur aus Ereignissen mit Wahrscheinlichkeit 0 oder1. Nach dem bekannten Satz �uber die bedingte Erwartung ist dannE[�jJ �] = E� P{f.s..Wir kommen nun zum Ergodensatz f�ur station�are Folgen. Zur Motivation der fol-genden De�nition beweisen wir



88 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFSLemma 2.15. Sei f�̂i : i � 1g die Koordinatendarstellung einer station�aren Folgereeller ZV{en und � die zugeh�orige (ma�erhaltende) Verschiebungstransformation.Ein Ereignis A 2 B(R1) ist invariant genau dann, wenn ein C 2 B(R1) existiertmit der Eigenschaft: f�ur alle k � 1A = n(�̂k; �̂k+1; : : : ) 2 Co :Beweis. Sei A 2 B(R1) invariant, d.h. ��1A = A. Bedingt durch die Ko-ordinatendarstellung und die De�nition von � gilt: A = n(�̂1; �̂2; : : : ) 2 Ao und��1A = n(�̂2; �̂3; : : : ) 2 Ao.Aus der Invarianz von A folgt daher durch IterationA = n(�̂1; �̂2; : : : ) 2 Ao= n(�̂2; �̂3; : : : ) 2 Ao= n(�̂k; �̂k+1; : : : ) 2 Ao :Umgekehrt folgt aus A = n(�̂k; �̂k+1; : : : ) 2 Co f�ur k � 1:A = n(�̂1; �̂2; : : : ) 2 Co = n(�̂2; �̂3; : : : ) 2 Co = ��1A:Definition 2.6. Sei f�i : 
! X : i � 1g station�ar und A 2 � f�i : i � 1g (das istdie von allen �i erzeugte �{Algebra), also A = f(�1; �2; : : : ) 2 Cg f�ur ein C 2 B(X1).Dann hei�t A invariant (bzgl. �), falls f�ur alle k � 1A = f(�k; �k+1; : : : ) 2 Cg :A hei�t fast{invariant, falls es ein invariantes B gibt mit P (A4B) = 0. Eine ZV� : 
 ! R hei�t invariant, falls eine me�bare ZV � : R1 ! R existiert, soda� f�uralle k � 1 gilt �(!) = �(�k; �k+1; : : : )(!).Bemerkung 2.6. Die Invarianz von A bedeutet insbesondere, da�A = f(�1; �2; : : : ) 2 Cg = f(�2; �3; : : : ) 2 Cg :Andererseits folgt aus dieser Gleichheit wegen der Invarianz der de�nierenden Ei-genschaft unter � auch die Invarianz von A.Sei J� (J �� ) die �{Algebra der bez�uglich einer station�aren Folge � = f�ig (fast{)invarianten Ereignisse.Definition 2.7. Eine station�are Folge f�ig hei�t ergodisch, falls jedes fastinvarianteEreignis die Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 hat.Satz 2.16. Sei � = f�i : 
! Xg eine stochastiche Folge, � : X1 ! X sei (E1; E){me�bar, d.h. ��1(B) 2 E1 f�ur alle B 2 E. Setzen wir �i = �(�i; �i+1; : : : ). Danngilt: Ist � station�ar, dann ist auch � = (�i) station�ar. Ist � dar�uberhinaus ergodisch,dann auch �.



2. STATION�ARE FOLGEN UND ERGODENS�ATZE 89Beweis. Zu � betrachten wir �i, de�niert durch(x1; x2; : : : ) = x 7! �i(x) = �(xi; xi+1; : : : )Dies ist eine (E1; E){me�bare Funktion.Zu B 2 E1 sei A = fx : (�1(x);�2(x); : : : ) 2 Bg. Dann ist A 2 E1 undf! : (�1; �2; : : : ) 2 Bg = f! : (�1; �2; : : : ) 2 Agf! : (�2; �3; : : : ) 2 Bg = f! : (�2; �3; : : : ) 2 AgDaraus sieht man: a) ist � station�ar, dann auch �. b) Jedes �{invariante Ereignisstimmt mit einem �{invarianten Ereignis �uberein.Setzen wir speziell �(x) = �(x1; x2; : : : ) = f(x1), so erhalten wirFolgerung 2.17. Sei f�i : 
! X : i � 1g station�ar und f 2 B(X), d.h. f : X !R ist B(X){me�bar. Dann ist auch die Folge f � �i : 
! R station�ar. Ist �uberdiesf�i : 
! X : i � 1g ergodisch, dann ist auch ff � �i : 
! Rg ergodisch.Satz 2.18 (Ergodentheorem). Sei � = (�1; �2; : : : ) eine station�are Folge von ZV{en�i : 
! R mit Ej�1j <1. Dann gilt P{f.s. und im L1{Mittellim 1n nXk=1 �k(!) = E [�1jJ�] (!):Wenn zus�atzlich � ergodisch ist, dann gilt P{f.s. und im L1{Mittellim 1n nXk=1 �k(!) = E�1:Beweis. Ausgehend vom station�aren Proze� � = (�1; �2; : : : ) betrachten wir aufdem Raum (R1;B1; P̂ ) zun�achst die zu Beginn dieses Abschnittes beschriebene Ko-ordinatendarstellung �̂ = ��̂1; �̂2; : : :� mit der ma�erhaltenden Verschiebungstrans-formation �. Nach Satz 2.12 und Satz 2.14 folgt die Existenz einer ZV �̂ : R1 ! R,soda� 1nŜn(!) = 1n nXk=1 �̂1 ��k�1(!̂)�! �̂(!̂)P̂{f.s. und L1. Wegen der Gleichme�barkeit von � und �̂ sind auch die Folgen(S1; S2; : : : ) und �Ŝ1; Ŝ; : : :� gleichme�bar und daher existiert auch eine mit �̂ gleich-me�bare (identisch verteilte) ZV � : 
! R, soda� auch1nSn(!) = 1n nXk=1 �k(!)! �(!)P{f.s. und L1. Wir zeigen nun, da� � = E [�1j J�] P{f.s.Zun�achst folgt aus E ����� 1n nXk=1 �k � ������! 0



90 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFSf�ur beliebige A 2 F 1n nXk=1 ZA �kdP ! ZA �dP:(2.4)Falls A 2 J�, dann existiert ein B 2 B(R1), soda� A = f! : (�k; �k+1 : : : ) 2 Bgf�ur alle k � 1. Aus der Stationarit�at von � und Satz 2.16 folgt, da� auch�k1B ((�k; �k+1 : : : )) station�ar ist und damitZA �kdP = Zf(�k;�k+1::: )2Bg �kdP= Z
 �k1B ((�k; �k+1 : : : )(!))P (d!)= Z
 �11B ((�1; �2 : : : )(!))P (d!)= Zf(�1;�2::: )2Bg �1dP= ZA �1dP:Aus (2.4) folgt daher nach De�nition der bedingten Erwartung � = E[�1jJ�]. Falls� ergodisch ist, dann reduziert sich J� auf Mengen vom Ma� 0 oder 1 und E[�1jJ�]ist f.s konstant gleich E�1.Die invarianten Ereignisse einer station�aren Markov{Kette haben eine einfache Cha-rakterisierung. Zum Beweis ben�otigt man allerdings Martingaltheorie.Satz 2.19. Ein Ereignis A 2 �f�i : i � 0g einer station�aren Markov{Kette f�i :
! Xg ist ein fast{invariantes Ereignis genau dann, wenn ein C 2 B(X) existiert,soda� im Sinne der Gleichheit f.�u. f�ur alle n � 0 giltA = f! : �n(!) 2 Cg :Beweis. vgl. [St], pp 196, 197Damit sehen wir die Ergodizit�at spezieller Markov{Ketten.Satz 2.20 (Elton, 1987). Falls � ein Extremalpunkt in der Menge der station�arenAnfangsverteilungen oder falls � die einzige station�are Anfangsverteilung ist, dannist der Markov{Proze� f�i : i � 0g mit � als Verteilung von �0 ergodisch.Beweis. Zun�achst bemerken wir: f�ig ist jedenfalls station�ar (Folgerung 2.4dieses Abschnittes) und die Menge der station�aren Anfangsverteilungen ist konvex.Sei im Widerspruch zur Behauptung f�ig nicht ergodisch. Dann existiert ein invari-antes Ereignis A mit 0 < P (A) < 1. Nach dem vorigen Satz existiert ein C 2 B(X),soda� f�ur alle n � 0 A = f�n 2 Cg. F�ur n = 0 erhalten wir damit insbesondereP (A) = P�0(C) = �(C) und somit auch 0 < �(C); �(C 0) < 1. Wir de�nieren f�urB 2 B(X) �(B) = 1�(C)�(B \ C) und �(B) = 1�(C 0)�(B \ C 0):



2. STATION�ARE FOLGEN UND ERGODENS�ATZE 91Dann gilt � = �(C) � � + �(C 0) � �, �(�) ist absolut stetig bez�uglich � und d�=d� =1C=�(C). Da o�enbar � 6= �, ist der Widerspruchsbeweis gef�uhrt, sobald wir zeigen,da� � (und damit auch �) invariant ist: � ist dann n�amlich entweder nicht eindeutigoder nicht Extremalpunkt in der Menge der Anfangsverteilungen. Nun gilt�(B) = P (f�0 2 B \ Cg) =�(C)= P (f�1 2 B \ Cg) =�(C)= P (f�1 2 Bg \ f�1 2 Cg) =�(C)= P (f�1 2 Bg \ f�0 2 Cg) =�(C)= 1�(C) ZC P [�1 2 Bj�0 = z] d�(z)= 1�(C) ZC p(z; B)d�(z)= ZX p(z; B)d�(z):Damit ist also � invariant und daher auch �.2.3. Anwendungen. Wir betrachten das Zufalls{IFS fX;wn; png auf demkompakten, metrischen Raum (X; d) und die kanonischen Koordinatendarstellung�i : i � 0 des zugeordneten Markov{Prozesses und dessen Anfangsverteilung dasinvariante Ma� � sei (vgl. 1.2 und Schlu� des vorigen Abschnittes). Der Proze�ist station�ar, da � station�are Anfangsverteilung ist. Nach Satz 2.20 ist der Proze�auch ergodisch, da � eindeutig ist. F�ur f 2 C(X) ist dann auch ff � �ig station�arund ergodisch (Folgerung 2.17). Da wir die pi als konstant annehmen, ist das dortkonstruierte Ma� P̂x =: P̂ von x unabh�angig. SeiB = ((x0; x1; : : : ) 2 X1 : 1n+ 1 nXk=0 f(xk)! ZX fd�) :Nach dem ErgodenTheorem gilt P (f(�0; �1; : : : ) 2 Bg) = 1. Nun ist aberP (f(�0; �1; : : : ) 2 Bg) = ZX P [(�0; �1; : : : ) 2 Bj�0 = x] d�(x)= ZX P̂ (f(�1; �2; : : : ) : (x; w�1x; w�1w�2x; : : : ) 2 Bg) d�(x):Dies ist nur m�oglich, falls P̂ (f(�1; �2; : : : ) : (x; w�1x; w�2w�1x; : : : ) 2 Bg) = 1. Wirerhalten zusammenfassendSatz 2.21 (Elton, 1987). Sei (X; d) ein kompakter, metrischer Raum undfX;wn; pn; n = 1; : : : ; Ng ein hyperbolisches Zufalls{IFS. Sei fxng ein bei Anwen-dung des Zufalls{Iterations{Algorithmus erzeugter Orbit (= Trajektorie), beginnendbei x0, also f�ur eine Indexfolge �1; �2; : : : berechnet nachx0; x1 = w�1x0; x2 = w�2w�1x0; : : : ; xn = w�n � � �w�2w�1x0;wobei die die �i unabh�angig voneinander nach der Verteilung pi (1 � i � N) gew�ahltwerden. Sei weiters � das eindeutig bestimmte invariante Ma� des IFS. Sei P̂ dasvorhin erw�ahnte W{Ma� auf dem Adre�raum f1; 2; : : : ; Ng1. Dann gilt f�ur jeden



92 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFSStartpunkt x0 und jede stetige Abbildung f : X ! R : f�ur P̂{fast alle Folgen(�1; �2; : : : ) 2 f1; 2; : : : ; Ng1limn!1 1n + 1 nXk=0 f(xk) = ZX f(x)d�(x):(2.5)Aus Satz 1.6 Kapitel 5 ergibt sich weiterFolgerung 2.22. Sei B eine Borel{Menge in X mit �(@B) = 0, dann existiertzu jedem x 2 X eine Menge von Folgen (�1; �2; : : : ) 2 f1; 2; : : : ; Ng1 mit P̂{Ma�1, soda� die mittlere Verweilzeit jeder entsprechenden Trajektorie fxng in B gegen�(B) konvergiert. In Zeichenlimn!1 jfi : 0 � i � n; xi 2 Bgjn + 1 = �(B):Die letzte Formel l�a�t sich auch folgenderma�en interpretieren: F�ur jeden Startpunktx0 konvergiert fast jede durch Anwendung des Zufalls{Iterations{Algorithhmus er-zeugte Trajektorie x0; x1; x2; : : : in Verteilung gegen �. Oder nochmal anders: Dieempirische Verteilung �n = 1n+ 1 nXk=0 �xkder ersten n + 1 Punkte fast jeder, bei x0 beginnenden, Trajektorie konvergiertschwach gegen das invariante Ma� �.Bemerkung 2.7. In Elton's Originalarbeit wird gezeigt, da� der vorige Satz samtFolgerung auch g�ultig bleibt, fallsX ein lokalkompakter, separabler metrischer Raumist, die pi ortsabh�angig und die wi nur Kontraktionen im Mittel sind (vgl. Beispiel1.2 dieses Kapitels).Beispiel 2.2 (�Ubung). F�ur das IFS�[0; 1]; 12x; 12x+ 12; 12 ; 12�ist das invariante Ma� d� das gew�ohnliche Lebesgue{Ma� dx. Es gilt daher f�ur jedesf 2 C([0; 1] Z 10 f(x)dx = Z[0;1] fd�:Man vergleiche den exakten Wert, etwa f�ur f(x) = 1 + x2 mit Approximationenaus dem Zufalls{Iterations{Algorithmus, entsprechend Elton's Ergodensatz (Monte{Carlo{Methode zur Berechnung bestimmter Integrale).Als Anwendung des Ergodensatzes folgt noch ein Beweis des Starken Gesetzes derGro�en Zahlen. Sei (
;F ; P ) ein W{Raum und �1; �2; : : : eine Folge von Zufallsva-riablen. Die �{Algebra X = \1n=1� f�n; �n+1; : : :ghei�t Algebra der terminalen Ereignisse.Satz 2.23 (Null{Eins{Gesetz von Kolmogoro�). Sei �1; �2; : : : eineFolge von unabh�angigen Zufallsvariablen und A ein bez�uglich dieser Folge terminalesEreignis. Dann gilt P (A) 2 f0; 1g.



2. STATION�ARE FOLGEN UND ERGODENS�ATZE 93Beweis. Wir zeigen, da� unter den gegebenen Voraussetzungen ein terminalesEreignis A unabh�angig von sich selbst ist und daher P (A \ A) = P (A) = (P (A))2,also P (A) = 0 oder 1.Sei also A 2 X . Dann gilt wegen X = \1n=1� f�n; �n+1; : : : g auchA 2 F11 = � f�1; �2; : : :g = � f[1n=1� f�1; �2; : : : ; �ngg :[1n=1� f�1; �2; : : : ; �ng ist eine Algebra und somit gilt f�ur die davon erzeugte �{Algebra F11 : zu jedem � > 0 und A 2 F11 existieren ein n 2 N und An 2� f�1; �2; : : : ; �ng mit P (A4An) � �.Daher existiert also eine Folge An 2 � f�1; �2; : : : ; �ng mit P (A4An) ! 0. Darausfolgt dann auch P (A)�P (A\An)! 0 und P (A)�P (An)! 0. Da A;An unabh�angigsind, folgt damit P (A) = limP (A \ An) = P (A)2und somit P (A) 2 f0; 1g.Da jedes invariante Ereignis einer station�aren Folge ein terminales Ereignis ist, er-halten wir sofortFolgerung 2.24. Sei � = f�ig eine unabh�angige und identisch verteilte reelle sto-chastische Folge. Dann ist � ergodisch.Folgerung 2.25 (Starkes Gesetz der Gro�en Zahl). Sei� = f�i : 
! Rg eine unabh�angige und identisch verteilte reelle stochastische Folgeauf dem W{Raum (
;F ; P ) mit Ej�1j <1. Dann gilt P{f.s.1n nXi=1 �i(!)! m(= E�1 = E�i):Zum Abschlu� betrachten wir noch Gleichverteilung unter ma�erhaltenden Trans-formationen auf R.Sei 
 = [0; 1[ mit F = Borelmengen und P= Lebesgue{Ma�. F�ur festes � 2 R seiT : 
 ! 
 de�niert durch T (!) = ! + � ( mod 1). T ist als Translation ma�treu.Sei J � [0; 1] ein Intervall. Nach dem Punktweisen Ergodensatz gilt1n nXn=1 1J �T i�1(!)�! E[1J jJ ](!) P{f.s.Die linke Seite gibt den Anteil der Punkte der Folge!; ! + �; ! + 2�; : : : ; ! + (n� 1)�an, die in J fallen. Wann ist diese Folge gleichverteilt, die rechte Seite also gleichP (J), f�ur beliebiges J 2 F?Satz 2.26. T ist ergodisch und damitlim 1n nXn=1 1J �T i�1(!)� = P (J)genau dann, wenn � irrational ist.



94 6. MARKOV{KETTEN, STATION�ARE FOLGEN UND ZUFALLS{IFSBeweis. Nach Satz 2.10 gen�ugt es zu zeigen, da� eine beschr�ankte, T{invarianteZV � : 
! R fast sicher konstant ist:Ein solches � ist quadratisch integrierbar, die zugeh�orige Fourier{Reihe ist daherL2{konvergent, d.h.�(!) =Xn2Z �̂(n)e2�in! mit Xn2Z j�̂(n)j2 <1:Nun ist nach Voraussetzng �(!) = �(T (!)) und weiters\(� � T )(n) = �̂(n)e2�in�, alsoauch � � T 2 L2[0; 1].Somit gilt f�ur die Fourier{Koe�zienten von � � � � T (� 0):�̂(n) �e2�in� � 1� = 0:Wegen der Voraussetzung �uber � folgt daraus �̂(n) = 0 f�ur n 6= 0 und daher �(!) =c0 = �̂(0).Falls andererseits � rational, etwa = k=m ist, dann istA := m�1[i=0 �! : 2i2m � ! < 2i+ 12m �invariant, aber P (A) = 1=2. Also ist T nicht ergodisch.
�nis



KAPITEL 7Anhang1. Eigenschaften der Bedingten ErwartungSatz 1.1. Sei (
;F ; P ) ein W{Raum und G eine Unter{�{Algebra von F , �; � seienZufallsVariable. Dann gelten folgende Aussagen:1. Falls C konstant und � = C P{f.s, dann E[�jG] = C P{f.s.2. Falls � � � P{f.s., dann E[�jG] � E[�jG].3. jE[�jG]j � E[j�jjG] P{f.s.4. Falls f�ur Konstante a; b aE� + bE� de�niert ist, dannE[a� + b�jG] = aE[�jG] + bE[�jG] P f.s.5. Sei F� eine �{Algebra, die nur aus Mengen vom Ma� 0 oder 1 besteht, insbe-sondere etwa F� = f;;
g die triviale �{Algebra, dannE[�jF�] = E� P f.s.6. Falls � G{me�bar ist, dann gilt E[�jG] = � P f.s.7. EfE[�jG]g = E�:8. Falls G1 � G2, dann E[E[�jG2]jG1] = E[�jG1]:9. Falls G1 � G2, dann E[E[�jG2]jG1] = E[�jG2]:10. Sei f�ur xi E� de�niert und � unabh�angig von G (d.h. f�ur alle B 2 G sind �; 1Bunabh�angig). Dann E[�jG] = E� P f.s.11. Sei � ein G{me�bare ZV mit Ej�j <1 und Ej��j <1, dannE[��jG] = �E[�jG] P f.s.Sei f�ngn�1 eine Folge von erweiterten ZufallsVariablen. Bez�uglich der Vertausch-barkeit von Limes und Erwartung gelten folgende Aussagen:1. Falls j�nj < �;E� <1 und �n ! � (f.s.), dannE [�nj G]! E [�j G] f.s. undE [j�n � �jj G]! 0 f.s.2. Falls j�nj � �; E� > �1 und �n " � (f.s.), dannE [�nj G] " E [�j G] f.s.3. Falls j�nj � �; E� <1 und �n # � (f.s.), dannE [�nj G] # E [�j G] f.s.95



96 7. ANHANG4. Falls j�nj � �; E� > �1, dannE [lim inf �nj G] � lim inf E [�nj G] f.s.5. Falls j�nj � �; E� <1, dannlim sup E [�nj G] � E [lim sup �nj G] f.s.6. Falls �n � 0, dann E hX �n���Gi = X [�nj Gi f.s.Beweis. Siehe [Sh], Seite 214{217.Satz 1.2 (Faktorisierungssatz). Seien (
;F) und (X; E) zwei Me�r�aume und � :
! X me�bar. Sei � : 
! R eine (�(�);B(R)){me�bare ZV. Dann existiert eine(E ;B(R)){me�bare ZV ' : X ! R mit ' � � = �. Falls � beschr�ankt ist, dann kannauch ' beschr�ankt gew�ahlt werden.Beweis. Sei �� die Menge der �(�){me�baren ZV{en � und ~�� die Menge der�(�){me�baren ZV{en �, die sich in der Form '�� mit (E ;B){me�barem ' darstellenlassen. Klarerweise gilt ~�� � ��.Sei nun A 2 �(�), also A = ��1(E) (mit E 2 E) und � = 1A(!) 2 ��. Sei '(x) =1E(x). Dann ist ' eine (E ;B){me�bare Abbildung X ! R und ' � �(!) = �(!),d.h. 1E(�(!)) = 1A(!), somit 1A 2 ~��. Daher ist auch jede einfache �(�){me�bareFunktion Element von ~��. Sei � : 
 ! R 2 ��. Dann existiert eine Folge voneinfachen �(�){me�baren Funktionen �n : 
 ! R mit �n(!) ! �(!) auf 
. Dazuexistieren dann 'n : X ! R mit 'n(�(!))! �(!). Sei B = fx 2 X : lim'n(x) ex.g.O�enbar B � �(
). Setzen wir '(x) = lim'n(x) f�ur x 2 B und '(x) = 0 f�ur x 62 B,also '(x) = 1B(x) lim'n(x). Nun ist B eine Borelmenge in X; dennB = flim sup'n(x) = lim inf 'n(x)g :lim sup'n und lim inf 'n sind ZV und daher B 2 E . (vgl. [HS], S. 154, 11.12 und(11.9))Somit ist ' eine (E ;B){me�bare Funktion und f�ur alle ! 2 
 gilt �(!) 2 B und'(�(!)) = �(!), also � 2 ~��, d.h. ~�� = ��.Sei 0 � � � 1. Dann betrachte  (x) := 1 ^ '(x). Dies ist ebenfalls Borelfunktionund es gilt 0 � ' � 1 und  (�(!)) = 1 ^ '(�(!)) = 1 ^ �(!) = �(!).
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