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KAPITEL 1

Metrische Riume

1. Notation und Beispiele

(X, d) bezeiche einen metrischen Raum mit zugrundeliegender Menge X und mit
der Metrik d: X x X — [0,00).

BEISPIEL 1.1.
Der m—dimensionale euklidische Raum (R™, |.[). Die Metrik ist durch den euklid-
ischen Abstand fiir x = (&1, ... ,&n), y = (1, .. ,nm) € R™ definiert durch

v =yl = d(z,y) : (ZI& ml2>

BEeispieEL 1.2.

Der Adrefi-Raum (X, d) iiber N > 2 Symbolen, etwa {0, 1, ..., N—1} ist definiert als
die Menge ¥ = [[:2,{0,1,..., N—1} der Folgen 0 = 0105 ... mito; € {0,1,...,N—
1} und mit der Metrik

e o = wil
d(a,w) :Zm
i=1

DEFINITION 1.1. Zwei Metriken d;,dy auf X heiflen dquivalent, wenn das Streck-
ungsverhéltnis von Abstédnden, gemessen in beiden Metriken global von 0 und oo
weg beschriankt ist:
da (2, y)
0< < <
/\ Cl < dl( ) Cy 0.

TFYEX

DEFINITION 1.2. Zwei metrische Riume (X, d;), (X2, ds) heiflen dquivalent, falls
eine bijektive Abbildung h : X; — X existiert, fiir die durch dy(h(zx), h(y)) eine zu
d; dquivalente Metrik auf X definiert ist.

BEMERKUNG 1.1. Auf R™ sind alle, von Normen induzierten Metriken dquivalent.
Definieren wir auf X = (0, 1] die Metriken d;(x,y) = |z — y| und do(z,y) = |1/ —
1/y|, dann sind d; und dy nicht dquivalent. Fiir X; = [1,2], Xy, = [0,1], d; =
|z —yl|, dy =2|x —y| sind (X1,d;), (Xo,ds) metrisch dquivalente Rdume.

BEMERKUNG 1.2. dy, dy sind #dquivalente Metriken auf X genau dann, wenn die
identische Abbildung 1x : X — X die metrische Aquivalenz zwischen den Riumen
(X,dy), (X,dy) vermittelt. Jede metrische Aquivalenz ist ein Homdomorphismus.
Daher sind alle “topologischen” Eigenschaften (z.B. offen, abgeschlossen, kompakt,
zusammenhéngend usw.) invariant unter metrischer Aquivalenz. Wir werden spiter
sehen, daf} ebenso die fraktale Dimension zu den “metrischen Invarianten” gehért.
Auch der Begriff der Vollsténdigkeit ist hier zu erwédhnen. Es seien kurz die relevan-
ten Definitionen wiederholt.
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DEFINITION 1.3. Eine Folge {z,,}7° im metrischen Raumes (X, d) heif}t

Cauchy—Folge, falls
/\ \/ /\ d(zm, x,) < €.

e>0 N>0 n,m>N

(X, d) heifit vollstéindig , falls jede Cauchy-Folge {x,}° in (X,d) gegen ein z € X
konvergiert, in Zeichen:

\/ r = lim z,.
n—0o0
zeX

SATZ 1.1. Der Adreffi—~Raum (X, d) iber N Symbolen ist vollstindig.

Wir beweisen dazu und fiir spétere Zwecke folgendes

LEMMA 1.2. Fiir beliebige o,w € X qilt
1

d(o,w) < D

— /\ 0 = W;.
1<i<n

BEWEIS. Die Bedingung ist hinreichend:

— |oi — wil
d(o,w) = Zm

2— n+1 2
1n+1 N+1 (N +1)n+ N+1 (N+1)
_ N-1 1 - 1

SN+ D T —1/(N+1) (N1

Die Bedingung ist notwendig: Ist ndmlich fiir 1 < ¢y <n 0, # w;,, dann folgt

|<7z' —wz'| - |<7z'—wi|
o) 2 Ta ol §
(N + 1) Rt (N+1)

> 1 i Z |0'Z (.UZ| 1
— (N + 1) Rt (N+1) = (N+1)"

O

Auf ¥ haben wir zwei Topologien zur Verfiigung; einerseits die Produkttopolo-
gie 7, der diskreten Rdume {0,1,..., N — 1}, andererseits die metrische Topolo-
gie 79. Beide Topologien stimmen jedoch iiberein: Ist ndmlich U eine offene 71—
Umgebung von w = wjwsy..., dann umfafit sie eine Umgebung von w aus der
Basis der Produkttopologie, also eine Menge der Form []°2, €,, wobei nur fiir
endlich viele n;, etwa ny,...,ng  Q, = {wy,} gilt, fiir alle anderen n jedoch
Q,=1{0,1,...,N —1}. Sei ng = Max{ny,...,ng}. Dann ist U’ := {0 : 0; = w;, 1 <
i < nyg, 0; beliebig, sonst} C U und U’ = {0 : d(o,w) < 1/(N + 1)} 7,—Umgebung
von w. Umgekehrt gilt fiir 1/(N + 1) < e

Ue(w) :={o : d(o,w) <€} D {a cd(o,w) < (Niil)m}

und dies ist nach dem vorigen Lemma eine 7,—Umgebung.
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Daraus ergibt sich nun die Behauptung von Satz 1.1, da ein kompakter metrischer
Raum vollsténdig ist.

Eine Teilmenge S C X des metrischen Raumes (X, d) heifit dabei kompakt, falls
jede unendliche Folge {z,, € S}{° eine in S konvergente Teilfolge besitzt. In einem
metrischen Raum ist dies bekanntlich gleichbedeutend mit der Tatsache, dafl jede
offene Uberdeckung von S eine endliche Teiliiberdeckung enthilt.

Eine Teilmenge S C X heif3t beschrdinkt, falls

\/ \/ /\ d(a,z) < R.

a€EX R>0 z€S
Eine Teilmenge S C X heif}t totalbeschrinkt, falls

AV AV dwo<e

e>0 {y1,.-,yn}CS TES 1

Anders ausgedriickt: zu jedem € > 0 existiert ein endliches e-Netz. Der Durchmesser
einer Menge S ist definiert als

diam(S) := |S|:= sup{d(z,y) : z,y € S}.

SATZ 1.3. Sei (X,d) ein vollstindiger, metrischer Raum. Fine Teilmenge S C X
st genau dann kompakt, wenn S abgeschlossen und totalbeschrdnkt ist.

BEWEIS. Sei S abgeschlossen und totalbeschrénkt und {z;}$° sei eine unendliche
Folge in S. Da S total beschriinkt ist, gibt es eine endliche Menge von abgeschlos-
senen Kugeln vom Radius 1/2, deren Vereinigung {x;}{° enthilt. Wenigstens eine
Kugel, etwa By enthilt nach dem Schubfachprinzip unendlich viele der z;. Wéhle
xy, € S1:= By NS. S ist als Teilmenge einer total beschriankten Menge ebenfalls
total beschréankt. Wir konnen daher S; mit endlich vielen abgeschlossenen Kugeln
vom Radius 1/4 iiberdecken. Eine von diesen, etwa Bs enthilt wieder unendlich viele
der z;. Wiahle Ny > Ny mit xy, € So := By N S. So fortfahrend konstruieren wir
eine geschachtelte Folge S1 D So D --- D Sy D ... von abgeschlossenen Teilmengen
von S mit Durchmessern < 1,1/2,...,1/2V"1 ... und eine Teilfolge xy, € S;. Dann
ist zy, eine Cauchyfolge und hat, da X vollsténdig ist, einen Limes {z} = NS;, der
wegen der Abgeschlossenheit von S zu S gehort.

Sei umgekehrt S kompakt, im Widerspruch zur Behauptung aber nicht totalbe-
schrinkt. Dann gibt es ein € > 0, zu dem kein endliches e-Netz existiert. Dann aber
existiert eine unendliche Folge {z;} C S, sodaB fiir alle s # j d(z;,z;) > €. Ande-
rerseits enthélt {x;} eine konvergente Teilfolge xn,, T n,, - — xeS, d.h. ab einem
gewissen Index gilt d(zy;,zn;) < €, im Widerspruch zu d(z;, z;) > e

U

Wir werden hiufig Abbildungen f : X — X betrachten. Wir nennen sie Transfor-
mationen auf X. Zu S C X ist das Bild von S unter der Abbildung f definert als
f(S):={f(x): 2z € S}. f heifit injektiv, falls verschiedene Punkte in verschiedene
Punkte abgebildet werden. f heilt surjektiv, falls f(X) = X. f heifit bijektiv, oder
umkehrbar, falls f injektiv und surjektiv ist. Die Vorwdrtsiterierte von f ist definiert
durch f° := 1x (identische Abbildung X — X) und f*™! := fo (f"). Zuz € X
heifit {f™(x):n=0,1,2,...} der Orbit von x.
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Sei f : X — X eine Transformation auf dem metrischen Raum (X, d). Die Lipschitz-
Konstante von f ist definiert als

d(f(z), f(y))

d(z,y)
Falls Lip f = X, dann gilt offenbar fiir alle z,y € X d(f(x), f(y)) < Ad(z,y). Lip f
ist die kleinste der Zahlen A mit dieser Eigenschaft. f heifit Lipschitz- Funktion falls
Lip f < oco. f heifit Kontraktion, falls Lip f < 1. Wir bemerken, dafl eine Lipschitz-
Funktion beschrinkte Mengen in beschrinkte Mengen abbildet.

Lip f := supy,

Von besonderer Wichtigkeit ist fiir uns im Folgenden der

SATz 1.4 (Fixpunktsatz von S. Banach). Sei f : X — X eine Kontraktion auf dem
vollstindigen metrischen Raum (X, d). Dann hat f einen eindeutig bestimmten Fiz-
punkt xy, d.h. f(xs) = xf und es gilt

/\ lim f"(z) = .

n—00
zeX

BEWEIS. In fast jedem Standardtext iiber Analysis. O

DEFINITION 1.4. Eine Transformation S : X — X heifit Ahnlichkeit, falls ein 0 <
r < oo existiert, sodafl

A d(S(z),S(y)) = r.d(z,y)

z,yeX

h, : R™ — R™ heifit Homothetie, falls h,.(z) = rz. t;, : R™ — R™ heif§t Translation,
falls ty(z) = 2 — b. w : R™ — R™ heifit affine Transformation, falls w(z) = Az + b.
Dabei ist A : R™ — R™ linear und b € R™.

SATZ 1.5. S : R™ — R™ ist Ahnlichkeit genau dann, wenn S die Zusammensetzung
einer orthogonalen Transformation g, einer Translation t, und einer Homothetie h,
wst: S =h,otyogq.

BEwEIs. Es ist klar, daf§ die Bedingung hinreichend ist. Um einzusehen, daf

sie notwendig ist, sei S eine Ahnlichkeit und Lip S = r # 0. Wir setzen g(z) =

1(S(x) — S(0)). Dann ist g eine Isometrie mit dem Fixpunkt 0. Nun ist

1
<zy>=g(el’ + I’ =z —yP)
1
= 5 (d(oa 3?)2 + d(oa y)2 - d(xa y)Z)

= 2 (9@ + g~ la(a) - 9)?) =< a(x).9(0) >

g erhélt also innere Produkte. Sei {e; : 1 < i < m} eine ON-Basis fiir R™. Dann ist
nach dem vorigen auch {g(e;) : 1 <i < m} eine ON-Basis und daher

g(z) = Z < g(x),g(e;) > gle;) = Z <z, e > gle;).
1 1
Daher ist g linear und somit orthogonal. Es ist

S(x) =rg(x)+S0)=r <g(:c) + %S(O)) :
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Das heiBit S =h, ot_14¢) 0 9. O

Sei w : R? — R2? eine affine Transformation. Das bedeutet also: es gibt
a,b,c,d,e, f € R, sodaB fiir (z;,7) € R?
w(xy, ) = (axy + bry + €, cxy + dag + f)

oder in Matrixschreibweise
x| e b |2 el _
w(x) = w LJ = [c d] LJ + [f] = Az +t.
Dabei sind unter der Wirkung von w (a,c), (b,d), (e, f) die Bilder von resp.
(1,0), (0,1), (0,0).Sind (r,6;) und (rq, f5+m/2) die Polarkoordinaten von resp.
(a,c) und (b,d), dann gilt
[a b] _ [rl cosf; —rysin 02}

c d rysinfy  rycos by

Umgekehrt kann man A und ¢ einer affinen Transformation w(z) = Az + ¢ auf R?
aus der Kenntnis der Bilder von 3 nicht kollinearen Punkten berechnen. Aus
(1, 22) —> (T4, T2)
(Y1, y2) — (91, 72)
(21, 22) —> (21, 22)
folgen ndmlich die Gleichungen
T, =210+ 220+ €
Ty =11+ To2d + f
Y1 =y10+ y2bte
Yo =yic+yad + f
Z1 =210+ b+ e
Zy =z1¢+ 2od + f.

Dies sind 6 Gleichungen fiir die 6 Unbekannten a, b, ¢, d, e, f.

Die Bedeutung affiner Transformationen liegt bei unserem Thema in der Tatsache,
daf sich zahlreiche Formen der Natur mit ihrer Hilfe ineinander iiberfithren lassen
(vgl. z.B. [Th] Chapter IX, On the theory of transformations, or the comparison of
related forms). Zur Illustration versuche man eine affine Transformation zu bestim-
men, die entsprechend der folgenden Skizze anndherungsweise das grofle Ahornblatt
in das kleine iiberfiihrt.
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ABBILDUNG 1. Aus [Bal, p.54



KAPITEL 2

Fraktale Mengen, H(X)

1. (#(X),h), Hausdoff-Metrik

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Mit 7 (X) bezeichnen wir die Menge der nichtleeren,
kompakten Teilmengen von X

H(X)={AC X:0+# Akompakt}.

Als nichttriviale Beispiele seien in Hinblick auf unser Thema die Cantor-Menge C
und das Sierpinski—Dreieck S erwdhnt. Beide Mengen entstehen als Grenzwert eines
dhnlichen Iterationsprozesses:

Sei A C R eine Vereinigung von Intervallen endlicher Lénge. Aus jedem dieser Inter-
valle entfernen wir das offene mittlere Drittel. Der Rest besteht also aus disjunkten
Dritteln des urspriinglichen Intervalles. Die Vereinigung der so entstehenden Inter-
valle bezeichnen wir mit ¢(A). Sei etwa Ag = [0, 1]. Dann ist ¢(A4,) = [0, 1/3]U[2/3, 1].
Weiters gilt offenbar

Ag D Al i=c¢(Ag) D Ay :=c(4)) D ...

Die Cantormenge ist definiert als C = ()2, A4;.

Ein zweidimensionales Analogon ergibt sich folgendermaflen: Zunichst bemerken
wir, daf jedes Dreieck Vereinigung von vier zu diesem Dreieck dhnlichen Dreiecken
halber Seitenldnge ist. Nicht wahr? Ist eine Menge A Vereinigung von abgeschlos-
senen Dreiecken und entfernen wir aus jedem dieser Dreiecke das offene mittlere
Dreieck, so entsteht wieder eine Menge, die Vereinigung abgeschlossener Dreiecke
ist. Wir bezeichnen sie mit s(A). Sei Ay ein abgeschlossenes Dreieck, etwa mit den
Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Dann gilt offenbar

Ag D A :=5(4p) DAy :=s(41)D....

Das Sierpinski-Dreieck ist definiert als & = (2, A;.

Offenbar gilt 0 € C und (0,0) € S und beide Mengen sind als Durchschnitt einer ab-
nehmenden Folge abgeschlossener, beschréinkter Mengen kompakt, somit C € H(R)
und 8 € H(R?). Beim Sierpinski-Dreieck sind diese Mengen sogar zusammenhiin-
gend, sodafl nach einem Satz der allgemeinen Topologie auch § zusammenhéngend
ist. C hingegen ist total unzusammenhingend, d.h. die Zusammenhangskomponente
eines jeden Punktes ist einpunktig. Fiir die Punkte von C gibt es eine arithmetische
Charakterisierung.
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SATZ 1.1. Die Cantor—Menge C besteht aus allen Punkten x € [0,1], deren triadi-
sche Entwicklung ohne Verwendung von 1 mdglich ist.

C:{xE[O,I]:x:i%,xiE{O,Q}}

i

BEWEIS. Ein Querstrich iiber einem x; bedeutet im Folgenden die periodische
Fortsetzung, etwa 0,02 = 0,0222.... Falls z, € [0, 1] eine triadische Darstellung
T, = 0,12923 ... hat mit x; € {0,2}, dann gibt es 2 Moglichkeiten: ist z; = 0,
dann gilt

0=0,00--- <, <0,02=1/3, alsox, € [0,1/3].
Ist 1 = 2, dann gilt
2/3=0,2<z,<0,2=1, alsox, € [2/3,1],
also z, € ¢([0,1]). In beiden Fillen gibt es wieder 2 Moglichkeiten. Ist x, € [0,1/3]
und =, = 0, dann gilt
0=0,0<z,<0,002=1/9, alsox, € [0,1/9].
Ist z, € [2/3,1] und x5 = 2, dann gilt
2/9=0,02<uz,<0,02=1/3, alsox, € [2/9,1/3],
also z, € ¢(c([0,1])). So fortfahrend erhalten wir z, € C =2, A;.
Sei umgekehrt z, € C = (2, A;. Wegen z, € Ay = [0, 1], erhalten wir eine triadische
Darstellung =, = 0,z,25 ... mit x; € {0,1,2}. Wegen z, € A, = [0,1/3] U [2/3,1]
miissen, b.z.w. konnen wir z; = 0 oder z; = 2 wihlen. Zur Beachtung: fiir z, = 2/3

gibt es 2 triadische Darstellungen, nimlich 2, = 0,2 = 0,12. In analoger Weise
miissen, b.z.w. kdnnen wir wegen

7o € Ay = [0,1/9]U[2/9,1/3] U [6/9,7/9] U[8/9, 1]
9 = 0 oder xy, = 2 wiihlen. Durch Induktion ergibt sich z, € {z € [0,1] : =

> 5w € {0,2}}.

O

Im Folgenden sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Wir werden nun durch
Einfiihrung einer geeigneten Metrik auch H(X) zu einem vollstéindigen metrischen
Raum machen.

Zuz € X und B € H(X) definieren den Abstand des Punktes z zur Menge B durch
d(z, B) := Min{d(z,b) : b € B}.

Wir bemerken, dafl dieses Minimum existiert, da bei festem x die Abbildung d, :
X [0, 00), definiert durch d,(b) := d(z,b), stetig und B kompakt ist.

Zu A, B € H(X) definieren wir
d(A, B) := Max{d(a,B) : a € A} = Max,caMinyepd(a,b).

Wir bemerken wieder, dafl wegen der Stetigkeit von d in beiden Argumenten und
wegen der Kompaktheit von A, B ag € A und by € B existieren, fiir die d(A, B) =
d(ag, by) gilt. d ist keine Metrik, da i.a. d(A, B) # d(B, A).

Fiir o, 5 € R sei aV := Maz{«, 5} und a A 3 := Min{«, 5}.
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SATZ 1.2. Zu A, B € H(X) ist durch
h(A, B) :=d(A, B) Vd(B, A)

eine Metrik auf H(X) definiert, der sogenannte Hausdoff-Abstand zwischen A und
B. Dadurch wird (H(X),h) zu einem metrischen Raum.

BEWEIS. Seien A, B,C € H(X). Offenbar gilt h(A, A) = d(A, A) Vd(A,A) =
Maz{d(a,A) : a € A} = 0. Weiters ist h(A, B) = d(ag,by) < oo, somit 0 <
h(A,B) < oo. Ist A # B, dann existiert a € A, a ¢ B. Somit gilt h(A,B) >
d(A,B) > d(a,B) > 0. Zum Beweis der Dreiecksungleichung zeigen wir zunéchst
d(A, B) < d(A,C) + d(C, B): fiir beliebiges a € A und ¢ € C gilt
d(a, B) = Min{d(a,b) : b € B} < Min{d(a,c) +d(c,b) : b € B}
=d(a,c) + Min{d(c,b) : b€ B}. =

d(a, B) < Min{d(a,c) : ¢ € C} + Max.cc Minyepd(c,b)
=d(a,C) +d(C,B) <d(A,C)+d(C, B).
Daraus folgt d(A, B) < d(A,C) + d(C, B). Analog d(B,A) < d(B,C) + d(C, A),
somit
h(A,B) =d(A,B)Vd(B,A) < (d(A,C)Vd(C,A))+ (d(B,C) Vv d(C,B))
= h(A,C)+ h(C, B).

O

Eine geometrische Interpretation des Hausdorff-Abstandes ergibt sich aus folgendem

LEMMA 1.3. Fir A,B € H(X) und e > 0 gilt

AC B, := U B(b,¢)
beB

B C A, := U B(a,e).
acA

(2) h(A,B)=inf{e: AC B,B C A/}

(1) h(A,B)<e +=

Hierbei ist B(a,e) = {z : d(a,z) < €}. Ac heifit e-Parallelmenge von A.

BEWEIS. Wir zeigen d(A,B) <€ <— A C B..

Sei dazu d(A,B) < e, also Max{d(a,B) : a € A} < e Dann gilt fir alle
a€ Ada,B) <e dh. Acq Viyep d(a,b) <€ also A C UyepB(b,e).

Sei umgekehrt A C UpepB(b,¢). Dann gilt fiir alle a € Ad(a,B) < € somit
d(A, B) = Max,ca{d(a,B)} <e.

Analog sieht man d(B,A) <e¢ <= B C A..

(2) folgt unmittelbar aus (1). O
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2. Vollstindigkeit von (H(X),h)

LEMMA 2.1. (Erweiterung von Cauchy-Folgen) Sei {A, : n = 1,2,...} eine
Cauchy—Folge in (H(X),h). Sei weiter {n;}5° eine Folge in N mit 0 < ny < ny <
oo Sei{ap, };";1 Cauchy-Folge von Punkten a,; € An,. Dann existiert eine Cauchy-
Folge {a, € Ap} mit ay; = an; (7 =1,2,...).

BEWEIS. Wir definieren die Folge {a,} induktiv. j = 1: fiir
n € {1,2,...,n} wihlen wir a, € A, so, daBl d(a,,, A,) = d(ay,,a,). Offenbar gilt
dann a,, = a,,. Diese Wahl ist moglich wegen der Kompaktheit der A,,. Zum Schritt
j — j + 1 wéhlen wir fir n € {n; +1,...,nj1} a, € A, so, daB d(an,,,, An) =

d(an,,,0y). Somit gilt fiir n =1,2,... 1 a, € A, und fiir j =1,2,... :ap, = ay;.

Wir zeigen nun, daf8 {a, }$° eine Cauchy—Folge ist. Sei dazu e > 0. Da sowohl {a,, }
als auch {A4,} Cauchy-Folgen sind, gilt

V A dan,an) <e¢/3 und \/ A (A A,) <e/3.

N1 np,nj>Nq Ny mmn>Na
Sei N = Ny V Ny. Dann gilt fiir m,n > N
A, Gn) < (8, an;) + d(an;, Gny) + d(an,, Gn),

wobei m € {nj,l + 1,nj,1 + 2,...,nj}, n € {nk,1 + 1,7’7,]9,1 + 2,...,nk}. m,n

liegen dabei in bestimmten, durch n; < ny < ... definierten Abschnitten von N.
Nun ist h(An, An;) < €/3 und h(A,,, A,) < €/3 und somit d(dm,an;) < €/3 und
d(an, , a,) < €/3, also d(am, a,) < € fiir alle m,n > N. O

SATZ 2.2. Der Raum (H(X), h) ist vollstandig. Falls {A, € H(X)}$°
Cauchy—Folge ist, dann existiert lim, o A, gehort zu H(X) und

A= {an:a: lim a,, aneAn}: lim A,,.
n—0o0

n—o0
BEWEIS. Sei {A,} Cauchy—Folge in #(X) und A wie oben definiert. Wir zeigen

A4

A ist abgeschlossen und daher vollsténdig (da X vollsténdig ist).
Zu € > 0 existiert ein N, soda$ firn > N A C (A,)..

A ist totalbeschrénkt, somit (wegen (2) und 1 1.3 ) kompakt.
lim, ,. A, = A.

Gk W=

zu (1):
Wir zeigen die Existenz einer Cauchy-Folge {a; € A;} in X. Nach Voraussetzung
existiert eine Folge positiver Zahlen Ny < Ny < ... mit

1
A h(Am, An) < o
m,n>N;

Wir wéhlen xy, € Ap,. Da h(An,, An,) < 1/2, gibt es ein zy, € Ay, mit
d(xn,, xn,) < 1/2. Die induktive Konstruktion sei durchgefiihrt bis k. Es gibt also
xy, € Ay, fiir 0 = 1,2,... k mit d(zy, ,,2zn,) < 1/2°7'. Nun ist wegen der Wahl
der Nj, h(An,, An,,,) < 1/2% und zy, € Ay,. Es existiert also TN,,, € Apy1 mit
d(zn,, Tn,,,) < 1/2". Wir erhalten daher eine unendliche Folge {zy, € Ay,} mit
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d(zn,,tN,,,) < 1/2" Dies ist eine Cauchy—Folge in X: zu ¢ > 0 wihlen wir N, so
groB, da Y7 1/2" < e. Dann gilt fiir n. > m > N,

d(l‘va l‘Nn) < d(l‘va ‘/L‘Nerl) + d(l‘Nm+1ame+2) +eeet d(‘an—IVTNn)

o0
<Y 1/2 <
1=DNe

Nach dem Erweiterungslemma 2.1 existiert eine Cauchy—Folge {a; € A;} mit ay, =
zy,. Diese Folge hat einen Limes, der definitionsgemif} in A liegt, also gilt A # (.

zu (2):

Sei ¢ = lim; ,, a; mit a; € A. Wir zeigen a € A. Zu jedem aq; existiert nach
Definition von A eine Folge {z;, € A,}52, mit a; = lim,,_, ;. Weiters finden wir
eine wachsende Folge natiirlicher Zahlen {N;}° mit d(ay,,a) < 1/i und zu jedem
N; ein m; mit d(zn,m,, an,) < 1/i. Setzen wir y,,, := Tn,m,, dann ist y,,. € A,,, und
d(Ym,,a) < 2/i. Somit gilt @ = lim; , ypn,. Nach Lemma 2.1 kann {y,,, } erweitert
werden zu einer Cauchy-Folge {z; € A;} mit lim z; = a, somit gilt a € A.

zu (3):

Sei € > 0. Dann existiert N, soda$ fiir m,n > N h(4,,, A,) < e. Wihlen wir nun
n > N. Dann gilt fiir alle m > n A, C (Ap)e. Wir zeigen nun A C (A,).. Sei
dazu a € A. Dann existiert eine Folge {a,, € A} mit lim,, .. ayn = a. Nun ist
U € Am C (An)e. (Ay)e ist abgeschlossen (Beweis?) und daher gilt auch lima,, =
a € (Ap)e.

zu (4):

Nehmen wir im Widerspruch zur Behauptung an, A sei nicht totalbeschrinkt. Dann
gibt es zu einem gewissen € > 0 kein endliches e-Netz. Daher existiert eine Folge
{x;:}3°, sodaB fiir alle ¢ # j d(z;,2;) > € (x). Dies fiihrt zu folgendem Widerspruch:
nach (3) gilt fiir hinreichend grofie n A C (A,)/3. Zu jedem z; existiert also ein y; €
A, mit d(z;,y;) < €/3. Da A, kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge {y,,} C
{y;}. Die Punkte dieser Teilfolge liegen letzten Endes beliebig nahe beisammen. Es
gilt also schliellich d(yn,, ys,) < €/3. Dann aber folgt

d(Tn;, 0p;) < d( @5 Yn) + AYngs Yn,) + Ad(WYnj> Tn,) < €/3+€/3+¢€/3

im Widerspruch zu (x). A ist somit totalbeschrinkt, nach (2) abgeschlossen und
daher, nach 1 Satz 1.3, kompakt.

zu (5):
Nach (1) und (4) gilt jedenfalls A € H(X). Wegen (3) und Lemma 1.3 geniigt es zu

zeigen
AV A 4.cA.

e0 N n>N

Jedenfalls folgt aus der Tatsache, dafl {A,,} Cauchy—Folge ist
\/ /\ Ar C (AS)E/Q, insbes. An C (ANI)E/Q fiir n, Ny > Ny.

No 7,5>Np

\/ /\ Ar C (As)€/4 insbes. ANl C (AN2)€/4 fir Ny > N;.

N1>No r,5>N
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VA A C(A)ys insbes. Ay, C(An,)gs fiir Ny > N,

No>Ny T,SZNQ

. U.S.W.

Wir zeigen nun, daf fiir n > Ny A, C A.. Jedenfalls existiert zu y € A, ein zy, €
Ay, mit d(y,zn,) < €/2. Weiter existiert zu zy, ein xy, € Ay, mit d(zy,,zy,) <
¢/4. So fortfahrend erhalten wir zu zy, | ein zy, € Ay, mit d(zy,_,2n;) < 5.
Daraus folgt

d(ya l‘Nj) < d(ya l‘Nl) + d(l‘Nla :EN2) et d(‘rNj_NxNj)

! + ! + + ! <
“\27"1 2 ) ¢
{zn;} ist offenbar Cauchy-Folge, hat somit nach dem Erweiterungslemma 2.1 einen
Grenzwert x € A. Somit gilt auch d(y,x) <e, d.h. y € A.. O

IN

Wir werden spéter nicht nur Vollstdndigkeit von X verlangen, sondern auch die Exi-
stenz einer in X dicht liegenden abzidhlbaren Teilmenge. X heifit dann ein polnischer
Raum. Insbesondere ist jeder metrische Raum, dessen beschrinkte Teilmengen re-
lativ kompakt sind, ein polnischer Raum (Wieso?). Jeder o—kompakte metrische
Raum ist z.B. polnisch.

SATZ 2.3 (Auswahlsatz, W. Blaschke). Sei X ein metrischer Raum, dessen be-
schrdnkte Teilmengen relativ kompakt sind. Sei F eine unendliche Familie von nicht-
leeren kompakten Teilmengen von X, die alle in einem beschrinkten Teil von X
liegen. Dann enthdlt F eine aus verschiedenen Mengen bestehende Folge, die gegen
eine nichtleere kompakte Teilmenge von X konvergiert.

BEWEIS. Wegen Satz 2.2 geniigt es zu zeigen, dal F eine aus verschiedenen
Mengen bestehende Cauchy-Folge enthilt.

Sei dazu & = {E}; : i € N} eine aus verschiedenen Mengen bestehende Folge in F.
Nach der Voraussetzung iiber X kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf§ die Elemente
von &; enthalten sind in einer kompakten Menge B C X. Wir wihlen eine endliche
Uberlagerung von B mit Kugeln vom Durchmesser héchstens 1 /2. Dann trifft jede
Menge FE ; eine Teilmenge dieser Kugeln. Es gibt nur endlich viele solche Teimengen.
Nach dem Schubfachprinzip existiert eine gewisse Teilmenge B, dieser Kugeln, die
von unendlich vielen E ; getroffen wird. Sei &, = {E»; : i € N} diese Teilfolge von &
und F, = UB,. Die Konstruktion sei durchgefiihrt bis £ — 1. Dann finden wir analog
zu einer endlichen Uberlagerung von B mit Kugeln vom Durchmesser hichstens 1/
eine Teilfolge & C &1 und eine gewisse Teilmenge By dieser Kugeln, die von allen
Ey; € & getroffen wird. Sei Fj, = UB.

Wir erhalten also eine ineinander geschachtelte Folge von Teilfolgen

51 3523 "'ng:{Ek’i}D...
sodaB fiir alle 7 bei beliebigem k gilt (wieso?):
Ey; C Fy, C (Ek,i)l/k-
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Daraus folgt h(Ey;, Fy,) < 1/k und h(Ey;, Ey ;) < 2/k. Setzen wir Ej, := Ej j, dann
folgt
2

hE. E) < ———.
(Ek l)_min{k,l}

{E}} ist also eine Cauchy-Folge in B.
U

Anmerkung: W. Blaschke hat seinen Auswahlsatz urspriinglich fiir konvexe Koérper
bewiesen (vgl. [Bl]). Die Sétze 2.2 und 2.3 sind Verallgemeinerungen auf H(X).

Wir nennen eine Mengenfolge {A,,}5° aufsteigend b.z.w. abnehmend, falls gilt

AOCA1CA2C... b.z.w.
Ay DA DA D ... .

Man iiberlege sich folgendes

LEMMA 2.4. Jede abnehmende Folge {A, € H(X)}¥ ist Cauchyfolge. Falls X
die Voraussetzungen des Auswahlsatzes von Blaschke erfillt, dann ist auch jede
gleichmdfig beschrinkte aufsteigende Folge {A,, € H(X)}5° Cauchyfolge.

BewErs. Ubung. O
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3. Iterierte Funktionensysteme in H(X)

Von jetzt an nehmen wir den metrischen Raum (X, d) als vollstindig an.

LEMMA 3.1. Sei w : X — X eine kontrahierende Abbildung mit dem Kontrakti-
onsfaktor (KF) s. Die durch w(B) = {w(z) : x € B} fir B € H(X) definierte
Abbildung w : H(X) — H(X) ist eine Kontraktion auf (H(X),h) mit KF s.

BEWEIS. w : X — X ist als kontrahierende Abbildung stetig. Das stetige Bild
einer kompakten Menge ist kompakt, somit w(B) € H(X). Seien nun B,C € H(X).
Dann gilt

d(w(B),w(C)) < Max{Min{d(w(b),w(c)) :c€ C} :b € B}
< Max{Min{sd(b,c): c€ C}:be B} =sd(B,C).

In analoger Weise sieht man d(w(C),w(B)) < sd(C, B). Daraus folgt

h(w(B),w(C)) = d(w(B),w(C)) V d(w(C),w(B))
< s(d(B,C) v d(C,B) = s h(B,C).
U
LEMMA 3.2. Fir beliebige A, B,C, D € H(X) gilt
h(AUB,CUD) < h(A,C)V h(B,D)
BewErs. Ubung. O

LEMMA 3.3. Sei {w, : n =1,2,...,N} eine endliche Menge kontrahierender Ab-
bildungen auf (H(X),h) mit Kontraktionsfaktoren 0 < s, < 1. Zu B € H(X)
definieren wir

W(B) :=wi(B) Uwy(B)U---Uwy(B) = | Jw

Dann ist W : H(X) — H(X) eine Kontraktionsabbildung auf (H(X), h) mit Kont-
raktionsfaktor 0 < LipW < s= Max{s, :n=1,2,...,N}.

BEWEIS. Wir zeigen die Giiltigkeit der Behauptung fiir N = 2. Die Weiterfiih-
rung mit Induktion liegt auf der Hand. Seien also B,C € H(X). Dann gilt nach
dem vorigen Lemma

h(W(B), W(C)) = h(w(B
< h(wy(B
S S1 h(B,

) U ’LUQ(B), wl(C) U ’LUQ(C))
); wi(C)) V h(wa(B), wa(C))
C)V 5, h(B,C) = s h(B, C).
U

W (B) = |Jw;(B) ist eine “Collage” der w;(B), wir sprechen daher von einer Collage-
Abbildung.
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DEFINITION 3.1. Ein iteriertes Funktionensystem (IFS) besteht aus einem vollstéin-
digen metrischen Raum (X, d) zusammen mit einer endlichen Menge von Abbildun-
gen w, : X — X. Sind die w, : X — X Kontraktionen (mit Kontraktions-
faktoren (KF) s,), dann spricht man von einem hyperbolischen IFS. Sein KF ist
definiert durch s = Maz{s, : n =1,..., N}. Wir schreiben fiir das IFS {X; w,,n =
1,...,N} oder kurz {X; w,}.

Wir fassen das bisherige zusammen und erhalten wegen der Vollstindigkeit von
H(X) Satz 2.2 und aus dem Fixpunktsatz von Banach (1 Satz 1.4) den folgenden

SATz 3.4. Sei {X;w,,n =1,...,N} ein IFS mit KF s. Dann gilt: die Abbildung
W H(X) — H(X), definiert durch W (B) = Y wy(B) ist kontrahierend auf dem
vollstandigen metrischen Raum (H(X), h) mit KF s, d.h.

/\  hW(B),W(C)) < sh(B,C).
B,CcH(X)

Fiir den eindeutig bestimmten Fizpunkt A € H(X) gilt bei beliebigem B € H(X)

A=TW(A) = L]jwn(A) = lim W"(B).

n—oo

A heifit der Attraktor des IFS {X;w,,n = 1,...,N}. Wenn er eine “besondere”
Struktur hat, werden wir ihn als seltsam oder als deterministisches Fraktal bezeich-
nen.

BEISPIEL 3.1.

Auf dem metrischen Raum (R, |.|) betrachten wir das IFS {R;w;,wy;} mit den
kontrahierenden Abbildungen wi(x) = z/2 und wy(z) = x/2 + 1/2. Offenbar ist
s1 = $3 = s = 1/2. Wir bemerken daf} fiir A = [0, 1] gilt: A € H(R),

W (A) = w;(A) Uwy(A) = [0,1/2] U[1/2,1] = A.

A ist also Fixpunkt von W, somit der Attraktor des IFS. Wir kénnen diesen aber
auch durch Iteration von W bei beliebigem Startwert gewinnen: Sei etwa By = {0}.
Dann ist

By :=W(By) = {0,1/2} C
BQ = W(Bl) = {0, ]_/4, 1/2,3/4} C
By :=W(B,) = {0,1/8,1/4,3/8,1/2,5/8,3/4,7/8} C --- C UB,.

U B; ist die Menge der dyadisch rationalen Zahlen. A ist der Limes der B; im Sinne
der Hausdorff-Metrik. Zu | J B; kommen also noch simtliche Haufungspunkte hinzu.
Somit gilt A = [0, 1].

BEISPIEL 3.2.
Auf dem metrischen Raum (R, |.|) betrachten wir das IFS {R;wy,ws} mit den
kontrahierenden Abbildungen wq(z) = /3 und wq(x) = /3 + 2/3. Offenbar ist
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s1 = $9 = s = 1/3. Wir starten mit By = [0, 1] und erhalten
B1 :W(Bg) = ’LUl(Bo) U ’U)Q(Bo) = [0, 1/3] U [2/3, 3/3]
Bg :W(Bl) = wl(Bl) U U)Q(Bl)
=[0,1/9]1U[2/9,3/9]U[6/9,7/9] U [8/9,9/9]

B, =W(By_1).

B,, ensteht dabei aus B,,_; durch Weglassen des mittleren offenen Drittels eines jeden
konstituierenden Intervalles von B,,_;. Nach 1 Satz 1.1 ist der Grenzwert die Cantor-
Menge C. Dabei verwenden wir folgende Tatsache (Beweis?): Eine abnehmende Folge

{B. € H(X)}
ByoB D>DByD>---DB,D...

ist Cauchy-Folge in (H(X), h) und konvergiert gegen (| B,. Somit ist C der “seltsa-
me” Attraktor des obigen IFS.

Mit Hilfe von 1 Satz 1.1 kénnen wir dies auch direkt einsehen: Setzen wir namlich
unter Zuhilfenahme der triadischen Entwicklung

Ai={zxeC:2=0,0z23..., 2; € {0,2}}
AQZ{ZCGC:ZC:O,QZQZ'?,...,ZCZ'6{0,2}},

dann gilt offenbar C = A; U Ay und A; N Ay = 0. Weiters ist w;(C) = A; und
w(C) = Ay und somit

C =wi(C) Uwy(C) =W(C).
C ist also Fixpunkt von W und auflerdem kompakt, somit Attraktor des IFS.

Es sei in diesem Zusammenhang angemerkt, dafl nicht jede, nichtleere und unter W
invariante Teilmege Y (d.h. W(Y) = Y) Attraktor eines IFS sein kann. Oft ist X
invariant, aber sicher nicht immer Attraktor, wie im vorigen Beispiel X = R zeigt.

BEISPIEL 3.3.
Betrachten wir das IFS {R; w; () = 0, ws(z) = 22 + 5} mit Startmenge
By, = {0} . Dann ist

B, ={0,1/3} = {0,2z,}

By ={0,21,1/3+2/9} = {0, 21, 22}

By = {0, 21,2,1/3 +2/9 + 4/27} = {0, 21, 2, 75} . .. .

Daraus sieht man B, = {0, z1,..., x,}, wobei
L2, 4 7
xn = — — —_ c ..
3 9 27 3n

L 22+ + 2\"" L
3 3 3 3 31-2/3

Somit ist A = {0} U {x,}* U {1}.
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ABBILDUNG 1. Aus [Bal, p.85

BEISPIEL 3.4.
Betrachten wir das IFS {R?;w;, wy, w3}. Fassen wir R? als komplexe Ebene auf,
dann seien die w; definiert durch

wi(z) = %z, wy(2) = 2% + %, ws(z2) = %z + %
Als Startmenge Ay der Iteration unter W wihlen wir das volle Dreieck mit den
Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1). Mit anderen Worten: Ay ist die konvexe Hiille dieser
drei Punkte. Die folgende Skizze zeigt die ersten zwei Iterationsschritte. Ag — A; —

As.

Der Grenzwert lim,,_,, A, = C, ist also nach den Ausfiithrungen zu Beginn von Kapi-
tel 2, das Siepinski-Dreieck. Wir hiitten nach Satz 3.4 genausogut mit dem Einheits-
quadrat, oder irgend einer anderen nichtleeren, kompakten Menge als Startmenge
beginnen kénnen; das Endergebnis bliebe gleich.

Der bisher angewandte Algorithmus zur Bestimmung des Attraktors eines IF'S ergab
sich aus dem Banach’schen Fixpunktsatz durch Iteration der Collage-Abbildung
W. Ein ganz anderer Algorithmus zur bildméafligen Erzeugung von Schwarz-Weif3-
Bildern mit Grauténung ist in der folgenden Definition enthalten.

DEFINITION 3.2. (Zufalls-Iterations-Algorithmus) Sei

{X;wla"'awNapla"'apN} pz>0
ein [F'S mit Wahrscheinlichkeiten p;, d.h. fiir die p; soll gelten p; + --- + py = 1.
Zu einem vorgegebenen zy € X wihlen wir fiir n = 1,2,... die weiteren Punkte
n, € {wi(zp1),...,wn(x, 1)} so, dal die Wahrscheinlichkeit fiir x, = w;(z, 1)
gleich p; ist.

Das Ziel der néchsten Abschnitte ist, zu sehen, dafl und in welchem Sinne die so

konstruierte Folge {z,}5° gegen den Attraktor des IFS {X;w,,n=1,...,N} kon-
vergiert.

4. Kondensationsmengen

Manche Bilder haben ein dominantes Strukturelement, das in immer kleineren Ver-
sionen vorkommt.
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ABBILDUNG 2. Aus [Bal, p.95

Solche Mengen (“Bilder”) fithren zu einer weiteren Art von Kontraktionsabbildun-
gen auf H(X). Sei (X,d) metrischer Raum und C' € #H(X). Die Abbildung wy :
H(X) — H(X) definiert durch

wo(B) =C (B € H(X))

heiflt Kondensationsabbildung mit C als Kondensationsmenge. Als konstante Abbil-
dung ist wy trivialerweise kontrahierend mit KF 0 und hat genau einen Fixpunkt,
ndmlich C'.

DEFINITION 4.1. Sei {X;w,,n = 1,..., N}ein IFS mit KF 0 < s < 1. Dann ist
auch {X; wp, wy, ..., wy} ein IFS, das sogenannte IFS mit Kondensation. Dieses hat
ebenfalls KF s.

Ein einfaches Beispiel ist auch 1.3. Es folgt nun die geometrische Deutung des zu-
gehorigen Attraktors.

Seinun {X;w,,n =1,..., N} ein IFS mit Kondensationsmenge C', also wy(B) = C.
Wir definieren

Wy (B) = wo(B) Uw(B)U---Uwy(B) = CUW(B).

Setzen wir fiir n = 0,1,2,... C, = W(C), wobei W{(C) = C, dann erhalten wir
die aufsteigende Folge

Co=CC

CL=Wy(Cy) =CUW(C) C

Cy =Wo(C)) =CUW(C,)=CUW(C)UW?(C) C

Cn=Wy(Cry) =CUW(Cpqy) =CUW(C)U---UW™(C).
Daraus und aus Satz 3.4 ergibt sich unmittelbar

SATZ 4.1. Der Attraktor C des IFS {X;w,,n = 0,1,..., N} mit Kondensations-
menge C' ist

C = lim (CUW(C)U---UW"™(C))

n—o0

=cd (CUW(C)UW?*(C)U...).
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Hier bedeutet cl den topologischen AbschlufS. Weiters gilt fiir den Attraktor A des
urspringlichen IFS {X;w,,n=1,...,N}: AcCC.

BEwEIS. Nach Satz 3.4 ist C jedenfalls der Attraktor des IFS {X;wnln =
0,1,...,N} und C' € H(X). Wir konnen aber auch direkt einsehen, dal C' der
Fixpunkt von Wy ist: W ist kontrahierend, also stetig in (X ) und daher

C = lim C, = lim Cpyy
n—o0

n—o0

n—o0

O

Daraus ergibt sich, dafl wir die Wirkung eines IFS auf eine gegebene kompakte
Teilmenge C' innerhalb eines kompakten Teilraumes von X studieren kdnnen.

FOLGERUNG 4.2. {Xjwy,...,wx} sei IFS und C € H(X). Dann ezistiert C e
H(X)mitCCcCundw, :C—-C (n=1,2,...,N) d.h.: {C;wq,...,wx} ist IFS

und der zugrunde liegende Raum C' ist kompakt.

BEWEIS. Dies ergibt sich unmittelbar aus dem vorigen Satz und der Bemerkung
CcCund W(C)cCC O

5. Erzeugung von Schwarz-Weif3-Bildern

Der folgende Satz zeigt, wie der Attraktor eines IFS mit der durch seine Transfor-
mationen erzeugten Collage eines vorgegebenen “Bildes” zusammenhéingt.

SATZ 5.1 (Collage-Theorem, M. Barnsley). Sei (X,d) ein vollstandiger metrischer
Raum und L € H(X) gegeben. Weiters nehmen wir an, {X;w,,n=1,...,N} sei
ein IFS (mit oder ohne Kondensation) mit KF 0 < s < 1 und Attraktor A. Dann
qilt

AL, A) < - L - <L,Lijwn(L)> |

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus folgendem

LEMMA 5.2. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, f : X — X kontrahier-
end mit KF 0 < s <1 und Fizpunkt xy € X. Dann gilt

d(r,7y) < o—d(e, f@)) (€ X).
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BEWEIS. Die Distanzfunktion d(a, b) ist bei festem a stetig in b. Daher gilt
d(z,z¢) =d (x, lim f”(x)) = lim d(x, f"(x))
n—o0

n— 00

< Tim (do. £(@)) + d(F (@), (@) + -+ (@), P (0))
< lim (d(z, f(x))(L+ s+ s>+ +")
= —d(r, f(2))

O

Die nichsten Lemmata dienen dem Nachweis, da} der Attraktor eines IFS stetig
von Parametern der w; abhéngt.

LEMMA 5.3. Seien (P,dp), (X,d) metrische Riume, (X, d) sei vollstindig. Sei w :
P x X — X eine parametrisierte Familie von Kontraktionsabbildungen auf X mit
gleichmdfig durch 0 < s < 1 beschrinkten KF-s, d.h. fiir beliebige p € P ist w(p,.) :
X — X Kontraktionsabbildung mit KF < s. Fir festes x € X hdnge w(p,x) stetig
von p ab. Dann hingt auch der Fizpunkt von w(p,.) stetig von p ab.

BEWEIS. Bei festem p sei z¢(p) der Fixpunkt von w(p, .). Dann gilt fiir alle ¢ € P
d(zs(p),zs(q)) = d (w(p, z4(p)), w(g, z,(q)))
< d(w(p,zs(p)), w(g, z;(p))) + d (wlqg,z;(p)), w(q,z(q)))

< d(w(p, xs(p)), wlg, x5 (p))) + s d(xs(p), x5(q))-
Daher gilt

A5 (), 4(@) < T (wlp,250), wla, 7(0)).

Wegen der Stetigkeit von w in der ersten Komponente, kann fiir ¢ — p die rechte
Seite beliebig klein gemacht werden. O

LEMMA 5.4. Seien (X,d) ein metrischer Raum, (P,dp) ein kompakter metrischer
Raum, w, : X — X (n=1,...,N) stetig und stetig abhingig von einem Parameter
p € P. D.h. wy(p,x) hingt bei festem x € X stetig von p ab. Dann ist die Abbildung
W H(X) = H(X), definiert durch

W(p,B) = | J wn(p, B)

stetig in p, d.h. W(p, B) € H(X) hdngt stetig beziiglich der Hausdorff-Metrik von p
ab.

BEWEIS. In Hinblick auf Lemma 3.2 kénnen wir 0.B.d.A. N = 1 annehmen. Fiir
B € H(X) und p,q € P gilt

d(wl(paB)?wl(qa B)) =
= MazzepMingep {d (wi(p, z), w1 (q,y))}
< MazzepMingep {d (wi(p, x), w1 (p,y)) + d(wi(p,y), wi(q,v))} -
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P x B ist kompakt und w; : P x B — X stetig, ist also gleichmé&fig stetig. Zu e > 0
existiert daher § > 0, sodafl d(w(p,y), wi(q,y)) < € fiir alle y € B und dp(p, q) < 6.
Fiir solche p, ¢ gilt dann

d (wi(p, B),wi(q, B)) = MazyepMinyep {d (wi(p, z), wi(q,y)) + €}
< d(wl(pa B)7w1(p7 B)) te=e

Ahnlich zeigt man d(w, (¢, B), w(p, B)) < e fiir dp(p, q) < 6. Somit gilt

h(w(p, B),wi(q, B)) < € fiir dp(p,q) < 0.
]

SATZ 5.5. {X;wp,n =1,...,N} sei IFS (mit oder ohne Kondensation) mit KF s.
Firn =1,...,N sei w, stetig abhingig von p € P, P sei kompakter metrischer
Raum. Dann hingt der Attraktor A(p) € H(X) stetig beziiglich der Hausdorff-Metrik
von p ab.

BEWEIS. Dies ist eine unmittelbare Folgerung aus den vorigen Lemmata. O

Dieser Satz legt die Moglichkeit von Computer-Animation mit Hilfe von IFS-Code
nahe.

BEISPIEL 5.1.
Betrachten wir das IFS {R;w;(z) = sz, wo(z) = 32 + 1 }. Das “Bild” sei L = [0, 1].
Hier ist w (L) U wy(L) = L, somit zugleich der Attraktor.

BEISPIEL 5.2.

Betrachten wir nun ein leicht “gestortes ” IFS {R;w;(z) = 0.51x — 0.01, wy(x) =
0.47z 4+ 0.53}. Wie weit ist dessen Attraktor von L = [0, 1] entfernt? Der KF des
IF'S ist s = 0.51 und weiters gilt

h([0,1], w1 (L) Uws(L)) = h([0, 1], [~0.01,0.5] U [0.53,1]) = 0.015.
Daher nach Satz 5.1 h(A, L) < 0.015/0.49 < 0.04.

BEISPIEL 5.3.
Die folgende Tabelle enthélt den IFS-Code eines Farnblattes und kann direkt im
Zufalls-Iterations-Algorithmus verwendet werden.

w a b c d e f P

1 0 0 0 016 0 0 0.01
2 08 004 —-0.04 08 0 1.6 0.8
3 02 —-026 023 022 0 1.6 0.07
4 —0.15 0.28 0.26 0.24 0 0.44 0.07

Beziiglich des Auffindens dieser Zahlen sei auf [Ba], p 87 und pp 96-110 verwiesen.
Es lohnt sich dariiber nachzusinnen, was es bedeutet, die Form eines Blattes “co-
diert” zu sehen in einem Tableau von 28 Zahlen und einem, von diesen unabingigen,
universellen Algorithmus. Wieder sei auf [Th], Chapter IX verwiesen, wo mathema-
tische Vision und Einsicht zugleich einen literarischen Ausdruck gefunden haben.
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BEISPIEL 5.4.
Als einparametrige Familie von IFS’s betrachten wir {R?; w!, w?}, wf} mit p € [0, 1],

wobei
. - o

S}

x = 0 x
Yyl = Lo )y
. [1+p T 7] 3+p
x = 0 x =8
iyl T Lo e -?J_+{§]
1 [lte 17,1 [3=2
T _ | 0|7 T
Byl T Lo Lz _y_+{0

Man iiberzeuge sich, dafl A(0) eine Cantor-Menge in [0, 1] ist und A(1) ein Sierpinski-
Dreieck. Die folgende Skizze ist aus [Ba], p.150.



KAPITEL 3

Adref3-Raum und Attraktor eines IFS

1. Adressen von Punkten auf dem Attraktor

Wir betrachten ein IFS {X;wy, ..., wy} mit Attraktor A und wéhlen einen Punkt
a € A. Esgilt: A = w;(A)Uwy(A)U- - -Uwn (A). Daher existiert (ein nicht notwendig
eindeutiges) o7 € {1,2,...,N} mit a € w,, (A). Es gilt: w,,(A) = w,, o wi(A) U
Wy, © Wo(A) U -+ Uw, owy(A). Somit existiert (ein nicht notwendig eindeutiges)
o9 € {1,2,..., N} mit a € w,, 0o wy,(A).

Es gilt: w,, 0 wy,(A) = UY ws, 0 w,, o wi(A). Somit existiert o3 € {1,2,..., N}
mit a € Wy, 0 Wy, 0 Wy, (A) usw. Solcherart fortfahrend erhalten wir durch induktive
Definition die Folge o = {0;}. Jede so konstruierte Folge

02010203---GH{I,Q,...,N}:E
1

heifit “Adresse” von a.

BEMERKUNG 1.1. Nach der “Anzahl”der Adressen eines Attraktorpunktes gibt es
verschiedene Mdoglichkeiten:

a) Jeder Punkt aus A hat genau eine Adresse, wenn w;(A), w;(A) paarweise disjunkt
sind, also A,;  wi(A4) Nw;(A) = 0. Das IFS {X, wy,...,wy} heifit in diesem Fall
total unzusammenhingend. Ist dies nicht der Fall, dann gibt es “Uberlappungen” der
w;(A) und daher Punkte mit mehreren Adressen.

b) Wenn der Anteil der Punkte mit Mehrfachadressen “klein”ist, dann heifit das IF'S
gerade beriihrend.

c) Ist dieser Anteil “gro8”, dann heifit das IFS dberlappend.

Die Préazisierung dieser Begriffe erfolgt in Definition 2.3 unten.

BEISPIEL 1.1.
Zu a) Wir betrachten das IFS {R;w(z) = 3z, ws(x) = 3z + 2}. Der Attraktor ist
die Cantor-Menge A = C und es gilt

wi(A) Nwy(A) =0, wy(A) Uws(A) =C

Das IFS ist also total unzusammenhéngend.
Zu b) {R;wi(z) = 1z, we(z) = sz + 1 }. Bsist

A=100,1] =wi(A) Uwy(A) =[0,1/2]U[1/2,1] wy(A) Nwe(A) = {1/2}.
Es gibt Punkte mit Mehrfachadressen, z.B. ist die Adresse von 1/2
1222+ =:12 oder 2111.--=:21

Die Adresse von 0 ist eindeutig, nimlich 111--- = 1. Man iiberzeuge sich, daf die
Gesamtheit der Punkte mit mehreren Adressen die Menge der dyadisch rationalen

23
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Zahlen ist, also Zahlen der Form (ag + a12' + -+ + a;2%)/2!, wobei k < [ und
a; € {0,1}, ax = 1. Dies ist eine abzdhlbare Menge, also “klein”im Verhiltnis zu
[0, 1].

Zu ¢) {R;w;(z) = 12, we(x) = 2z + 1 }. Hier gilt

A=00,1, wi(A)Nws(A)=[1/4,1/2].

Jeder Punkt in [1/4,1/2] hat somit wenigstens 2 Adressen. 0,1 haben jeweils nur
eine Adresse. Wir bemerken, daf} total unzusammenhdingend, tberlappend, gerade
berihrend Eigenschaften des IFS sind, nicht des Attraktors (siehe b),c)): sie sind
abhéngig vom Adressierungsschema und somit vom IFS.

2. Stetige Abbildungen zwischen Adref3-Raum und Attraktor

DEFINITION 2.1. Sei {X;wy,...,wy} ein IFS. Der zugehorige AdreB-Raum (X, d)
ist definiert durch ¥ = [[°{1,2,..., N} (vgl. Beispiel [.1.2) mit der Metrik

d(w, o) :ZM (w,0 € )

Dabei ist w = wjwows ... .

Wir beniitzen im Folgenden das Korollar 2 4.2, wonach wir die Wirkung eines IFS
auf eine gegebene kompakte Teilmenge innerhalb eines kompakten Teilraumes von
X studieren konnen.

Die Verwendung desselben Buchstabens d fiir die Metrik von X und ¥ sollte im
Folgenden zu keinen Verwechslungen fiihren.

LEMMA 2.1. {X;wy,...,wy} sei IFS mit KF s und Adref-Raum (X,d).
Wir definieren ¢ : X x N x X — X durch

d(o,n, ) = Wy, ©Wsy 0+ 0w, (T).
Sei K € H(X). Dann existiert co > D > 0, sodafs
d(¢(0.7 m, xl)a ¢(07 n, x?)) S D Sm/\n

fir alle c € ¥, m,n € N, z,2, € K.

BEWEIS. Seien o, m,n,xi, s wie in der Voraussetzung. K sei konstruiert nach
Korollar 4.2 und 0.B.d.A. sei m < n. Wir beachten

¢(07 n, 1'2) = ¢(0.7 m, ¢(w7 n—im, xZ))
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wobei w = Op1O0min...0p - € X. Setzen wir 3 := ¢(w,n — m,x,), dann ist
r3 € K und somit

d(¢(0.7 maxl)a ¢(0',n,.1'2)) — d(¢(a,m,:c1), ¢(0.7 m, l‘3))
< sd(w(,2 O+ 0Wy, (T1),Wyy0---0 w(,m(xg))

S SZd(wg3 ©---0 wa'm(xl)aw0'3 ©---0 wo’m(x?’))

< s™d(xq,x3) < s™D

wobei D = Maz{d(z,y) : z,y € K} =: |K| der “Durchmesser”von K ist.

D ist endlich, da K kompakt ist. O

SATZ 2.2. Sei (X,d) vollstindiger metrischer Raum, {X;wy,...,wy} ein IFS mit
Attraktor A und Adrefi-Raum (X,d). Fir o € X,n € N,z € X sei wie oben
(o, n,x) = Wy, 0Wy, 0+ 0w, (). Dann ezistiert ¢(o) := lim, o ¢(0,n,x), gehirt
zu A und ist unabhdingig von x. Ist K € H(X), dann ist die Konvergenz gleichmdfig
in x € K. Die Abbildung ¢ : ¥ — A st stetig und surjektiv. Ist dariber hinaus ¢
bijektiv, dann ist ¢ : ¥ — A sogar Homdomorphie.

BEWEIS. Sei # € K € H(X), K und W : H(X) — H(X) wie oben. W ist
Kontraktion auf (H(X),h) und A = lim,_,,, W"(K). Insbesondere: {W"(K)} ist
Cauchyfolge in (H(X), h).

Man beachte ¢(o, n,z) € W"(K). Wenn also lim ¢(o, n, z) existiert, dann liegt dieser
in A (Satz I1.2.2). Dieser Grenzwert existiert in der Tat:

Wegen Lemma 2.1 oben ist d(¢(o,m,z),d(o,n,z)) < Ds™"" — 0 fiir m,n — oo
und gleichméBig in z, da D unabhiingig von z ist (nur abhingig von K!).

Wir zeigen nun, dafl ¢ : ¥ — A stetig ist.
Zu € > 0, wahlen wir m so grof}, dal s™D < € und o,w € ¥ so, daf}

- > |ai—wi| > N . 1 .
d(a,w)—zm< Z N1y (N1 =:J(€).

i=m+2

Dann gilt 0y = wy,...,0, = wy (vgl. Lemma 1.1.2). Somit folgt fiir n > m und
gewisse r1, Ty € K

d(q§(0, n,z), p(w,n, :c)) = d(q§(0, m,x1), ¢(o, m, :cg))

< s™D < € nach vorigem Lemma.
Also fiir n — 0o d(¢(0), (w)) < €. ¢ ist somit sogar gleichmBig stetig.

Wir zeigen nun, dafl ¢ surjektiv ist.
Sei dazu @ € A. Nun ist A = lim,, oo W"({a}), also Abschlu8 der Menge

(Q{wi(a)}> U (LNJ {wiowj(a)}> U ( LNJ {w; o w; owk(a)}> U....

ij=1 irj k=1
Es existiert daher eine Folge {w(”) eX:n=123,... }
mit lim, o0 #(w™,n,a) = a. Dazu bemerken wir, da w®™ auf jeden Fall in

¢(w™, n,a) nach der n-ten Stelle abgeschnitten wird. Was also ab der n + 1-Stelle
kommt, ist belanglos.



26 3. ADRESS-RAUM UND ATTRAKTOR

Weiters ist (2, d) kompakt. Die Folge {w(™} besitzt daher eine konvergente Teilfolge
mit Limes w € X.

0.B.d.A. nehmen wir an w™ — w. Mit wachsendem n stimmt also w™ mit w an
den ersten a(n) Stellen {iberein, wobei gilt a(n) — oo mit n — co. Daher

d(p(w,n,a), ¢(w™,n,a)) <s*™D
) ) ]
d(w) a 0
d.h. ¢p(w) = a, also ist ¢ : ¥ — A surjektiv. Die letzte Behauptung ergibt sich
aus einem bekannten Satz der Topologie fiir bijektive stetige Abbildungen zwischen
einem kompakten und einem Hausdorff-Raum. O

DEFINITION 2.2. Sei {X;w, n=1,2,..., N} IFS mit Adre-Raum ¥ und obiger
Abbildung ¢ : ¥ — A. Zu a € A heiit ¢~'(a) = {0 € T : ¢(0) = a} die Menge der
Adressen von a.

BEMERKUNG 2.1. Die so definierten Adressen sind identisch mit jenen vom Beginn
des Kapitels.

BEWEIS. Bei der dort induktiv konstruierten Adresse o gilt

4= Wy, (A1) = Wy, 0 Wyy(Gg) =+ =Wy, O Wy, O+ 0 Wy, (a,) = ...

Somit
d(aa ¢(O', n, Cl))
= d(wm ©--+0 wan(an)’ Wgy © -0 wan(a))
<s"D — 0.
Nun ist ¢(o,n,a) — ¢(0), somit d(a, ¢(c)) = 0 und daher a = ¢(0).
Ist umgekehrt
a = ¢(0) = lim ¢(o,n,r) = lim ¢(o,n,a)

= lim w,, 0 Wy, 0+ 0w, (a)
n—oo

= Wg, (lim Wy, O+ O wan(a))
= Wo,y (1‘1) € Wey (A)
= Wy, O Wy, (limwgg 0---0 wan(a)) =...

usw. Hier haben wir die Stetigkeit der w; beniitzt. Somit a € w,, (A)Nwy, 0wy, (A)N
..., also ist 10903 ... auch Adresse im fritheren Sinn. O

DEFINITION 2.3. Ein IFS heif3t

a) total unzusammenhdingend, wenn jeder Punkt genau eine Adresse hat (¢ ist also
bijektiv).

b) gerade beriihrend, wenn es nicht total unzusammenhéngend ist und A die fol-
gende Bedingung (open set condition) erfiillt: es existiert eine nichtleere, offene und
beschrinkte Menge O, fiir die

(i) w;(0)Nw;(0) =0 (i # j)
(i) UYN wi(0) c O
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c) dberlappend, falls weder a) noch b) gelten.

SATZ 2.3. Sei {X;wy,...,wyx} ein IFS mit Attraktor A. Das IFS ist total unzusam-
menhdngend genau dann, wenn

/\ wi(A) Nw;(4) = ¢.
i#]

BEWEIS. Dies ergibt sich unmittelbar aus der vorigen Bemerkung und jener zu
Beginn des Kapitels. O

Ubung:
a) Man zeige {R; iz, sz + 2} ist gerade beriihrend.
b) Man ze1ge {R;] 3T, ix + 4} ist iiberlappend.

b) {R; 3,1} ist was?

BEMERKUNG 2.2. ¢ : Y — A ist abgeschlossen und stetig. (Da ¥ kompakt ist, gilt:
S C ¥ ist abgeschlossen genau dann, wenn S kompakt ist. ¢(S) als stetiges Bild
ist somit kompakt und daher wieder abgeschlossen, da A kompakt ist.) Somit ist ¢
identifizierend und A homéomorph zu ¥/ ~. Hier ist 0 ~ w, falls ¢(0) = ¢(w). Wir
zeigen nun, dafl ¥ metrisch dquivalent ist zu einer klassischen Cantor-Menge.

SATZ 2.4. Seien dy,dy : ¥ — [0,00) definiert durch

& — B
; N+1 (&) =

Dann sind (X, dy) (2,dy) dquivalente metrische Riume.

o0

T

1

BeEweErs. Wir fiihren den Beweis fiir N = 10. Sei £,n € 3. Jedenfalls gilt
dy(&,m) < di(&,n). Wir haben zu zeigen:

\//\ C’dl(f,n)SdQ(faﬁ)-

C &n

Wir zeigen, dafl C' = 1/19 geeignet ist. Sei k der kleinste Index, sodall & =, & =
M2y vy &1 = Mk—1,& 7# Mk Dann

_ i & —ni
11¢
1 i=k+1

& — ] = 9 97\ 1 -

> _ —_— = — _ — — =

> = 2.7 1€k — 7k 10 (%)
i=k+1

|€k—77k Z |§z 77;

Wie grof} ist a zu wihlen, damit fiir alle

>
9 1 9
- > — |7
(xx) 10_a<x+10>

Fiir z > 1 ist (+) < a(z — %) >z + 5 also
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die rechte Seite ist fallend in z, hat also Maximum bei z = 1, also
14+ 2

9
=15

a> =19

somit,

1 9 1 L [&k — mil — 9
> — — 2= (&R >
() 2 75 <|§’“ el + 10) 11k~ 19 ( T2 ) 2

i=k+1

|5 _77 |5z 772 |5z 772 1
> 19( SIS >_ 192 = 25 (&),

i=k+1
]

SATZ 2.5. Der Adrefl-Raum Y diber N Symbolen 1,..., N ist metrisch dquivalent
zu einer (im topologischen Sinne) total unzusammenhdingenden Cantor-Menge von
[0,1]. Der Attraktor eines total unzusammenhdingenden IFS ist somit homdéomorph
zu dieser Cantor—-Menge.

BeEwEIs. Wir betrachten das IFS

1 1
0,1]; w;(x) = , i=1,...,N¢.
{[’ Js wi() N+1x+N+1Z ! }

Dann ist w;[0,1] = [Nil, ]i,frll]. Es folgt eine arithmetische Charakterisierung des
Attraktors A = limg_,o, W¥([0,1]). Sei [0,1] > = 0,010203 ... die Entwicklung zur
Basis N + 1. Dann gilt:

W ([0,1]) 2 w;(x) = 0,i010903. ..

W2([0,1]) 2 wj ow;(z) = 0,ji010903 ... usw. A ist die Menge der Grenzwerte von
Cauchyfolgen von Elementen aus W*[0, 1], besteht somit aus allen Zahlen, deren
Darstellung zur Basis N + 1 die 0 nicht enth&lt. Weiters ist sofort ersichtlich
w;i(A) Nwj(A) = 0 fiir i # j (die Elemente € w;(A) haben an 1. Stelle ¢, die
Elemente € w;(A) aber j).

Somit ist das IFS total unzusammenhéngend und fiir ¢ : ¥ — A gilt

d(0) = (010903 ... ) = lim w,, © W4y 0+ -+ 0 W,, (0) =
n—oo
= 0, 010903 - - € [0, 1]

ist die Darstellung zur Basis N + 1.

Somit ist (X, ds) isometrisch zu (A, |. |), also auch (3,dy), (A4,].|) aber ist total
unzusammenhéngend. Die Zusammenhangskomponente eines a € (A,|.]) ist ein
Intervall. Ist dieses nicht 1-punktig, so enthélt es Punkte, in deren Darstellung zur
Basis N + 1 die 0 vorkommt, was unmdoglich ist. Die letzte Behauptung ergibt sich
aus Satz 2.2. O

m = dy(o, 7).

Sei {X;wy,...,wy} IFS mit Attraktor A und AdreB-Raum ¥. Wir bemerken:
Ist w = wiwows ... Adresse von a € A, also w € ¢ (a), dann ist © = jwiwows . ..
Adresse von w;(a) j€{1,2,...,N}.
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DEFINITION 2.4. a € A heifit periodischer Punkt des IFS, falls es eine endliche Folge
{o(n) € {1,2,...,N}L_, gibt mit

@ = Wa(P) © W(p—1) © -+~ © Wo(1)(a).
Das kleinste solche P heifit Periode von a.
BEMERKUNG 2.3. Aus w,(p)y © - - - 0 wy(1)(a) = a folgt fiir
o:=0(P)...c(1)o(P)...c(1)o(P)---==0(P)...0(1):
¢(0) = a.

Es existiert ndmlich lim,,_, ¢(0, n,a) und die Folge
¢(o,n,a) hat die konstante Teilfolge ¢(o, k. P, a) = a.

DEFINITION 2.5. Ein Punkt im Adre-Raum mit periodisch wiederkehrenden Sym-
bolen heif3t periodische Adresse. Er heifit schliefSlich periodisch, falls er periodisch
ist nach Weglassen eines Anfangsabschnittes.

121212--- =12 ist eine periodische Adresse.
112111221 1]121212 ist schlieBlich periodisch.

Ubung:

Sei {X; wq, ws, ..., wy} IFS mit Attraktor A. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(1) x € A ist periodischer Punkt.

(2) x € A hat periodische Adresse.

(3) x € Aist Fixpunkt eines Elementes der von {wy, ..., wy} erzeugten Halbgruppe
von Transformationen.

SATZ 2.6. Der Attraktor eines IFS {X;wn,n = 1,..., N}ist der Abschluf§ seiner
periodischen Punkte. Daraus folgt: A ist der Abschluf$ der Menge der Fizpunkte der
Abbildungen w = wj, owj, o ---ow;, fir alle endlichen Folgen {ji, jo,...,jk} 1<
Ji < N.

BEWEIS. Der Adreff-Raum ist der Abschluf§ der Menge S der periodischen Adres-
sen, also S = X. Nun ist ¢ : ¥ — A stetig und surjektiv, somit

A=6(%) = 6(8) C 4(9) C A.
Daher ¢(S) = A. A ist also der Abschluf} seiner periodischen Punkte, somit von

Punkten mit periodischer Adresse, d.h. von solchen der Form lim, ., w"(z). Dies
ist aber Fixpunkt von w. O

3. Dynamische Systeme

DEFINITION 3.1. Ein dynamisches System (DS) {X; f} besteht aus einer Menge X
und einer Abbildung f: X — X.
Als Orbit von x € X bezeichnet man die Folge {f™(x)}52,. Dabei ist f(z) = .

BEISPIEL 3.1.

a) {3, T} mit T : 3 — ¥ definiert durch T'(o10205 ...) := 030304 . . ..

b) {[0,1]; f(z) = Az(1 — )} (X € [0,4]) ist eine 1-parametrige Familie dynami-
scher Systeme. Dies ist ein Wachstumsmodell fiir eine Population mit beschrinkten
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Ressourcen. Ist bei zu 1 normierter Maximalgrofie z, der Anteil der Individuen ei-
ner Population zum Zeitpunkt n, dann ergibt sich der Anteil zum Zeitpunkt n + 1
durch x,,1 = A2, (1 — z,). Dies ist das sogenannte Verhulst-Modell des beschrink-
ten Wachstums.

c¢) Bécker-Transformation: das Kneten von Teig. Hier folgt ein 1-dimensionales ma-
thematisches Modell {[0, 1]; S}. Je nach der Wahl des Bildes von 3 gibt es 2 Moglich-
keiten fiir S: S (%) =0,1 und

2z T 0,%
v S(r) = {2x—1 :LEE%R]

DEFINITION 3.2. Sei {X; f} dynamisches System.

x heiit periodischer Punkt von f, falls ein n € N existiert mit f"(z) = z. n heifit
dann Periode von x. Als minimale Periode bezeichnet man das kleinste derartige n.

Der Orbit eines periodischen Punktes heifit Zyklus. Periode eines Zyklus = Periode
eines darin vorkommenden Punktes.
Minimale Periode eines Zyklus = Anzahl der verschiedenen Punkte des Zyklus.

zy sei FP (Fixpunkt) von f. z; heiit attrahierender FP, falls fiir alle ¢ > 0
f|B(zy,€) kontrahierend ist. Dabei ist B(z,e) = {y : d(z,y) < e}. Daraus folgt
leicht f (B(zy,€)) C B(xy,¢).

x¢ heiflt abstofiender FP, falls

VV A d f(y) = Cd(zy.y).

C>1e>0yeB(xy,e)

Ein periodischer Punkt z von f mit Periode n heif3t attrahierend, wenn x attrahie-
render FP von f" ist

Ein Zyklus der Periode n heifit attrahierender Zyklus von f, wenn der Zyklus einen
attrahierenden FP der Periode n enthélt. Analoge Definition fiir abstoffende Zyklen
USw. .

x € X hei3t schliefilich periodischer Punkt von f, falls fiir ein natiirliches m f™(x)
periodisch ist.

BEISPIEL 3.2.

{R; 3z} ;=0 ist attrahierender FP.

{R; 2x} zy = 0 ist abstoflender FP.

{C;0.9¢2}  z = 0 ist attrahierender FP, z = oo ist abstofender FP. zy = 11--- =
1 ist abstoBender FP von {3; s}, wobei s : ¥ — X definiert ist durch s(z1,29,...) =
ToX3 ... .

r = 121212 ist abstofender FP der Periode 2.

{12, 21} ist abstoBender Zyklus der Periode 2. Man iiberlege sich, daf hier alle Zyklen
abstoflend sind.

{[0,1]; 22(1 — z)} hat attrahierenden FP z; = 7. Man finde einen abstofenden FP.

Bei einem 1-dimensionalen DS {R; f} kann man unter Zuhilfenahme des Graphen
von f in einem sogenannten Netz-Diagram den Orbit eines Punktes visualisieren:
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Betrachten wir der Einfachheit halber den Fall f : [0,1] — [0,1]. Wir zeich-
nen das Quadrat {(z,y) : 0 < z < 1,0 < y < 1}, skizzieren den Graphen
von y = f(z) und die Diagonale {(z,z) : = € [0,1]}. Wir starten beim Punkt
(%9, 20) und verbinden ihn geradlinig mit dem Punkt (zq, 21 := f(x)). Nun verbin-
den wir diesen Punkt geradlinig mit (z, 1), verbinden diesen Punkt geradlinig mit
(x1,29 = f(x1)), w.s.w. . Der Orbit von z; erscheint nun auf der Diagonale als die
Folge (xq, zo), (z1,21), (x2,23), ... . Die folgende Skizze ist aus [Ba], p.139.
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KAPITEL 4

Shift-Dynamik

1. Total unzusammenhingendes IFS

LEMMA 1.1. Sei {X;w,,n=1,..., N} ein IFS mit Attraktor A. Falls das IFS total
unzusammenhdngend ist, dann gilt fir allen € {1,2,...,N}:
wy|A: A — A ist injektiv.

BEwEIS. Wir beniitzen ein Adref-Raum Argument und fiihren den Beweis indi-
rekt. Sei also fiir einn € {1,2,..., N} und a; #as € A w,(a;) = wy(az) = a € A.
Seien o # w die Adressen von resp. ai, as. Dann hat a zwei verschiedene Adressen
nw, no, was unmoglich ist, da das IFS total unzusammenhéngend ist. O

Daher ist folgende Definition sinnvoll.

DEFINITION 1.1. Sei {X;w;,...,wyx} total unzusammenhéngendes IFS mit Attrak-
tor A. Die Verschiebungs- (Shift-)transformation S : A — A ist definiert durch

S(a) =w, ' (a) fiir a€w,(A)

Das dynamische System {A;S} nennen wir Deterministisches Schift-Dynamisches
System (DSDS), zugeordnet dem IFS.

BEMERKUNG 1.1. Sei a € w,,(A), dann ist die Adresse von a von der Form
01020304 . ... Die Adresse von S(a) ist daher 090304 .... Man sieht also eine Ver-
schiebung nach links.

Zur Erlduterung betrachten wir das IF'S

gt [z o o]« [ oar 2] <oy

Die folgende Abbildung zeigt den Attraktor und einen schliefllich periodischen
Orbit {a, = S°"(ap)},—, fiir das zugeordnete SDS. Dieser Orbit endet schlielich
im Fixpunkt ¢(222). Der Orbit lautet ap = ¢(123132222), a; = ¢(23132222),
as = ¢(3132222),a3 = $(132222), a4 = #(32222),a5 = $(2222), wobei ¢ : ¥ — A
die zugehorige Adre-Raum Abbildung ist. Der Punkt as € A ist offenbar abstoflen-
der FP des dynam. Systems. Man beachte, wie man den Orbit eines Punktes von
seiner Adresse ablesen kann. Man sieht auch, dafl die Dynamik nicht nur von A, son-
dern auch vom IFS selbst abhéngt. Ein verschiedenes IFS mit demselben Attraktor
hat i.a. eine verschiedene Shift-Dynamik.

33
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ABBILDUNG 1. Aus [Ba], p.143

Betrachten wir nochmals die Shift-Abbildung: fiir o = 0y0903--- € ¢! (ay) gilt (o
ist eindeutig bei total unzusammenhéngenden IFS!)

01095030y . .. N o(o) = ay
T 1S
020304 ... — ¢(To) =a; = S(ap)
LT 1S
030405 . .. — ¢(T20') = a9 = 52((1,0)

Bei inventierbarem ¢ erhalten wir also
S(ag) = poT o ¢~ (ap),
wobei o € ¢ (ay).

Ansonsten kénnen wir, allerdings abhiingig von der Wahl von o € ¢(ay), definie-
ren:

S(ag) = ¢(T(0)) wobei o € ¢~'(a).

Wegen aqg = lim, oWy, © Wy, © Wy, © -++ 0 w, () ist ag,ar,as,as,... der
“Riickwérts” Orbit von ag (bei invertiebarem w; klar wegen

-1

a1 = w," im wy, 0wy, 0...(2) =limwy,wy, ... (z) = ¢(T(0))

n—oo
usw., also

) = Wy, O Wyy O Wyy O -+ O Wy O...(ag)

a = w;ll(ag)

as = w,. ow, ' (ap) = w; ' (a1)

ay = w;nl(an,l).

Wir erhalten also folgende allgemeinere Definition(vgl. unten Definition 2.1)

(A;S) = {(qﬁ(T"(o)))io o€ d\a),ae A} .
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DEFINITION 1.2. Zwei metrische Rdume (X1, d;), (X3, d3) heiflen topologisch dquiva-
lent, falls sie beziiglich ihrer metrischen Topologien homdomorph sind. Allgemeiner
heiflen Teilmengen metrischer Rdume S; C Xy, So C X5 topologisch dquivalent, falls
(S, d1) hombomorph ist zu (Sz, ds).

S1, So heiflen metrisch dquivalent, falls (S, dy), (Sz, d2) quivalente metrische Radume
sind.

Z.B. ist der Attraktor eines total unzusammenhéngenden IF'S topologisch dquivalent
zu einer klassischen Cantor-Menge (3 Satz 2.5). Die topologische Aquivalenz erlaubt
mehr “Streckung und Kompression” als metrische Aquivalenz. Die Fraktale Dimensi-
on wird sich spiter als invariant unter metrischer Aquivalenz herausstellen. Wenn es
auf das Aussehen von Bildern ankommt, verwenden wir den eingeschrankten Begriff
der metrischen Aquivalenz, um Begriffe wie “Ahnlichkeit” von Bildern zu definieren.
In der dynamischen System-Theorie sind wir an der Art der Punkt-Bewegung, an
der Existenz von Orbits mit bestimmten Eigenschaften (Periodizitéit, asymptotisches
Verhalten usw.) interessiert. Diese sind meist invariant unter Homdomorphie. Daher
ist dies fiir die Aquivalenz von dynamischen Systemen der adiquate Begriff.

DEFINITION 1.3. Zwei dynamische Systeme {X7i; f1}, {Xo; fo} heiBlen &quivalent
oder topologisch konjungiert, falls eine Homdomorphie © : X; — X, existiert, fiir
die gilt

fi(z1) =010 f00(z;) Vz, € X,

fo(z2) =Oo0 fio0  (z5) Vs € Xy

Wir konnen dies auch mit folgendem kommutativen Diagram ausdriicken:

X1L>X1

of o]
X2 L} X2

SATZ 1.2. {X;wy,we,...,wx} sei ein total unzusammenhdngendes IFS mit zuge-
ordnetem DSDS {A; S} und zugeordnetem Adref-Raum ¥ diber N Symbolen und
dem Verschzebungsopemtor T :% — %, definiert durch T(o10903...) = 0503 ... fir
alle 0 = 010903+ € 3.

Dann sind via der Abbildung ¢ : ¥ — A die dynamischen Systeme {3;T} und
{A; S} dquivalent. Weiters gilt {a1, as,...,a,} ist abstoflender Zyklus der Periode
p fir S genau dann, wenn {¢p~'(a1),d (az),..., ¢ (a,)} abstofender Zyklus der
Periode p fir T ist.

BewErs. Ubung. O

2. Shiftdynamik bei iiberlappendenen IFS

Sei {X;wy,wy,...,wy} ein IFS mit Attraktor A und Adref-Raum ¥. Geméifl den
Ausfiihrungen nach Definition 5.2 definieren wir zu ¢ € ¥ ¢ = 0y0903... und
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ap = ¢(0) € A den Orbit (a,)5° durch
a; = S((ZU) = ¢(O'10'2 . ) = ¢ (T(O’))

an = S"(ag) = ¢(T"(0)).

Umgekehrt: Jedes a € A hat eine Menge von Adressen ¢ !(a). Diese Menge ist ein-
punktig, wenn das IF'S total unzusammenhingend ist. Und mit jeder dieser Adressen
kénnen wir einen, bei a beginnenden Orbit definieren.

DEFINITION 2.1. Die Gesamtheit der wie oben gebildeten Orbits zu allen Adressen
aller Punkte a € A heifit Zufalls-Shift Dynamisches System (Random Shift Dyna-
mical System RSDS) {4;S}

Diese Definition ist unabhéngig davon, ob die w; auf A invertierbar sind. Wenn
diese invertierbar sind, dann ist a,; = w; ' (a,) falls a, € w;(4) und a, ¢ w;(A)
fiir j # 1. Ist hingegen a,, € w;, (A)Nw;,(A)N- - -Nw;, (A) mit paarweise verschiedenen
Q1,09, ... 0, dannist a,.; = w]-’l(an) mit j € {iy, i, ..., 1} willkiirlich gewdhlt. Wir
zeigen nun, dafl zu jedem RSDS ein DSDS existiert, dessen Projektion das RSDS ist.
Der Einfachheit halber beschrinken wir uns auf den Fall eines IFS mit nur N = 2
Transformationen.

Zunichst eine Vorbemerkung. Einem Adrefl-Raum ¥ iiber N Symbolen kénnen wir
durch die Definition

tn(0) :=no (ne{l,2,...,N}, c€Y)

ein IFS {X;¢,...,tx} zuordnen. Es ist nicht schwer zu zeigen:

1) alle ¢; sind kontrahierend.

2) L=t UtX U--- Uty ist disjunkte Vereinigung.

Das IFS {3; 1y, ...,tyx} ist also total unzusammenhéngend, sein Attraktor ist 3 und
sein zugehoriges DSDS ist {X; T}.

Sei also {X;wy,wy} ein IFS mit AdreB-Raum . {3;¢1,%5}, t1,65 : ¥ — X seien
definiert wie oben, nimlich #; (o) = 1o und t3(0) = 20. Damit definieren wir ein
sogenanntes angehobenes (lifted) TFS {X x X;wq, Wy }: fiir (z,0) € X x ¥ sei

w1 (z,0) = (wi(z),t:1(0)) = (wi(x), 1o)
wo(x,0) i= (wa(z), 12(0)) = (wa(2),20).
Dieses hat also ebenfalls den Adre-Raum X.

Wir bestimmen nun den Attraktor flyon {X x Z;y, W}
Nach 3 Satz 2.2 ist A = ¢(X), wobei ¢ : ¥ — X x ¥ definiert ist durch

¢(0) = P(o109...0n...) = lim Wy, 0 Wy, 00 W, (T,T) =
n—o0

= T}ergo(wal O Wy, 0 -+ -0 Wy, (T),0103...0,7) = (¢(0),0).

Also
A= ((¢(a),a> c0 € E} = Graph von ¢: ¥ — X.
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Wir beachten
{(¢(10),10) : 0 € =}
b ={(6(20),20) : s € 7}

——
I

Daher  ;(A) Utip(A) = A, 1 (A) Ny (A) = 0. N
{X x ;0,9 } ist somit total unzusammenhéngend. A ist also Projektion von A
auf die erste Komponente.

DEFINITION 2.2. Das zum “angehobenenIFS {X x 3;4y, i, } gehorige DSDS {A; S}
heifit “Angehobenes” (“Lifted”) Shift-Dynamisches System.

Wir bestimmen nun die zugehorige Shift-Abbildung S:A— A
Sei A>a= (¢(0),0) = (a,0). Dann ist ¢p(0) =a € A, ¥ > 0 = 0y0203... mit
o; € {1,2}. Es ist

ﬂ@:(ﬂﬂ@%w}:@@Wyn;@@”):w;@y

Fiir den Fall, da} die w; invertierbar sind (oder jedenfalls a ein eindeutiges Urbild
hat), gilt

S(a) = w,,' (@) = (v, (a), T(0)),
wobei wieder To = T'(010203 ...) = 0905 .... Wir fassen zusammen:

SATZ 2.1 (Schatten-Theorem). Sei {X;wy,we} ein IFS mit (nicht notwendig inver-
tierbaren wy, we und) Attraktor A.

Sei {,}5°, ein Orbit des RSDS {A;S}. Dann gibt es einen Orbit {Z,}2°, des an-
gehobenen Systems {fl, 5’}, sodaf die erste Komponente von x,, gleich x, ist fiir alle
n.

m.a. W.: Jeder Zufalls-Orbit von {A; S} ist Schatten (Projektion) eines determini-
stischen Orbit in {A; S}.

Fiir einen Zufallsorbit zu o € 3, beginnend bei 7y = ¢(T%) = ¢(0), gilt also

z, = ¢(T"0) = m(Z,) wobei

In = (¢ (T"0),T"0).
BEISPIEL 2.1.
Wir betrachten das gerade beriihrende IFS {[0, 1];w:(z) = iz, wa(z) = Lz + 1} Es
gilt: wy, wy sind injektiv, wi'(z) = 2z, wy'(z) = 2o — 1 und wy [0, 1] N wy[0,1] =
{1/2}. Daher

1
2x IL’E[O,§[
S(x) = 1
2z — 1 xE]é,l]

mit der Wahlmoglichkeit S(1/2) = 0,1 im zugehoérigen RSDS. Der Punkt xzy = 1/8
hat 2 Adressen: oy = 00100, 05 = 00011. Dies ergibt respektive die beiden Orbits
Die Punkte, deren Orbits durch die Definition von S betroffen sind, sind jene mit 2
Adressen, ...0111, bzw. ...1000, also die dyadisch rationalen.
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ABBILDUNG 2. Aus [Ba], p.153

BEISPIEL 2.2.

Wir betrachten das iiberlappende IFS {[0, 1]; wy (z) = 1z, wo(2) = 22 + 1} . Es gilt:
wy, wy sind injektiv, wi' (z) = 2z, wy ' (z) =tz — 1 und wi[0, 1] Nw,[0,1] = {1/2}.
Entscheiden wir uns im {iberlappenden Bereich [1/4,1/2] fiir eine der beiden Um-
kehrfunktionen bei der Definition von S, so gibt es entsprechend 2 mdégliche DSDS
bzw. 1 RSDS, entsprechend dem Schaubild.

Hier sind im schraffierten Bereich beide Umkehrfunktionen gleichberechtigt.

BEISPIEL 2.3.
Im IFS {R; wi(z) = 2, we(x) = 3z + 1} ist ¥ = {1, 2} homdomorph zur Cantor-
menge C = {0,010, - - - : triadisch o; € {0,2}} . C ist erzeugt vom IFS

1 1 2

mit den Umkehrabbildungen ,*(z) = 3z, t,'(z) = 3z — 2. Das geliftete IFS hat
somit die Darstellung

freeoa )|

BEISPIEL 2.4.

Verwenden wir entsprechend Beispiel 2.2 das DSDS (I), so bedeutet dies, daf} wir im
dortigen RSDS bei der Bestimmung der Adresse eines Attraktorpunktes xz € [0, 1]
bei gegebener Wahlmoglichkeit immer wy verwenden. Bestimmen wir also den Or-
bit eines x5 unter Zugrundelegung von S geméf (I), so gehen wir bei den moglichen
Adressen von xy von jener (eindeutig bestimmten) Adresse o aus, bei deren Bestim-
mung wir immer wo verwendet haben. Als Punkt der Cantormenge ist dieses o also
maximal unter allen Punkten, die Adressen von z, entsprechen. Sei

Ay = {(x,y) € A:(x,2) € A (dh. z Adresse von z) = 2z < y} :
dann erhalten wir

{z,}§° ist Orbit zum System (I) < )
{(xn, yn)}3° ist Orbit des gehobenen Systems (x) in Beispiel 2.3 mit (2, yo) € Aigp-



3. SINNHAFTIGKEIT BERECHNETER ORBITS 39

3. Sinnhaftigkeit berechneter Orbits

Wir haben Orbits in einem SDS mit Hilfe der Inversen von kontrahierenden Abbil-
dungen berechnet. Diese sind aber expandierend, sodafl bei den Rechnungen grofe
Fehlerfortpflanzungen zu erwarten sind. Es erhebt sich daher die Frage, wieweit ein
berechneter Orbit iiberhaupt etwas mit einem “wirklichen” Orbit zu tun hat. Sei
{X;wy,wsy,...,wy} IFS mit KF 0 < s < 1 und Attraktor A und SDS {4;S}. Wir
betrachten folgendes idealisierte Modell fiir die Beziehung zwischen dem exakten
und dem berechneten Orbit eines xq5 € A mit einer Adresse o,0203...0,.... Wir
nehmen an, die w; : A — A seien injektiv, sodafl exakt

x1 = S(x) = w;ll(xg), ooy = S™(xg) = w;nl ow=! o0 w;ll(xo).

On—1

Bei der Computer-Berechnung treten Fehler auf
.i'l = (’U};ll)c (1‘0), TN i‘n = (w;nl)c 0---0 (’U};ll)c (l‘o) = ng[)

Sei der exakte Orbit {x,,}°°, mit z,, = S™xy, der berechnete (=approximative) Orbit
sei {Z,}52, mit &, = S"ry xy = Tp. Um iiberhaupt analysieren zu kénnen wollen
wir (optimistischerweise) annehmen, dafl wenigstens bis zu einem gewissen M gilt
Tny Ty € w,, (A) (n=0,1,2,..., M) und daB lediglich die erste Berechnung (von
Z1) fehlerbehaftet ist, bei den weiteren Berechnungen also kein Fehler mehr gemacht
wird:

Sei also d(Z1,z1) =9 >0und firn=1,2,..., M

)
Tpy = w;nl(jn)axn-l—l = w;nl(xn)-

S wird duch die Inversen der w; bestimmt, ist also expandierend, und zwar min-
destens vom Faktor 1/s (ist doch d(wy(z),w,(y)) < sd(z,y) < (1/s)d(u,v) <
d(w™ (u),w™(v)).)

Dann aber gilt d(z,41,Zp11) > s ™ fir n=0,1,2,..., M. D.h.: Lediglich unter
der (ohnehin idealisierten) Annahme, dafl nur ein einziges mal ein Rechenfehler auf-
tritt, ergibt sich bei den ersten M Iterationen ein “exponentielles Auseinanderdrif-
ten”. Es ist daher zu erwarten, daf fiirein J > M z; € w,,(A) aber 7, & w,,(A).
Der berechnete Orbit hat also nichts mehr mit dem exakten zu tun. Einzig die tri-
viale Fehlerabschétzung d(z,, Z,) < diam (A) gilt immer. Sind also alle berechneten
Orbits wetlos? Nein. Es gilt:

SATZ 3.1. Sei {X;wy,wy,...,wy} ein IFS mit KF 0 < s <1 und Attraktor A;
wy, : A — A sei injektiv, {A; S} sei DSDS oder RSDS.

Sei {T, 15, C A ein approzimativer Orbit von S, mit d(Tp11, S(T,)) < 9, wobei 0 <
Y < diam(A). Dann ezistiert vy € A, fir dessen exakten Orbit {x, = S™(x0)}5%,
qgilt:

d(Zp,x,) < %19 fir alle n=1,2,... .
-5

BEweErs. Wir fiithren den Beweis in einer Form, der das folgende Beispiel
verstindlich werden 148t und die tatséchliche Berechnung eines exakten Orbits so-
fort ermoglicht. Dazu sei 0, € {1,2,..., N} so gewéhlt, wie es der tatséchlichen
[teration von S entspricht, sodafl also

S(zo) = w, (Zo), S(&1) = w, ! (Z1), S(&2) = w,, (Z2), ... .
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Wir betrachten zunéchst einen endlichen Abschnitt o, %;,...,Zy des approx.
Orbit. Nach Voraussetzung gilt

d(Ensr,w,), (En)) <O fir n=1,2,...,N.

Wir setzen
:1:% = Ty, :1:%71 = Wey (TN), - ,:cév = Wy, (T1) = Wy, 0+ 0 Wey (TN).
Dann gilt d(z¥,Zy) = 0 und weiter

d(l‘%fla ‘%N—l)

= d(w(,N(x%),jN_l) < sd(jN,w;Al](jN_l)) < s < - 819.
(Y3 TN -2)
oy (&), vs) € 55 ()
< s(d(xy_y, Zno1) +d(Enot,wy) (En-2))
< s(s949) <s9(1+s) < 1%819.
So fortfahrend erhalten wir
d(@Y 7)) <05+ 05"+ -+ 05N = 0s(1 454+ 57 2) < l—isﬁ.

Wie immer, sei nun ¢ : ¥ — A die Adrefi-Raum Abbildung zum IFS. Wir setzen

oy = P(010903...) = 7}1_{210 Wy, © Wyy O ... W, () (x € A)

und vergleichen den fehlerhaften Orbit {Z,}°°, mit dem exakten Orbit {z, =
S™(xy) = ¢(Ons10m42---)} 2. Sei nun N > n.
Dann gilt d(z,,, &) < d(z,, zY) +d(z,Z,). Nun ist

d(zn, z)))
— d(wgn 0O:--0 wO_N (JLI{SOwJN+1 O---0 wak(x));wan 0---0 ng(«f?N))

Zusammenfassend erhalten wir

(2, #n) < sV A 4 2

1—
giiltig fiir alle N > n. Es folgt fiir N — oo und fiirn =1,2, ...

A(n, ) < - - 0.

v
s

O

BEISPIEL 3.1.

Wir betrachten das gerade beriihrende IFS — {C;wi(z) = 2z,wq(z) = 22 +
L ws(2) = 12+ 1} mit dem Sierpinski-Dreieck S als Attraktor. Man iiberlege sich,
daf, abgesehen von dem “kleinen” Bereich, wo das IFS gerade beriihrend ist, die

Shift-Transformation S : § — S gegeben ist durch
S(z) = S(x +iy) = (2x modl) + i(2y mod1).

Der Vergleich eines “fehlerhaften” Orbits mit einem exakten Orbit gemafl Satz 3.1
findet sich am Kapitelende und ist entnommen aus [Ba], p.162. Man verifiziere,



4. CHAOTISCHE DYNAMIK AUF FRAKTALEN 41

daf das dort angegebene x, identisch ist mit dem z}°, gemifi dem vorhergehenden
Beweis.

4. Chaotische Dynamik auf Fraktalen

Wir betrachten das DSDS {A; S} zu einem total unzusammenhéngenden IFS. Dieses
ist dquivalent zum DSDS {X; T} iiber dem Adrefi-Raum. D.h. beide Systeme haben
einiges gemeinsam.

Z.B. haben beide Systeme dieselbe Anzahl von Zyklen einer vorgegebenen minima-
len Periode und beide sind “chaotisch”. Aber vom geometrischen Standpunkt aus
konnen sie total verschieden sein, was die Wechselwirkung zwischen der Dynamik
und den zugrunde liegenden Riumen betrifft. Z.B. haben alle IFS mit 3 Transfor-
mationen dasselbe {¥; T}, ihre Attraktoren jedoch kénnen verschieden sein.

DEFINITION 4.1. Sei (X, d) metrischer Raum. B C X heifit dicht in X, wenn B =
X. A{x,}22, heifit dicht in X : < zu jedem x € X existiert eine Teilfolge {z,, }>°,
mit r,, — .

In diesem Sinne heifit ein Orbit des DS {X; f} dicht in X. Experimente zeigen,
daf} der Random-Iterations- Algorithmus fiir ay € A i.a. einen dicht liegenden Orbit
produziert.

DEFINITION 4.2. Ein Dynamisches System {X; f} heifit transitiv, falls zu jedem
Paar U,V in X offener Mengen ein n existiert, mit U N f*(V) # ¢.

Man iiberlegt sich leicht, da} diese Eigenschaft invariant ist unter topologischer
Aquivalenz. Mit Hilfe des Baire’schen Kategoriensatzes kann man auch zeigen,
daf} jedenfalls bei Dynamischen Systemen iiber einem polnischen Raum (metrisch,
vollstiandig, abzihlbare Basis) dies gleichbedeutend ist mit der Eigenschaft, daf ein
dicht liegender Orbit existiert.

Ubung. Man zeige: {[0,1]; f(z) = Min{22,2 — 2x}} ist transitiv.
DEFINITION 4.3. Ein DS {X; f} heifit sensitiv gegeniiber Anfangsbedingungen, wenn

gilt:
VA V d(f"(@), ["(y)) > 6

0>0 2€X yeB(x,e)
e>0 n>0

“Orbits, die nahe beeinander beginnen, werden also durch die Wirkung von f aus-
einander getrieben.”

BEISPIEL 4.1.
1) {]0,1]; 22 mod 1} ist sensitiv gegeniiber Anfangsbedingungen und es gibt Punk-
te, deren Orbit dicht liegt in [0, 1]. ( Sie sind sicher nicht dyadisch rational).

2) {[0,00); f(x) = 2z} ist sensitiv gegeniiber Anfangsbedingungen.
3) {[0,00); f(z) = s} ist nicht sensitiv gegeniiber Anfangsbedingungen.

DEFINITION 4.4. Ein Dynamisches System {X; f} heifit chaotisch, falls gilt:
1) es ist transitiv,
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2) es ist sensitiv gegeniiber Anfangsbedingungen,
3) die Menge der periodischen Orbits ist dicht in X. (Ordnung im Chaos!)

SATZ 4.1. Das DSDS, zugeordnet einem total unzusammenhdngenden IFS mit we-
nigstens 2 Transformationen ist chaotisch.

BEWEIS. Wir verwenden ein Adre-Raum Argument:
¢ : ¥ — A liefert die topologiche Aquivalenz zwischen {¥;T} und {4;S}. Da
jedenfalls die Bedingungen 1) und 3) der vorigen Definition topologisch invariante
Eigenschaften sind (Beweis?), geniigt es zu zeigen, daf sie fir {3;7T} gelten. Sei
dazu

|oi — i
Y30 =010903... To=o090;5... d(a,r):zii.
p— (N +1)

1) Zum Nachweis der Transitivitét seien () # U, V offen in ¥ und

{1,2,...,N} = X.

V ist von der Form V = HTO O,,, wobei fiir héchstens endlich viele n O, # X. Sei
no = Maz{n; : 0,, # X}. Dann ist T™ (V) = ¥ und somit UNT"(V) = U # 0.
Fiir N = 2 ist hier ein Beispiel eines Punktes mit dicht liegendem Orbit

o:=01] 00011011 000001010100 ... 111]...
1. Block 2. Block 3. Block

Es handelt sich also um ein Nebeneinanderschreiben aller méglichen endlichen 01-
Folgen fixer Linge. Eine geeignete Verschiebung stimmt mit jeder Folge an beliebig
vielen Stellen {iberein.

2) ¥ ist der Abschlufl der periodischen Punkte, also ist die Gesamtheit der periodi-
schen Orbits dicht in ¥. (Wir bemerken, dafl in jedem Attraktor die periodischen
Orbits dicht liegen.)

3) sensitive Abhéingigkeit von den Anfangsbedingungen (fiir {3;7}):

Die Punkte einer e-Umgebung B(o, €) von ¢ haben bis zu einem bestimmten (von e
abhéingigen) Ny gleiche Anfangskomponenten wie o.

Zuo =010y...0NONgt1--- S€1 0# T € B(o,€) mit 7 = 0109 ...0N,TNg+1--- und
TNo+1 7 ONp+1- Dann ist

NO
T 0 = ONy41 -+ -

No,-
T T = TNo+1 - - -

und daher

O

Ubung: Man zeige die sensitive Abhingigkeit allgemein fiir {A; S}. Tatséichlich ist
S : A A sogar expansiv, d.h. die Orbits von 2 beliebigen verschiedenen Punkten
liegen irgeneinmal um mehr als § auseinander.
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5. Warum funktioniert der Zufalls-Iterations-Algorithmus?

Fiir die folgende “intuitive” Begriindung sei {X;w,...,wn;p1,...,py} ein IFS mit
Wahrscheinlichkeiten 0 < p; < 1 Ziv p; = 1. Wir beschrinken uns auf den Fall
{R?%;wy,ws}. Sei a € A mit Adresse o € 3, also a = ¢(c). Wir withlen eine zufiillige
1,2-Folge etwa der Linge 10°. z.B. 21...121112212121122211.

Dann wird die folgende Punktfolge auf A berechnet:

a = ¢(0)
wi(a) = ¢(1o)
wy o wi(a) = ¢(110)
wy 0wy o wy(a) = ¢(2110)
wy 0 wy 0wy o wi(a) = ¢(22110)

Wy © Wy 0wy 0wy o wi(a) = ¢(222110)

$(21...1211...222110)

Werden die Bildpunkte gespeichert und in umgekehrter Reihenfolge aufgelistet, so
erhalten wir 1 Million Punkte auf dem Orbit des SDS {4; S}, ndmlich

{57(s(21...222110)) }

Wir sehen am Bildschirm den Teil eines “zufillig gewihltenOrbits des SDS und
erwarten, daf} er dicht auf dem Attraktor liegt.

108

n=0

LEMMA 5.1. Sei{A; S} das SDS zu einem total unzusamenhingenden IFS { X; wy, .

Sei N'(p) die Zahl der verschiedenen Zyklen minimaler Periode p € N.
Dann gilt:

p—1
pN(p) = NP — Zk/\/’(k)
k=1
klp
Dies ist die Gesamtzahl der Punkte auf den veschiedenen Zyklen mit minimaler
Periode p € N.

BeEwEIs. Wir beniitzen die dynamische Identitéit zwischen Attraktor und Adref-
Raum. Ein Zyklus mit minimaler Periode k ist FP von T*, enthilt also ein Element o

mit T%0 = o, also 0 = &7 ... 04 und alle weiteren Elemente des Zyklus sind gegeben
durch

09...0p01,03...00102,...,001...0k_1-

Somit bestimmen & Folgen € {1,2,..., N}* denselben Zyklus mit minimaler Peri-
ode k. Ist eine p-periodische Adresse auch k-periodisch mit & < p, so muf} gelten
klp  (i.W.: k ist Teiler von p). Somit

PN () = N = 3" N (b,
i

p

Lt
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[
7z.B. N =2
= 1: Ein Zyklus der Periode 1 ist FP von T. Das sind 1,2, also N'(1) =
p = 2: Ein Zyklus der Periode 2 ist FP von T2. Das ergibt 11,12, 21, 2_ also ist

2N (2) = 22 — IN(1) = 2. Weiters gilt
N(@3)=2,N(4)=3,...,N(20) = 52.377
Wieviele Punkte auf Zyklen der Periode 20 liegen auf Zyklen mit minimaler Periode
207 Es sind 20 M/ (20) = 1.047.540.
Wieviele Punkte auf Zyklen der Periode 20 liegen auf Zyklen mit kleinerer minimaler
Periode? Es sind
IN1)+2N(2)+4N(4) + 5N (5)
+10N(10) =2+ 2.1+ 4.3+ 5.6 + 10.99 = 1046.

D.h. 99, 8% aller Punkte auf Zyklen der Periode 20 liegen auf solchen mit minimaler
Periode 20. Die periodischen Punkte liegen dicht im Attraktor A eines IFS. Wir
erwarten daher, daf§ die Gesamtheit A der periodischen Punkte einer festen endli-
chen Periode p (das sind 2P) eine Approximaxion von A ergibt. Wihlen wir einen
dieser Punkte per Zufall. Dann liegt er sehr wahrscheinlich auf einem Zyklus mit
minimaler Periode p. Sein Orbit besteht somit aus p verschiedenen Punkten und
wir erwarten, daf} diese {iber den ganzen Attraktor verteilt sind.

Eine klare Einsicht ergibt sich im Ramen der Ergodentheorie in Kap. 6



KAPITEL 5

W-Mafle auf Fraktalen, Fraktale Dimension

1. (P(X),dg), Hutchinson—-Metrik

Sei (X, d) ein metrischer Raum und B(X) die von den offenen Teilmengen von X
erzeugte o-Algebra, also die o-Algebra der Borel-Mengen. C'(X) sei der Raum aller
reellwertigen, beschrénkten, stetigen Funktionen auf X, U(X) sei der Raum aller
reellwertigen, beschrinkten, gleichméBig stetigen Funktionen auf X und Lip; (X)) sei
die Menge der reellwertigen Funktionen mit Lipf < 1, d.h.

Lipy (X) = S+ f(2) = f(y) [< d(z,y)}-
Referenz fiir die folgenden Sitze und Definitionen ist [Pa].

SATZ 1.1. a) Fir A C X ist die durch x — d(x, A) definierte Funktion Element von
Lip1(X). Es gilt also |d(z, A) —d(y, A)| < d(z,y).

b) Sind A, B abgeschlossene, disjunkte Teilmengen von X, dann gibt es eine stetige
Funktion f : X — R mit den Eigenschaften:

(1) 0< f(z
(2) f(x) =

Falls inf{d(a,b) :a € A,b € B} =46 > 0, dann kann f gleichmiflig stetig angenom-
men werden.

) < 1;
0 fir xeAundf( ) =1 firx € B.

BEWEIS. zu a) Sei z € A und z,y € X. Dann gilt d(z, A) < d(z,2) < d(z,y) +
d(y, z). Daraus folgt d(x, A) < d(x, y) +d(y, A). Aus d(z,y) = d(y,x) folgt analog
d(y,A) < d(x,y)+d(z, A). Aus beidem zusammen daher |d( JA)=d(y, A)| < d(z,y).

zu b) Wihle f(z) = d(z, A)/(d(z, A) + d(z, B)). (1) und (2) folgen aus der Defini-
tion von f. Aus der letzten Bedingung folgt d(z, A) + d(x, B) > § und damit die
gleichméfige Stetigkeit von f. U

DEFINITION 1.1. P(X) bezeichne die Menge der nichtnegativen normalisierten Bo-
relmaBe auf X. u € P(X) bedeutet also: p ist ein nichtnegatives Borel-Mad auf X
und p(X) =1, kurz: ein Borel’sches W-Ma@.

SATZ 1.2. Sei X ein separabler metrischer Raum und p ein Borel’sches W-Mafs
auf X. Dann ezistiert eine eindeutig bestimmte, abgeschlossene Menge C\, mit den
FEigenschaften:

(1) u(C,) =1 |
(2) Falls fiir D abgeschlossen u(D) =1, dann ist C,, C D.

45
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Die Menge C), heifit der Trager oder das Spektrum von p, in Zeichen supp p und
st auch charakterisiert durch die Eigenschaft: supp p ist die Menge der Punkte x,
sodaf$ p(U) > 0 fiir alle offenen Umgebungen U von x.

Falls X kompakt ist, dann gilt supp p € H(X).

BEWEIS. Sei U := {U : U offen, u(U) = 0}. Wegen der Separabilitit von X gibt
es offene U1,U; ..., sodaB U, :=JU, = | J{U : U € U}. Dann ist C), = X\U, = U,
die behauptete Menge:

Jedenfalls ist C), abgeschlossen und wegen p(U,) = pw(UU,) < Y pu(U,) = 0
gilt p(C,) = 1. Ist nun D eine abgeschlossene Menge mit p(D) = 1, dann ist
X\D = D" € U und daher D" C Uy, also C, = U C D. Damit ist auch die
Eindeutigkeit klar.

Falls x & supp p, dann = € U,,. U, ist aber eine offene z-Umgebung mit x(U,) = 0.
Falls umgekehrt 2 € supp 1 und U eine offene z—Umgebung ist, dann muf} x(U) > 0
gelten, da sonst definitionsgemdf U C U,,.

Falls X kompakt ist, dann ist supp u € H(X) : Wire nidmlich supp p = ), dann
wire das p—Mafl jeder Umgebung eines jeden Punktes aus X gleich 0, insbesondere
wire also p(X) = 0, im Widerspruch zu p(X) = 1, somit supp p € H(X). 0O

Sei 4 € P(X). Eine Menge A € B(X) heifit y—reguldr, falls
pu(A) = sup{u(C) : C C A, Cabgeschlossen}
= inf{u(U) : U D A, Uoffen}
p heift requldr, falls alle A € B(X) p-reglér sind.

SATZ 1.3. Sei p € P(X). Fine Menge A € B(X) ist genau dann p— regulir, wenn
zu jedem € > 0 abgeschlossene C'(€) und offene Ule€) existieren, sodaf

(1) C(e) € A C U(e)
(2) n(U(e)\C(e)) < e

BewErs. Ubung. O
SATZ 1.4. Jedes Borel’sche W—Map ist reguldr.

BEWEIS. Sei R die Menge aller y—reguldren Borel-Mengen in X. Dann ist R C
B(X),0,X € R (beide Mengen sind offen und abgeschlossen!)

R ist abgeschlossen gegeniiber Komplementbildung:

Sei A € R und € > 0. Dann existieren C(e) abgeschlossen und U(e) offen mit
C(e) C A C U(e) und p(U(e)\C(€)) < e. Fiir die Komplemente gilt:

Ulfe) c A C C'(e), C'(e)\U'(e) = U(e)\C(e); U'(e) ist abgeschlossen und C'(e)
ist offen.

R ist abgeschlossen gegeniiber abzéihlbaren Vereinigungen:
Seien Ay, Ay,--- € R und A = [JA; und € > 0. Wegen A, € R existieren offene
Uy (€) und abgeschlossene C),(€) mit
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Col€) C Ay C Un(e)  und  pu(Un(e)\Cale)) < /3"

Sei U(e) = ,, Un(€e) und C =, Cy(€). Aus den Stetigkeitseigenschaften des Mafes
1 folgt: es existiert ein k so grof}, daf

u(C\|JCule)) < €/2.

Sei C(€) = U~ Cp(€). Dann ist U(e) offen, C(€) abgeschlossen und C(€) € A C Ufe).
Weiters gilt

HUNC()) < plUNC) + (o))
< Z,u (€)) +¢€/2

< ZG/?)” +e/2=¢€.
n=1

R ist somit eine o—Algebra. Wir zeigen nun, dal R alle abgeschlossenen Mengen
enthéilt. Daraus folgt dann R = B(X). Sei dazu C eine abgeschlossene Teilmenge
von X und € > 0. Nun gibt es eine abnehmende Folge offener Obermengen G, von
C mit C =N, G, (etwa G, = {x : d(z,C) < 1/n}). Es gilt u(G,) — p(C). Daher
existiert ein ny mit u(G,,\C) < €. Setze C(¢) = C, U(e) = G,,. Dann gilt also
pn(U(e)\C(€)) < € und C ist somit pu-regulér. O

Der folgende Satz ist ein niitzliches Kriterium fiir die Gleichheit zweier Mafle.

SATzZ 1.5. Sei (X,d) metrischer Raum. Zwei Mafe p,v € P(X)sind genau dann

gleich, wenn fir alle f € U(X)
| sin= [ sar
X X

BEWEIS. Sei C' eine beliebige abgeschlossene Menge in X und sei wieder GG, =
{z : d(z,0) < 1/n}. G, ist offen und C = N2,G,. C und G, sind disjunkte
abgeschlossene Mengen und inf{d(z,y) : + € C,y € G} > 1/n. Nach Satz 1.1
existieren daher f, € U(X) mit f,(z) = 0 fiir v € G, f,(v) = 1 fiir 2 € C und
0 < fu(z) < 1. Daraus folgt 1¢(z) < fu(z) < 1g, (7). Also

/nw [ o < (G

Mit n — oo folgt daraus u(C') < v(C). Mit vertauschten Rollen folgt ebenso v(C) <
p(C) und daher p(C') = v(C) fiir alle abgeschlossenen C. Aus der Regularitét folgt
daher p = v. O

Wir versehen nun P(X) mit der von C(X) induzierten schwachen Topologie: Seien
Lo, it € P(X). Eine verallgemeinerte Folge (Netz) (1) konvergiert schwach (oder
in Verteilung) gegen pu, in Zeichen p, — p (w), falls

mclm/ﬂ% /f@
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Wir kénnen P(X) auch als Teilmenge des Dualraumes von C(X), versehen mit
der w*-Topologie, auffassen. Die obige Topologie ist dann die Relativtopologie und
P(X) damit ein Hausdorffl-Raum. Oder direkt: die schwache Topologie auf P(X)
ist die grobste Topologie, soda$ alle Abbildungen ps : P(X) — R, definiert durch
p () = [y fdp, stetig sind. {py : f € C(X)} ist aber nach dem vorigen Satz
separierend.

Der folgende Satz enthélt wichtige dquivalente Definitionen fiir die schwache Kon-
vergenz.

SATZ 1.6. Sei (j14) ein Netz in P(X). Folgende Aussagen sind dquivalent:

(1) pra = p(w)

(2) lim, [y fdpa = [y fdp fiir alle f € U(X).

(3) limsup, ia(C) < p(C) fiir alle abgeschlossenen C'.

(4) liminf, po (D) > pu(D) fiir alle offenen D.

(5) lim, f10(A) = p(A) fiir alle Borelmengen A mit u(0A) = 0.

BEWEIS. (1)=-(2): dies ist klar wegen U(X) C C(X).

(2)=-(3): Sei C abgeschlossen. G,, := {z : d(x,C') < 1/n} ist offfene Umgebung von
C. C und G, sind disjunkt und abgeschlossen und inf{d(z,y) : z € C,y € G} >
1/n. Es gibt somit nach Satz 1.1 f, € U(X) mit 0 < f,(z) <1, fu(z) = 1 fiirz € C,
fn(z) =0 fiir x € G!,. Weiters gilt G; D Gy D -+ =[G, = C. Daher

lim sup po(C) < lim sup/ fudpa

_ / fadin < 0(Gn)  (dafn < 16,)

Wegen u(Gp) — u(C) folgt damit lim sup p,(C) < p(C).
(3)<(4): dies ist klar wegen der Komplementaritit von offen und abgeschlossen und
pa(X) = p(X) = 1.
(3),(4)=(5): Esist A° C A C A™. Dabeiist A° der offene Kern und A~ der Abschluf3
von A. Sei nun A € B(X) mit u(A~\A°) = u(0A) = 0. Dann

pu(A) = p(A°) <liminf i, (A°) < liminf jiq(A)

< lim sup f1q(A) < limsup pia (A7) < p(A7) = p(A).

Somit p(A) = liminf y, (A) = lim sup p1,(A). Daher existiert lim 1, (A) und ist gleich
ju(A).

(5)=(1): Sei g € C(X) und lim o (A) = p(A) fiir alle A € B(X) mit u(A \A°) = 0.
Sei u¢ dass Bildmafl von p unter g auf R, d.h. die y—Verteilung von ¢ : X — R,
definiert durch

p(E)=plg € E} = p{z: g(z) € E} (E € B(R)).

Da g beschrénkt ist, ist p9 konzentriert in einem beschrinkten Intervall [a, b]. Die
Verteilungsfunktion von p9 hat hochstens abzéhlbar viele Sprungstellen. Zu € > 0
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gibt es daher ty,%q,...,t, mit
1) a=ty<ty- m=0b
2) a<g()<b fiir alle ze€ X
3) tj—tii<e j=1,...,m
4) p{xr:g(z)=t;}=0 j=1,....m

Sei A; = {z : t;_1 < g(x) < t;}. Dann gilt: Ay,..., A, sind disjunkte Borel-
Mengen mit X = [J{" 4; und A7\AS C {z : g(x) = t; 1.} {7 : g(x) = ¢;} und
daher p(A;\Aj) = 0. Daraus folgt: lim p,(A;) = pu(A;) fir j =1,...,m. Sei g* =
> 1"tj—1la;. Dann ist |g*(2) — g(2)| < € fiir alle € X und somit

‘/gdua—/gdu‘ <

S/Ig—g*|dua+ ‘/g*dua—/g*du‘+/lg*—g|du
<26+Zlua Aj)Itj-al.

Daher lim sup,, Ugdua — fgdu‘ < 2¢ und somit lim, [ gdp, = [ gdp. O

Wir untersuchen nun die Frage der Metrisierbarkeit und Kompaktheit von P(X) in
Abhéngigkeit von entsprechenden Eigenschaften von X.

SATZ 1.7. Vermdge der Abbildung X > x +— 0, € P(X) ist X homdomorph einge-
bettet in P(X).

BEWEIS. Fiir 2 € X, g € C(X) ist [ gdé, = g(x). Falls x, — zo, dann (wegen
der Stetigkeit von g) g(xa) — g($0 also [ gdd,, — [ gdd,,. Das bedeutet aber
Oe,, — 0z (w).

Sei umgekehrt d,, — d,, (w), aber z, /4 xy. Dann existiert ein Teilnetz (z5) C
(zo) und eine offene Umgebung U von 1z, sodaf (zg) C U'. U’ ist abgeschlossen
und daher existiert eine stetige Abbildung f: X — [0, 1] mit f(zo) =0 und f(x) =
1 auf U'. Daher [ fdd,, = 1 aber [ fdd,, = 0, im Widerspruch zur schwachen
Konvergenz. 0

SATZ 1.8. D := {0, : & € X} ist sequentiell abgeschlossen in P(X), d.h. der Grenz-
wert jeder (w)-konvergenten Folge von d—Funktionen ist wieder eine §—Funktion.

BEWEIS. Sei ¢ € P(X) und 6,, — ¢ (w) fiir eine Folge {z,} in X. Falls es eine
Teilfolge {z,, } und ein x € X gibt mit z,, — =, dann folgt nach dem vorigen Satz
0z, — 0z (w). Da P(X) Hausdorff-Raum ist, ist der Grenzwert jeder konvergenten
Folge eindeutig. Somit gilt ¢ = §,. Wir fiihren den Beweis indirekt und nehmen also
an, dafl {z,} keine konvergente Teilfolge enthilt.

Sei S = {1, x9,...} die der Folge {x,} zugrunde liegende Menge. 0.B.d.A. enthélt
S unendlich viele Punkte (sonst enthélt {x,} eine konstante und damit konvergente
Teilfolge). S sowie jede Teilmenge C' C S sind abgeschlossen in X (C'~ hiitte ndmlich
sonst HP-e, die nicht zu C' gehéren, jedoch durch Teilfolgen von {x,} approximierbar
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wiren). Wegen Satz 1.6 folgt ¢(C') > limsupd,, (C) fiir beliebige C C S. Nun ist
limsup d,, (S1) = 1 fiir jede unendliche Teilmenge S; C S, also ¢(S;) = 1. Dann aber
ist ¢ kein W-Maf} (S; kann in 2 disjunkte unendliche Teile zerlegt werden, woraus
folgte ¢(S1) = 2). Aus diesem Widerspruch folgt die Existenz einer gegen ein x € X
konvergenten Teilfolge von {z,}. O

SATZ 1.9. X ist kompakt, metrisch genau dann, wenn P(X) kompakt, metrisch (me-
triserbar) ist.

BEWEIS. Sei X kompakt, metrisch. Dann ist C'(X) = U(X) separabel. (Man
konstruiert unter Zuhilfenahme von Satz 1.1 eine abzihlbare, separierende Familie
von Funktionen f; € C'(X). Die Menge der Polynome

N1k Ny
E:akfuc ik
k

mit rationalen Koeffizienten a;, und mit f;; € {1y, f;} und n;; € N ist abzéhlbar und
liegt nach dem Satz von Stone-Weierstrass dicht in C'(X).) Es gibt also g1, ¢s,... €
C(X) mit g1 = 1,]|gnl| < 1, und {g,} dicht in der Einheitskugel B(0,1) = {f €
C(X) :||f[l <1} von C(X).

Wir betrachten nun die Abbildung T : P(X) — I® = [-1,1]N, definiert durch

p= { [ gidp, [ godp, ...} I ist kompakt und metrisierbar. Wir zeigen nun, daf
T eine Hombomorphie von P(X) auf T(P(X)) ist:

T ist injektiv: Aus T'(u) = T'(v) folgt néimlich [ g,du = [ g,dv, damit [ gdp = [ gdv
fiir alle f € B(0,1) und daher u = v.

T ist stetig: Sei po — p(w), dann gilt fir r € N [ g,due — [ grdu. Somit folgt
T(pa) = T().

T~ ist stetig: Sei {1o} ein Netz in P(X) und T'(ps) — T(1), d.h. (Produkttopolo-
gie!) [ g;dpa — [ grdp, (r € N). Dann gilt fiir alle g € B(0,1)

‘/gdﬂa_/gdﬂ‘ = ‘/(g_gr)d:u’a"i_/grd,ua_/(g_gr)du_/grdu‘
<9llg— gl + \/grdua—/g,«du\ 2l gl

Daher lim sup | [ gdua— [ gdp| < 2||g—g,||. Dies kann beliebig klein gemacht werden.
Daher lim, [ gdp, = [ gdu fiir alle g € B(0,1). Ist nun g € C(X) beliebig, dann
existiert ein ¢ # 0 mit ¢cg € B(0,1). Dann aber folgt lim, [ cgdp, = [ cgdp und
damit lim, [ gdua = [ gdu, somit p, — p(w).

T(P(X)) ist abgeschlossen in I*°: Sei dazu {u,} eine Folge von Borel’schen W-
MaBen mit T'(p,) — (a1, aa,...) € I®, g € B(0,1). Wie vorhin folgt

/gdum - /gdun| <9llg—grll + | /grdum _ /grdun|, also

1imsup|/gdum—/gdun| <2[|lg — g,

Die rechte Seite kann beliebig klein gemacht werden, [ gdu, ist also Cauchy—Folge
in R fiir alle g € B(0,1), hat also einen Grenzwert A(g) := lim,, o [ gdpu,. Ist nun
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[ € C(X), dann sei wieder ¢ # 0 mit ¢f € B(0,1). Definiert man A(f) := c¢A(f/c),
dann ist A : C(X) — R ein nicht negatives lineares Funktional mit A(1) = 1. Nach
Riesz existiert ein eindeutig bestimmtes p(€ P (X)) mit A(g) := [ gdp. Insbesondere
gilt also [ g,dpu = o, d.h. T(p1) = (aq, @a, ... ) und T(P(X)) ist daher abgeschlossen,
also kompakt in 7°°. Somit ist P(X) kompakt.

Ist umgekehrt P(X) kompakt, metrisch, dann ist D = {d, : € X} nach dem
vorigen Satz abgeschlossen, also kompakt in P(X). D ist aber homéomorph zu
X. O

Sei nun (X, d) ein kompakter, metrischer Raum. P(X) ist also ebenfalls kompakt
und metrisierbar. Wir betrachten die folgende Metrik, die s.g. Hutchinson—-Metrik.

DEFINITION 1.2. Zu p,v € P(X) sei

A, v) = SUP{/deu—/del/:fESipl(X)}-

SATz 1.10. Sei (X, d) ein kompakter, metrischer Raum. Dann ist durch
dy(p,v) auf P(X)eine Metrik definiert. Die davon induzierte Topologie ist jene der
schwachen Konvergenz und (P(X),dy) ist daher ein kompakter, metrischer Raum.

BEwEIs. Wir zeigen zunéchst dy < oo: supp u, supp v sind als kompakte Men-
gen beschrinkt, d.h. es existieren ¢ € X und r € (0,00) mit supp u|Jsuppv
C K(a,r). Dann gilt fiir f € Lip;(X) wegen pu(X)=v(X)=1

‘ [ s~ [ sav
‘/ + fa)du(y )—/(f(y)—f(a)+f(a))dy(y)‘
‘/ )dp(y) — /(f(y) - f(a))dy(y)‘

/u )ldn(w) + [ 170) = F(@)ldv(y

S/ﬂmwmw+/ﬂmWMw§%<w

dy ist eine Metrik (Ubung). Wir zeigen nun, dafl dy die Topologie der schwachen
Konvergenz induziert und dazu zunéchst:

[ tinas [ gin (£ ey e [gdna s [oan (g€ Lip(x)

Die Notwendigkeit folgt aus Lip;(X) C C(X). Zum Nachweis, da8 die Bedingung
hinreichend ist, beniitzen wir Satz 1.6(3). Sei A abgeschlossen in X. Wir betrachten
A, = {z € X : d(z,A) < 1/n}. Dann ist A abgeschlossen, disjunkt zu A und
A DAy D= (A, = A. Sei M = |X|. Wir betrachten die Funktionen

1 d(z, A)
2Mn? d(z, A) + d(z, A))

gn(z) :=
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Dann ist g, € Lip;(X),gn(x) = 0 fiir 2 € A, 2Mn?g,(z) = 1 fiir x € A und
1a(z) < 2Mn?g,(z). Daraus folgt fiir alle o p14(A) < 2Mn? [ gndpu, und daher

lim sup po (A) < 2Mn? lim/gn(:r)dua(:r)

— oM / gu(2)dpi(z)

_ d(z, A4},
- / 0o A) + (o, Ay @) S pda) 4 u(A)

Somit gilt auch lim sup p4(A) < p(A) und daher p, — p(w).

Sei nun a € X fest. Zu f € Lipi(X) sei f = f — f(a). Dann hat f in a eine
0-Stelle und die Menge {f : f € Lip;(X)} ist gleichmiBig beschrénkt, besteht
aus gleichgradig stetigen Funktionen und ist daher kompakt. Wegen dy(u,v) =

sup {fx fdu — Ix fdv: f e Lip, (X)} folgt daher die Behauptung.

Aus der gezeigten Gleichheit der metrischen Topologie beziiglich dy und der Topo-
logie der schwachen Konvergenz und aus dem vorigen Satz ergibt sich nun die letzte
Behauptung. O

Sei nun (X, d) ein kompakter, metrischer Raum, {X;w,;p,,n = 1,..., N}ein IFS
mit Wahrscheinlichkeiten, kurz ein Zufalls-IFS. Jedes w; : X — X ist als Kontrakti-
on stetig, also (B(X), B(X))-meBbar. Zu p € P(X)ist also auch das Bildmaf unter
w;, definiert durch p o w; '(A) = p(w; '(A)), (A € B(X)), wieder ein Element von
P(X)und damit ebenso jede Konvexkombination der p o w; *.

DEFINITION 1.3. Zu einem Zufalls-IFS {X; w,;p,} ist der
Markov—Operator M:P(X)—P(X) fiir v €P(X) und A € B(X) definiert durch

M@)(A) i= Y pw 0w, (4) = puv 0wy {(4) + -+ pv o w0y (4).

Wir benétigen die folgende Formel. Sie folgt sofort aus dem Integraltransformati-
onssatz.

LEMMA 1.11. Fiir alle f € C(X) gilt

/deM(V):gpi/Xfowidl/-

SATZ 1.12. Sei (X, d) ein kompakter, metrischer Raum und {X; wy,; p,} ein Zufalls—
IFS mit KF s € [0,1). Dann ist der Markov-Operator M :P(X)—P(X)
kontrahierend beziglich der Hutchinson—Metrik dy auf P(X)und hat ebenfalls den
KF s. Es gilt also fir alle p,v € P(X)

du(M(p), M(v)) < sdp(p,v).

FEs existiert daher ein eindeutig bestimmtes W-Maf$ yu € P(X)mit M(u) = p. Dieses
p heift das invariante Maf$ des Zufall-TFS {X;wy,; pn} -
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BEwEIS. Nach dem vorigen Lemma gilt

w010, ) =sup { [ garte) ~ [ garrw); 1 € simeo}

:sup{/Xépi/xfowidu—/xépi/xfowidu:fesz'pl(X)}

Sei f=s! SN pif o w;. Dann ist f € Lipy (X). Sei L definiert durch

B N
L:= {f = éizzlpifowi 1 f € 2ip1(X)} :
Dann gilt
dyg(M(p), M(v)) = sup {s/ }du - s/ }du : } € L}
X X
Wegen L C Lip; (X) folgt daraus dg (M (p), M(v)) < sdg(p,v). O

SATZ 1.13. Sei {X;wpn;pn} ein Zufalls—IFS mit dem zugehdrigen invarianten Maf
p. Dann ist der Trager von u gleich dem Attraktor des IFS {X;w,}, in Zeichen

supp u = A.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst supp p# C A. Sei dazu v irgend ein, in A konzentrier-
tes Borel’sches W-MaB, d.h. also v(A) = 1 (Jedes ¢, fiir a € A ist ein Beispiel).
Dann folgt wegen w; '(4) D A

M@)(A) = pv(w; (A) =Y piv(A) =1

und daher ebenso

N
M?(v)(A) = M(M())(A) = Y piMv)(w; ' (4) = ) piM(v)(4) = 1
1 1
und durch Induktion allgemein M™(v)(A) =1 und damit nach Satz 1.6
1 =1lim M"(v)(A) < u(A), also nach Satz 1.2 supp u C A.

Sei umgekehrt a € A und U eine offene a-Umgebung und ¢ € ¥ eine Adresse von a.
Nach Satz 2.2 Kap.3 gilt lim,, ,« ®(o,n, A) = @ in der Hausdorff-Metrik von #H(X).
Daraus folgt: es gibt ein n € N mit ®(o,n, A) C U. Nun ist aber (Ubung)

:U’(CI)(O-a n, A)) > Po1Pos " Poy, > 0
und daher p(U) > 0. Nach Satz 1.2 gilt daher a € supp p und somit
A C supp p. O

SATZ 1.14 (Collage-Theorem, M. Barnsley). Sei {X;w,;pn,n = 1,...,N} ein
Zufalls=IFS mit zugehérigem Markov—Operator M:P(X)—P(X)und invariantem
Mafs o und KF s.
Seiv €P(X). Dann gilt
dg(v, M (v
d (v, p) < %

BEwEIs. Wie bei 5.1 Kap.2. U
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2. Fraktale Dimension

Wie grof ist ein Fraktal? Wie 148t sich Ahnlichkeit von Fraktalen erfassen? Mit
dem Begriff der Fraktalen Dimension versucht man das subjektive Emproofinden zu
quantifizieren, wie dicht ein Fraktal (€ #H(X)) einen Teil des metrischen Raumes
X erfiillt. Warum ist die Einschrinkung auf kompakte Mengen dabei legitim? In
der Physik hat man mit beschrinkten Mengen zu tun und dabei kann nicht unter-
schieden werden zwischen einer Menge und ihrem Abschluf}. Somit sind kompakte
Mengen sinnvolle Modelle von Mengen der realen physikalischen Welt.

2.1. Box—counting Dimension. Sei A € H(X),e >0 B(z,e) = {y € X :
d(z,y) < e}. Sei N(A4,¢€) die kleinste Zahl solcher Kugeln, sodaf

M
Ac|JB(ane) (zn€X).
n=1
N (A, €) existiert wegen der Kompaktheit von A. Man beachte: Fiir die gewdhnliche
Dimension D gilt bei Uberlagerung eines Wiirfels A mit kleineren Wiirfeln der Lénge

e N(Ae)~C(1/e)P, somit log N'(A,€) ~ logC' + Dlog(1/e), also
D~ log V(A €) —logC
N log(1/e) '

Da 101§(g1i) — 0 fiir € | 0, ist folgende Definition motiviert.

DEFINITION 2.1. Sei A € H(X). Falls

1 A
(2.1) D :=lim log N'(4, ¢)
=0 log(1/e)
existiert, dann heifit D fraktale Dimension (Box—counting dimension) von A.

BEISPIEL 2.1.

Sei A =1[0,1] C (R?|.|). Zue > 0ist N(A,e) = —[—1/¢]; denn fiir 0 < € < 1 gilt
1/e < —[—1/¢] < 1/e+ 1. Daher
- log(1/e) < log(—[—1/¢]) _ log(N (A, €)) < log(1/e + 1)
log(1/€) = log(1/e) log(1/e) = log(1/e)

_ log(1 +¢€) +log(1/e)

T
SATZ 2.1. Sei Ac H(X), €=Cr" (0>r>1,C>0) n=1,2,.... Falls

e log(N (A, €,))

22 o=t (Mo

existiert, dann hat A fraktale Dimension D.

BEWEIS. Wir setzen f(¢) := max{e, : €, < €}. Sei ¢ < r. Dann f(¢) = Cr™ <
e < Cr™! = f(¢)/r und somit

N(AF() = N(A, ) > N (A, f(O)/r). =

log(N (A, f(9)/r) _ logN(A,€)) _ log(N (4, f(e))
log(1/f(e)) ~ — log(l/e) = log(r/f(e))

(2.3)
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0.B.d.A. N(A, €) = 0o mit € — 0. (Falls nicht, sind beide Seiten von (2.2) gleich 0
und daher nichts zu beweisen.) Fiir die rechte Seite von (2.3) gilt

log N'(4, f(€)) log N'(A, )

16%1 log(r/f(e)) S, log(r/en)
_ log NV (4, ¢,)
= logr + log(1/e,,)
log NV (4, €,)

= lim

=D.
wss Tog(1/en)

Fiir die linke Seite von (2.3) gilt:
EN(A (/) _ o N (A )
e log(1/f(e)) oo log(1/en)
IOgN(A, Enfl)
im
% Tog 1/ + log(1/en 1)
IOgN(A, en—l)

o log(1/€,1)
Daher konvergiert die Mitte von (2.3) ebenfalls gegen D. O

Wir beweisen damit im konkreten Fall X = R™

SATZ 2.2. Sei A € H(R™) unter Beniitzung der euklidischen Metrik. R™ wird dber-
deckt mit gerade berihrenden Wiirfeln der Linge 1/2". Sei N,,(A) die Zahl dieser
Wiirfel, die A schneiden. Falls

(2.4) D= fim 08Mn(4)
n—00 IOg AL

exisiert, dann hat A fraktale Dimension D.
(Genauso konnten wir Wiirfel der Lange Cr" C >0 0 < r < 1 verwenden)

BEWEIS. Da eine Kugel von Radius 1/2" hochstens 2™ Wiirfel der angegebenen
Art schneidet, gilt jedenfalls

No 1(A) < 27N (A, 1/27),
Andererseits bendtigt man zur Uberdeckung eines Wiirfels dieser Art héchstens

2™ 4+ 1 Kugeln mit Radius 1/2". Somit N (A,1/2") < N,_1(A4)(2™ + 1). Daher
27N, 1 (A) S N(A,1/27) < N, 1 (A)(2™ + 1). Also
log2 ™ N, —1(A) _ logN(A,1/2") < log(2™ + 1)N,—1(A)

<
log 27 - log 2" - log 27

log 2™ 4+ log M,—1(A) < log NV (4,1/2™) < log(2™ + 1) + log N1 (A)
log2 + log 2n—1 - log 2™ - log 2 + log 271 '

Die linke und die rechte Seite, und damit der mittlere Term der letzten Zeile kon-
vergieren gegen D. O
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SATZ 2.3. (X, dy), (Xo,ds) seien metrisch dquivalent via © @ Xy — Xo. Sei Ay €
H(X1) mit fraktaler Dimension D. Dann hat auch Ay = ©(Ay) fraktale Dimension
D, also D(A;) = D(©(A1)).

In R™ ist daher die fraktale Dimension unabhdngig von der Norm-Metrik.

BEWEIS. Es gibt nach Voraussetzung positive Konstante ¢y, co, sodafl
(2.5) A c1ds(0(x),0(y)) < di(2,y) < ads (B(x),O(y)).
z,yeX1

Die metrische Aquivalenz bleibt giiltig unter der Annahme ¢; < 1 < ¢,. Somit
einerseits

(0. 0) < ~di(wy)  (nyeX).

Daher O(B(z,¢€)) C B(©(x),€/c1). Weiters: Es gibt {z1, 2o, ..., zx} C X; mit N :=
N(Al,ﬁ) mit

N
Ar | Bz, e).

n=1

Daher A, = O(4,) C Uﬁle B(O(xy,),€/c1), also N (Az,€e/c1) < N(Aq,€). Somit fiir
alle € < 1 (sodafBl log1/e # 0)

log N (As, €/c1) < log V(A €)

log(1/e) = log(1/e)
lim sup —IOgN(AQ’ ) = lim sup IOgN(AQ’ ¢/c1)
o log(1/e) el0 log(1/e)
< tim 28N AL

~ el log(1/e)

Nun zur umgekehrten Ungleichung. Aus (2.5) folgt
di (07(2),07'(y)) < cado(z,y) (z,y € X5). =

O~ (B(z,¢)) C B(07'(x), cz¢) (x € X3).

Somit N (A, c2€) < N (A, €) also fiir e < 1
IOgN(Al, 626) < IOgN(AQ, 6)

log(1/e) = log(1/e)
Damit erhalten wir
D(Al) — lim IOgN(Al, 6) — lim IOgN(Al, 026)
el log(1/e) elo log(1/e)
< lim inf —lOgN(AZ’ 2
el0 log(1/¢)
lim sup log V{42, ) < D(A;) < liminf log N'{Az, o =

€10 log(1/e) — €l0 log(1/e)
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D(A,) = lim log N' (A3, )

elo log(1/e) = DAy,

BEISPIEL 2.2.
1) Einheitsquadrat in R?: A (O) = 4, N3(0) = 16,...M,(O) = 4" somit

_ o logNa(B)
D(D)_nlggo log(2") =2

2) Sierpinski-Dreieck S: V1(S) =3 Ny(S) =9 N3(S) =27...N(S) = 3". Daher
log V,(S) . log3"™ log3
lim =

1 o r/

n—soo  log2"  nooolog2t  log?2’

3) Cantor-Menge C: Mit Intervallen der Linge cr™ =1 (1/3)" gilt N} = 2,
No=2% ... N, =2" und daher
log2"  log?2

D(C) =l = :
(©) n300 log3™ log3

4) Fiir die Cantor-Menge, die als Attraktor des IFS {[0,3]; 2z, 2z + 2} erscheint,

erhalten wir wegen der Isometrie ([0,1],] . |) RN ([0,3],] . |) dieselbe fraktale Di-
mension wie in 3)

Die folgende Definition ermdglicht es, einer grofieren Klasse von Mengen eine Di-
mension zuzuordnen.

DEFINITION 2.2. (X, d) sei vollstindiger metrischer Raum. Zu A € H(X) sei N (e)
die kleinste Zahl abgeschlossener Kugeln vom Radius € fiir eine Uberdeckung von
A. Falls

(2.6)

existiert, dann heifit D(= D(A)) fraktale Dimension von A.

BEMERKUNG 2.1. Fiir eine, in einer 0-Umgebung definierte Funktion f(e) ist

lim sup f (€) = lim{sup{f(€) : € € (0. )} }.

Man beachte: sup{f(€) : € < €} ist abnehmend in e.

Wenn D im friiheren Sinne existiert, dann auch im neuen und beide Gréflen sind
gleich.

SATZ 2.4. Sei m € N, R™ versehen mit der euklidischen Metrik. Es gilt: Fiir alle
A € H(R™) ezistiert D(A). Ist B € H(R™) mit A C B, dann gilt D(A) < D(B).
Insbesondere: 0 < D(A) < m.
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BEWEIS. Fiir m = 2: Sei 0 < € < 1 und ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
sei A C B C @ mit einem Quadrat @ und 0 < € < 1. Somit N (A,¢) < N(B,¢) <
N(Q, €). Daher

< log V(A ) < log V(B ¢) < log N'(Q, €)

log(1/e) — log(l/e) ~ log(l/e)
Also
1 A 1 B 1
i sup BN A S8 N (B o1 N(@r )
e log(1/e) e log(1/e) e log(1/e)
Letzteres nach dem vorigen Beispiel und Satz 2.2 O

Zur Berechnung der fraktalen Dimension der Vereinigung zweier Mengen ist folgen-
der Satz niitzlich.

SATZ 2.5. Seien A, B € H(R™). Sei D(A) = lim, log V(4 ¢) und D(B) < D(A).

log(1/e€)
Dann gilt D(AU B) = D(A).
BEWEIS. Beweis Zuerst nehmen wir an: D(B) < D(A). Jedenfalls gilt D(A U

B) > D(A). Wir zeigen nun D(AUB) < D(A). Zunéchst gilt zu € > 0: N (AUB, €) <
N (A, €) + N(B,¢). Somit

log N (AU B, ¢) log(NV (A, €) + N (B,e)

(AU B) = limsup =50 ey < lmewr == g
< limsup O8N A o 1081 N (B ) /N (A,
o log(1/€) €l0 log(1/¢) '

Wir zeigen nun: N'(B,€)/N(A,¢) < 1 fiir hinreichend kleines e. Damit ist der 2.
Summand der letzten Formel, den wir mit limsup(/I) abkiirzen, 0, der erste ist

| B, €
per def. D(A). Wir bemerken: Sup{w

log(1/¢)
1 B
% < D(A) fiir hinreichend kleine ¢ > 0. Wegen der vorausgesetzten
0g €

Existenz des lim fiir D(A) gilt
log N'(B,e) logN(A,e)
log(1/€) log(1/€)
fiir hinreichend kleine € > 0. Somit fiir diese e:
N (B,¢)
N (A, e)

TE< e} ist abnehmend in €. So-

mit

< 1.

Sei nun D(A) = D(B), also
e logN'(B,€) .. logN(Ae) . . logN(A4,¢€)
o) =t e i |~ ez U et |

Es gibt 2 Moglichkeiten: 1) N(B,¢€)/N (A, €) ist beschrankt fiir € | 0. Dann folgt
limsup,_,o(I1) = 0. 2) N(B,€)/N (A, ¢) ist unbeschrénkt fiir € | 0. Dann folgt
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log 2N (B, €) /N (A, ¢€)

0 < sup(II) <sup

i<e i<e log(1/€)
< sup log 2~ . log/\/'(BN, 6 log/\/'(AN, €)
P iog(1/) TP o1/ log(1/7)
log 2 log V' (B,&) - log V(A €)
~ log(1/e)  e<e log(1/€) e<e log(1/e) °
Somit
0 < Timsup(ZT) < Tim —282 4 lim f(¢) — Tim g(¢)
im su im im f(e) — lim g(e
T e<e p ~ clo log(1/€) = elo €l0 g
=04 D(B) — D(A) =0.
f(€), g(e) sind dabei die entsprechenden Ausdriicke der vorletzten Zeile. O

Die tatséchliche Berechnung ist in vielen Féllen moglich mit folgendem

SATZ 2.6. Sei {R™;wy,...,wy} ein IFS mit Attraktor A. w, sei Ahnlichkeit mit
Skalierungsfaktor s, (n = 1,2,...,N). Falls das IFS total unzusammenhdngend
oder gerade beriihrend ist, dann ist die fraktale Dimension D(A) gegeben durch die
eindeutige Losung der Gleichung

(2.7) D sal”M =1 (D(A) € [0,m]).

Falls das IFS dberlappend ist, dann gilt fir die Lésung D(€ [0,00)) von
>y sal? =1 D(A) < D.

BEMERKUNG 2.2. Die Eindeutigkeit der Losung sieht man folgendermaflen ein: Fiir
y(t) =0 s gilt v(0) = N, ~(t) 0 fiir t — oo. Daher existiert genau ein D
mit y(D) = 1.

Hier eine Beweisidee (Beweis spiter!) fiir ein total unzusammenhingendes IFS. Sie
griindet auf 2 Bemerkungen: Sei s,, > 0 fiir allen € {1,2,..., N} :

1) Jedes w, ist Ahnlichkeit mit Skalierungsfaktor s,, bildet somit abgeschlossene
Kugeln in abgeschlossene Kugeln ab:

wn (B(z,€)) = B(wi(z), spe).
Wegen s,, > 0 ist w, invertierbar und ist ebenfalls Ahnlichkeit, also

wy, ' (B(z,€)) = B(wy, ' (), s;,"€)).

’ren

Daraus ergibt sich: N'(4, €) = N (w,(A), spe), oder, dquivalent dazu N (A, s, '€)
= N(wp(A),e).

2) Fiir ein total unzusammenhéngendes IFS ist A = wq(A) Uwq(A) U---Uwy(A)
eine disjunkte Vereinigung der kompakten Mengen w,,(A). Wegen des positiven Ran-
dabstandes disjunkter kompakter Mengen zerfillt fiir hinreichend kleine € > 0 eine
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Uberdeckung von A mit Kugeln B(z, €) in disjunkte Teile, die jeweils w,(A) iiber-
decken. Somit gilt fiir alle hinreichend kleinen € > 0

N(A,e) = N (wi(A),€) + N (wa(A), €) + -+ + N (wn(A),€)
=N (A4 s7'€) + N (A, s3"€) + -+ N (4, s3'e).

Nun folgt ein heuristisches Argument fiir kleine € > 0: N'(A4,¢) ~ Ce~ P daher
CeP ~COsPe? 4+ CsPe™ + .o 4 Cshe™ .
Also
1=s]+s) + - +sh.

BEISPIEL 2.3.
Dimension des Sierpinski Dreieckes:

I\p I\p Lyp _log3
3 +Q) ) =1=D= 5
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2.2. Hausdorff-Dimension. Sei £ C R™, mit eukl. Metrik. Zu ) # U Cc R™
definieren wir |U| = diamU = sup{|z —y| : =,y € U}. Falls E C ;" U; und
0 < |U;| <6, dann heifit {U;} eine 6-Uberlagerung von E. Zu s > 0 definieren wir

H3(FE) = inf {Z U;)* : {U;} 6 — Uberlagerung von E} :

i=1
Man zeigt leicht:

1) Hi(¢) =

2) ECF=HiFE)<H;F)

3 (fj E) <Y Hi(E

d.h. Hj ist ein duferes Maf. Weiters ist H3(E) wachsend fiir § J; denn fiir §' < § ist
jede ¢'-Uberlagerung auch §-Uberlagerung und die kleinere Menge von Zahlen hat
das groflere inf. Damit definieren wir weiters:

(2.8) H(E) = (I;i_% Hi(E) = sup Hi(E).

>0

H*(F) kann auch oo sein. Es gilt: Auch #* ist dufleres Mafl und zugleich metrisch,
d.h.: Fir E,F mit d(E, F) =inf{lz —y|: x € E,y € F} > ¢ gilt:

Hi(EUF) = Hi(E) + Hi(F).

(Keine Menge U einer §-Uberlagerung von E U F fiir § < d(E, F) kann gleichzeitig
E und F treffen!) Hier ein kurzer Nachweis, dafl #* dueres Maf ist:

1) Hi(¢) = 0 fiir alle 6 > 0 also H*(¢) =0

2) EC F = Hi(E) <HJ(F) fiir alle 6 > 0, somit

Hi(F) < séup Hi(F) = H(F) also H(E) < H(F).

3) Jede 6-Uberlagerung von Uc.xi E; liefert 6-Uberlagerung von jedem E;

UECUU_ U wu U v

E10U15£¢ Eanﬁé(ﬁ
somit
U< Ul Y Ul +
1 E\NU;#¢ E>NU; #¢
Daher
i (U E) < SSHIE) <3 s HiE) - 3 W E)
j=1 1 1 1
Also

DEFINITION 2.3. H* eingeschrankt auf die U—Algebra der H*-meflbaren Mengen, die

alle Borel-Mengen umfaft (da H* metrisch ist) heifit s-dimensionales Hausdorff-
MaS.
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Zur Erinnerung: Sei v &ufleres Maf3 auf der Menge X. X D E heifit v-meflbar, falls
gilt

A v(E) =v(ENA) +v(E\ A).

BEMERKUNG 2.3.
1) Fiir jedes E ist H*(E) | fiir 0 < s 1 oo; denn fiir 0 < ¢ < 1ist |U;|* | 0 fiir s 1 oc.

2) Falls s < ¢, dann

i Uil = i U 20| < 0" i |U;|*, also
1 1 1

S > Sl
1 1
Daraus folgt:
0 < H(E) < oo N {’HS(E) = fiir s <t
H(F) = fiir s > tp.

Es gilt somit

SATZ 2.7. Fiir jedes E C R™ gibt es 3 Mdglichkeiten bzgl. der Menge
{#H*(E):s >0}

) Ao H(E)=0.
2) Neso H*(E) = co.
3) Es gibt genau ein ty € [0, 00) mit

00 0<s<t
(2.9) HE(E) = { endlich >0 s =ty

0 s > ty.

to = Dy (FE) heifit Hausdorff-Dimension von E und es gilt
(2.10) Dy (E) =inf{s: H*(E) =0} =sup{s: H°(E) = oo}.
SATZ 2.8. Sei A € H(R™). Dann gilt 0 < Dg(A) < m.

BEwWEIS. Wir wissen bereits
| A €
D(A) = inf { sup M <m
>0 | e<e  log(1/€)

Wir setzen die Abkiirzung D := D(A). Es geniigt zu zeigen: Das D - dim. Hausdorff-
Maf} von A ist endlich, also HP(A) < co. Jedenfalls gilt

1 A€
D < sup og N (4,§)

Sy
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Somit existiert zu jedem § > 0 ein €y(d), sodaB fiir alle € < €y(d)

log V(4 ¢)
D< log(1/¢) +o

somit fiir alle € < €y()

HP(A) = inf {Z \U;|P : {U;} € — Uberdeckung von A}
1

N(Ase)
< Z ‘B(xn,e)‘D =2PePN(A,¢)

1

log N'(A,e)
m,_ o7 10
< 2Me g7 TN (A €)
log NV (A,e)

< 9MeT s BN(A,€) = 2™,
Somit HP(A) < 2™ < co. O

Man beachte: Bei gleichem Wert der Hausdorff-Dimension ermoglicht das zugehorige
Hausdorff-Mafl immer noch eine Unterscheidung der Mengen nach ihrer “Grofie”.

Es folgen nun einige Vorbereitungen zum Beweis von Satz 2.6

BEMERKUNG 2.4. Nach Kap.3 Abschnitt 2 Satz 2.6 ist A der Abschluf3 der Menge
der Fixpunkte der Abbildungen w = wj, o wj, o ---owj, fiir alle endlichen Folgen

BEMERKUNG 2.5. Sei D Losung von s + s +-- -+ s§ = 1. Dann folgt durch k-te
Potenzbildung die Identitét

Z (5j15j2 Ce Sjk)D =1.

J1e-Jk
Dies ist die Summe iiber alle k-Tupel {ji,...,jx} 1 < j; < N. In diesem Sinne
sind im Folgenden dhnliche Summenzeichen zu verstehen.

Fiir eine beliebige Menge F' schreiben wir
Fjl---jk =Wj ©-00 wjk(F)'
A sei, wie immer, der Attraktor des IFS {R™;wy, ..., wy}.

LEMMA 2.9. Es ezistiert ein Borel-Maf$ 1 mit Trager supppu C A und
p(R™) =1 so, daf$ fiir jede meflbare Menge F

(2.11) u(F) = 3 P (wi (F))

BEWEIS. Dies folgt unmittelbar aus Kapitel 5 Satz 1.12 fiir das Zufalls-IFS

{X;w,;pn} mit py =sP, ... p, =s". O

Hier ein weiterer Beweis (Nach Falconer [Fa] p.120): Wir wihlen = € A und setzen
T, = wj o---ow;(r) k=1,2,.... Auf der Menge Cyo(R™) der stetigen
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Abbildung f : R™ — C mit kompaktem Tréger definieren wir das positive lineare
Funktional

ou(f) = (sju55 - 530" F (@030
G-k
und zeigen, dafl {¢,(f) Cauchy-Folge ist: Jedenfalls gilt
|[Ajigl S SHA] =0 (S =max{s;})
fiir £k — oo. Da f gleichmifig stetig ist, gibt es zu € > 0 ein p, soda$} fiir k£ > p die

Wertdnderung von f auf Aj ; kleiner ist als e. Daher sup{|f(u) — f(v)| : u,v €
Aj, .} < €, unabhingig von der Wahl von x € A. Weiters gilt fiir &, k' > p

Tjyooins Ty € Ajl...jp-
Sei etwa k' > k. Aus

Z(sjl o sjk,)D = Z(Sjl I Z(sjk+1 o sjk,)D
folgt: |pw(f) — éw (f)| ist gleich dem Absolutbetrag von
Z (Sjk+1 ce Sjk’)D Z (Sjl - Sjk)Df(lemjk) -

Jk1e-Jg Ji--Jk

- Z SJl : Sﬂk/ (‘Tﬂlﬂk/)

und somit < 7. (s, ... 55,)" sup, weAs, |f(u) — f(v)| < e fiir alle k, k" > p.
Somit ist {dx(f)}r konvergent fiir alle f € C’OO(R’”) und der Limes definiert daher
ein positives lineares Funktional auf Cpo(R™), das unabhfingig vom Ausgangspunkt
x € A ist. Nach dem Darstellungssatz von Riesz existiert ein positives Borel-Maf3 p
mit

[ fdn=Jim () 1 € Cuo(R™)

Sei f =1 € Cyp(R™) mit kompaktem Triager D A. Dann gilt fiir alle & ¢x(f) = 1,
also [gndp =1= p(R™). Ist f stetig und f|A = 0, dann ¢ (f) = 0 fiir alle £,

somit

/fd,uzO, also suppu C A

Weiters gilt fiir f € Cpo(R™)

Z S Z Sjp - - s]k (le - “Tjk)

J1 2wk
—Z S, Z Sjy -+ Si) (wjl(‘rj2---jk))
Ji J2--Jk
N
D
= Zsjl¢k—1(f ° wj,)-
Ji=1

Fiir £ — oo folgt daraus

/fdu:ésf/fowjdu.
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Nach dem Satz iiber monotone Konvergenz gilt diese Gleichung dann fiir alle nicht-
negativen mefibaren f und daher fiir Indikatorfunktionen 1, meflbarer Mengen A.
Also erhalten wir

Man beachte dabei [ 14(w(x))dz = [ 1,-1(4)(z)ds. Damit ist das Lemma bewiesen.

Setze

tjigi (F) i= p((wy 0 -+ ow ) THF)) = p((wy,' o - ow ') (F)).
Daraus folgt supp 15,5, C Aj, . j.; denn

Wi (F) = p((wj, 0 - -ows ) H(F) N A) =
= u((ws, 0+ 01 ) T (F 0 (wy, 0+ 01y, ) (4)) ).
BEMERKUNG 2.6. Durch Einsetzen in (2.11) folgt

Piogn (F) =Y sPu(w; (wy o ow, NV (F)) =Y 5P i (F)
fiir alle mefibaren F'. Weiters iiberlegt man sich durch induktive Anwendung von
(2.11) fiir beliebiges k die Giiltigkeit von

(2.12) = 3 (550 550) Hinri

Es sei erinnert an Kap.3 Definition 2.3: Ein IFS heifit gerade beriihrend, falls es die
folgende Bedingung (open set condition) erfiillt:

Es existiert eine nichtleere, offene und beschrinkte Menge V|, fiir die gilt
O)WV)y=w (V)U---Uwy(V)CV

Oz) wi(V)Nw;(V) =0 (i # )

Daraus und mit der eingefiihrten Schreibweise folgt durch Iteration

N
U Viiivi € Vi

J=1

mit disjunkter Vereinigung.

Das Mengensystem {V}, j :k € N,1 < j; < N} ist ein Netz, d.h. zwei Mengen
daraus sind entweder disjunkt, oder eine davon ist in der anderen enthalten. Sei
etwa k < k', dann gilt genauer: Vj, _; C Vi _; genau dann, wenn (iy,...,17) das
Anfangssegment von (ji,...,jk) d.h.(j1, ..., Jk) = (i1, ik, Jot1,s - Jgr) ist. In
Zeichen (iy,...,05) < (Ji,- -, J)-

Ist andererseits (i1,...,ik) A (j1,...,jr), dann gilt Vi _; N Vi i = 0. In diesem
Fall existiert ndmlich ein kleinstes r 1 < r < k mit 4, # j, und somit

wir (‘/;1 te Z'Tfl) ﬂ wjr(‘/;1~~~ir—1) - @

soda8 auch Vj,_;, NVj 4 = 0.
A sei nun Attraktor eines IFS {R™, w;, ..., wy}.

DEFINITION 2.4. A heifit selbstihnlich, falls die w; Ahnlichkeitstransformationen
sind und ein D existiert mit H”(A) > 0 aber H” (w;(A) Nw;(A4)) = 0 fiir i # j.
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Uberlappungen sind also vergleichsweise klein, die Selbst-Ahnlichkeit geht dort daher
nicht verloren. Da A = wy(A) U --- U wy(A), ist also A ,bis auf héchstens kleine
Teile“ die disjunkte Vereinigung von verkleinerten Versionen von sich selbst.

BEMERKUNG 2.7. Ein total unzusammenhéngendes IFS (mit Attraktor A) eriillt die
open set condition: Da die w;(A) kompakt und disjunkt sind, haben sie positiven
Abstand zueinander. Daher existiert ¢ > 0, sodaf die offene Parallel-Menge wegen

N

Ac=JU@eo=J( IJ U 9)

z€A 1=1 zew;(A)
ebenfalls disjunkte Vereinigung ist.

SaTz 2.10. {R™; w; ..., wx} sei IFS mit Ahnlichkeiten w; und Ahnlichkeitsfaktoren
S1,...,Sny und Attraktor A. Das IFS erfille die open set condition. Dann hat A
positives Hausdorffmap 0 < HP(A) < oo, wobei sP+- - +s8 = 1. A ist selbstihnlich,
wobei HP (w;(A) Nw;(A)) =0 firi# j.

BEMERKUNG 2.8. Wenn (0O;) gilt, dann folgt A C V; denn aus der Stetigkeit der
w; folgt

WWV)=w (V)U---Uwy(V) Cw (V)U---Uwy(V)

Cu(V)U---Uwy(V)C V.

Und daher

VDW(V)DWQ(V)D---%ﬁWk(V):A

in der Hausdorff-Metrik. Daher kann kein Punkt von A auflerhalb von V liegen.
Daraus folgt A;, j;, C Vj,. ;. wegen

(wj, 0+ 0w, (A) Cwjy 00w, (V) Cwjy 00w (V).
LEMMA 2.11. {V;} sei Familie disjunkter offener Mengen in R™, sodafs jedes V; eine
Kugel vom Radius cip enthdlt und enthalten ist in einer Kugel vom Radius cop.
Dann trifft jede Kugel B vom Radius p hichstens (1 4 2co)™c; ™ viele der Mengen
V.

BEWEIS. Bezeichne s das Volumen der m-dimensionalen Einheitskugel. Sei V; N
B # ¢. Dann ist V; enthalten in einer Kugel K, konzentrisch mit B, und mit einem
Radius (1 + 2¢3)p. Wenn also ¢ der {V;} B treffen, dann gilt fiir die Summe der
Volumina der disjunkten (sodafl MaBargument Sinn hat) inneren Kugeln

kq (c1p)™ < k(14 2¢2)™p™.

Nun zum Beweis von Satz 2.6 bzw. Satz 2.10: Es ist

A:AlUAQU---UAN:UAjljzz"': U Ajljz---jk'

Jije2 Ji--Jk
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Sei 0.B.dA. 0 < s:= 85 <5 < -+ < sy =5 < 1. Es gilt fiir die Ahnlichkeiten

Wyy. .., WN
Z |Aj1~~~jk|D = Z |A|D(Sj15j2 : "Sjk)D = |A|D
J1-Jk J1eeJk
Da |A;, .| = |Alsj ... s, < JA|S* — 0 fiir k — oo, ist zu § > 0 fiir hinreichend

grofes k| A|S* < ¢ und somit {A;, ; } eine 5-Uberlagerung von A, daher HP(A4) <
|A|P, somit auch HP(A) < |A|P < oo. Es bleibt also zu zeigen: 0 < HP(A). Sei
dazu obiges V' enthalten in einer Kugel vom Radius ¢; und V' enthalte eine Kugel
von Radius ¢;. Sei p > 0 klein genug. Fiir jede unendliche Folge {ji,7j2,...} (1 <
Ji < N) schneiden wir die Folge ab beim kleinsten k > 1, fiir das

Sp <SS S p (*)
Sei § die Menge der so erhaltenen Folgen. Es gilt: Fiir keine zwei Folgen oo #£ € S
gilt o < B oder # < a. Daher ist {Vj, , : {j1,...,jk} € S} eine disjunkte Familie.
Jede dieser Mengen enthélt eine Kugel vom Radius ¢;sj, -+ -s;, und somit eine von
Radius spc; und ist enthalten in einer Kugel vom Radius cysj, - - - 55, , also einer von
Radius cyp. Nach vorigem Lemma trifft somit jede Kugel B vom Radius p héchstens
q = (1+2c)™c;™s ™ Mengen der Familie {V}, ;. : {ji....,jx} € S}.
Weiters gilt fiir jedes
{g1,- -k} Mjl...jk(Rm) =1, und Supp(ﬂjl...jk) C A} .. CVj . j.- Daher Es gilt

M= Z (sjl e Sjk)DMjl---jk (%)
{]lzzjk}es
Daher pu(B) < Y (s, - .- 55,) 14,5, (R™), wobei die Summation iiber jene Indexfol-

gen ji...jx € S geht, fiir die BNVj,_; # 0 (da suppu,,..j, C Vj,..;.!). Aus der
Formel (*x) folgt fiir hinreichend kleine p = |B|/2:

|B]

uw(B) < qp” =¢q <7>D

Wir kénnen nun zu H”(A) eine 6-Uberlagerung {U;} von A finden, fiir die Y |U;|”
beliebig nahe bei H”(A) liegt. Andererseits kénnen wir dann aber eine Uberlagerung
von A mit Kugeln B; finden, fiir die |B;|/2 < |U;|, soda}

1) < Yus) <a X (1) <o

Daraus folgt H”(A) > 1/¢ > 0. Da die w; Ahnlichkeiten sind, folgt
N

> HP (wi(A)) =D sPHP(A) = HP(A).

1
Wegen HP(A) < oo ist dies nur moglich, falls

H (wi(A) Nwi(A) =0 (i # j).

Damit ist der Satz 2.6 bewiesen.
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KAPITEL 6

Markov—Ketten, Stationire Folgen und Zufalls—IFS

1. Markov—Ketten

Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeits—Raum (kurz W—Raum), (X, ) ein mefbarer
Raum, A € F und G sei eine Unter-o—-Algebra von F. Sei weiters £ : 2 — R eine
relle ZV mit £ = £ — £~

DEFINITION 1.1. Die bedingte Erwartung einer nichtnegativen ZV ¢ beziiglich G ist
eine nichtnegative ZV E[¢|G] : Q@ — [0, 00| mit den Eigenschaften

a) E[¢|G] ist G—meBbar.
b) Fiir alle A € G gilt

(1.1) / €dP = / €lG1aP

Ist & eine beliebige ZV, dann definiert man FE[¢|G] = E[¢T|G] — E[( ]G], falls
min(E[£T|G], E[¢7]G]) < oo P-fis..

BEMERKUNG 1.1. Die Existenz der bedingten Erwartung E[§|Q] folgt aus dem Satz
von Radon—-Nykodym: fiir £ > 0 und A € G betrachten wir Q(A fA &dP. Q ist
ein Maf} auf (Q,G) und @ ist absolut stetig beziiglich P (in Zelchen Q << P,
also P(A) = 0 = Q(A) = 0). Daher existiert eine nichtnegative, G-—mef3bare ZV,
bezeichnet als E[£|G], mit der Eigenschaft

/ ¢dp = / Gl

E[£]G] ist nur bis auf eine O Menge eindeutig bestimmt, d.h. jede G—mefibare Funk-

tion f(w) mit Q(A) = [, f( w) (A € @G) ist ebenso geeignet und heifit Version
von E[¢|G].
E[£]G] ist die Radon-Nykodym—Ableitung von @ nach P:
dQ
E
€161() = 22 (w).

DEFINITION 1.2. Zu B € F heifit E[1p|G] die bedingte Wahrscheinlichkeit des Er-
eignisses B beziiglich G, geschrieben P[B|G], also

a) P[B|G] ist G-mefibare ZV auf Q
69
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b) Fiir alle A € G gilt

(1.2) P(ANB) = /AP[B|Q] () P(dw)

Von besonderer Bedeutung ist der Fall, wo G von einer mef3baren Abbildung erzeugt
wird.

DEFINITION 1.3. Sei £ ZV auf Q und n : Q — X ein Zufallselement, sei weiters o{n}
die von 7 erzeugte o—Algebra (sie besteht aus allen Mengen der Form {n € B} :=

" (B) = {w : n(w) € A}, B € £). Dann heiit E[{|n] := E[¢|o(n)] die bedingte
Erwartung von & beziiglich n (oder: “unter der Hypothese 1”).

Wir benotigen noch eine Verfeinerung dieses Begriffes und erinnern uns zuvor an
den Integraltransformationssatz:

SATZ 1.1. Sei P, das Bild-Maf von P auf X unter der Abbildung n, also
(1.3) P,(B)=P({ne B}) (Bef).
Dann gilt fir alle B € € und alle £E-mefbaren ZV g: X — R
(1.4) [ o@Pan = [ ga)Pld)
B n=t(B)

in dem Sinne, daff aus der Existenz des einen Integrals die des anderen und die
Gleichheit beider folgt.

DEFINITION 1.4. Zu A € F und z € X heif}t jede ZV g : X — R mit der Ei-
genschaft P(AN{n € B}) = [, g(x)P,(dr) die bedingte Wahrscheinlichkeit von A
unter der Hypothese n = z, geschrieben P[A|n = z].

BEMERKUNG 1.2. 1) Wir beniitzen wieder den Satz von Radon—Nykodym zum
Nachweis der Existenz eines solchen ¢: dazu betrachten wir fiir B € £ und A € F
Q(B) := P(An{n € B}). Dann ist 0 < Q(B) < P,(B) und somit @ << P, und
daraus folgt die Existenz von g. Wir bemerken wieder, da§ P[A|n = x] = ¢g(z) nur
P,~f.s. eindeutig bestimmt ist.

2) Unter Beniitzung des Satzes 1.1 kénnen wir bei beliebigem B € £ schreiben:
P(AN{y € BY = / PlAly = 2] P, (dx)
B

_ / o) P (dz) = / 9(1(w)) P(dw).

{wm(w)eB}

(1.5)

Somit gilt auch P-f.s.

g (n(w)) = P[A[n] (w) = P[Aln = n(w)].

Wir konnen also aus P [A|n] : Q — R die Funktion P[A|n=.]: X — R gewinnen
und umgekehrt. Ein fiir uns wichtiger Spezaialfall ergibt sich fiir
A={£€ D} mit D € £ und (F, &) meBbarem £ : O — X.

Wann koénnen wir mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten rechnen wie mit normalen
Wahrscheinlichkeiten? Es gilt (Beweis in [Pal)
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SATZ 1.2. Sei X ein polnischer Raum (d.h. metrisch, vollstindig, separabel), & =
B:=B(X) und &n:Q— X (F,B)-mefbar.

Dann existiert eine Funktion p(.,.) : X x B — [0, 1] mit den Figenschaften
1) Fiir jedes A € B ist p(.,A) : X —[0,1] eine Version von P € Aln=.].
2) Fir jedes x € X ist p(x,.) : B —[0,1] ein W-Maf$ auf (X, B).

p(.,.) heifit requlire Version von P[¢ € .|n = .] und p(x, A) wird als Ubergangs-
wahrscheinlichkeit von x in A interpretiert (abhingig von &,n).
LEMMA 1.3. Sei p(.,.) eine regulire Version von Pl € .|n=".], g: X — R eine
ZV mit E|g o &| < co. Dann gilt fiir P—fast alle w € Q
(16) Blyotl @) = [ gl do)

X

BEWEIS. Die Formel gilt fiir Indikatorfunktionen 15, B € B; denn
1po&(w) = ligepy(w) und

Elgotln] () = P¢ € Bl () = P[¢ € Bl = n(w)]
— p(n(w), B) = / 1p(@)p(n(w), d)

X

Damit gilt die Aussage auch fiir Stufenfunktionen und nach dem Satz iiber domi-
nierte Konvergenz fiir beliebige g mit der angegebenen Voraussetzung. O

Fiir einen mefibaren Raum (X,&) bezeichne b€ den Raum der beschrinkten,
(€, B(R)) meBbaren Zufallsvariablen f : X — R. Sei (F,,) eine Folge von o—Algebren
mit Fy C F; C Fo C -+ CF und &, : Q@ — X eine Folge von Zufallselementen,
also (F,&)-meBbaren Abbildungen. Falls die &, (F,, £)-meBbar sind, dann heifit
(&n, Fr) eine stochastische Folge. Wir werden ausschlielich den Fall betrachten, wo
Fo =0{&, &, ..., &} (di. die von &y, &, ..., &, erzeugte o—Algebra).

DEFINITION 1.5. Die stochastische Folge (&,) heifit Markov—Kette
(beziiglich P), falls

N /\ Pléuri € BIF,] = Pléur € Bl&]  (Pfs.)

n>0 BEE

Der Raum X heifit Phasen— oder Zustandsraum der Markov—Kette, falls alle ein-
punktigen Mengen {z} zu £ gehoren (wie z.B. in einem Hausdorff-Raum).

SATZ 1.4. Fiir eine stochastische Folge (&,, Fn) sind folgende Aussagen dquivalent.

1. Fiir alle B€ & undn > 0 gilt

P [fn-i—l € B|-,Fn] =P [fn-i-l € B|€n] (P*f.s.)
2. Firalle B€ & undn>m >0 gilt
3. Fiir alle g € b€ und n > m >0 gilt
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4. Fir jede beschrinkte und o{&; : i > m}-mefbare Zufallsvariable n und alle
m > 0 gilt

EnFu] = EMlén]  (P-fs.)
5. Fiir alle Z € 0 {& i >m}, Ve R, (1<m) undm >0 gilt
P[ZOV|én] = PZ|En P[VIEm]  (P-f.5.)
6. Fir alle Z € o {& i >m} und m > 0 gilt
E14|Fnl = E[14[6n]  (P-f.5.)
7. Fiir alle n >0 und h € bo {&up1} gilt
E[hF,] = FE[hl&] (P-fs.)

Intuitiv bedeutet die Aussage (5): Gegeben die Gegenwart &,,, sind bei einem Mar-
kov’schen Proze die Zukunft 7 und die Vergangenheit V' unabhéngig.

BEWEIS. (1) = (7) : Aus (1) und den Linearitéits-Eigenschaften der bedingten
Erwartung folgt (7) zunéchst fiir alle o(&,4,)-meBbaren Stufenfunktionen h und aus
den Grenzwert—Eigenschaften der bedingten Erwartung folgt (7) fiir alle o(&,41)—
mefibaren beschrinkten ZufallsVariablen h.

(7) = (6) : Wir setzen jetzt zur Abkiirzung I; := lgca,; und verwenden im
Folgenden zum Nachweis der Beschrinktheit auftretender Funktionen hiufig die
Monotonie-Eigenschaft der bedingten Erwartung:

¢ <n= E[¢|9] < En|g].

Insbesondere nehmen also bedingte Erwartungen von Indikatorfunktionen (=beding-
te Wahrscheinlichkeiten) f.s. nur Werte € [0, 1] an.

Wir bemerken, daf} es fiir (7) geniigt, bei m < n zu zeigen

E [ImIm-i—l e In|€m—1a e ,fo] == E [ImIm—i—l e In|€m—1] .

Es ist einerseits
ELnTpsr - I Dy| Fn i
= E[E[LnIpir - In Ly Fui]| Fonei]
= EllLnlpyr - Ina B[] Fua]l Frnd
E[I Im—l—l n 1E[I|§n 1]|-7:m 1]
EE[I, Im+1"'[nflE[[n|5n71]|fn*2]|fm*1]
= Ellplpyr - E L1 E 1| §aoi]| Faool| Fineil
Elplyii -+ B[l E L &1l §nal| Fini]
= E[InELng Bl Ellp] &l §nzall -+ [ &nll Frmal
= ElInE[Ina B[ ElL| &l a2l - [&m]l ém] -
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Damit folgt
E LIyt Tyl &mi]
=E [E [Im[m-l-l e 'In—1[n| ]:m—l” gm—l]
EnE Ly E - E[E L&l &l - [&nll Em—1]] Em1]
= E[nE[Inn B[ E L] &l &2l [&m]l €m—1].-
Dies zeigt die Behauptung.

Wegen Fy = 0{&} erhalten wir fiir m = 1 damit auch die fiir den folgenden Satz
wichtige Beziehung

P{&eAtn{& e Apn---n{& € A}
(1.7) = E{LE[l---I,|&]}
= E{LE[LE]...E[L;|§n]]- - |6] %]}

(6) = (5) :

E171v|Fn] [§m]
Ly E (17| Fm] |&m]
Ly E [12]&m] |&m]
17[&m] E [1v[Em]

E|
E|
E|
= F|

(5) = (4) : Wir zeigen zunichst die Giiltigkeit von (4), falls n von der Form 1, mit
7 € o{&; 1 i > m} ist. Dann gilt fiir alle V € F,,

/VE [12|&n] dP = E{1vE [14|&,]}

= E{E[IvElz|6n] [&n]} = E{E[12|&n] Elv|&n]}

:P(VOZ):/E[IZU-"m]dP

Daraus folgt E[1£]&,] = E[lz|Fn] (P-fs.). Die Giiltigkeit der Behauptung fiir
beliebige n € bo{&; : i > m} folgt durch die Grenzwerteigenschaften der bedingten
Erwartung.

(4) = (3) : Falls g € b€, dann ist g(&,) € bo{&; : i > m} fiir jedes n > m.
(3) = (2) : Fiir B € £ ist 15 € b€ und wegen 15(&,(w)) =1 & &,(w) € B folgt aus

P[& € B|Fu) = E [Lig,e)1Fn] = E[15(%)| Fn]
=FE [lB(fn)|§m] =P [gn € B|§m] .

(2) = (1) : klar. O



74 6. MARKOV-KETTEN, STATIONARE FOLGEN UND ZUFALLS-IFS

Wir wollen von nun an X als polnischen Raum und & = B(X) annehmen. Dann sind
natiirlich alle 1-punktigen Mengen Borel-Mengen und auflerdem existieren regulére
bedingte Verteilungen p(&,(w), B), und damit verbunden, die 1-Schritt-Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten p,(z, B) = P[¢,.1 € B|& = z]. Sind die Ubergangswahr-
scheinlichkeiten p,(z, B) zeitunbhdngig, d.h. py = p; = -- -, dann hei8t die Markov—
Kette homogen. Von besonderer Bedeutung ist die sogenannte Anfangsverteilung
v(B) := P[ € BJ.

SATZ 1.5. Fir die endlichdimensionalen Verteilungen der Markov-Kette
{&0,&1,. ..} gilt bei beliebigem A € B(X"™1)

P((&,---. &) € A)

(1.8) :/Xz/(dxo)/xpo(xo,dm) "'/X1A($0a---’xn)pn—l(%‘l’d%)'

Fiir eine homogene Markov-Kette gilt entsprechend

P ((&,...,&) € A) =

(1.9) :/)(U(de)/)(p(xO,dxl) .../X1A(x0,...,a:n)p(a:n1,d:cn).

BEWEIS. Nur fiir n = 3. Sei (7, 71,72) € X3, Sei 0.B.d.A. A = Ay x A; x As.
Dann gilt nach (1.7)

P& € Ap, & € A1,6 € Ay)
=F {1{§o€A0}E [1{516141} E [1{526142}‘ 61} ‘ 60} } .

Wegen 1i¢,ca;,3 = 14, ©& und nach Lemma 1.3 gilt P—f.s.

0 < E[Lgeayl&] (W) = / La,(z2)p1 (&1 (w), dzs) =: h(&(w)) <1,

X

wobei nach dem Faktorisierungssatz h : X — R £-mefibar ist und 0 < h < 1. Nach
nochmaliger Anwendung des Lemmas folgt

B [1eenn) [ Lo .dn)| ] @
=FE 14,08 . ho&|&] (W) = E[(1a,-h)o&l&] (W)
= /X 14, (1) /X La, (22)p1 (1, dx2)po(§o(w), dz1)

Eine Anwendung der Integraltransformations—Formel liefert schlie8lich

P (& € Ap, & € A& € Ay) =

[16en@) ([ 1) [ 1t deamil).dn ) i)
:/Xu(d:co)/Xpo(:ro,d:rl)/X1A0XA1XA2(SCO,:JE1,:cg)pl(:rl,d:rQ).

Die Verallgemeinerung auf beliebige n ist naheliegend. O
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Mit dem {iblichen Approximationprozefl folgt daraus fiir alle B**'-mefbaren, reell-
wertigen Funktionen ¢(zo, ..., z,), die entweder konstantes Vorzeichen haben oder
beschrankt sind:

Eg(€o,....6) = / g0 (G En) () P(d)

:/Xz/(dxo)/xp(xg,dxl) ---/Xg(xo,...,:rn)p(:rn1,dxn)-

Wir gehen jetzt den umgekehrten Weg und konstruieren, ausgehend von Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten und einer Anfangsverteilung eine Markov—Kette. Sei wieder
(X, B) unser Standardraum mit der o—Algebra der Borelmengen.

(1.10)

SATZ 1.6. Sei p, : X x B — [0,1] eine Folge von Ubergangswahrscheinlichkeiten,
d.h.

1) Fiir alle A € B ist p,(.,A) : X —[0,1] (B(X), B(R))-mefbar.
2) Fir alle x € X ist pp(x,.) : B —[0,1] ein W-Maj$

Sei weiters v : B — [0,1] ein W-Maf. Dann ezistiert ein W-Raum (Q,F, P) und
eine Markov-Kette (&,) auf (2, F, P) mit der Anfangsverteilung v und den Uber-
gangswahrscheinlichkeiten p,. Sind die p, alle gleich, so ist die Markov-Kette ho-
mogen.

BEWEIS. Sei Q = I[I{°X, F = B(X). F ist die kleinste o—-Algebra, sodaf} die
Projektionen &, : Q — X, definiert durch w = (xg,z1,...) = & (w) = z, (F,B)-
meBbar sind. Dann sind auch die Projektionen 7, (w) := (zg,...,7,) € X" meB-
bar. Motiviert durch Satz 1.5 definieren wir nun ein Maf} P, := P zunichst auf den
endlichdimensionalen Zylinder—Mengen: zu A € B(X™"!) sei

P({w: (zg,...,7,) € A}) =
:/Xy(dxo)/xpg(xg,dxl) ---/XlA(:r:g,...,xn)pn_l(xn_l,dxn)-

Wir sehen, dafl dies eine beziiglich der Einbettung von A in héhere Dimensionen
konsistente Definition von P ist (Wieso?). Nach dem Erweiterungssatz von Kolmo-
gorov ist P damit auf F eindeutig zu einem W-Maf} erweiterbar. Es gilt daher wieder
Formel (1.10). Wir betrachten nun die Koordinatenabbildungen &, : Q@ — X, defi-
niert durch &,(w) := z,. Klarerweise ist P (&' (4o)) = [y Lao(zo)v(dzo) = v(Ay),
somit ist v die Anfangsverteilung. Sei C' € B(X"*!) und B € B(X). Es gilt nach
Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit (vgl. (1.2))

P(&ni1 € B, (&, ..., &) € O)

:/ P& € Bl&, ..., &l (w) P(dw)
{w:(é0,-.,€n)EC}

:/Qlco(fo,...,fn)(w)lBOSn_,_l(w)P(dw): nach  (1.10)
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:A”M@mewmy“

/pnl(xnladxn)/ 1B(xn+1)10(x0;---axn)pn(xn;danrl)

X X

_ / v(dio) / P, dn) - - / Pl B0, - o) (201, )
X X X

-/ Pu (€0(), B) P(d).
{WZ(fo,...,fn)EC}
Somit gilt P—f.s. P[£,11 € Bl&, ..., &) (W) = pn (€n(w), B). Andererseits gilt

P(éysr € B.&, € Ay) = /{ Pl € Ble) )P
win€AnR

N /Q 1p 0 &nr1(w)la, o &u(w)P(dw)

:/QlBofnﬂ(w)lXX...XXXAno(&,...,fn)(w)P(dw): nach (1.10)

:A”M@Ammwmy“

/pnl(xnladxn)/ 1B(xn+1)1X><---><X><An)(x0;---axn)pn(xnadxn+l)
X X
_ / v(dao) / po (0, dr) - - / P (Tos BY Lt (20) Pt (201, )

X X X

— [ m(lw).B) P,
{wign€An}

Somit: P [{nt1 € B|&] (W) = pn (€n(w), B) = P [&u41 € Bl&, xE ,én] (W) Pts. (&)
ist daher eine Markov—Kette mit der Anfangsverteilung v. Die Ubergangswahrschein-
lichkeiten sind p,,. U

BEMERKUNG 1.3. Ausgehend von einem W-MaB v auf X und einer Ubergangs-
wahrscheinlichkeit p(z, B), erhilt man also den W-Raum (X, B(X>°)) und ein
W-Maf3 P, darauf und der durch die Koordinatenabbildungen &, darauf definier-
te stochastische Prozef} ist eine homogene Markov-Kette mit Anfangsverteilung v.
Ist insbesondere v konzentriert auf einen Punkt z, also v = d,, dann schreiben
wir kurz P, = P;, und nennen die damit definierte Markov—Kette die Realisierung
des Prozesses mit dem Startpunkt . Fiir beliebiges B € B(X*) und v € P(X)
ist die “absolute Verteilung” P, ((&o, &1, ...) € B) eine Version der bedingten Vertei-
lung P, [(&, &1, ... ) € Bl& = z]. Dies bedeutet, dafl nach obiger Konstruktion aus
p(z, B) die Verteilungen von P,, P, und v in folgender Beziehung stehen:

Py (0, 61,-..) € B) = / Pol( 61, ) € Bl = 2] v(da)
(1.11) X

:/pr«go,sl,...) € B) v(dx).
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Mit jeder Ubergangswahrscheinlichkeit p(z, B) ist der sogenannte Markov-Operator
M : P(X) — P(X) verkniipft:

(1.12) M(v)(B) = / p(xz, B)v(dz) (v € P(X),BeF).

X
DEFINITION 1.6. Ein Maf ;o € P(X) heifit invariantes Maf (rel. p), falls

(1.13) M(p) = p

In Bezug zur Markov—Kette nennen wir p dann invariante Anfangsverteilung.

Im allgemeinen ist weder die Existenz noch Eindeutigkeit von invarianten Anfangs-
verteilungen gesichert. Falls es welche gibt, so ist deren Gesamtheit offensichtlich
eine konvexe Teilmenge von P(X).

BrispieL 1.1. (Ubung) Seien 7,7, - - - : © — R unabhiingige ZV und sei
A€ B(R) Sei SO = 0, Sn+1 = Sn + Mpt1- Dann gllt

P [Sn_|_1 S A|Sn, ey So] =P [Sn+1 S A|Sn] P-f.s.

d.h. {S,} ist eine Markov—Kette auf (Q, F, P). Falls die 7; aulerdem identisch ver-
teilt sind, dann ist die Markov—Kette homogen.

BeispieL 1.2. Nach J.H. Elton (vgl. [El]) betrachten wir eine wesentliche Verallge-
meinerung eines Zufalls-IFS. Sei {X;w,;p,} ein Zufalls-IFS auf dem metrischen
Raum X, von dem wir annehmen, dafl die beschrinkten Mengen relativ kompakt
sind. Wir bemerken, dafl ein solcher Raum o—kompakt und daher auch ein polni-
scher Raum ist. Die Wahrscheinlichkeiten p; seien ortsabhiingig, also Funktionen
pi : X — [0,1] mit der Eigenschaft S~ p;(z) = 1 fiir alle 2 € X. Wir nehmen die
p; als stetig an. Sie seien weiters von 0 weg beschrinkt und ihre Stetigkeitsmoduli
¢i(t) == sup |pi(x) — pi(y)|

d(z,y)<t
erfiillen die Dini-Bedingung, d.h. es existiert ein o > 0, sodal ¢;(¢)/t iiber (0, a)
integrierbar ist. Die w; : X — X seien Lipschitz—Abbildungen, nicht notwendig kon-
trahierend, jedoch kontrahierend im Mittel zwischen zwei Punkten, d.h. es existiert
ein r < 1, sodaB fiir beliebige =,y € X gilt

N
[ d(wiz, wiyy @ < rd(z,y)
=1

Eine stationire (= zeitunabhingige) Ubergangswahrscheinlichkeit sei definiert durch

(1.14) P, B) = 3 pi(o)La(wi(@) = > pi(e)du o (B).

Intuitiv heifit dies: ausgehend von z, wihle man ein i € {1,..., N} entsprechend
der Verteilung p;(z) und gehe nach w;(z).

Aus Kap. 5 Satz 1.12 wissen wir:

SATZ 1.7. Sei (X, d) ein kompakter, metrischer Raum und {X;wy,;pp} ein Zufalls—
IFS mit kontrahierenden w; und konstanten p;. Dann ist das zugehdrige invariante
Mapf p fiir die dem Zufalls-IFS zugeordnete Markov-Kette mit der gemdf Formel



78 6. MARKOV-KETTEN, STATIONARE FOLGEN UND ZUFALLS-IFS

(1.14) definierten Ubergangswahrscheinlichkeit eine eindeutig bestimmte invariante
Anfangsverteilung.

Dieser Satz gilt aber auch unter den viel allgemeineren Bedingungen des letzten
Beispiels. Auch in diesem Fall 148t sich zeigen, dafl der Proze eine eindeutige,
attrahierende Anfangsverteilung p hat, d.h.: fiir alle Borel-Mengen B € B(X) gilt

M) (B) = /X pl, Byl dz)

und fiir jede Anfangsverteilung v konvergiert M™(v) in Verteilung (=schwach) gegen
L.

Wir wollen im letzten Beispiel noch das Wahrscheinlichkeitsmafl P, fiir die Koor-
dinatendarstellung des Prozesses mit Startpunkt x berechnen. Wir betrachten dazu
den Adrel—Raum ¥ = N*° mit der o—Algebra A, die von den endlichdimensionalen
Zylindermengen in ¥ erzeugt wird. Zu jedem z € X sei das W-MaB P, auf A fiir
die Zylinder definiert durch die Angabe auf den “Atomen”dieser Zylindermengen

Px ((ﬁ,ig,...,in)) —
(1-15) = By ({(iyizy i)} X N X N o)

= pi, () pi, (i, @) piy (Wi, w3, ) -+ Py, (Wi, -+ - Wi, ).

Seien wieder &, : X*° — X die Koordinatenabbildungen (=Projektionen), also
X*sw=(xg,71,...) = & (w) =2, € X.

Wir wihlen C' € B® = B(X*) von der Form C'= By x By X By x X X X x --- und
erhalten andererseits

(( 0751;52;---) GC)

- /X o (20)62(d0) [ 1, (21)p(cto, dy) / 1y (22)p(1, )

X X

/1BO($0)5x(d$o)/1B1($1)Zpil(%)fswilxo(dxl) <Zpi2(1?1)132 (wile))
= /1,30(:50 (dxo) /(Zp21 zo)1p, (7 me x1)1p, wmxl)) Ouw;, 2o (A1)
/. (

Pi (¥0) 15, (Wi, 7o) Zpiz (wi, ) 1p, (wmwz‘ll‘o))

= 1Bo Zp’ll 131 Wi, T ZPZQ w’ll 1B2 (wZlelx) :

i1=1 ia—=1

Die Verallgemeinerung auf héherdimensionale Zylinder ist klar. Wir erhalten daher
fiir alle C' € B*

P[(&.&1,---) € Cl& = 7]
—Pz((507517527"') GC)
= P, ((i1, 42, ...) : (z,wi,z, wy,w;,x,...) € C)

Das oben definierte W-Ma8 P, auf A entspricht also gerade dem Maf} P, auf B>,
das den bei x startenden Prozefl in X steuert.
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Wir werden sehen, dafl aus der Eindeutigkeit von p die Ergodizitit der zugehorigen
Markov—Kette folgt.
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2. Stationire Folgen und Ergodenséitze

2.1. Stationire Folgen. Sei £ = (£;,&, ... ) eine stochastische Folge auf dem
W-Raum (€, F, P) mit dem polnischen Zustandsraum (X,&). Oft wird zur Be-
schreibung des Prozesses die Koordinatendarstellung beniitzt. Wir verwenden dazu
X mit der o—Algebra £ = B(X*) und den Projektionen &,

definiert durch

~

X® sz = (r1,19,...) = &(x) =0, € X.

Sei f = (51,52, . ) Wir identifizieren die Folgen & und é mit den Abbildungen
E:0Q — X und é : X — X, definiert durch
{(w) = (&G (W), &w),---)

é(l‘) =T = (561,3?2,...).

Dann ist £ (F,£)-meBbar und & ist (£, £)-meBbar. Sei P = P: das BildmaB
von P auf £ unter der Abbildung . Es ist klar, da8 die Folgen £ und ¢ die gleiche
Verteilung haben, d.h.

/\ PeB)=P({w: (&), &W),...) € B}

Beg>®

:P({x:(xl,xg,...)EB})zP(éEB).

Zu k € N setzen wir 0% = (&1, Eyay- -+ )-

DEFINITION 2.1. Die Folge £ heifit stationiir, falls £ und o*¢ fiir jedes k& > 1 dieselbe
Verteilung haben, d.h.

(2.1) N P&, ...) € B)=P((S1.62:-..) € B)

Bege®

BEMERKUNG 2.1. Jede unabhingige, identisch verteilte Folge von ZV-en
& - Q) — R ist stationér. Fiir eine solche Folge gilt Kolmogoroft’s Starkes Gesetz der
Grofen Zahlen: Falls E|&| < oo und E & = m, dann

liTEn% (@) + E(w) -+ En(w) =m P fs.

Birkhoff’s Ergodentheorem, das wir nun ableiten wollen, ist eine weitreichende Ver-
allgemeinerung auf stationére Folgen.

BEMERKUNG 2.2. (Ubung)

(1) Eine Folge & = (&,&,...) ist genau dann stationdr, wenn (&;,&,...) und
(&, &3, . .. ) dieselbe Verteilung haben.

(2) Bei einer stationédren Folge haben alle &; dieselbe Verteilung.

(3) Aus einer stationédren Folge konnen weitere stationire Folgen konstruiert werden:
Sei @ : X*® — X (£%,&)-meBbar, d.h. 7' (B) € £ fiir alle B € £. Setzen wir
ni = ®(&, &1, - - ). Dann ist auch n = (n;) stationdr (vgl. Satz 2.16 unten).
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BEISPIEL 2.1. Ist die Folge reeller ZV-en & = (&;) stationér, dann gilt dies auch fiir
die Folge n der gleitenden Mittelwerte (N > m > 1):

n_( _:_”ilgk)

DEFINITION 2.2. Eine (F,F)-mefibare Abbildung T : Q@ —  heifit maflerhaltend,
falls

AceF

SATZ 2.1. Sei T : Q — Q maflerhaltend. Zu & : Q) — X definieren wir &, : Q@ — X
durch &,(w) = & (T Y (w)) (n > 2). Dann ist £ = (&1, &, ... ) stationdr.

BEWEIS. Sei B € £*° und A = {w : {(w) € B}, A = {w : 0&(w) € B}. Dann
ist
Az{w'( 1(w),&(Tw),...) € B}} = ¢7'(B) und
={w: (&(T()). &(T*w)),...) € B}.
Damit folgt 7~ ( ) T='¢"(B) = (€oT)""(B) = A, und daher
((fla 51 ..)EB)=P(A) =P (T_lA)
P ((&4T,&T?,...) € B)
d.h. £ ist stationér. O
SATZ 2.2. Sei (& : i > 1) die Koordinatendarstellung einer stationdren Folge. Dann
existiert eine maferhaltende Transformation o auf (X°°, £, P), sodafs fir alle w €
XOO
&i(w) = & (W), W) = &i(ow), ..., &w) =& (0" W), ...

BEWEIS. Sei wie oben in Satz 2.16 o(w) = o(x1, 22, ...) = (r2,23, ...) die
Verschiebungstransformation. Dann gilt fiir beliebiges n > 1 und alle w € X*°

51( (xlax% )) :51 (l’n,l‘n+1, )
=z, =& (T1,29, ...).
Wir zeigen nun, dafl o maflerhaltend ist. Sei dazu C' ein endlichdimensionaler Pro-

duktzylinder. Dann ist auch o~'(C') wieder eine solche Zylindermenge. Diese Mengen
erzeugen £°° und daher ist o mefibar. Sei C' € £>°.

P(oc7'C)=P(w:oweC)
=P ((z1,29, ...): (x9,23, - € C)
=P ((&,&,...) €C)
=P ((&,&,...) €C)
letzteres wegen der vorausgesetzten Stationaritéit. Die Behauptung folgt aus
P((&,&, ...) € C) = P(0).
O

SATZ 2.3. FEine homogene Markov—Kette (& : i > 0) ist genau dann stationdr, wenn
& und & dieselbe Verteilung haben.
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BEwEIS. Die Notwendigkeit folgt unmittelbar aus der Bemerkung 2.2. Neh-
men wir umkehrt an, dafl £ und &; dieselbe Verteilung haben. Um zu zeigen, daf}
(&0,&1,...) und (&,&,...) dieselbe Verteilung haben, geniigt es, dies auf den Zy-
lindermengen der Form By X By X - -+ X B, x X x X X --- nachzuweisen. Nach Satz
1.5 gilt

P (& € By, & € By, ..., ¢, € By)
/ / 1By xx B D(Tn—1,dxy) - - - (0, d1) Pey (dy).

Wegen

(2.2) Pgl(dxl):/Xp(:cg,dxl)Pgo(d:cg)

gilt andererseits

P (& € By,& € By, ..., &nt1 € By)
=P (§ € X,6 € By, & € By, ..., &ni1 € By)

/ / / L o P A V(@ ) - - P, 1) Pey (d7o)

= / o / 1Box---xBnP(«’17n, danrl)p(xnfl; dicn) " 'p(xh d~’02)P£1(d~T1)-
X X
Wegen P, = P, folgt daraus
P (& € By, & € By, ..., &1 € By)

/ /1B0>< XxBnD medﬂfnﬂ) (SUn 1,d37n)' («Tladﬂb)P&o(d«Tl)
=P (& € Bo,& € By, ..., & € By).

Aus der Formel (2.2) und der Definition 1.6 dieses Kapitels folgt sofort

FOLGERUNG 2.4. Sei (& :1 > 0) eine homogene Markov—Kette mit Anfangsvertei-
lung . Dann gilt: (& :i > 0) ist genau dann stationdr, wenn p inviariant ist.

DEFINITION 2.3. Ein Ereignis A € F heifit invariant, falls T7-'(A) = A. Das Er-
eignis A heiBt fast-invariant, falls P (AAT1(A)) = 0. Eine ZV £ : Q — R heifit
invariant, falls &€ = £ o T'. Eine ZV & : @ — R heif3t fast-invariant, falls £ = o T
P-fs.

BEMERKUNG 2.3. (1) A ist genau dann invariant, wenn 14 invariant ist.

(2) A ist genau dann fast-invariant, wenn 1,4 fast—invariant ist. Dies folgt sofort aus

ANTHA) ={w : 1a(w) # 1r-1a(w)} = {w: (14 — 17-14) w_l}

LEMMA 2.5. A ist fast invariant, falls

P (AN (T14)") =0 oder P (4" (T 1 4)) =0.
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BEWEIS. Esist (AN (T7'4)) U(ANT 'A4) = 4, also
P(An(T'4)) = PlA]- P (4N (T '4))
=P(T7'A)—P(An(T7'4)) =P (A NT'4).
Somit,
P(AA(T7'4)) = P (AN (T714) ) + P (&' (T 4))
=2P (AN (T7'4)") =2P (4’0 (T7'4)).

Daraus folgt die Behauptung. O

SATZ 2.6. Ser T : Q — Q maferhaltend. Die Menge Jr der T —invarianten Ereignis-
se ist eine o—Algebra. Auch die Menge J* der fast—invarianten Ereignisse ist eine
o-Algebra. J* ist die Vervollstindigung von Jr beziiglich P in F, d.h. jede fast—
iwvariante Menge unterscheidet sich von einer invarianten Menge hochstens durch
eine Menge vom P-Mafs 0.

BewErs. Ubung mit Hinweis fiir die letzte Behauptung: Zu A € J* betrachte
man B := limsup7T~"A und zeige: B € J und P(AAB) = 0. O

Anstelle von Jr schreiben wir im Folgenden kurz 7.

LEMMA 2.7. Eine Zufallsvariable £ : Q — R ist genau dann (fast—) invariant, falls
sie (T, B(R))-mefbar ist.

BEWEIS. Sei ¢ invariant und B € B(R). Dann ist £ '(B) € F und weiter
T ((B)) = (€oT) '(B) =& 1(B),
d.h. £7Y(B) € J und £ daher (J, B(R))-mefbar.
Umgekehrt ist zunédchst fiir jedes A € J die Indikatorfunktion 1,4 wegen
1A(Tw) = 1p-14(w) = 14(w)

invariant, damit auch jede J—meflbare Stufenfunktion und nach dem iiblichen Ap-
proximationsargument jede J-mef3bare ZV &. O

2.2. Ergodensitze.

DEFINITION 2.4. Eine mafitreue Transformation 7" : 2 — Q heif}t ergodisch, falls
jedes invariante Ereignis entweder Maf3 0 oder 1 hat:
/\ P(A) =0 oder P(A) =1
AeTJ
SATZ 2.8. Sei T : Q0 — Q mafitreu. Dann ist T ergodisch genau dann, wenn
/\ P(A) =0 oder P(A) =1
AeTg*

BEWEIS. Die Bedingung ist hinreichend wegen J C J*. Die Bedingung ist not-
wendig: Sei T ergodisch und A € J*. Dann ist A = BUN mit B € J und P(N) = 0.
Es ist P(B) = 0 oder P(B) = 1. Daraus folgt P(A) =0 oder P(A) = 1. O
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Ergodizitit ist i.a. schwierig nachzuweisen. Beispiele fiir ergodische Abbildungen
sind die mischenden.

DEFINITION 2.5. Sei T : Q — €2 mafitreu. T heift mischend, falls

lim P(ANT " B) = P(A) P(B).
A )

SATZ 2.9. Fine mischende Abbildung ist ergodisch.

BEWEIS. Sei A € F und B € J und T mischend. Es ist B = T~ "B und daher
P(ANB) =P (ANT "B) - P(A) P(B).

Speziell fiir A = B folgt P(B) = P?(B) und daher P(B) =0 oder P(B)=1. O
SATZ 2.10. Sei T : Q) — Q mafStreu. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) T ist ergodisch.
(2) Jede fast-invariante ZV ist P—f.s. konstant.
(3) Jede invariante ZV ist P—f.s. konstant.

BEWEIS. (1 = 2): Sei T ergodisch und ¢ fast—invariant. Es gilt also P—f.s. {(w) =
¢(Tw). Dann ist nach Lemma 2.7 fiir jedes ¢ € R A, := {w: &(w) < ¢} € J* und

wegen der Ergodizitdt P (A.) € {0,1}. Sei C' =sup{c: P (A.) = 0}. Falls |C| = o,
dann gilt P-f.s. £ = £00 und es ist nichts zu beweisen. Sei also |C| < co. Dann gilt

{orcw<c-riaw <o

{oserscrilrsew> o

Jede der links stehenden Mengen hat Mafl 0 und wir erhalten daher

P{w: ) < C}) = lim P <{w (W) < O — 1}) —0

n
1
P({w:&w)>C})=1limP <{w 1E(w) > C — ;}) = 0.
Daraus folgt P ({w: &(w) =C}) = 1.
(2 = 3): klar, da jede invariante Funktion fast-invariant ist.

(3=1): Sei A € J. Dann ist 1, invariant und nach (3) 14 =0 oder 1, = 1 P-fs.,
d.h. P(A) € {0,1}. T ist also ergodisch. O

BEMERKUNG 2.4. Der Beweis zeigt, dafy anstelle beliebiger ZV auch schon die be-
schriankten ausreichen.

SATZ 2.11 (Maximaler Ergodensatz, Riesz 1945). Sei £ : Q — R eine ZufallsVaria-
ble mit E|¢| < oo und T : Q — Q maferhaltend. Sei So(w) =0 und fir k > 1,

Sp(w) =€) +{(Tw) + -+ £ (T ).
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Sei Mp(w) =max {Sk(w) : 0 <k <n} (n>1). Dann gilt fir allen > 1

/ £(w)P(dw) > 0.
{w: My, (w)>0}

Mit anderen Worten: P (M, > 0) > 0= E [{|M, > 0] > 0.

BEWEIS. Sei n > 1 fixiert. Fiir jedes 0 < k < n gilt M,(Tw) > Si(Tw) und
daher {(w) + M, (Tw) > &(w) + Sp(Tw) = Ski1(w), also fiir 1 <k <n: {(w) >
Sk(w) = M, (Tw) und &(w) > max {S(w),...,Sp(w)} — M, (Tw). Daher

E (£ L, o0y) = / ¢dpP

{M,,>0}
> / (max Sk (w) — M, (Tw)) P(dw).
{Mn>0}
Auf {M, > 0} ist aber max{S,...,S,} = M,. Somit

/ ¢dp > / (M (w) — My(Tw)) P(dw).
{M,>0} {M,>0}

Nun ist M,, T > 0 P—.s. und daher

/ M,dP —/ M, TdP > / M,dP — / M, TdP =0
{M,>0} {M,>0} Q Q

nach dem Integraltransformationssatz, da 7' maftreu und €2 invariant ist. O

SATZ 2.12 (Punktweiser Ergodensatz, Birkhoff 1931). Sei
T : Q — Q maperhaltend und E|§| < co. Dann gilt

P ({w : ;ggo%ijg(T’“(w)) = Ew*](w)}) =1

Ist T dariiber hinaus ergodisch, dann gilt

P ({w : ,}L”;o%nif (THw)) = Eg}) = 1.

Anders ausgedriickt: die Zeitmittel konvergieren P—f.s. gegen das Phasenmittel:
n—1
.1 k
fim 5 2 €T W) =B Pt

BEwEIS. E[¢|J*] ist per def. J*-mefibar und daher nach Lemma 2.7 fast—
invariant. Es folgt fiir alle n > 1 und fast alle w € 2

LS Bl () = Bl 1),

Es geniigt daher, den Satz zu beweisen fiir & — E[¢|J*], d.h. unter der Annahme
E[€)T*)(w) = 0 f.s. und zu zeigen L 37771 € o TH(w) — 0 fs.

n

Sei n > 1, Sp(w) = Sp2p &(THw), Ac = {w: limsup S, (w)/n > €} fiir e > 0. Wir
e) =

)
zeigen P( 0:
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Es ist limsup Sg(w)/k = limsup S(Tw)/k P—f.s. limsup Si/k ist also eine fast—
invariante ZV und somit ist A, fast-invariant nach Lemma 2.7.
Fiir £*(w) = ({(w) — €)1 4, (w) setzen wir

S;;(w) = 5*(‘-‘)) +oeet 5* (Tnilw) ’ M;;(w) = max {07 Sf(w)a SR S:;(w)} :
Nach dem Maximalen Ergodensatz gilt fiir jedes n > 1

/ £dP > 0.
{M;>0}

Fiir n — oo aber gilt

{M: >0} = {1@1?<ank > 0} 0

0 {supS/,’ck > 0} = {supS,’c‘/k > 0}

E>1 E>1

= {supSk/k > 0} NA = A,

E>1

letzteres, da A C {supys, Sp/k > €}.
Somit {M} > 0} 1 A, und auflerdem E|{*| < E|£| + € < co. Nach Lebesgue’s Satz
iiber dominierte Konvergenz folgt

0< / &dP — / &dP
{M};>0} Ae
und somit auch fAe E*dP > 0. Nun ist aber

0< /A & dP = /A ¢dP — eP(A,)

_ /A El¢]T)dP — P (A) = —€P (A,).

Fiir ¢ > 0 folgt daher P(A.) = 0 und somit limsup S,(w)/n < 0 P-f.s. Wen-
den wir das Gezeigte auf —¢ anstelle von & an und beachten limsup(—S,/n) =
—liminf(S,,/n), so folgt —lim inf(S,,/n) < 0, also insgesamt P-f.s.

0 < liminf S, (w)/n < limsup S, (w)/n < 0.

Wenn T ergodisch ist, hat jedes A € J* Mafl 0 oder 1 und nach einer bekannten
Eigenschaft der bedingten Erwartung ist E[¢]|J*] konstant f.s. = E€. O

BEMERKUNG 2.5. In der Literatur findet man die erste Aussage des Satzes mit
E[£]TJ] anstelle von E[¢|J*]. Fiir die im Beweis verwendete Funktion limsup Si/k
wird dabei Invarianz behauptet. Meiner Meinung nach ist jedoch i.a. nur fiir be-
schrinkte ZV £ richtig. Fiir die Aussage des Satzes ist dies aber unwichtig, da
E[¢|T] = E[¢|T"] P-fs. (Ubung).

FOLGERUNG 2.13. FEine maftreue Transformation T : Q0 — Q ist genau dann ergo-

disch, wenn

(2.3) N 117@% nzl P(ANT™*B) = P(A) P(B).

A,BEF k=0
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BEWEIS. Die Bedingung ist hinreichend: Wir setzen dazu A = B und nehmen
B invariant an. Dann ist ANT*B = B und 2.3 impliziert
1 n—1
- ZP (ANT*B) = P(B) = P(B)*.
" =0

Daher P(B) € {0,1} und somit T ergodisch. Die Bedingung ist notwendig: Wir
verwenden den Ergodensatz 2.12 fiir {(w) = 15(w). Dann gilt

I
hgn; Z lp-rg(w) = P(B) P-fs.

Andererseits ist 0 < 1 Zk o l7-kp(w) < 1 und daher nach Lebesgue’s Satz iiber
dominierte Konvergenz

n—1 n—1
/ %Z lp-rg(w)P(dw) = %ZP (ANT™*B) —
AT o k=0

— P(B) /A dP = P(A) P(B).
0

SATZ 2.14 (L'-Ergodensatz). Sei T : Q — Q mapftreu, £ : Q@ — R mit E|§] < oo.
Dann gilt fir n — oo

ZfoT’“ El|T*]| —

Ist T ergodisch, dann

— 0.

n—1
1
E|= T - E
n25o 3

k=0

BEWEIS. Zu jedem € > 0 existiert eine beschrinkte ZV n (n(w) < M) mit E|§ —
n| <e. Dann

E—ZfoTk E[¢|T"] ZfoTk noT +

B _an Eln|g]| + B|BlElT] ~ Bl

Der erste und der letzte Summand sind durch € nach oben beschrinkt, der mitt-
lere Summand geht gegen 0 nach dem Satz iiber dominierte Konvergenz und dem
Punktweisen Ergodensatz.

Ist T" ergodisch, dann besteht J* nur aus Ereignissen mit Wahrscheinlichkeit 0 oder
1. Nach dem bekannten Satz iiber die bedingte Erwartung ist dann
E[£|TJ*] = E¢ P-fs.. O

Wir kommen nun zum Ergodensatz fiir stationiire Folgen. Zur Motivation der fol-
genden Definition beweisen wir
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LEMMA 2.15. Sei {él : 1 > 1} die Koordinatendarstellung einer stationdren Folge
reeller ZV—en und o die zugehirige (maferhaltende) Verschiebungstransformation.
Ein Ereignis A € B(R>) ist invariant genau dann, wenn ein C' € B(R™) existiert
mit der Eigenschaft: fir alle k > 1

A;:{@mﬁ%hn.)ec}.

BEWEIS. Sei A € B(R™) invariant, d.h. 07'A = A. Bedingt durch die Ko-
ordinatendarstellung und die Definition von o gilt: A = {(51,52, ) E A} und

a*A:“&&wJEA}

Aus der Invarianz von A folgt daher durch Iteration
A={(é.6,...) € 4}
= {(52,53,...) c A}
= {(ék;ékJrla--') < A}-

Umgekehrt folgt aus A = {(ék,ékﬂ, ) E C’} fiir £ > 1:

A= {(51,52,...) € C} = {(52,53,...) S C} = 0'_1A.
U
DEFINITION 2.6. Sei {§; : Q2 — X :4i > 1} stationdr und A € o {& : 7> 1} (das ist
die von allen &; erzeugte o—Algebra), also A = {(&1,&,...) € C}fiirein C € B(X®).
Dann heifit A invariant (bzgl. £), falls fiir alle £ > 1
A — {(5k,5k+1,...) € C}

A heifit fast—invariant, falls es ein invariantes B gibt mit P(AAB) = 0. Eine ZV
n : Q — R heif}t invariant, falls eine mefibare ZV & : R* — R existiert, sodaf fiir

alle £ > 1 gilt n(w) = (&, Ekrt, - - - ) (w)-

BEMERKUNG 2.6. Die Invarianz von A bedeutet insbesondere, daf}

A={(6,60,..)€CY = {(E2,6,...) €CY.

Andererseits folgt aus dieser Gleichheit wegen der Invarianz der definierenden Ei-
genschaft unter o auch die Invarianz von A.

Sei J¢ (J¢) die o—Algebra der beziiglich einer stationéiren Folge £ = {&} (fast—
)invarianten Ereignisse.

DEFINITION 2.7. Eine stationére Folge {&;} heifit ergodisch, falls jedes fastinvariante
Ereignis die Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 hat.

SATZ 2.16. Sei& = {&; : Q@ — X} eine stochastiche Folge, ® : X*° — X sei (E>,E)-
mefbar, d.h. ®1(B) € €= fir alle B € £. Setzen wir n; = ®(&,&41,...). Dann
gilt: Ist & stationdr, dann ist auch n = (n;) stationdr. Ist & dariberhinaus ergodisch,
dann auch 7.
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BEWEIS. Zu ® betrachten wir ®;, definiert durch
(fL’l,l‘Q, .. ) =T @l(l’) = q)(l‘i,l‘i+1, .. )

Dies ist eine (£, £)-mefbare Funktion.
Zu B € E®sei A={x:(P(x),Ps(x),...) € B}. Dann ist A € £*° und

{w:(m,n2,...) € B} ={w: (&,&,...) € A}
{w:(no,m3,...) € B} ={w: (&,&,...) € A}

Daraus sieht man: a) ist ¢ stationiir, dann auch 7. b) Jedes n—invariante Ereignis
stimmt mit einem £—invarianten Ereignis {iberein. O
Setzen wir speziell ®(z) = ®(x1, 2z, ...) = f(x1), so erhalten wir

FOLGERUNG 2.17. Sei {&: Q — X : i > 1} stationdr und f € B(X), d.h. f: X —
R ist B(X)-mefbar. Dann ist auch die Folge f o & : Q — R stationdr. Ist iberdies
{&:Q — X i > 1} ergodisch, dann ist auch {f o & : Q — R} ergodisch.

SATZ 2.18 (Ergodentheorem). Sei & = (&,&s,...) eine stationdre Folge von ZV-en
& Q — R mit E|&| < co. Dann gilt P—f.s. und im L'—Mittel

R
lim 3" () = Bl176] ()
k=1
Wenn zusditzlich & ergodisch ist, dann gilt P—f.s. und im L'-Mittel

lim = 3" 6(w) = B,
k=1

BEWEIS. Ausgehend vom stationéiren Prozefi £ = (£, s, .. . ) betrachten wir auf
dem Raum (R>, B, P) zunéchst die zu Beginn dieses Abschnittes beschriebene Ko-

ordinatendarstellung é = (él, 52, . ) mit der maflerhaltenden Verschiebungstrans-

formation 0. Nach Satz 2.12 und Satz 2.14 folgt die Existenz einer ZV 7 : R* — R,
sodafl

Sulw) = = D2 & (H (@) = (@)

1
n
P-fs. und L' Wegen der Gleichmebarkeit von ¢ und f sind auch die Folgen

(S1,S2,...) und (5’1, S, ... ) gleichmefibar und daher existiert auch eine mit 7 gleich-
mefbare (identisch verteilte) ZV n: Q — R, soda} auch

“Sulw) = = D26 (w) = ()

P—fs. und L'. Wir zeigen nun, dai n = E [§] J¢] P-f.s.

Zunichst folgt aus

E —0

1 n
5;&—77
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fiir beliebige A € F

1 n
(2.4) E;/Agde—)/AndP.

Falls A € J¢, dann existiert ein B € B(R*), soda8 A = {w: ({,&e41...) € B}
fiir alle £ > 1 Aus der Stationaritdt von & und Satz 2.16 folgt, dal auch
&klp ((§ky &k - - - )) stationdr ist und damit

/ &pdP = / &dP
{(€k€ky1--- )EBY}

— / &l (€0 v ) (@) Pldw)
/5113 (1.6...) () P(dw)

- / £,dP
{(&1,&2...)€B}

/ ¢,dP.

Aus (2.4) folgt daher nach Definition der bedingten Erwartung n = E[&|J¢]. Falls
¢ ergodisch ist, dann reduziert sich J¢ auf Mengen vom Maf} 0 oder 1 und E[& | ]
ist f.s konstant gleich F¢;. O

Die invarianten Ereignisse einer stationdren Markov-Kette haben eine einfache Cha-
rakterisierung. Zum Beweis benotigt man allerdings Martingaltheorie.

SATZ 2.19. Ein Ereignis A € o{& : i > 0} einer stationdren Markov-Kette {§; :
Q — X} ist ein fast—invariantes Ereignis genau dann, wenn ein C' € B(X) ezistiert,
sodafS im Sinne der Gleichheit f.i. fir allen > 0 gilt

A={w:&(w) e C}.
BEWEIS. vgl. [St], pp 196, 197 O

Damit sehen wir die Ergodizitét spezieller Markov—Ketten.

SaTz 2.20 (Elton, 1987). Falls pu ein Extremalpunkt in der Menge der stationdren
Anfangsverteilungen oder falls i die einzige stationdre Anfangsverteilung ist, dann
ist der Markov—Prozef$ {&; :i > 0} mit u als Verteilung von &, ergodisch.

BEWEIS. Zunéchst bemerken wir: {&} ist jedenfalls stationir (Folgerung 2.4
dieses Abschnittes) und die Menge der stationiren Anfangsverteilungen ist konvex.

Sei im Widerspruch zur Behauptung {&;} nicht ergodisch. Dann existiert ein invari-
antes Ereignis A mit 0 < P(A) < 1. Nach dem vorigen Satz existiert ein C' € B(X),
sodaf fiir alle n > 0 A = {¢, € C}. Fiir n = 0 erhalten wir damit insbesondere
P(A) = P, (C) = p(C) und somit auch 0 < p(C), p(C’) < 1. Wir definieren fiir
B € B(X)
(B) = ——w(BAC) und A(B) = —
14 = — MK un =
pn(C) n(C)

u(BNC".
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Dann gilt = pu(C) - v+ pu(C") - A, v(A) ist absolut stetig beziiglich x und dv/dp =
le/p(C). Da offenbar v # A, ist der Widerspruchsbeweis gefiihrt, sobald wir zeigen,
dal v (und damit auch \) invariant ist: p ist dann ndmlich entweder nicht eindeutig
oder nicht Extremalpunkt in der Menge der Anfangsverteilungen. Nun gilt

v(B) =P ({& € BNCY) /u(C)
P({& e BNCY) /u(C)
P{& e Byn{& e C}) /u(0)
P (

1

{& € By n{& € C}) /u(C)

5 [Pl e Bl = 2lduta
1

-5 / p(z, B)du(2)

_ /X p(z, B)dv(z).

Damit ist also v invariant und daher auch \. O

2.3. Anwendungen. Wir betrachten das Zufalls-IFS {X;w,;p,}auf dem
kompakten, metrischen Raum (X, d) und die kanonischen Koordinatendarstellung
& 1 > 0 des zugeordneten Markov-Prozesses und dessen Anfangsverteilung das
invariante Mafl g sei (vgl. 1.2 und Schlul des vorigen Abschnittes). Der Prozef
ist stationdr, da p stationidre Anfangsverteilung ist. Nach Satz 2.20 ist der Prozef}
auch ergodisch, da p eindeutig ist. Fiir f € C(X) ist dann auch {f o &} stationér
und ergodisch (Folgerung 2.17). Da wir die p; als konstant annehmen, ist das dort

konstruierte MaB P, =: P von x unabhéngig. Sei

B = {(xg,:rl,...) € X>: %H;f(xk) —>/de,u}.

Nach dem ErgodenTheorem gilt P ({(&,&1,...) € B}) = 1. Nun ist aber
P({(6 &) € BY) = /XP“&”&’ ) € Blgy = 2] du(x)

:/XP({(UI,UQ,...) (%, Wo, &, Wo, Weo @y . .. ) € B})dp(z).

Dies ist nur moglich, falls P ({(01,09,...) : (&, Wy, &, W, We, T, . .. ) € B}) = 1. Wir
erhalten zusammenfassend

SATZ 2.21 (Elton, 1987). Sei (X, d) ein kompakter, metrischer Raum und
{X;wp;pn,n = 1,..., N} ein hyperbolisches Zufalls—IFS. Sei {x,} ein bei Anwen-
dung des Zufalls—Iterations—Algorithmus erzeugter Orbit (= Trajektorie), beginnend
bei xy, also fiir eine Indexfolge o1,0,... berechnet nach

Lo, T1 = Wy T, T2 = WoyWe 1Ly + -y Ty = Wgy, *** Wey Wy Ty,

wobei die die o; unabhdngig voneinander nach der Verteilung p; (1 < i < N) gewdhlt

werden. Sei weiters pu das eindeutig bestimmte invariante Maff des IFS. Sei P das
vorhin erwihnte W-Maf$ auf dem Adrefiraum {1,2,... N}*>. Dann gilt fir jeden
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Startpunkt zo und jede stetige Abbildung f : X — R: fir P—fast alle Folgen
(01,09,...) € {1,2,..., N}

25) i oy o) = [ 7o)

Aus Satz 1.6 Kapitel 5 ergibt sich weiter

FOLGERUNG 2.22. Sei B eine Borel-Menge in X mit u(0B) = 0, dann existiert
zu jedem x € X eine Menge von Folgen (o1,09,...) € {1,2,..., N}* mit P-Map
1, sodaf die mittlere Verweilzeit jeder entsprechenden Trajektorie {x,} in B gegen
w(B) konvergiert. In Zeichen

lim {i:0<i<n,x; € B} _

u(B).

Die letzte Formel 148t sich auch folgendermaflen interpretieren: Fiir jeden Startpunkt
xo konvergiert fast jede durch Anwendung des Zufalls—Iterations—Algorithhmus er-
zeugte Trajektorie xg, x1, xo,... in Verteilung gegen p. Oder nochmal anders: Die

empirische Verteilung
n

1
Up = n+1 ; 6l‘k
der ersten n + 1 Punkte fast jeder, bei z;, beginnenden, Trajektorie konvergiert
schwach gegen das invariante Maf} p.

BEMERKUNG 2.7. In Elton’s Originalarbeit wird gezeigt, daf} der vorige Satz samt
Folgerung auch giiltig bleibt, falls X ein lokalkompakter, separabler metrischer Raum
ist, die p; ortsabhéingig und die w; nur Kontraktionen im Mittel sind (vgl. Beispiel
1.2 dieses Kapitels).

BrispieL 2.2 (Ubung). Fiir das IFS

[01]1 1 +11 1
j =T, =T+ ==, =
272 2°2° 2

ist das invariante Maf} du das gewohnliche Lebesgue-Maf} dz. Es gilt daher fiir jedes
fec(o,1]

1
| t@ar= [ san
0 [0,1]

Man vergleiche den exakten Wert, etwa fiir f(x) = 1 + z? mit Approximationen
aus dem Zufalls-Tterations—Algorithmus, entsprechend Elton’s Ergodensatz (Monte—
Carlo-Methode zur Berechnung bestimmter Integrale).

Als Anwendung des Ergodensatzes folgt noch ein Beweis des Starken Gesetzes der
GroBen Zahlen. Sei (2, F, P) ein W-Raum und &, &, ... eine Folge von Zufallsva-
riablen. Die o—Algebra

X - ﬂ?loZIO' {57“ §n+1, .. }
heifit Algebra der terminalen Ereignisse.

SATZ 2.23 (Null-Eins—Gesetz von Kolmogoroff). Sei &,&s, ... eine
Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen und A ein beziiglich dieser Folge terminales
FEreignis. Dann gilt P(A) € {0,1}.
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BEWEIS. Wir zeigen, dafl unter den gegebenen Voraussetzungen ein terminales
Ereignis A unabhiingig von sich selbst ist und daher P(AN A) = P(A) = (P(A))?,
also P(A) = 0 oder 1.

Sei also A € X. Dann gilt wegen X = N2 ,0{&,, €041, .- - } auch
A 6.7:100 20{617627"'} :U{UzO:lU{flaf%---afn}}-

U 04{&,&, ..., &} ist eine Algebra und somit gilt fiir die davon erzeugte o—
Algebra F7°: zu jedem € > 0 und A € F7° existieren ein n € N und A4, €
0'{61,62, N ,571} mit P(AAAH) S €.

Daher existiert also eine Folge A,, € o {&,&,...,&,} mit P(AAA,) — 0. Daraus
folgt dann auch P(A)—P(ANA,) — Ound P(A)—P(A,) — 0. Da A, A,, unabhéingig
sind, folgt damit

P(A) =limP(ANA,) = P(A)?
und somit P(A) € {0,1}. O

Da jedes invariante Ereignis einer stationiren Folge ein terminales Ereignis ist, er-
halten wir sofort

FOLGERUNG 2.24. Sei & = {&;} eine unabhdngige und identisch verteilte reelle sto-
chastische Folge. Dann ist & ergodisch.

FOLGERUNG 2.25 (Starkes Gesetz der Grofien Zahl). Sei
€ =& : Q — R} eine unabhingige und identisch verteilte reelle stochastische Folge
auf dem W-Raum (2, F, P) mit E|& | < oo. Dann gilt Pf.s.

% Y &i(w) = m(= B4 = EE).
i=1

Zum Abschlufl betrachten wir noch Gleichverteilung unter maflerhaltenden Trans-
formationen auf R.

Sei 2 = [0, 1[ mit F = Borelmengen und P= Lebesgue-Maf. Fiir festes A\ € R sei
T : Q — Q definiert durch T'(w) = w + A( mod 1). T ist als Translation mafitreu.
Sei .J C [0, 1] ein Intervall. Nach dem Punktweisen Ergodensatz gilt

%Z 1 (T (w)) — E[1,]J)(w) P-fs.

Die linke Seite gibt den Anteil der Punkte der Folge
w,wH+ANw+2\ .. w4 (n—1)A

an, die in J fallen. Wann ist diese Folge gleichverteilt, die rechte Seite also gleich
P(J), fiir beliebiges J € F?

SATZ 2.26. T ist ergodisch und damit
R .
hmﬁ;h(T l(w)):P(J)

genau dann, wenn \ irrational ist.
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BEWEIS. Nach Satz 2.10 geniigt es zu zeigen, daf} eine beschrinkte, T-invariante
ZV € : Q) — R fast sicher konstant ist:

Ein solches & ist quadratisch integrierbar, die zugehorige Fourier-Reihe ist daher
Ly—konvergent, d.h.

Ew) = &)™ mit Y |E(n)]* < oo
nez nez

L —

Nun ist nach Voraussetzng &(w) = &£(T(w)) und weiters (€ o T)(n) = £(n)e>™™, also
auch £ o T € Ly[0,1].
Somit gilt fiir die Fourier—Koeffizienten von £ — £ o T (= 0):

é(n) (627”'"A - 1) =0.
Wegen der Voraussetzung iiber A folgt daraus £(n) = 0 fiir n # 0 und daher &(w) =
co=¢§ (0)
Falls andererseits \ rational, etwa = k/m ist, dann ist
ml 2i 2+ 1
A= g{w:%§w< 2; }
invariant, aber P(A) = 1/2. Also ist T nicht ergodisch. O

finis



KAPITEL 7

Anhang

1. Eigenschaften der Bedingten Erwartung

SATZ 1.1. Sei (2, F, P) ein W-Raum und G eine Unter-o—Algebra von F, &, n seien
ZufallsVariable. Dann gelten folgende Aussagen:

Falls C' konstant und § = C P-f.s, dann E[§|G] = C P-f.s.

Falls ¢ <n P—f.s., dann E[£|G] < E[n|gG].

|EI€lG]] < ETIE||G] P-f.s.

Falls fir Konstante a,b aEE 4+ bEn definiert ist, dann
Elaé + bnlG)] = aF[€|g) + bElIG] Pl

5. Sei F, eine o—Algebra, die nur aus Mengen vom Maj$ 0 oder 1 besteht, insbe-
sondere etwa F, = {0,Q} die triviale o—Algebra, dann

ElE|F) = B¢ Pfs.
Falls ¢ G-mefbar ist, dann gilt EF[£|G] =& Pf.s.

E{E[¢|G]} = E€.
8. Fulls G, C Gy, dann

=W

N e

E[E[§|QQ]|91] = E[§|Q1].
9. Falls Gi D Go, dann
E[E[§|QQ]|91] = E[f|g2]-

10. Sei fiir xi E€ definiert und & unabhdngig von G (d.h. fir alle B € G sind &, 15
unabhingig). Dann
E[¢|g) = B Pfs.
11. Sei n ein G-mefbare ZV mit E|n| < oo und E|&n| < oo, dann

E[¢n|g]l =nE[€|G] Pfs.
Sei {&,}n>1 eine Folge von erweiterten ZufallsVariablen. Beziglich der Vertausch-
barkeit von Limes und Erwartung gelten folgende Aussagen:
1. Falls |&,| <n, En < oo und &, — £ (f.s.), dann
El&l 0] - BlElG] fs und
E[|& —€l1G] =0 fs.
2. Falls |€,] > n, En > —oco und &, 1 & (f.s.), dann
El&|G] 1t EElG] fs.
3. Falls |&,] <n,En < oo und &, 1 € (f.5.), dann
El&|G] L ElElG]  [fs.

95
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4. Falls |&,| > n, En > —o0, dann
Eliminf&,|G] <liminf F[§,|G] fs.
5. Falls |&,] < n, En < oo, dann
limsup E 6,/ 0] < B [imsup&,| 6] fs.

6. Falls &, > 0, dann
B> 6|6 =Y lalg] fs

BEWEIS. Siche [Sh], Seite 214-217. O

SATZ 1.2 (Faktorisierungssatz). Seien (2, F) und (X,E€) zwei Mefrdume und & :
Q — X mefbar. Sein: Q — R eine (0(£), B(R )) meﬂbare ZV. Dann existiert eine
(&, B(R))-mefbare ZV ¢ : X — R mit po& = n. Falls  beschrinkt ist, dann kann
auch ¢ beschrinkt gewdhlt werden.

BeEWEIS. Sei @, die Menge der o(¢)-meBbaren ZV-en 1 und &, die Menge der
o (§)-meBbaren ZV-en 7, die sich in der Form po& mit (€, B)-mefbarem ¢ darstellen
lassen. Klarerweise gilt ®; C ®,.

Sei nun A € o(§), also A = {7'(E) (mit E € £) und n = 14(w) € P¢. Sei p(z) =
1g(x). Dann ist ¢ eine (&€, B)-meBbare Abbildung X — R und ¢ o {(w) = n(w),
d.h. 15(6(w)) = 1a(w), somit 14 € . Daher ist auch jede einfache o(€)-meBbare
Funktion Element von ég. Sein: Q - R € ®¢. Dann existiert eine Folge von
einfachen o(§)—meBbaren Funktionen 7, : QO — R mit n,(w) — n(w) auf Q. Dazu
existieren dann ¢, : X — R mit ¢, ({(w)) — n(w). Sei B = {z € X : lim p,(z) ex.}.
Offenbar B D £(f). Setzen wir p(z) = lim ¢, (z) fiir x € B und ¢(z) = 0 fiir = ¢ B,
also p(r) = 1p(x) lim ¢, (z). Nun ist B eine Borelmenge in X; denn

B = {limsup p,(z) = liminf ¢, (z)} .
lim sup ¢, und liminf ¢, sind ZV und daher B € £. (vgl. [HS], S. 154, 11.12 und
(11.9))

Somit ist ¢ eine (£, B)-mefbare Funktion und fiir alle w € Q gilt {(w) € B und
o(¢(w)) = n(w), also n € @¢, d.h. o = P

Sei 0 < 1 < 1. Dann betrachte ¢(x) := 1 A ¢(x). Dies ist ebenfalls Borelfunktion
und es gilt 0 < ¢ <1 und Y(€(w)) =1 A p(€(w)) =1 An(w) =n(w). O
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