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KAPITEL 1

Grundlagen

1.1. Der Satz von Hahn-Banach — Version der linearen Algebra

Definition 1.1.1. Sei X ein reeller Vektorraum. Eine Abbildung p : X — R heifit sublinear,
falls

(a) p(Az) = Ap(x) fir alle A >0, z € X,
(b) p(z +y) < p(z) +p(y) fir alle z,y € X.

Satz 1.1.2. Sei X ein reeller Vektorraum, und sei U ein Unterraum von X. Weiters seien
p: X — R sublinear und ¢ : U — R linear, sodass

(u) < p(u), ue U
Dann existiert eine lineare Abbildung L : X — R mit
LIU=¢ und L(z) < p(x),z € X.

BEWEIS VON SATZ 1.1.2. SCHRITT 1. Wir betrachten zunéchst den Fall, dass U Kodimension
1 in X hat, also
dimX/U =1 wobei X/U={z+U:zeX}. (1.1.1)

Sei nun g € X \ U, dann besitzt jedes x € X die eindeutige Darstellung x = u + Az, fir ein
u € U und A € R. Wir definieren fiir alle r € R

L.(z) = £(u) + Ar.
L, ist fiir jedes r linear und stimmt mit ¢ auf U {iberein. Wir werden nun r so wéhlen, dass
L,(z) < p(x), r e X. (1.1.2)
Es sei bemerkt, dass (1.1.2) dquivalent ist zu
L(u) + Ar < p(u+ Axg), ueU, AeR.
Im Fall A = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir A > 0 ist (1.1.2) dquivalent zu
Ar < p(u+ Axg) — £(u), uelU, A>0

und
U

r<p(5 +20) — U3,

3 ueU, A>0.

Setzen wir v = ¥, so erhalten wir
r < inf p(v + xo) — £(v).
vel
Analoge Umformungen fiir A < 0 ergeben

r > sup {(w) — p(w — xp).
wel

Also ist (1.1.2) dquivalent zu

sup £(w) — plw — z0) < r < inf p(v + z0) — £(v).
welU vel

Durch auflésen von inf und sup erhalten wir
L(v) + L(w) < p(v + o) + p(w — o), v,we U. (1.1.3)

3



4 1. GRUNDLAGEN

Diese Ungleichung ist aber stets erfiillt, denn fiir v + w € U ist nach Voraussetzung ¢(v + w) <
p(v +w) und p(v + z0 + w — 70) < p(v+ 70) + plw — 79).

SCHRITT 2. Wir zeigen nun den allgemeinen Fall, wofiir wir das Lemma von Zorn bendtigen
werden. Wir definieren die nichtleere Menge (s. Aufgabe 1.1.3),

V ist Unterraum von X und V D U
A=< (V,Ly) : Ly : V — R linear ,
Ly <p|V und Ly|U =4

und darauf eine partielle Ordnungsrelation durch (Vi, Ly, ) < (Va, Ly, ), genau dann wenn
VicVe und LVQ‘Vi = Lvl.

Um das Lemma von Zorn anwenden zu kénnen, miissen wir zeigen, dass jede Kette beziiglich
dieser Ordnung eine obere Schranke besitzt.
Dazu sei {(V;, Lv;) }ier C A total geordnet. Wir zeigen (V, Ly ) ist eine obere Schranke, wobei

V= U Vi und Ly(x)= Ly, (x), z €V,
iel
Ly ist wohldefiniert (s. Aufgabe 1.1.3), (V, Ly) € A und fiir alle ¢ € I ist
(V;?LVi) <V LV)'

Folglich erhalten wir mit dem Lemma von Zorn ein maximales Element (Xo, Lx,) in A. Ange-
nommen Xp # X. Dann gibt es einen Vektorraum W, sodass

Xo C W CX und Xy hat Kodimension 1 in W.

Wir wenden Schritt 1 an und erhalten (W, Lyy) € A, was eine echte Majorante von (X, Lx,)
ist. Weil dies im Widerspruch zur Maximalitdt von (Xo, Lx,) steht, ist Xo = X und L := Ly,
ist die gesuchte Erweiterung von ¢ auf ganz X. U

Aufgabe 1.1.3.
(a) Warum ist A # ()7
(b) Zeigen Sie dass Ly wohldefiniert ist.

Proposition 1.1.4. Es existiert eine lineare stetige Abbildung L : (> — R mit folgenden
Eigenschaften:

(i) L(x) > 0 falls x = (zp)n € £°° mit x,, > 0 fiir alle n € N.

(i) L((z1,x2,3,...)) = L((x2,x3,...)), fir alle (z,), € €.
(iii) L((1,1,1,...)) =1

Bemerkung 1.1.5. Eine Abbildung mit diesen Eigenschaften heifit Banachlimes.

BEWEIS. Wir bezeichnen mit X den Teilraum von ¢*° gegeben durch

n
X = {(an)n € €7 : lién % ;mk existiert }.
Sei £ : X — R gegeben durch £((z,),) = lim, L3} | 2. Wir definieren p : £ — R als
p((Tn)n) = limy, sup,,~,, LS~ @, und halten fest dass p sublinear ist und es gilt £(z) < p(z),
z € X. Mit dem Satz von Hahn-Banach (Satz 1.1.2) setzen wir ¢ auf ganz ¢*° zu L linear fort,
sodass L(z) < p(z), = € £°. Weil (1,1,1,...) € X soist L((1,1,1,...)) = £((1,1,1,...)) =1,
und damit ist (iii) gezeigt. Also gilt auch

1 1 &
—L(z) = L(—x) < p(—x) = lim sup — Z —z = —lim inf — Z:L’k,
k=1 k=1

n om>n M n m2>n1m
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d.h. L(z) > limy, infpy>pn 2 S0 @y, fiir alle (z,,), € £°°. Wir halten also fest

1 & 1 &
lim inf — ) xx < L(x) < lim sup — g Tk, (xn)n € 7,
n m>n1m N >n M
k=1 = T k=1
woraus ||L|| = 1 und (i) folgt. Sei nun = = (z1,z2,23,...) € £ fixiert und wir setzen y =

(x2,x3,...). Dann gilt fir z = (2;)r = x — y dass

1 " 1 - L1 — Tp+1
— E 2k = — E Tl — Tk+1 74)0,
n n n

k=1 k=1

also ist z € X und somit L(z) = ¢(z) =0, d.h. L(z) = L(y), und so ist auch (ii) gezeigt. O

1.2. Der Satz von Hahn-Banach — Fortsetzungsversion

Satz 1.2.1. Sei X ein normierter Raum, und sei U ein Unterraum von X. Zu jedem
linearen stetigen Funktional u* : U — R existiert ein lineares stetiges Funktional x* : X — R
mit
' |U =u* und ™| x* = ||u*||v=-
BEWEIS. Sei u* € U* fixiert. Wir definieren die sublineare Abbildung p : X — R durch
p(z) = [[u*llo-llzllx, zeX.
Es gilt
u*(u) < p(u), ueU.
Mit Satz 1.1.2 erhalten wir eine lineare Fortsetzung z* : X — R von u*, sodass
z*(z) <p(z), zelX
Weil p(—x) = p(x) folgt
z%(2)] < p(x) = [u*llv-lz]lx, =€ X,
also ist ||x*||x+ < ||u*||y=. Weil 2*|U = u* gilt Gleichheit. O

Korollar 1.2.2. In jedem normierten Raum X existiert zu jedemx € X,z # 0 einx™ € X*,
sodass
[*lx- =1 und  2%(z) = []x.

BEWEIS. Sei zg € X\{0} und U = span{z¢}. Wir definieren das lineares Funktional u* € U*
durch
/\$00—>/\H£Co||, A €R.
Es gilt |[u*||g» = 1 und u*(xo) = ||zo||x. Aus Satz 1.2.1 erhalten wir eine Fortsetzung z* € X*
von u* mit den gewiinschten Eigenschaften. O

Bemerkung 1.2.3. Aus Korollar 1.2.2 folgt dass fiir jeden normierten Raum X # {0} gilt
dass X* # {0}.

Korollar 1.2.4. In jedem normierten Raum X gilt

lzllx = sup [2"(x)].
Jla*llx+ <1

BEWEIS. Fiir x = 0 ist nichts zu zeigen. Fiir x # 0 folgt aus Korollar 1.2.2 die Existenz eines
linearen Funktionals z* € X* mit

|lz*[|x+ =1 und 2z*(x)=|z|x.
Somit gilt

[zlx < sup [a"(x)].
o llx+ <1

Die andere Ungleichung gilt per Definition der Norm in X*. O
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Korollar 1.2.5. Sei X ein normierter Raum, U C X ein abgeschlossener Unterraum und
xo ¢ U. Dann existiert ein z* € X* mit ||z*||x~ = 1, sodass

x*(xo) > dist(zo, U) und  z*|U = 0.

Aufgabe 1.2.6. Beweisen Sie Korollar 1.2.5. Hinweis: Betrachten Sie den Quotientenraum
X/U.

1.3. Der Satz von Hahn-Banach — Trennungssitze

Lemma 1.3.1. Sei X ein normierter Raum und V C X konvex und offen mit 0 ¢ V. Dann
existiert ein x* € X*, sodass
x*(v) <0, veV.

BEWEIS. Sei xg so, dass —x¢ € V. Wir definieren die offene Menge U = V + zg und stel-
len fest, dass 0 € U und zp ¢ U (siche Figure 1.3.1). Sei ¢ > 0 so, dass B(0,e) C U. Das
Minkowskifunktional py : X — [0,00) zu U ist gegeben durch

pu(x) =inf{A>0: z/XAeU}.

pu ist wohldefiniert, sublinear, es gilt py(zo) > 1 und py(z) < ||z]|/e, x € X (s. Aufgabe 1.3.3).
Auf dem Unterraum Y = span{z(} definieren wir das lineare Funktional y* durch

y* (txo) = tpu(xo), teR,

und stellen fest, dass fiir alle y € Y gilt y*(y) < py(y). Wir setzen y* mit Satz 1.1.2 linear auf
den ganzen Raum fort, bezeichnen diese Fortsetzung mit «* und halten fest, dass z*(z) < py (),
x e X. Es gilt 2* € X*, denn

|z*(#)| = max{z"(z), —2" ()} < max{py(z),pu(—2)} <|lz|/e.
Fiir jedes v € V existiert ein u € U, sodass v = u — xg, also
¥ (v) = 2% (u) — 2% (zo) < pr(u) —y*(zo) < 0.
Die letzte Ungleichung gilt, weil y*(xp) > 1 und py(u) < 1 fir u € U. O

Satz 1.3.2. Sei X ein normierter Raum, Vi,Vo C X disjunkt, konvex und sei Vi offen.
Dann existiert ein x* € X* mit

z¥(v1) < z¥(ve), v1 € Vi, vg € Vi
BeEwEIS. Wir definieren die konvexe und offene Menge V' = V; — V3 (s. Aufgabe 1.3.3), und

halten fest, dass 0 ¢ V. Mit Lemma 1.3.1 folgt die Existenz eines * € X*, sodass fiir alle v; € V}
und ve € Vo gilt z*(v; — va) < 0. O

ABBILDUNG 1.3.1. Darstellung von V', U und .
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Aufgabe 1.3.3. Seien Vi,V5 C X konvexe Mengen im normierten Raum X, und V =
Vi + Va. Zeigen Sie folgende Aussagen.

(a) V ist konvex.
(b) Ist V zusétzlich offen, so ist auch V' offen.

Zeigen Sie das Minkowskifunktional py; (definiert im Beweis von Lemma 1.3.1) ist wohl-
definiert, sublinear, py(zg) > 1 und py(x) < ||z||/e, fir alle z € X.

Satz 1.3.4. Sei X ein normierter Raum, V. C X abgeschlossen, konvex und sei xg ¢ V.
Dann existieren ein x* € X* und ein o € R, sodass

¥ (v) < a < z¥(x), veV.

BEWwEIS. Weil V' abgeschlossen ist, finden wir ein § > 0, sodass B(xg,d) NV = (. Nach
Satz 1.3.2 existiert ein x* € X™* mit

z*(v) < 2*(z), veV,x e B(xg,J).

D.h. fir alle v € V und |Jy||x < ¢ ist z*(v) < x*(x0) + 2*(y). Wir wéhlen ||y|| < J so, dass
z*(y) = —||2*||x+6/2, und erhalten

z*(v) < x*(zo) — ||2*||x+/2 < 2" (z0). O

1.4. Topologie
Definition 1.4.1. Eine Topologie T auf einer Menge T ist ein System von Teilmengen von
T mit den folgenden Eigenschaften:
(a) 0eT, TeT,
(b) ist U,V € T, dann auch UNV € T
(c) Sei I eine beliebige Indexmenge und O; € T, 4 € I, dann ist (J;c; O; € 7.

Das Paar (T, 7T) heifit topologischer Raum, und jede Menge O € T heifit offen. Eine Menge
A C T heifit abgeschlossen genau dann wenn 7'\ A offen ist. Sei S C T" und
§={0NnS:0eT}
dann heifit 8 die von T erzeugte Relativtopologie auf S, und (.S, 8) ist ein topologischer Raum.
Aus der obigen Definition folgt unmittelbar

Behauptung 1.4.2.

(a) O und T sind abgeschlossen,
(b) die Vereinigung zweier abgeschlossener Menge ist abgeschlossen,
(¢) der Durschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Definition 1.4.3. Eine Menge U heifit Umgebung von einem Punkt ¢ € T, falls eine offene
Menge O existiert sodass
teOCU.

Ein System von Mengen U heiit Umgebungsbasis des Punktes t € T, falls fiir jede Umgebung
V von t ein U € U existiert sodass
teUCV.

Definition 1.4.4. Eine Menge [ mit der Relation “<” heifit gerichtete Menge, falls
(a) i < i, fir alle € I,
(b) aus i < j und j < k folgt i < k,
(c) fur alle 41,49 € I existiert ein j € I sodass i1 < j und iy < j.
BEISPIEL. Sei X eine nichtleere Menge und seien F,§ C P(X) so dass
AUBeF, A BeF, und ANBeg, A, Beg§.

Dann sind F mit der Relation “C” und § mit der Relation “D” gerichteten Mengen.
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Definition 1.4.5. Ein Netz in einer Menge T ist eine Abbildung von einer gerichteten
Menge I nach T. Wir schreiben dafiir (¢;);e; oder (t;).
Ein Netz (t;)ier in T konvergiert gegen t € T falls fiir jede Umgebung U von ¢ ein Index
j € I existiert sodass fiir alle Indizes i > j
t; e U.

Wir schreiben dafir ¢; — ¢ und auch lim; ¢t; = ¢.
Aufgabe 1.4.6. Sei (¢;) ein Netz im topologische Raum 7', und t € T'. Zeigen Sie folgende
Aussage sind dquivalent:

(1) t; —t.

(ii) Fir jede offene Menge O > t existiert eine iy sodass fiir alle i > ig gilt t; € O.

Definition 1.4.7. Sei T ein topologischer Raum und A C 7. Ein Punkt ¢ € T ist im
Abschluss A von A, genau dann wenn ein Netz (¢;) C M existiert mit ¢; — ¢. Wir definieren
das Innere int A von A durch int A = (A¢)°.

Aufgabe 1.4.8. Sei T ein topologischer Raum und A C T'. Zeigen Sie: A ist abgeschlossen.

Definition 1.4.9. Seien (71,77) und (7%,T2) topologische Réume, f : T} — T und
to € T. Die Abbildung f heif3t stetig in tg, falls fir jede Umgebung V' von f(tg) gilt dass
f~1(V) eine Umgebung von tq ist.
Aufgabe 1.4.10. Seien (77,77) und (7%,T2) topologische Rdume, f : T} — T, und
to € T. Zeigen Sie folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist stetig in to.

(ii) Fir jede offene Menge O € T, mit O > f(tg) existiert eine Umgebung U € T von ¢t

sodass f(U) C O.

Satz 1.4.11. Seien (T1,T1) und (Ta,T3) topologische Raume, und sei f : Ty — 1. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist dberall (in jedem Punkt) stetig,
(i3) fiir alle O € Ty gilt f~1(0) € Ta,
(iii) fiir alle abgeschlossenen A C Ty gilt f~1(A) ist abgeschlossen in Ty.

Aufgabe 1.4.12. Zeigen Sie Satz 1.4.11.

Satz 1.4.13. Sei f : Th — T4 eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist stetig in to € T1,

(ii) fir jedes Netz (t;) fir welches t; — to, folgt f(t;) — f(to).
Definition 1.4.14. Seien (71,71) und (73, T2) topologische Rdume. Wir definieren:

(a) O C X xY heiBt offen in der Produkttopologie genau dann wenn fiir jedes x € O ein
Uy € J1 und ein Uy € Ty existieren sodass

xe U xUy CO.
(b) Die Produkttopologie auf Ty x Ty ist die Kollektion aller offener Mengen auf 77 x Tb.

Bemerkung 1.4.15. Fir ¢ = 1,2 bezeichnen wir mit m; : 17 x T — T;, ¢ = 1,2 die
kanonische Koordinatenproojektion, d.h. m;(t1,t2) = t;. Dann ist
Uy x Uy = 77 H(Uh) Ny H(Ua).
Aufgabe 1.4.16. Zeigen Sie dass es sich bei
{O C X xY : O is offen in der Produkttopologie}

tatséchlich um eine Topologie handelt. Zeigen Sie dass die Produkttopologie die grébste
(=,kleinste“) Topologie auf X x Y, so dass alle U x V, U € T,V € T, offen in der
Produkttopologie sind.
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Definition 1.4.17. Sei I eine Indexmenge und fiir jedes ¢ € I sein T; ein topologischer

Raum. Dann ist

[Iz={r:1-Un

icl el
Eine Menge O C [[;c; Ti heifit offen in der Produkttopologie wenn fiir alle ¢ € O Mengen
O;, ..., 0;, existieren fiir die O;, offen in T;, ist, 1 <k < n, sodass

te{sEHTi . s(ix) € Oy, fﬁrallelgkgn}CO.
i€l

£(i) € T; fiir alle i € 1}.

Die Kollektion all dieser offenen Mengen heifit dann Produkttopologie.
Bemerkung 1.4.18. Aufgrund des Auswahlaxioms ist [],.; T; # 0.

Bemerkung 1.4.19. Fiir ¢ € [ bezeichnet ; : Hz‘elTi — T; die kanonische Koordinaten-
proojektionen gegeben durch 7;(t) = (7). Dann ist

{s € HTZ : s(ig) € Oy, fiiralle 1 <k < n} = ﬁ 7T];1(Oik)-
iel k=1

Aufgabe 1.4.20. Zeigen Sie dass es sich bei

J = {O C HTz : O is offen in der Produkttopologie}
el
tatsdchlich um eine Topologie handelt. Zeigen Sie dass T die grobste (=,,kleinste*) Topologie
auf Hie] T; ist sodass alle m;, ¢ € I stetig sind.

Definition 1.4.21. Sei T ein topologischer Raum. Dann heifit K C T' kompakt genau dann
wenn fiir jedes System von offenen Mengen {O; };c; mit K C |J..; O; existieren endlich viele
Indizes i1, ..., 4, sodass K C |Jp_; O,

i€l

Definition 1.4.22. Sei (¢;);c; ein Netz, J eine weitere gerichtete Menge und ¢ : J — I
eine Abbildung sodass fiir jedes i € I ein jj existiert sodass fiir alle j > jo gilt ¢(5) > 3.

Dann heif}t (s;);es gegeben durch s; = t,(;y, j € J Teilnetz von (t;);e;-

Bemerkung 1.4.23. Klarerweise ist jede Folge ein Netz, jede Teilfolge einer Folge eine

Folge, und jedes Teilnetz eines Netzes ein Netz. Jedoch ist nicht jedes Teilnetz einer Folge
eine Folge!

Satz 1.4.24. Sei T ein topologischer Raum dann ist K C T kompakt genau dann wenn
jedes Netz (t;)ier ein in K konvergentes Teilnetz besitzt.

Aufgabe 1.4.25. Sei f : T7 — T5 eine stetige Abbildung zwischen topologischen Ridumen,
und sei K C T kompakt. Zeigen Sie dass f(K) eine in T» kompakte Menge ist. Zeigen Sie
die Aussage direkt mit der Definition 1.4.21, und mit Satz 1.4.24.

Satz 1.4.26 (Satz von Tychonoff). Sei I eine Indexmenge und fir jedes i € I sei jedes T;
ein kompakter topologischer Raum. Dann ist [[,.; T; kompakt in der Produkttopologie.






KAPITEL 2

Lokalkonvexe Raume

2.1. Zusatzliche Notation

Definition 2.1.1. Ein Vektorraum X ausgestattet mit einer Topologie T heif3t topologischer
Vektorraum falls + : X x X — X und - : R x X — X stetige Abbildungen beziiglich ihrer
jeweiligen Produkttopologie sind.

Definition 2.1.2. Sei X ein Vektorraum, und A C X, dann definieren wir das Minkowski-
funktional pa : X — [0, 0] durch
pa(z) =inf {1 >0 : §€A}, fiir jedes = € X.

Eine Teilmenge A eines Vektorraumes X heift

> absorbierend, falls pa(z) < oo fiir alle z € X,
> kreisformig, falls {\ : |A\| < 1}-A C A.
> absolutkonvex, falls A konvex und kreisformig ist.

Definition 2.1.3. Sei X ein Vektorraum. Eine Abbildung p : X — [0, c0) heifit Halbnorm
genau dann wenn

(a) p(Az) = |\ p(x), fir alle A € R und z € X,
(b) p(z +y) < p(z) + p(y), fiir alle 2,y € X.

BeispiEL. Fiir t € [0, 1] definieren wir die Halbnorm p; : C[0, 1] — C durch
pe(z) =[=(@t)], =€ C[0,1].
Eine Folge (z,)n, C C[0, 1] konvergiert punktweise iiberall gegen 0 genau dann wenn

lim pt(xy,) = 0, t €0,1].

2.2. Definition lokalkonvexer Raume

Sei X ein Vektorraum und P eine Menge von Halbnormen auf X. Dann definieren wir fiir
jede endliche Menge F' C P und jedes € > 0 die Mengen

UEE:{:L‘GX:p(x)gefﬁrallepEF}, (221)
U= {UR,3 : ' C P endlich, e >0}. o

Behauptung 2.2.1. Die Kollektion U besitzt folgende Eigenschaften:

(i) Fir alle U € Wist 0 € U.
(ii) Fir alle Uy, Uy € U existiert ein U € U sodass U C Uy N Us,.
(iii) Fir alle U € U existiert ein V € U sodass V +V C U.
(iv) Alle U € U sind absorbierend.
(v) Fir alleU € W und X\ € R, X\ > 0 existiert ein V € U sodass \-V C U.
(vi) Jedes U € W ist kreisformig.
(vii) Jedes U € U ist absolutkonver.

Aufgabe 2.2.2. Beweisen Sie Behauptung 2.2.1.

LOSUNG. Der Beweis von (i) folgt aus p(Or - Ox) = [Or|p(0x) = Og.

11
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Seien Uy, Uz € U, dann existieren endliche Fy, F» C P und 1,62 > 0 sodass Uy = Up, ¢, und
Us = Up, ¢,. Offensichtlich gilt

UFlqu,min(al,sg) € u und UFlqu,min(el,eg) C UF1,€1 N UFQ,EQ’
und somit ist (ii) bewiesen.
Fiir endliches F' C P und € > 0 gilt Up, /s + Up/2 C Upg, also folgt (iii).
Sei I C P endlich, € > 0 und z¢y € X. Definiere \ = %maXper(l'o), dann gilt R € Upp.
Insbesondere ist pa(xp) < oo, und (iv) ist bewiesen.
Behauptung (v) folgt sofort aus der Identitdt A - Up./y = Upg.
SchlieBlich folgen (vi) und (vii) unmittelbar durch einsetzen in die Definitionen. O

Lemma 2.2.3. Sei X ein Vektorraum und U die in (2.2.1) definierte Kollektion von Men-
gen, dann gilt fir jedes U € U dass das Minkowskifunktional Py : X — [0,00) eine wohlde-
finierte Halbnorm auf X ist.

Aufgabe 2.2.4. Zeigen Sie Lemma 2.2.3.

LOSUNG. Aufgrund von Behauptung 2.2.1 (iv) ist py wohldefiniert. Wir zeigen nun die
Subadditivitdat von py. Dazu seien z,y € X fixiert und A1, A2 > 0 so dass /\% € U und /\% eU.
Nach Behauptung 2.2.1 (vii) ist U konvex, also gilt

A A
shy o MmNy
M+ M+ A+ A
Alsiist py(z+y) < A\ + Ao, fiir alle Aq, A2 > 0 mit 1 €U und )\% € U. Durch bilden der Infima

folgt die Subadditivitdt von py.
Fiir jedes x € X und A # 0 gilt

A ign(\
pu(Ax) = {,u>0:§ EU} = {l/|)\\:l/>0, &gn}f)m EU}: |)\|{1/:1/>0, gésign(A)U}
Nach Behauptung 2.2.1 (vi) ist U kreisformig, also gilt —U C U € —U, d.h. U = —U. Also
folgt aus der obigen Gleichung py(Az) = |A|lpu(x), A # 0. Dar Fall A = 0 folgt aus Behaup-
tung 2.2.1 (i). O

Definition 2.2.5. Wir definieren nun die folgende Topologie T auf dem Vektorraum X. Die
Menge O C X ist offen, also O € T genau dann wenn fiir jedes x € O ein U € U existiert
sodass

x4+ U C O.

Behauptung 2.2.6. Die Menge T ={0O C X : O ist offen} ist eine Topologie auf X.

BEWEIS. Zu zeigen sind die definierenden Eigenschaften einer Topologie. Wir haben natiir-
lich dass ) € T und X € 7. Seien nun O, 0 € T. Wir zeigen dass O1 N Oy € T. Dazu fixieren
wir x € O1NO2. Weil x € O1 und x € Os, so existieren per Definition von T Mengen Uy, Us € U
sodass

r+U; C O und x4+ Uy C Os.

Aus Behauptung 2.2.1 (ii) folgt die Existenz von U € U mit sodass U C U; N Us, folglich gilt
x4+ U C O1NO0s.

WEeil z beliebig gewéhlt war, so ist O1 N Oz offen.
Seien nun O; € T, 4 € I. Wir zeigen J;c; O; € T. Fiir fixiertes x € |J,c; O; existiert ein
9 € I sodass z € O;,. Per Definition von T existiert ein U € U sodass = + U C O;,, also

z+UcC o
el
Weil z beliebig war, folgt die Behauptung. O
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Lemma 2.2.7. Sei X ein linearer Vektorraum und T die in Definition 2.2.5 beschriebenen
Topologie T. Dann sind

(i) Addition + : X x X = X, (z,y) — =+ vy,
(ii) Skalarmultiplikation - : R x X — X, (\,z) — Az

stetige Abbildungen beziiglich ihrer jeweiligen Produkttopologien.

BEWEIS. Sei O C X offen.
(i) Wir zeigen nun
O :={(z,y) :  +y € O} ist offen.

Dazu sei z,y € X mit (z,y) € 6, also x+y € O. Weil O € T, so existiert ein U € U sodass
x +y+ U C O. Nach Behauptung 2.2.1 (iii) existiert ein V' € U fiir das gilt V+V C U.
Daraus folgt dass

(+V)+@w+V)Caz+y+UCO.

Wir setzen W := 2 +V € Tund W := y+ V € T, stellen fest dass (W x /V[v/) eine
Umgebung von (x,y) in der Produkttopologie ist. Damit folgt aus der Definition von “+”
und der obigen Inklusion

+(WxW)=W+W C O,

und damit (i).
(ii) Jetzt zeigen wir dass
O :={(\,x) : Az € O} offen ist.

Dazu seien A € R und z € X mit (\,z) € O, also Az € O fixiert. Weil O € T, so existiert
ein U € U mit Ax + U C O. Aus Behauptung 2.2.1 (iii) erhalten wir ein V' € U sodass

V4+VcU

Mit Behauptung 2.2.1 (iv) (V ist absorbierend) folgt die Existenz eines ¢ > 0 so dass
ex € V. Aus Behauptung 2.2.1 (vi) (V ist kreisférmig) erhalten wir

(=N eV, |u—A<e
Nach Behauptung 2.2.1 (v) und (vi) existiert ein W € U sodass
pW v, <A +e.
Fiir alle g mit | — A| < ¢ folgt aus den letzten drei Aussagen dass
Wz + W)= Az =(u—Nz+uW cV+VcCU.
Weil Az + U C O impliziert die letzte Inklusion u(x + W) C O, falls |u — A| < ¢, also
({reR:|jp—A<e} x(z+W))CO.

Weil die Menge {1 € R: | — A| < ¢} offen in R ist, und (z + W) eine Umgebung von z in
X ist, folgt daraus die Behauptung.
(I

Definition 2.2.8. Sei P eine Menge von Halbnormen auf dem Vektorraum X, und 7, die
Topologie gegeben durch

0€T,oVze0WelUp : 2+U CO,

wobei

Dann heifit (X, T,) lokalkonvezer (topologischer) (Vektor)raum. Gelegentlich schreiben wir
einfach U fir Up und T fir Tp.
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BEISPIEL. (a) Sei T eine nichtleere Menge, und X ein Vektorraum von Funktionen auf 7'
Betrachte pi(x) = |z(t)|, t € T, * € X. Die Familie von Halbnormen P = {p; : t € T}
erzeugt die lokalkonvexe Topologie der punktweisen Konvergenz.

(b) Betrachte $(R") (der Raum der Schwartzfunktionen auf R"; siche Definition 3.3.2) und sei

Pam(p) = sup (1+[[™) [(D%p) ()

)

wobei ¢ € §(R"), « ist ein Multiindex und m € Z, m > 0. Die Menge von Halbnormen
P = {pam : a,m} erzeugt eine lokalkonvexe Topologie auf §(R").

(c) Sei H ein Hilbertraum. Fiir jedes y € Y definieren wir das Funktional

py(z) = (,9), r € H.

Jedes der py, y € Y ist eine Halbnorm auf H, und die Menge P = {p, : y € Y} erzeugt eine
lokalkonvexe Topologie auf H. Diese Topologie heifit schwache Topologie auf H und wird
mit o(H, H*) bezeichnet.

(d) Sei X ein normierter Raum. Betrachte die Halbnormen pg«(z) = |z*(x)|, wobei z* € X*

und z € X, und definiere P = {p,;- : z* € X*}. Die Familie von Halbnormen P erzeugt die
schwache Topologie auf X, und wird mit o(X, X*) bezeichnet.

(e) Sei X ein normierter Raum. Auf seinem Dualraum X* definieren wir die Halbnormen

pz(x*) = |z*(z)|, wobei z* € X* und « € X, und definiere P = {p, : = € X}. Die
Familie von Halbnormen P erzeugt die schwach® Topologie auf X*, und wird mit o(X*, X)
bezeichnet.

Aufgabe 2.2.9. Sei (X,7) ein lokalkonvexer Vektorraum, A C X sei abgeschlossen und
K C X sei kompakt. Zeigen Sie dass A + K abgeschlossen ist.

Betrachten Sie die Mengen A = {n—2:n €N, n > 2} und B = {-n:n € N} und

zeigen Sie dass A + B nicht abgeschlossen ist.

Satz 2.2.10. Sei (X,T) ein topologischer Vektorraum. X ist genau dann lokalkonver wenn
es eine Nullumgebungsbasis aus absolutkonvexen absorbierenden Mengen gibt.

BEWEISSKIZZE. Falls X ein lokalkonvexer Vektorraum ist, dann folgt aus Behauptung 2.2.1

dass die Nullumgebungsbasis U aus absolutkonvexen und absorbierenden Mengen besteht.

Existiert umgekehrt eine Nullumgebungsbasis N aus absolutkonvexen, absorbierenden Men-

gen, dann gilt jedes der Minkowskifunktionale py, N € N gegeben durch

pn(z) = inf{)\>0:§€]\7}, xz e X,

definiert Halbnormen auf X. Die Halbnormen {py : N € N} erzeugen eine lokalkonvexe Topo-
logie o auf X, und es gilt dass o = 7. (Il

2.3. Stetige Funktionale und der Satz von Hahn-Banach

Lemma 2.3.1. Sei P eine Familie von Halbnormen welche die lokalkonvere Topologie T
auf X erzeugt.

(i) Fir eine Halbnorm q : X — [0,00) sind dquivalent:
(a) q ist stetig,
(b) q ist stetig bei 0,
(c) {x € X : q(x) <1} ist eine Nullumgebung.
(it) Alle p € P sind stetig.
(7ii) Eine Halbnorm q ist genau dann stetig wenn ein 0 < M < oo und eine endliche Menge
F C P existieren sodass fiir alle x € X gilt

<M .
q(z) < r;leagp(w)

BEWEIS VON LEMMA 2.3.1. BEWEIS (i). Es ist leicht einzusehen dass (ia) = (ib) = (ic).
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Wir zeigen nun (ic) = (ia). Wir wissen dass {x € X : ¢(z) < 1} eine Nullumgebung ist,
und wir miissen zeigen dass ¢ stetig ist, d.h. fiir jedes x € X und fiir jedes € > 0 miissen wir die
Existenz einer Umgebung W von x zeigen sodass

q(W) C (q(z) —e,q(x) +¢)

Seien nun z € X und e > 0 fixiert. Weil {z € X : ¢(x) < 1} eine Nullumgebung ist so existiert
eine Menge U € U mit U C {z € X : g(z) < 1}. Also gilt fiir V := §U € U die Inklusion

€
VC{yeX:q(y)§§}.
Die umgekehrte Dreiecksungleichung gilt auch fiir Halbnormen, also

lg(@+y) —a@) Saly) < 5. yeV.
Setzen wir W :=x + V, so lautet die letzte Ungleichung
() —q@)| <5, zeW,
also ist ¢(W) C (q(z) —&,q(z) +¢€).

BEwEIS (ii). Fur jedes p € P ist per Definition von T die Menge {x € X : p(z) < 1} eine
Nullumgebung, und die Behauptung folgt aus (i).

BEWEIS (iii). Sei zunéchst g eine stetige Halbnorm auf X. Dann gilt nach (i) dass {z € X :
q(x) < 1} eine Nullumgebung ist, d.h. es existiert eine endliche Menge F' C P und ein £ > 0
sodass Up. C {z € X : q(z) < 1}. Dies bedeutet dass fiir alle z € X gilt
maxp(z) <e = ¢(x) < 1L (2.3.1)
peEF
Sei nun € X fixiert. Falls max,cp p(z) = 0, dann gilt max,cp p(Az) =0, A > 0. Aus der obigen
Implikation folgt g(Ax) < 1 fiir alle A > 0, also muss gelten g(x) = 0, und die Behauptung ist
bewiesen. Also sei nun max,cp p(z) > 0. Dann gilt fiir y = = dass max,ecr p(y) < e,

maxpe r p(x)
also folgt aus (2.3.1) ¢(y) <1, d.h.

¢(z) < ~ maxp(x),

g peF

wie behauptet.
Ist nun umgekehrt ¢ eine Halbnorm fiir die ein M > 0 und eine endliche Menge F' C P
existieren sodass
q(z) < M max p(x), x e X.
peEF

Dann gilt fiir die Menge Up, 1€ U dass
UEﬁC{xGX:q(m)gl},

also ist {x € X : ¢(z) < 1} eine Nullumgebung und die Behauptung folgt mit (i).
(I

Satz 2.3.2. Seien P und QQ Familien von Halbnormen auf den Vektorrdumen X und Y, und
Tp und Tg bezeichnen die jeweils davon induzierten Topologien. Fiir eine lineare Abbildung
T : (X,Tp) = (Y,Tq) sind dquivalent:

(i) T ist stetig,

(ii) T ist stetig in 0,

(iii) Fir jede stetige Halbnorm q auf'Y ist p:= qoT eine stetige Halbnorm auf X .

(iv) Fir alle ¢ € Q existieren ein endliches F C P und ein 0 < M < oo sodass fir alle

x e X gilt

q(Tx) < M max p(z).
peEF
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Beweis. Wir diskutieren zunéchst die einfachen Implikationen. Fiir (i) = (ii) ist nichts zu
zeigen.

Die Umkehrung (ii) = (i) gilt aufgrund der Stetigkeit der Vektorraumoperationen.

Fiir (ii) = (iii) fixieren wir eine stetige Halbnorm ¢ auf Y. Die Hintereinanderausfithrung
stetiger Funktionen ergibt wiederum eine stetige Funktion, und aufgrund der Linearitat von T
ist g o T' eine Halbnorm.

(iii) = (iv) ist genau die Aussage von Lemma 2.3.1 (iii).

Wir zeigen nun (iv) == (ii). Dazu sei V C Y eine beliebige Nullumgebung. Wir miissen
zeigen, dass eine Nullumgebung U C X existiert, sodass T'(U) C V. Es ist leicht einzusehen dass
wir annehmen kénnen annehmen dass V' die folgende Form besitzt:

= . . <
V={yeY 121%)(” qi(y) < e},

wobein € Nund ¢; € @, 1 < i < n, e > 0. Aufgrund unserer Hypothese (iv) existiert fiir jedes
1 < ¢ < n eine endliche Menge F; C P und ein M; > 0 sodass

¢i(Tz) < M; max p(z), reX. (2.3.2)
pEF;
Definieren wir die endliche Menge F' C P und die positive Zahl M > 0 durch

F=|JF uwd M= max M,

1<i<n
=1
so folgt mit (2.3.2) dass
; < . 9.
[oax. qi(Tx) < Mrglealgcp(a:), reX (2.3.3)
Per Definition von Up, /s gilt
€
< = U
I}?Ea}?'(p(m) = M’ T € Fe/M>
also erhalten wir zusammen mit (2.3.3)
. < .
max. ¢i(Tx) <e,  w€Upcnm
Daraus folgt
T(Upem) C {y €Y : max ¢;(y) < 5} =V O

1<i<n

Definition 2.3.3. (a) Sei (X, 7) ein lokalkonvexer Raum. Die Menge der stetigen linearen
Funktionale auf (X, T) heit Dualraum und wird mit (X, T)* (oder kurz X*) bezeichnet.

(b) Die Menge der linearen stetigen Funktionen zwischen den lokalkonvexen Rédumen (X, T7)
und (Y, T2) wird mit L((X,T1), (Y, T2)) (oder kurz mit L(X,Y")) bezeichnet.

Behauptung 2.3.4. L(X,Y) ist ein Vektorraum, und somit auch X*.
Aufgabe 2.3.5. Beweisen Sie Behauptung 2.3.4. Hinweis: Verwenden Sie Satz 2.3.2.

LOSUNG. Seien S und T' € L(X,Y), A, u € R. Wir werden zeigen dass AS + uT stetig ist.
Dazu seien P bzw. () die Mengen der Halbnormen, welche die Topologien T7, bzw. Jo erzeugen.
Wegen Satz 2.3.2 geniigt es zu zeigen fiir alle ¢ € @ eine endliche Menge F' C P und ein M > 0
existieren sodass

9((AS +uT)(w)) < Mmaxp(z), o €X.

Weil alle ¢ € @ Halbnormen sind, gilt die Dreiecksungleichung und positive Homogenitét, und
die gesuchte Ungleichung folgt. X™* ist ein Spezialfall von L(X,Y) mit Y = R. O
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Satz 2.3.6. Sei (X,Tp) ein lokalkonverer Raum. Ein Netz (z;);c; konvergiert gegen x genau
dann wenn fir alle p € P gilt lim; p(z; — ) = 0.

BeEwEIS. Wir nehmen an dass (z;) — x. Sei nun p € P fixiert. Weil p nach Lemma 2.3.1 (ii)
stetig ist, folgt aus Satz 1.4.13 dass p(z;) — p(x).

Sei nun (z;) ein Netz sodass fiir alle p € P gilt p(x; —z) — 0. Wir zeigen dass x; — z. Dazu
sei wie nach Definition 1.4.5 U eine beliebige Umgebung von x, also existiert eine offene Menge
O € Tp sodass x € O C U. Per Definition von Tp (siehe Definition 2.2.8) folgt es existiert ein
V € U sodass x +V C O C U, also existiert eine endliche Menge F' C P und ein € > 0 sodass

r+V={r+yeX:ply) <e peF}CU. (2.3.4)
Fiir jedes p € F' existiert nach Definition 1.4.5 ein %, sodass
p(zi —x) <e/2, i > 1.

Weil F' endlich ist, existiert nach Definition 1.4.4 ein ig sodass
maxp(x; —x) < e/2 7> 1.
g %p( i ) < / ) Z %0

Folglich gilt fiir alle ¢ > iy dass x; —x € V, also erhalten wir mit (2.3.4) dass z; € z +V C U,
1 > ig. Weil U beliebig war, folgt die Behauptung. (Il

Satz 2.3.7. In lokalkonveren Rdaumen ist

(i) der Abschluss konvexer Mengen konver,
(ii) der Abschluss absolutkonvexer Mengen absolutkonver.

BEWwEIS. Wir zeigen zunéchst (i). Dazu sei C' Teilmenge eine lokalkonvexen Raumes und
x,y € C. Nach Definition 1.4.7 existieren Netze (z;), (y;) mit z;,y; € C fir alle i, sodass
Ti =T und Yi =Y.
Aus der Konvexitit von C folgt
Az + (1= Ny; € C, 0< A<,
und aus der Stetigkeit der Vektorraumoperationen erhalten wir
A+ (1= Ny = A+ (1- Ny eC.

Der Beweis fiir (ii) verlauft analog. O

Aufgabe 2.3.8. Vervollstandigen Sie den Beweis von Satz 2.3.7.

Satz 2.3.9 (Satz von Hahn-Banach — Fortsetzungsversion). Sei (X,Tp) ein lokalkonvexer
Raum und U C X ein Untervektorraum, ausgestattet mit der von Tp erzeugten Relativtopo-
logie R auf U. Dann ezistiert fir jedes { € U* eine stetige Fortsetzung L von £, also Ly = ¢
und L € X*.

BEWEIS. Wir bemerken zunéichst dass die Topologie R durch {p|y : p € P} erzeugt wird.
Wegen ¢ € U* stetig ist, so existieren nach Satz 2.3.2 (iv) n € N, p1,...,p, € Pund M > 0
sodass

< .
[¢(z)] < erggglp@(fv), zeU.

Wir definieren die stetige Halbnorm p : X — [0, 00) durch
p(z) = erg%xnpz-(x), z€X,

wobei M = maxi<;<, M;. Dann gilt
()] < p(x), zelX.
Nach dem Satz von Hahn-Banach Satz 1.1.2 existiert eine lineare Abbildung L : X — R mit
Lig=¢ und L(z) <p(z), z € X.
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ABBILDUNG 2.3.1. Darstellung von V', U und x.

Weil p(—x) = p(x) so gilt

|[L(2)] < p(z) = M max pi(z), zeX
<i<n

also folgt mit Satz 2.3.2 (iv) die Behauptung. O

Aufgabe 2.3.10. Zeigen Sie dass die Topologie R durch {p|y : p € P} erzeugt wird. Zeigen
Sie dass p eine stetige Halbnorm auf X definiert.

Lemma 2.3.11. Sei (X,Tp) ein lokalkonvexer Raum, V. C X konvez, offen und 0 ¢ V.
Dann existiert ein x* € (X,Tp)*, sodass

x*(v) <0, velV.

BEWEIS. Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 1.3.1. Sei g € X so, dass
—x9 € V. Wir definieren die offene und konvexe Menge U = V + xg, und stellen fest dass
0 € U und zg ¢ U (sieche Figure 2.3.1). Weil 0 € U existiert per Definition von Offenheit
eine Menge W € U sodass W C U. Nach Aufgabe 2.3.12 ist pyy eine stetige Halbnorm auf X,
und nach Aufgabe 1.3.3 ist py eine sublineare Abbildung mit py(xzg) > 1. Auf dem Unterraum
Y = span{z(} definieren wir das lineare Funktional y* durch

y* (txo) = tpu(xo), teR,

und stellen fest, dass fiir alle y € Y gilt y*(y) < py(y). Mit Satz 1.1.2 erhalten wir eine lineare
Fortsetzung z* : X — R mit

¥ (z) < py(z) < pw(x), x e X.

Die letzte Ungleichung gilt aufgrund der Inklusion W C U. Weil py eine stetige Halbnorm auf
X ist, erhalten wir daraus mit Lemma 2.3.1 (iii)

|z* ()] < pw(z) < Cmaxp(z), x€X,
peEF

wobei F' C P endlich ist und C' > 0. Mit Satz 2.3.2 folgt die Stetigkeit von x* beziiglich Tp, also
x* e (X, (.Tp)*.

Wir zeigen nun dass py(z) < 1, falls x € U. Dazu nehmen wir an es gibt ein z € U sodass
pu(r) > 1, ie. firalle 0 < A < 1 folgt ¥ ¢ U. Also gilt fiir x, = —*r, n € N, dass z,, € U°. Mit

-1
Satz 2.3.6 folgt x,, — z, also erhalten wir aus der Abgeschlossenheit von U¢ und Aufgabe 1.4.8
dass z € U¢; ein Widerspruch.
Fiir jedes v € V existiert ein u € U, sodass v = u — xg, also

z*(v) = 2" (u) — z*(z0) < pu(u) —y*(z0) <O.

Die letzte Ungleichung gilt, weil y*(xg) > 1 (warum?) und wir soeben gezeigt haben dass py(u) <
1L,uelU. O



2.3. STETIGE FUNKTIONALE UND DER SATZ VON HAHN-BANACH 19

Aufgabe 2.3.12. Zeigen Sie: fiir jedes W € U ist py eine stetige Halbnorm. Verwenden
Sie Lemma 2.2.3.

Satz 2.3.13. Sei (X,Tp) ein lokalkonvexer Raum, Vi, Vo C X disjunkt, konver und sei V}
offen. Dann existiert ein x* € (X, Tp)* mit
x*(v1) < z*(v2), v1 € V1, vy € Vo
Aufgabe 2.3.14. Beweisen Sie Satz 2.3.13. Reproduzieren Sie den Beweis von Satz 1.3.2.
Satz 2.3.15. Sei (X,Tp) ein lokalkonvezer Raum, V C X eine Tp-abgeschlossene konveze
Menge, und sei xo ¢ V. Dann existieren ein z* € (X,Tp)* und ein a € R, sodass
¥ (v) < a < z¥(zo), veV.
BEWEIS. Weil V' abgeschlossen ist, finden wir ein U € U mit (zo + U) NV = (). Es existiert

ein endliches F' C P und ein € > 0 sodass U = {x € X : p(z) < e, p € F}. Definieren nun die
offene Nullumgebung W als

W={zeX:pl)<e peF},

dann gilt natiirlich erst recht (xg 4+ W) NV = (). Mit Satz 2.3.13 erhalten wir ein z* € (X, Tp)*
sodass

z*(v) < x*(zo) + z*(w), veV, weW. (2.3.5)
Mit Satz 2.3.2 finden wir eine endliche Menge G C P und eine Konstante C' > 0 sodass

|z*(x)| < C max p(z), xeX. (2.3.6)
peEG

Setzen wir W = {z € X : p(z) <1, p € G}, so ist |a*(w)| < C, w € W, und somit gilt
z*(v) < x*(xo) + inf ¥ (w), veV.
weWnNw
< 0 ist der Beweis zu Ende. Wegen (2.3.6),
NwGWﬁW x*(w) <0.
weiwow L (w) = 0. Sei nun z € X fixiert. Weil W NW absorbierend
ist, existiert fiir jedes # € X ein A > 0 sodass § € W NW. Also ist nach Annahme *(§) > 0 und

somit z*(z) > 0. Das gleiche Argument fiir —x ergibt dann z*(x) = 0, also muss z* identisch 0
sein; ein Widerspruch zu (2.3.5). O

Sobald wir gezeigt haben —oo < inf .. 2" (w)
der Linearitit von z* und weil —(W N W) = W N W gilt zuniichst —C < inf

Wir nehmen nun an dass inf






KAPITEL 3

Distributionen

3.1. Funktionenraume

Die Idee von Distributionen besteht darin Funktionen f als Funktionale T} gegeben durch

7y(0) = [ 1) o(0)da
auf geeigneten Funktionenrdumen aufzufassen.

BEISPIEL. Fiir die “Deltafunktion” § : R — [0, 400], wobei d(x) = 0,  # 0 und [, = 1,
gilt

fiir geeignete Funktionen ¢.
Im Folgenden werden wir diese Idee prazisieren.
Definition 3.1.1. Sei € eine offene Teilmenge von R”.
(a) Der Vektorraum C*°(Q) der glatten Funktionen auf ) ist gegeben durch
C*®(Q) ={f:Q— R| f ist unendlich oft differenzierbar}.
(b) Sei @ € Nfj und f € C*°(Q). Wir definieren |a| = >%_; a; und
olal

3?1...agnf’

wobei 0; die partielle Ableitung nach der j-ten Koordinate bezeichnet. Ein o € Njj heifit
Multiindexz.

Definition 3.1.2. Sei 2 C R” offen und K C Q kompakt.
(a) Wir definieren den Vektorraum D g (£2) als
Di(@) = {p: Q- C | peC=(Q), supp(¢) C K}.

(b) Fiir jeden Multiindex « definieren wir die Halbnorm p, : D (Q) — [0,00) auf D ()
durch

Def =

Palp) = oy |(D%p) (x)

(c) Die von der Menge Px = {p, : « Multiindex} erzeugte lokalkonvexe Topologie auf
Dk (2) bezeichnen wir mit Tk

, v € Dk ().

Aufgabe 3.1.3. Zeigen Sie: D () ist ein Vektorraum und p,, definiert eine Halbnorm auf
Dr(Q).
Wir kommen nun zur Definition des Raums der Testfunktionen D(Q2) der aus kompakt

getragenen Funktionen besteht, und mit einer zu Tx kompatiblen Topologie ausgestattet sein
wird (siche Lemma 3.1.9).

21
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Definition 3.1.4. Sei 2 C R” offen. Wir definieren den Vektorraum der Testfunktionen
D(Q) durch

D)= |J Dx(.

KcQ
K kompakt
Die Familie von Halbnormen
p ist eine Halbnorm
P = {p : 'D(Q) — [O, oo) Plp () ist stetig beziiglich ‘J’K}

fir alle K C Q kompakt
erzeugt auf D(Q) eine lokalkonvexe Topologie welche mit T bezeichnet wird.

Aufgabe 3.1.5. Zeigen Sie dass D(Q2) eine Vektorraum, und T eine lokalkonvexe Topologie
auf D(Q) ist.

Satz 3.1.6. Sei Q C R" offen und 1 < p < oo, dann liegt D(Q) dicht in LP(2).
BEWEIS. Wir definieren zunéchst die Funktion ¢ : R" — [0, 00) durch
cnexp(pE—) lol <1,
() = o
0 |z| > 1,

wobel wir ¢, so wihlen dass [ = 1. Eine elementare Rechnung (siche Aufgabe 3.1.7) zeigt
dass die auf der kompakten Einheitskugel getragene Funktion ¢ unendlich oft differenzierbar
ist. Fiir jedes € > 0 setzen wir nun ¢, : R” — [0, 100), ¢(x) = e "p(z/e), und es folgt aus der
Transformationsformel dass [ . = [ =1, > 0.

Sei f e LP(Q) fixiert. Wir definieren die kompakten Mengen

K ={z € Q:|z] <m, dist(z,Q) > 2}, m € N.

Man kann sich leicht iiberlegen dass ;. _; Ky, = € (wir verweisen auf den Beweis von Satz 3.1.10,
in welchem etwas mehr gezeigt wird). Jedenfalls folgt aus dem Satz von Beppo Levi

[ rwpass [irwpanme o

Als néchstes definieren wir die Funktionen f,, : Q@ — C durch

fonl) = /K FWoym@—y)dy,  © € Kn,

und f,(z) =0, z € Q\ K,,,. Man kann zeigen dass f,, € D(2) und dass
||fm_f||Lp(Q) — 0, m — 09, (3.1.1)
siehe Aufgabe 3.1.8. O

Aufgabe 3.1.7. Zeigen Sie dass ¢ unendlich of differenzierbar ist.

Aufgabe 3.1.8. Zeigen Sie: f, ist in D(Q2) und es gilt (3.1.1).
Hinweis: Zeigen Sie die Aussage zuerst fiir charakteristische Funktionen f = x4, wobei
A C R™ ein beschrankter Wiirfel sein soll, und finden Sie dabei eine geeignete Majorante

fiir | fn(2) = f(2)].
Lemma 3.1.9. Ist Q C R" offen und K C Q) kompakt, so gilt:
(i) Die Relativtopologie von T auf D (Q) stimmt mit Tk tberein.
(ii) D () ist T-abgeschlossen in D(S).
(iii) SeiY ein lokalkonverer Raum und L : D(QQ) — Y linear. Dann ist L genau dann T
stetig wenn fiir alle kompakten K' C Q gilt L|DK/(Q) ist Tgr-stetig.

BEwEIs. (i) Sei Ky C Q kompakt. Wir erinnern daran dass die Relativtopologie von T auf
D, gegeben ist durch T|Dg,(2) = {0 N Dk, (2) : O € T}. Wir miissen zeigen dass gilt

T Dk, () = Tk,.
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Wir zeigen zuerst T|Dg, () C Tk,. Dazu sei O € T und ¢y € O N D, fixiert. Per
Definition von T existiert eine endliche Menge F' C P und ein € > 0 sodass fiir V gegeben
durch

V={peD®):plp)<e peF} gilt wo+V CO. (3.1.2)
Weil per Definition von P fiir jedes p € F gilt dass pl|qp Ko () stetig ist, folgt aus Lem-
ma 2.3.1 (iii) die Existenz von 0 < M < oo und G C Pk, sodass

< . 1.
max plp, (@) (@) < Mmaxq(e), ¢ € D () (3.1.3)

Definieren wir die Menge U durch
U={p €Dk, () :q(p) <e/M, q € G}

dann ist U eine Nullumgebung beziiglich Tx,, und mit (3.1.3) gilt U C V. Aus (3.1.2)
folgt dann ¢o + U C O, und weil ¢g € Dk, () beliebig war, haben wir gezeigt dass
‘I“DKO(Q) C TKO-

Um die verbleibende Inklusion zu zeigen, definieren wir zunéchst fiir jeden Multiindex
o die Halbnorm g, : D(Q) — [0, 00) durch ¢q () = sup,cq |(D%)(z)|. Dann ist klar dass
da|D i = Do fiir jedes kompakte K C Q, und weil p, nach Lemma 2.3.1 (ii) stetig beztiglich
Tk ist, so ist g, € P. Sei nun O € Tg, und g € O. Dann existiert per Definition von T,

ein m € N, Multiindizes o', ...,a™ und ein € > 0 sodass fiir U gegeben durch

U={p € Dk,(Q) :puilp) <e, 1 <j<m} gilt wo+U CO.
Dann gilt fiir die Menge V' definiert durch
V={reD(Q):guilp) <&, 1<j<m}

dass V eine Nullumgebung beztiglich T ist, und dass V N Dk, () = U.

(ii) Fur jedes x € 2 definieren wir die Abbildung m, : D(Q) — [0,00
Klarerweise ist 7, eine Halbnorm, und weil 7z |p,.(0)(¢) < p,...0) (), ¢ € Dr(Q), so ist
7 nach Lemma 2.3.1 (iii) Tx-stetig, also 7, € P. Mit Lemma 2. 3 (ii) folgt dann 7, ist
T-stetig. Weil {0} C R abgeschlossen ist, so ist m, ({0}) nach Satz 1.4.11 T-abgeschlossen,
also auch (,cq\x To 1({0}). SchlieBlich stellen wir fest dass

) 7' ({0}) = {p € D(Q) : m(p) =0, € @\ K} = Di(Q).
zeO\K

)s me() = [o(@)].

(iii) Sei L T-stetig ist und sei K’ C Q kompakt. Dann gilt L|p () ist T|D g (Q)-stetig, und
die Behauptung folgt mit (i).

Nun sei L|p ., fiir alle kompakten Mengen K " C Q) eine Tg/-stetige, lineare Abbildung,
und ¢ eine stetige Halbnorm auf Y. Wir definieren nun p = goT : D(Q2) — [0, 00), also gilt
fiir alle kompakten Mengen K’ C Q dass plp,, = qoTp,, als Komposition von stetigen
Abbildungen Tk/-stetig ist. Demzufolge liegt p in P, also ist p nach Lemma 2.3.1 (ii)
T-stetig. Weil ¢ beliebig war folgt mit Satz 2.3.2 (iii) die Behauptung.

O

Satz 3.1.10. Sei m € N und Q@ C R™ offen. Sei {pn}tnen C D(Q), dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
(i) on — 0 beziiglich T.
(ii) Es exisitert eine kompakte Menge K C  sodass {¢n}n C D () und ¢, — 0 beziiglich
Tk.
(iii) Es exisitert eine kompakte Menge K C Q sodass supp(yy) C K, n € N und fir alle
Multiindizes o konvergiert (D%py,), gleichmafig gegen 0.

BEWEIS. Sei {¢n}neny C D(Q) fixiert. Wir zeigen zuerst (ii)<(iii). Nach Satz 2.3.6 gilt
¢n — 0 in Tx genau dann wenn fiir jedes p € Pg gilt p(¢,) — 0. Daraus folgt sofort die
Behauptung.
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Als néchstes zeigen wir (ii)=-(i). Sei K C Q kompakt sodass {¢n}n C Dg(2) und ¢, — 0in
Tk . Nach Satz 2.3.6 miissen wir zeigen dass fiir alle ¢ € P gilt dass ¢(¢,) — 0. Sei dazu g € P
fixiert. Weil g|p, (o) Tk-stetig ist, folgt aus Lemma 2.3.1 (iii) die Existenz eines 0 < M < oo
und einer endlichen Menge F' C Pk sodass

q(¢) = qlp @) (@) < Mgleagp(w), ¢ € D ().

Weil F' endlich ist, folgt aus Satz 2.3.6 dass maxper p(¢n) — 0, und mit der obigen Ungleichung
auch ¢(¢pn) — 0.

Schlielich zeigen wir (i)=-(ii). Angenommen ¢, — 0 in T, und fir jede kompakte Menge
K C Qgilt {pn}n € Dr (). Wir wéhlen nun induktiv eine Folge von kompakten Mengen K,
n € N. Wir beginnen die Induktion indem wir n; = 1 setzen, und ein r; > 1 so wahlen dass

supp(¢n,) C Ky := (QC + B(0, %))C N B(0,71),

wobei B(zp,d) die offene Kugel in R™ um zy mit Radius § bezeichnet. (Wir zeigen im Induk-
tionsschritt dass so eine Wahl von r; moglich ist.) Angenommen wir hitten Zahlen n; < ng <
oo < Mi—1, 71 < 7T9 < --- < 1;—1 und kompakte Mengen K1 C Ko C --- C K;_1 so konstruiert
dass

rj > 7, K; = (QC+B(O,%))CHE(O,Tj), 1<j<i—1,
supp(pn;) C Kj, 1<j<i—1, und  supp(gn,,,) ¢ Kj, 1<j<i—2.

Weil K;_1 kompakt ist, so existiert aufgrund unserer Annahme ein Index n; > n;_ fiir den gilt
supp(¢n;) ¢ Ki—1. Wir wihlen r; > i so dass

supp(¢n,) C K; := (QC + B(0, r%))c N B(0,7;).

Wir zeigen nun dass so eine r; existiert. Dazu zeigen wir zunachst dass ein k € N existiert sodass

supp(in,) € (2°+ B(O, 7))"

Angenommen die Behauptung wire falsch, dann gilt
1
supp(¢n,) N (2°+ B0, 1)) #0,  keN.

Also existiert fiir jedes k € N ein a; in dem Kompaktum supp(py, ), fiir das gilt dist(ag, Q2°) <
%. Aufgrund der Kompaktheit konvergiert eine Teilfolge von {ar} gegen a € supp(yp,) und
es gilt dist(a,Q¢) = 0. Weil Q¢ abgeschlossen ist folgt a €  und damit der Widerspruch
supp(pn,) NQ° # 0. Also wissen wir es existiert ein k& € N sodass supp(¢p,) C (QC + B(0, %))C,
und wir wahlen r; > max(i, k) so dass supp(yp,) C B(0,7;). Wir haben also gezeigt es existiert
eine Folge {r;} mit 7; — oo und kompakte Mengen K; C Ky C --- C {2 sodass

Supp(ganj) CK;= (QC + B(0, %))C N B(0, ;) und Supp(gpnjH) 7 K;. (3.1.4)
Wir zeigen nun dass aus (3.1.4) folgt
it K; =0 (3.1.5)
j=1

Einerseits ist klar dass die Vereinigung in €2 liegt. Andererseits, sei x € €2, dann existiert ein
§ > 0 sodass B(z,8) C . Sei nun jj so dass rj, > 5 und so dass B(0,7;) D B(x,), dann gilt

B(z,6/4) N (Q° + B(0, %j)) = 0.

Angenommen es gibe ein y € Q° und ein z € B(0, %) sodass |y + z — x| < §/4, dann wére
0

ly—z| <l|y+z—z|+|z] < /2, also y € B(x,0) C 2, was unmoglich ist. Also folgt
B(x,06/4) € (Q°+ B(0, 7)) N B(0,75) C Ky,

also ist x ein innerer Punkt von K,, und weil z € Q beliebig war, ist (3.1.5) gezeigt.

Jo»
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Wir wihlen nun eine Folge {z;}; mit z; € Kj41 \ Kj, j € N sodass a; := |¢n,,, ()] > 0.
Wir definieren wie im Beweis von Lemma 3.1.9 die Funktionen m, 7; : D(2) — [0, 00) durch

mi(p) = lp(xj)la;t wnd = "m.
j=1

Im Beweis von Lemma 3.1.9 haben wir gezeigt dass m; fiir jedes j € N eine T-stetige Halbnorm
auf D() ist. Wir werden nun zeigen, dass auch = wohldefiniert, und eine T-stetige Halbnorm
auf D(N) ist.

Sei K C € kompakt. Wir zeigen dass K in einem der K, j € N enthalten ist. Angenommen,
K ¢ intKj, j € N, also K N (int K;)¢ # 0, j € N. Weil K N (int K;)¢ kompakt und fallend (K
ist wachsend, und somit auch int K7) ist, folgt der Widerspruch

0 # ﬁKn(intKj)C—K\ GintKj = 0.
j=1

Jj=1

Also liegt jede kompakte Menge K C (2 in einem der Kj, j € N. Daraus folgt dass fiir alle

J > jo gilt z; ¢ Kj, und somit mj|p, = 0. Daher sind fiir jedes ¢ € D(Q) nur endlich viele 7;
J

verschieden von 0. Insbesondere ist 7 eine wohldefinierte Halbnorm, und es gilt

k
o) = Zﬂij(Q), falls K C Kj.
j=1

Im Beweis von Lemma 3.1.9 haben wir gezeigt dass mj|p, (o) fiir jedes kompakte K C €2 eine
Tk stetige Halbnorm ist, also impliziert die obige Identitét 7|, ) € P. Mit Lemma 2.3.1 (ii)
folgt die T-Stetigkeit von .

Einerseits folgt aus der T-Stetigkeit von m und der Konvergenz ¢,, — 0 beziiglich T dass
7(¢n;) — 0. Andererseits ist

7T((‘Dnj+1) Z 7Tj(g0nj+1) = 17 j € N7

was einen Widerspruch darstellt. O

Definition 3.1.11. Der Dualraum von (D(Q2),T) wird mit D*(Q2) bezeichnet und heifit
Raum der Distributionen auf €2, seine Elemente heiflen Distributionen.

Satz 3.1.12. Sei Q C R"™ offen. Fir eine lineare Abbildung T : D(Q) — C sind dquivalent:
(i) T € D*(Q).
(i3) Fiir alle kompakten K C Q gilt T|p, ) € (@K(Q))*
(iit) Fir alle kompakten K C 0 existieren m € Ng und C > 0 sodass fiir alle ¢ € Dy ()
gilt
IT(p)| < Cpm(p) =C I sup (DY) (2)].
Q|SM e

(iv) Falls pp, — 0 in D(Q) beziglich T, so folgt T'(¢n) — 0 in C.

BEWwEIS. Die Aquivalenz von (i) und (ii) folgt aus Lemma 3.1.9 (iii). Mit Satz 2.3.2 erhalten
wir die Aquivalenz von (ii) und (iii). Weil Folgen eine Spezialisierung von Netzen sind, folgt mit
Satz 1.4.13 die Implikation (i)=(iv).

Wir werden nun den Satz beweisen indem wir die Implikation (iv)=-(ii) zeigen. Diese Im-
plikation sagt aus, dass aus Folgenstetigkeit topologische Stetigkeit folgt (was allgemein nicht
der Fall ist). Wir beweisen, dass die Topologie T fir jedes kompakte K C € von einer Me-
trik erzeugt wird (man sagt die Topologie Tk ist metrisierbar). Weil in metrischen Réumen
Folgenstetigkeit dquivalent zur topologischen Stetigkeit ist, folgt daraus die Behauptung.
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Sei pr,, m € N eine Aufzéhlung der Halbnormen p,, o € Nij ein Multiindex. Dann definieren
wir die Abbildung d : D(Q)? — [0, 00) durch

o0

—m Pl — 1)
(%¢%%2;2 L+ pm(e—9)

Man sieht sofort dass d wohldefiniert ist.

SCHRITT 1. In diesem Schritt zeigen wir dass d eine Metrik auf D(Q) ist. Offen sichtlich ist
d(p,p) = 0 und d(p,v) = d(¢,¢). Sei nun d(p,v) = 0, dann ist p,,(¢ — ) = 0, m € N, also
gilt insbesondere sup,cq |¢(x) — ¥ (z)] = 0, und somit ¢ = 1. Wir miissen also nur mehr die
Dreiecksungleichung zeigen.

Bevor wir damit beginnen, stellen wir fest dass

t

1+t 141

Nun seien ¢, 9,19 € D(Q) fixiert, dann gilt wegen py, (¢ — ) < p(@ — V) + pm (v —9), m € N
dass

t— monoton wachsend in ¢ > 0 ist.

o P =) + pm(¥ — V) — om [ Pm(p =) Pm(t — 1)
E:Z 1+ pm(p = ¥) + pm(th — ﬁ)<2;? <1+MM¢—¢) 1+MM¢-@J'

Klarerweise ist der letzte Ausdruck gleich d(p, )+ d(1,1), also handelt es sich bei d tatséchlich
um eine Metrik auf D().

SCHRITT 2. Hier zeigen wir dass fiir jedes kompakte K C (2 die Metrik d|p, (o) die Topologie
Tk erzeugt, d.h. die beziiglich der Metrik d\@ «(0) offenen Mengen sind genau die Mengen in Tk.
Sei dazu K C €2 eine beliebige kompakte Menge

Wir zeigen zuerst dass wann immer O offen beziiglich d|p, (q) ist, so ist O € Tg. Sei dazu
p € O fixiert. Wir wissen dass ein € > 0 existiert sodass

Bi(p,e) :={¢ € D (Q) : d(p,v) < e} C O.

Wir wihlen nun mg € N so dass > -~ 27™ < ¢/2. Dann gilt fiir alle ¥ € D (Q) dass

m=mo+1
mo
Z Q—m% <eg/2 impliziert Y € Br(p,¢).
m=1 m

Wir definieren die Nullumgebung U durch
U={eD(Q):pn(¥) <e/2, 1 <m < me},
und stellen fest dass
¢+ U C Bg(p,e) CO.

WEeil ¢ beliebig war, folgt O € 7.
Sei nun umgekehrt O € Tx und ¢ € O. Dann wissen wir dass eine endliche Teilmenge
F C Pk und ein € > 0 existieren sodass ¢ + Ur. C O, wobei

Upe ={¢ € D(Q) :p(¥) <€, pe F}.

Weil F' endlich ist, so existiert ein Index mg sodass F' C {pm : 1 < m < mp}. Wir definieren
nun die beziiglich d]@ «(0) offene Menge

BK@%Tm%;)Z{weﬂxﬁbrﬂ%w)<?mmiJ
Somit gilt fiir jedes ¢ € Bg (np, 27M0 ) die Ungleichung
—m pm(@ - ¢) —m £
g-m _PmP 7 W) _9-mo e
L+ pm(e —¥) e
woraus sofort folgt dass p,,(¢) < e, 1 < m < myg. Also haben wir gezeigt dass

Br (0,27 1%2) C o+ Ur: C O,

1Sm§m07
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Weil ¢ € O beliebig war, folgt dass O offen beziiglich der Metrik d|p, () ist.

SCHRITT 3. Abschlielend zeigen wir dass die Begriffe Folgenstetigkeit und topologische Stetig-
keit fiir metrisierbare Topologien iibereinstimmen. Dazu sei (X, d) ein metrischer Raum, Y ein
topologischer Raum und f : X — Y. Klarerweise impliziert topologische Stetigkeit die Folgens-
tetigkeit, also miissen wir nur mehr die Umkehrung zeigen.

Dazu nehmen wir an dass f folgenstetig ist, aber nicht topologisch stetig. Nach Aufga-
be 1.4.10 existiert also ein zp € X und eine offene Menge O C Y mit O > f(z) sodass fiir alle
Umgebungen U C X von xq gilt f(U) ¢ O. Insbesondere gilt also

f{r e X 1d(z,20) < 1}) 20, neN.

Also finden wir eine Folge {zy}, C X mit d(xy,,2z9) — 0 und f(x,) ¢ O, n € N. Aufgrund der
Folgenstetigkeit von f folgt f(z,) — 0, also existiert ein ng € N sodass f(z,,) € O, was der
vorigen Aussage widerspricht. (I

BEISPIEL. (a) Sei 2 C R"™ offen, und f : 2 — C meBbar. Dann heifit f lokal integrierbar
falls

/ F@)de < 0o, K C 9 kompakt,
K

Wir definieren den Raum
Li(Q)={f:9Q— C | fist lokal integrierbar},
und fiir jedes f € Li, () sei die lineare Abbildung Ty : D(Q) — C gegeben durch

Ty(p) = /Q f@) @) dz, e D).

Die Abbildung T ist wohldefiniert, weil supp(y) C © kompakt ist.

Wir zeigen nun dass Ty € (D(Q))*, mit anderen Worten, T} ist eine Distribution. Fir
v € D(Q) gilt

70| = | [ 1@e@ar < [ [r@e@lar< [ @] desp o)
supp () supp()

Das Integral ist eine Konstante C' = C(f, supp()), und das Supremum ist po(y), wobei die
stetige Halbnorm pg in Satz 3.1.12 (iii) definiert ist. Damit erhalten wir

1T¢ ()] < Cpole),

und mit Satz 3.1.12 die Stetigkeit von 7. Die Distribution 7 heifit dir zu f € L, ()
gehorige requldre Distributionen.

Wir zeigen jetzt dass die Abbildung f +— Ty : Li, () — (D(Q))* injektiv ist. Dazu sei
f € LL,.(9) so dass Ty = 0, also

/Qf(a:) p(z)dx =0, v € D(Q). (3.1.6)

Mit Satz 3.1.6 erhalten wir daraus f = 0 fast iiberall (sieche Aufgabe 3.1.13).

(b) Sei zp € Q fixiert. Wir betrachten das lineare Funktional d,,D(Q2) — R, ¢ — ¢(z¢). Es gilt
Ozy € (D(Q))*, denn

|20 ()] = | (@0)| < po(e)-

Also ist 0, eine Distribution; sie heifit Deltadistribution. Wir zeigen nun dass d,, keine
regulére Distribution ist. Dazu setzen wir Qo = Q \ {zo}, und stellen fest d,|p,) = 0.
Angenommen 0., = Ty fiir ein geeignetes f € L, (Q), dann ist T¢[nq,) = 0, und weil
[ — Ty injektiv ist folgt somit f|o, = 0 fast {iberall, und damit natiirlich f = 0 fast iiberall.
Folglich ist auch 0 = Ty = d,,, was offenbar falsch ist.

(c) ¢ ¢'(0) € D(R)*, weil [¢'(0)| < p1(s).
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(d) Sei T(p) = > 07, ™ (n) fiir alle ¢ € D(R). Fiir alle ¢ € D(R) exisitert ein N € N sodass
supp(¢) C [-N,+N], und folglich ist

N
T < o™ m)| < (N + 1) prle),
n=0
also T' € D(R)*.

Aufgabe 3.1.13. Zeigen Sie dass aus (3.1.6) folgt f = 0 fast iiberall.

Definition 3.1.14. Seien X,Y lokalkonvexe Rdume, und 7' € L(X,Y). Wir definieren
T :Y* —> X* als
T (y*) =y* o T, fiir alle y* € Y™.
Die Abbildung 7™ heifit der zu T adjungierte Operator.
Aufgabe 3.1.15. Zeigen Sie dass die Abbildung 7™ linear und wohldefiniert ist.

Definition 3.1.16. Sei X ein lokalkonvexer Raum, dann definieren wir auf seinem Dual-
raum X* die schwach* Topologie o(X*, X) als die von den Halbnormen

() = |2%(z)] P:{px : xEX}
induzierte lokalkonvexe Topologie Tp.
Satz 3.1.17. Seien X und Y lokalkonvexe Raume, und T € L(X,Y). Dann ist T* : Y* —
X* o(Y*,Y)-0(X*, X)-stetig.

BEWEIS. Nach Satz 1.4.13 gilt dass T stetig ist genau dann wenn fiir jedes Netz (y;) in Y*
welches gegen ein y* € Y* beziiglich o(Y*,Y) konvergiert, gilt dass (T™*y;) gegen T*y* beztiglich
o(X*, X) konvergiert. Sei nun (y}) so dass y — y* € Y™ beziiglich ¢(Y*,Y"), dann folgt aus
Satz 2.3.6 dass

(y;i =y )(y) =0, yev.
Insbesondere erhalten wir

T (yi =y )(@) = (y; —y")(Tz) =0, z€X,
also folgt mit Satz 2.3.6 dass T*(y; — y*) — 0 beztiglich o(X*, X). O
3.2. Differentiation von Distributionen

Sei f : R — C stetig differenzierbar, und

Ty(0) = [ f@)e@)de, oD@
Mit partieller Integration folgt dass
Tp(p) = -T5(¢'), ¢ €DR).
Definition 3.2.1. Sei 2 C R” offen, T' € D(2)* und « ein Multiindex. Dann definieren wir
(DOT)(p) = (—1)RIT(D%), e DQ).
Lemma 3.2.2. Sei Q C R” offen, und o ein Multiindex. Dann ist die Abbildung D@ :
D(Q)* — D(Q)* wohldefiniert und o(D(2)*, D(Q))-stetig.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst, dass D*: D(Q2) — D(Q) stetig ist. Nach Satz 3.1.12 ist dies
ist genau dann der Fall wenn fiir alle kompakten K C € gilt
D%|p, () ist Tk-stetig.

Sei nun K C  fixiert, dann erzeugen die Halbnormen p,(¢) = maxg /<y, Sup,cq |DBp(x)),
m € N, die Topologie Tx. Wir fixieren m € Ny und stellen fest

Pm(D%) = max sup |(D“P o) ()| < Py ja)(¢)-
|B]|<m zeN
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Daraus folgt mit Satz 2.3.2 dass D* Tgk-stetig ist, und weil K beliebig war, auch dass D% T-
stetig ist. Also ist (D®)* nach Satz 3.1.17 o(D(Q2)*, D(R2))-stetig, und die Behauptung folgt weil
D@ = (—1)lel(Doy*, O

BEISPIEL. (a) Sei H : R — C die Heavisidefunktion, das ist

H(z) = 1 fallsz >0,
)0 falls z < 0.

Sei nun ¢ € D(R), dann gilt

+00 +00
(Tu) (9) = ~Tu() == [ H@) @ o= [ ¢0)de =) =0,
—00 0

also ist (Ty)" = do.
(b) Die distributionelle Ableitung der Deltadistribution ist
8'(p) = =0(¢") = =¢/(0),
fir alle ¢ € D(R).

3.3. Fouriertransformation von Distributionen

Definition 3.3.1. Sei f € L'(R"), dann ist die Fouriertransformation F f von f fiir alle
& € R™ gegeben durch

T f(€) = (2m) 2 / & f(z) da.

n

Oft bezeichnen wir die Fouriertransformierte von f auch mit ]?
Definition 3.3.2. Mit 8§(R") bezeichnen wir den Vektorraum gegeben durch

ny __ . N (NS Coo(Rn)’ pm,a(@) < OO,}
SIS = {90 PRE = C’ m € Ny, o Multiindex ’

wobei die Halbnormen p,, o gegeben sind durch

Pm.a(p) = sup(l +a|™) |(D%p) ()

, 9 €DW.

Der Vektorraum 8(R™) heifit Schwartzraum, seine Elemente Schwartzfunktionen. Oft wird
S§(R™) auch als Raum der schnell fallenden Funktionen bezeichnet.

Aufgabe 3.3.3. Seien ¢ € $(R™), m € Ny und « ein Multiindex. Zeigen Sie: fiir jedes € > 0
existiert ein r > 0 sodass

A+ [zMI(D%) (@) <&, |zl =7

Aufgabe 3.3.4. Zeigen Sie die Inklusionen D(R) C §(R") C L'(R).
Lemma 3.3.5. Sei ¢ € 8(R™) und a ein Multiindex. Dann gilt

(i) Fp € C®(R™) und D*(F ) = (i)l F (z — z%p(x)),

(ii) (F(D*p))(€) =i € (F ) (&) fir alle € R™.
Aufgabe 3.3.6. Beweisen Sie Lemma 3.3.5.
Lemma 3.3.7. Fir jedes p € 8(R™) gilt F ¢ € S(R™).
Aufgabe 3.3.8. Beweisen Sie Lemma 3.3.7.

Lemma 3.3.9. Fir g € $(R™) definieren wir den Faltungsoperator Cy : §(R™) — S(R™)
durch
CyP)@) =g+ )@ = [ gla-ve)dy,  aeR"

Dann ist Cy wohldefiniert und stetig.
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BEWEIS. Sei g € §(R") fixiert, dann gilt fir alle m € Ny und alle Multiindizes a dass

‘/H(Dag)(fﬂ—y)w(y) dy‘ < /Rn i+ |$1_ S 0+ |y|1m+n+1) Ay pm,a(9)Pmin+1,0(0)-

Mit Aufgabe 3.3.10 erhalten wir die Abschatzung

)/H(DO‘g)(x - ) dy‘ 1+1|:E’m) /I‘{n (1 + |:;n+1) dy Pm,a(g)pm+n+1,o(<ﬂ>7

woraus unmittelbar folgt

C
Pm,a (Cg (v)) < zpm,a (g)pernJrl,O (¥),

wobei C' = [, W dy < oo. Die Behauptung folgt mit Satz 2.3.2. O

Aufgabe 3.3.10. Zeigen Sie fiir alle m € Ny die Ungleichung
I+lz—y™QA+[y™) 2 el +[z[™)  z,y€RT,
wobei ¢ = ¢(m) > 0 nicht von z,y abhangt.

Bemerkung 3.3.11. Fir alle ¢ € D(R"™) gilt: wann immer F¢ € D(R™) so ist ¢ = 0.
Insbesondere erhalten wir dass fiir alle ¢ € D(R™) gilt Fp ¢ D(R™).

Satz 3.3.12. Die Fouriertransformation ist eine Bijektion von 8(R™) auf 8(R™). Die inverse
Fouriertransformation F~1 : §(R™) — 8(R™) ist gegeben durch

(9’_1 cp) () =(2 Tr)_”/Q/ Pl o(€) dz, z € R", ¢ € §(R").
Rn

BEWEIS. Ohne Beweis. U

Lemma 3.3.13. Sei8(R™) der von den Halbnormen py, o topologisierte lokalkonvere Raum,
dann gelten folgende Aussage:

(i) fir alle Multiindizes a dass ¢ — x® ¢ wohldefiniert und stetig auf S(R™) ist.
(i3) fiir alle Multiindizes  dass ¢ — DP o wohldefiniert und stetig auf S(R™) ist.
(iii) es exisitert eine Konstante C' > 0 sodass

[(F0)©)] <C-puyro(p),  EER?, peSR).

BEWEIS. BEWEIS VON (i). Sei « ein beliebiger Multiindex. Nach der Leibnitzformel (siehe
Aufgabe 3.3.15) gilt fiir alle m € Ny, alle Multiindizes 5 und alle ¢ € §(R") dass

Pl = %)) = sup (1+ ]2l ™)| (D (2°9))(@)] = sup (1+ [2")| 3 e,,5D7(2°) D*ep(a) |
reER™ TER™ ~<8
< 3 leyal sup (1+ ™) D7) D (@)
v<B

fur geeignete Zahlen ¢, g € R. Aus der Multiindex Abschétzung (siehe Aufgabe 3.3.14) | D7 (z*)| <
|z[l*! erhalten wir

Pmp(x = 2%0(z)) < 2ley 4 Sup(1+ | N DP ()| < C > prial, sy (),
v<B <B
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wobei Cg = 2max,<g |cy g|. Die Behauptung folgt mit Satz 2.3.2.
BEWEIS VON (ii). Weil pmﬁDﬁcp < Pmy+89, folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 2.3.2.
BEWEIS VON (iii). Fir ¢ € §(R™) und £ € R” gilt:

Fa© < @0 [ Je@lde=ea [ o

] n+1 d
[ (et do

n

1
< 7’I’L/2 .
<(em ™ | e d)pole)

Weil fRn W dx eine Konstante ist die nur von n abhéngt, folgt die Behauptung. O

Aufgabe 3.3.14. Sei z € R” und « ein Multiindex. Zeigen Sie die Ungleichung || < |z|l!.

Aufgabe 3.3.15 (Leibnitzformel). Seien f, g : Q — C hinreichend oft differenzierbar. Zei-
gen Sie dass fiir jeden Multiindex « gilt

p0 =3 G)rme v ()-(6)- ()

Lemma 3.3.16. Fir alle f € S(R") gilt FF f(z) = f(—=z), x € R™.

BEWEIS. Ohne Beweis. (Il

Satz 3.3.17. Die Fouriertransformation und ihre Inverse F,F~1 : §(R") — 8(R") sind
stetig beziiglich der von den Halbnormen pp, o erzeugten lokalkonvexen Topologie.

BEWEIS. Wegen Lemma 3.3.13 geniigt es die Stetigkeit von F zu zeigen. Dazu seien m € Ny,
a ein Multiindex und f € §(R") fixiert. Wir berechnen mit Hilfe von Lemma 3.3.5

(2m)"?pm,o(F ) = sup (1 + |§|m)’D?/ e % f(x)dx| = sup (1 + [¢]™) ‘/ —i&w 0 () da.
EeRn Rn” £ERM
(3.3.1)

Wir definieren nun den Differentialoperator Q. f = f — Z?Zl 5972 f und stellen fest dass
zj

Q. (e7%%) = (1 + |¢]?)e 2, x, & € R™.
Durch Iteration ergibt sich daraus
Qe = L+ [gf)me™™, xR

Wir setzen diesen Ausdruck in (3.3.1) ein und erhalten

n/2 (1_’_|§’m m 71593 e
2m)" “pm,o(T f) = éeani(l‘i‘m ‘/ Q7 ( )z f(x) dz <£S€u]151

Mittels partieller Integration folgt
[ @ et i@ = | [ e Qran @) il
und so erhalten wir d]iRe Abschétzung
xS ) < ( ) sup (14| )|QP (2 £ 1))
R z€RM

Nun ist [p, W dz eine Zahl die nur von n abhangt, und die Abbildung = — Q7' (z f(x))
ist nach Lemma 3.3.13 stetig, also folgt die Behauptung mit Satz 2.3.2.

QF (7 )2 f(x) du

Rn

N
w1+ |x’n+1

O

Definition 3.3.18. (a) Ein lineares Funktional T € (S(R"™))" heifit temperierte Distributi-
on.



32 3. DISTRIBUTIONEN

(b) Fir T € (S(R”))* ist die Fouriertransformierte T definiert durch
(FT)(p) =T(Fp),  fiiralle p € S(R™).

Bemerkung 3.3.19. Per Definition der Fouriertransformation fiir temperierte Distribution

ist diese der zur Fouriertransformation fiir schnell fallende Funktionen adjungierte Operator.

Mit Satz 3.1.17 folgt dass die Fouriertransformation fiir temperierte Distributionen eine

o(§(R™)*, §(R™))-o(S(R™)*, S(R™))-stetige Abbildung ist. Weil die Fouriertransformation fir

schnell fallende Funktionen bijektiv ist, so ist auch die Fouriertransformation fiir temperierte

Distributionen bijektiv.

Satz 3.3.20. (i) Seij : D(R™) — S(R™), gegeben durch j(¢) = ¢, dann ist j stetig und
hat dichtes Bild.

(ii) Die Adjungierte j* : S(R™)* — D(R")* ist gegeben durch j*(T) = T|pmwny und ist

injektiv.

BEWEIS. BEWEIS VON (i). Wir zeigen zunéichst die Stetigkeit von j. Nach Lemma 3.1.9 (iii)
geniigt es zu zeigen dass

Jlpy (o) stetig ist, K C Q kompakt.
Dazu seien K C €2 kompakt, m € Ny und « ein Multiindex fixiert. Dann gilt fiir alle ¢ € Dg ()

Pm.alje) = fg@“ + 2" (De)(x)| = :161[1?(1 + [2[")(D%e)(2)] < Crpalp).

Mit Satz 2.3.2 erhalten wir die Stetigkeit von j|p, (o), und somit von j.
Nun zeigen wir, dass j dichtes Bild besitzt. Dazu sei ¢ € §(R") fixiert. Wir wéhlen eine
Funktion n € D(R"™) mit

0<n<1, 77(‘7;):17 |JI’§1, 77(‘77):07 ‘$|22

Wir verweisen fiir die Existenz einer solchen Funktion auf Aufgabe 3.3.21. Fiir jedes k € N
definieren wir nun die Funktion ¢ durch

or(z) = n(g)e(x), r € R"™.

Klarerweise ist @) kompakt getragen und glatt, also ist ¢ € D(R"™), k € N. Wir zeigen nun dass
¢ — ¢ in der Topologie von 8§(R™). Dazu sei nun € > 0, m € N und ein Multiindex « fixiert.
Dann gilt zunéchst nach der Leibnitzformel (siehe Aufgabe 3.3.15)

(o= o)) = X (5) 070D Ppte). e
BLa
Eine kurze Rechnung zeigt dass fiir alle 5 # 0 gilt
Dn(§) =k (D7) (§),  weR”,
also erhalten wir aus den letzten beiden Gleichungen die Abschétzung
D% - w0@)] < 1= n(@) D@l + 3 (5)e IO @D el aern

0£<a
(3.3.2)

Wir schéitzen die beiden Terme nacheinander ab. Erstens existiert laut Aufgabe 3.3.3 ein kg € N,
sodass

(L+[z[")[D%(x)| <&, |z = ko.
Weil 1 — n(%) = 0 fiir |z| < k, erhalten wir die Ungleichung

1—n(2)]|1+ 2™ Dp(2)| <, zeR", k> k. (3.3.3)
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Wir kombinieren (3.3.3) mit (3.3.3) und erhalten dass fur alle £ > k¢ und alle z € R™ gilt

(1+]a|™)| D = er)(@)| < e+ (g) KD ) ()| (1 + 2™ D P ()]

04PZa
<e+ ;(Ogjga <g> |(DPn)(§) \) A P 3 (1)-

Weil ‘(Dﬁn)(%)‘ < Cpa—p, x € R", hingt die Summe im letzten Ausdruck nur von 1 und « ab.
Wir haben also gezeigt

1
Pm,a(p —or) < e+ %Cn,a rﬁnggpm,a—ﬁ(cp) — €, k — oo.

Weil e beliebig war, folgt dass ¢ — ¢ in der Topologie von §(R™), und damit die Stetigkeit von
J-
BEWEIS VON (ii). Siehe Aufgabe 3.3.22. O
Aufgabe 3.3.21. Zeigen Sie die Existenz einer Funktion n € D(R™) mit
0<n<l, n(z) =1, |z| <1, n(z) =0, |z > 2.

Hinweis: Zeigen Sie die Existenz von 7 indem Sie die Funktion ¢ in Aufgabe 3.1.7 mit der
charakteristischen Funktion xp,, falten, wobei Br~ die Einheitskugel in R" bezeichnet.

Aufgabe 3.3.22. Beweisen Sie Satz 3.3.20 (ii).

Qeﬁnition 3.3.23. Wir definieren nun die temperierte distributionenelle Differentiation
D@ : §(R™)* — $(R™)* durch

DT = (=1)l¥IT o D* T e $(R™)*.
Wir schreiben meistens einfach D(® statt D),

Bemerkung 3.3.24. Nach Lemma 3.3.13 (ii) ist ¢ — D%p stetig auf S§(R"), also ist T o
D € 8§(R™)*, und somit ist D(®) wohldefiniert. Eine Konsequenz von Satz 3.3.20 ist, dass
fir alle T € S(R™)* gilt

(D5 T)(p) = (-1)¥IT(D*p) = (DT)(4(p)) = (*DYT)(¢), v € DR).
Mit anderen Worten, fiir alle Multiindizes a gilt
7*D(@) = p®)*
Satz 3.3.25. Fir alle T € S(R™)* gilt
F(DT) = ilolg> F(T).
BEWEIS. Fiir einen Multiindex « definieren wir die nach Lemma 3.3.13 (i) stetige lineare

Abbildung M, : $(R") — S(R™) durch ¢ —= z%. Dann gilt wegen Lemma 3.3.5 fiir alle
¢ € §(R™) dass

(F(DT))(p) = (DT (F p) = (~)IIT(D* Fp) = (=1)*N (=) *IT(F Magp)
= il (F Map) = il*I M F Top.
Nach Satz 3.1.17 ist M} ein o(8(R™)*, 8(R™))-stetiger Operator, wegen Bemerkung 3.3.19 so
auch F , und daher M}F = FD(), O

Bemerkung 3.3.26. Wir schreiben z¢ fir MJ.

BEISPIEL. (a) Sei 1 < p < oo und f € LP(R™). Dann gilt fiir

Ti(p) = Rnf(%)¢(x)dx

dass Ty € S(R™)*.
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(b) Sei a € R", dann ist 6, € S(R™)*, und es gilt

(56) () = 6a(T ) = (27) /2 / e~ o) da,

n

also ist ¥, die von der L>° Funktion z + (27) "/2e~"%? induzierte Distribution. Wir
schreiben dafiir auch ¥4, = (27)"/2e~"02,
(c) Sei ¢ € 8(R™), dann zeigt eine einfache Rechnung dass
(TF(p) (@) = p(-).
Bezeichnen mit y die konstante Funktion 1, so folgt dann mit dem vorigen Beispiel

(FT) (@) = (FF6)(p) = 8(FFp) = p(—0) = ().



KAPITEL 4

Schwache Topologien

4.1. Definition schwacher Topologien

Definition 4.1.1. Seien X,Y Vektorrdume und (z,y) — (z,y) € R eine Bilinearform. Das
Tupel (X,Y, (-,-)) heiBit duales Paar, falls

(a) fir alle z € X \ {0} ein y € Y existiert sodass (z,y) # 0, und

(b) fiir alle y € Y \ {0} ein z € X existiert sodass (z,y) # 0.

BEISPIEL. (a) Sei X ein lokalkonvexer Hausdorffraum, dass bedeutet fiir alle x € X \ {0}
existiert ein p € P mit p(x) # 0. Mit dem Satz von Hahn-Banach folgt dass (x,z*) — x*(x)
mit (X, X*) ein duales Paar bildet.

(b) (X*, X) mit (z*,z) — z*(x) ist ein duales Paar.

(c) RR® bezeichnet wie iiblich den Vektorraum {f : R — R}. Fiir jedes t € R setzen wir &;(f) =
f(t). Dann ist (R®, span{d; : t € R}) ausgestattet mit der Bilinearform

<fvz>\i5ti> =Y Nif(t:), feRY teR, \€ER,
i=1 i=1

ein duales Paar.

Definition 4.1.2. Sei (X,Y, (-,-)) ein duales Paar.

(a) Fiir jedes y € Y betrachten wir die Halbnorm p, : X — [0,00), py(z) = [(z,y)| und
P ={p, : y €Y} Die von P auf X erzeugte Topologie wird mit O'(X ,Y') bezeichnet.

(b) Fiir jedes z € X betrachten wir die Halbnorm ¢, : Y — [0,00), ¢.(y) = |{z,y)| und
Q ={q: : € X}. Die von @ auf Y erzeugte Topologie wird mit O‘(Y, X) bezeichnet.

Bemerkung 4.1.3. Aus Definition 4.1.2 und Satz 2.3.6 folgt:

(a) Ein Netz (x;) C X konvergiert beziiglich o(X,Y) gegen = genau dann wenn fir alle
yeY gilt (x; —z,y) — 0.

(b) Ein Netz (y;) C Y konvergiert beziiglich o(Y, X) gegen y genau dann wenn fiir alle
x € X gilt (z,y; —y) — 0.

Lemma 4.1.4. Sei (X,Y) ein duales Paar, und K C X eine o(X,Y)-kompakte Menge.
Dann ist K eine o(X,Y)-abgeschlossene Menge.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst dass fiir alle 21,29 € X mit z; # 22 eine Umgebung U € Ux
existiert sodass (x; + U) N (x2 + U) = (. Dazu seien z; # =z fixiert. Dann existiert laut
Definition 4.1.1 ein y € Y sodass (z1 — z2,y) = d > 0. Wir definieren U = {z € X : |(z,y)| <
0/3} € Ux, und stellen fest dass U das Gewlinschte leistet.

Sei nun K C X eine (X, Y )-kompakte Menge und zp ¢ K. Wir werden zeigen dass z( eine
von K disjunkte Umgebung besitzt. Fiir jedes x € K finden wir nach dem oben Gezeigten eine
o(X,Y)-offene Menge O, sodass (xg + Oz) N (z + O) = 0. Die Kollektion {z + O, : z € K}
ist somit eine eine o(X,Y)-offene Uberdeckung von K, also existieren x1,...,7, € K sodass
K C Uj_i(zj + Oy;). Wir definieren die o(X,Y)-offene Menge O = ();_; O, und sehen dass
(zo + O) NUj=; (2; + Oy;) = 0, insbesondere gilt (x9 + O) N K = . Weil 29 ¢ K beliebig war,
folgt K¢ ist offen. O

35
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Lemma 4.1.5. Sei X ein Vektorraum, {,01,..., 0, : X — R linear und N = {z : {;(z) =
0, 1 <i<n}. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) ¢ € span{ly,...,0y}.
(ii) Es gibt eine Konstante C > 0 sodass fir alle x € X

f@)] < C max |6,(@)]

(iii) () ker(f;) C ker(é), das heift £(z) =0 falls z € N.

1<i<n
BeEwEIS. Die Implikationen (i)=-(ii)=-(iii) sind offensichtlich. Wir beweisen nun (iii)=-(i).
Dazu definieren wir zuerst die Menge
V= {(&-(x))lgign cxe X} CR™

Es ist leicht einzusehen dass V ein linearer Unterraum von R™ ist. Als néchstes definieren wir
die Abbildung ¢ : V — R durch

(li(x))isn = £(z),
und wir stellen fest dass ¢ wegen (iii) wohldefiniert und linear ist. Wir wissen aus der linearen
Algebra dass eine lineare Erweiterung ¢ von ¢ auf ganz R™ existiert, also @ : R™ — R ist linear
und |y = ¢. Wir schreiben @ in der Form

n
) =D ik, €= (&) R,
i=1
wobei die «; geeignete Skalare sind. Damit gilt also

Uz) = p((ti(@)izr) = ((li(@)imy) = D aili(wi), @€ X. 0
=1

Korollar 4.1.6. Ein Funktional auf X ist genau dann o(X,Y)-stetig wenn es von der Form
z = (z,y)
ist. Es gilt also
(X,o(X,Y))* =Y.

BEWEIS. Sei £: X — R linear. Dann ist ¢ nach Satz 2.3.2 o(X,Y)-stetig genau dann wenn

endlich viele y1,...,yn, € Y und eine Konstante C' > ( existieren sodass
< ; X.
[t@)] < € max [(z,y)],  x €

Wir definieren nun ¢; : X — R durch ¢;(z) = (x,y;), dann folgt aus der obigen Ungleichung und
Lemma 4.1.5 dass

) = 3 oitilw) = 3 o) = (= > ay),  wEX.

Abschlieflend setzen wir y = > 7 | a;y; und stellen fest dass mit der obigen Gleichung gilt

Wir halten die folgenden beiden Spezialfille fest.

Korollar 4.1.7. Sei X ein Vektorraum und Tp die von der Familie von Halbnormen P
induzierte lokalkonvexe Topologie.

(i) Seil : X — R linear. Dann gilt ¢ ist genau dann T p-stetig wenn £ beziiglich o(X, (X, Tp)*)
stetig ist.

(ii) Sei ¢ : X* — R linear. Dann ist £ genau dann o((X,Tp)*, X)-stetig wenn ein x € X
existiert sodass ((x*) = z*(z), * € (X,Tp)*.
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BEWEIS. BEWEIS VON (i). Sei zuerst £ eine Tp-stetige Abbildung. Dann ist ¢ per Definition in
(X,Tp)*. Also folgt aus Satz 2.3.2 mit F' = {z — |[{(x)|} und M =1

()] < Mmaxp(z), z€X,
peEF

also die o (X, (X, Tp)*)-Stetigkeit von £.
Ist nun ¢ eine o(X, (X, Tp)*)-stetige Abbildung, so existiert nach Korollar 4.1.6 ein z* €
(X,Tp)* sodass
lzx) = z*(z), xz e X.
Damit ist natiirlich auch ¢ in (X, Tp)*, also Tp-stetig.
BEWEIS VON (ii). Sei £ : X* — R eine o((X,Tp)*, X )-stetige Abbildung, dann existiert nach
Korollar 4.1.6 ein x € X sodass

U(x") = 2" (x), ¥ e (X,Tp)".

Die Umkehrung folgt analog zum Beweis von (i). O

Satz 4.1.8. Seien T; und Ty lokalkonvexe Topologien auf X und sei (X,T1)* = (X,T2)*.
Dann ist eine konvexe Menge C C X genau dann T1-abgeschlossen wenn sie To-abgeschlossen
15t.

BEWwWEISs. Sei C' C X abgeschlossen beziiglich To. Wir werden zeigen C¢ C (671)0, woraus

natiirlich folgt dass o' cce , also die T1-Abgeschlossenheit von C.
Dazu sei zg ¢ C. Wir wihlen mit Satz 2.3.15 ein Ta-stetiges lineares Funktional z* und ein
€ > 0 sodass

z*(x) + e < x*(x0), zeC. (4.1.1)
Unsere Hypothese besagt dass «* auch T;-stetig ist, also ist
U={zreX:|z*(x)| <e} (4.1.2)

eine beziiglich T offene Nullumgebung. Wir miissen zeigen dass (xo+U) nc™ =0. Wegen (4.1.2)
und (4.1.1) gilt dass

¥ (xo + x) = 2" (xo) + 2™ (x) > 2™ (z0) — € > 2" (y), zeU, yecC. (4.1.3)

Angenommen (z¢ + U) N ch # (0, dann existiert nach Definition 1.4.7 ein « € U und ein Netz
(x;) C C sodass z; — xo + x beziiglich T;. Insbesondere gilt also z*(z;) — x*(xg + x), was im
Widerspruch zu (4.1.3) steht. O

Bemerkung 4.1.9. Sei X ein Vektorraum und Tp eine lokalkonvexe Topologie auf X.
Dann ist nach Korollar 4.1.6 (X, Tp)* = (X,0(X, (X,Tp))*)", und mit Satz 4.1.8 ist eine
konvexe Menge C' C X genau dann T p-abgeschlossen wenn sie o (X, (X, Tp)*)-abgeschlossen
ist.

Satz 4.1.10. Die schwache Topologie o(X,Y) ist initial beziiglich Y, das heifst fir jeden
topologischen Raum T und jede Abbildung f : T — (X,0(X,Y)) gilt: f ist genau dann
stetig wenn die Abbildung yo f : T — R gegeben durch

t= (f(t),y)
fiir alle y € Y stetig ist.

BEWEIS. Wir wissen dass die Abbildung = +— (z,y) fiir jedes y € Y stetig ist. Also folgt
aus der Stetigkeit von f die Stetigkeit von ¢ — (f(t),y). Sei nun umgekehrt sei ¢ — (f(¢),y)
fiir alle y € Y stetig. Wir zeigen nun dass f stetig in tg € T ist. Dazu sei U eine beliebige
o(X,Y)-Nullumgebung. Es ist zu zeigen dass es eine Umgebung W von ty existiert, sodass
fW) C f(to) + U. Wir wahlen y1,...,y, € Y so dass und ¢ > 0 so dass fir V = {z € X :
|(z,y;)| <e, 1 <i<n} die Inklusion

Vcu
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gilt. Aufgrund unserer Hypothese erhalten wir dass

Wi={teT:[(f(t) = f(to),yi)| < e}
fiir jedes 1 < i < n ein Umgebung von tq ist, und so ist auch

W= (W
i=1
eine Umgebung von ty. Damit haben wir erreicht dass f(W) C f(tg) +V C f(tg) C U. O

4.2. Bipolarensatz

Definition 4.2.1. Sei (X,Y) ein duales Paar, AC X und BCY.
(a) Die Polare von A ist gegeben durch

Aoz{er :(z,y) <1, :UGA},
(b) und die Polare von B ist definiert als
Boz{meX:(w,y>§l, yGB}.

BeispiEL. Fiir einen normierten Raum Z bezeichnet Bz die normabgeschlossene Einheits-
kugel von Z. Ist X ein normierter Raum und Y = X*, dann ist (Bx)° = By~ und (Bx~)° = Bx.
Falls U C X ein Unterraum ist, dann gilt U° = U+, und falls V C X* ein Unterraum ist, so gilt
Ve=V,.

Lemma 4.2.2. Sei (X,Y) ein duales Paar, und seien A, A; C X, i € I, dann gilt:
(i) A° ist konvex und o(Y, X )-abgeschlossen, A° = (co A)°, wobei der Abschluss in der
o(X,Y)-Topologie zu verstehen ist.
(it) 0 € A°, A C A°° und wann immer Ay C As folgt AS C AS.
(iii) Ist A kreisformig, so ist es auch A°.
(iv) (AA)° = $4°, XA > 0.
(v) (Uie] Ai)o = ﬂie] A;.
(vi) (Nier Ai)° D c0U;er A7, wobei der Abschluss in der o(Y, X)-Topologie zu verstehen
1st.

BEWEIS. Fiir den Beweis von (ii) bis (v) verweisen wir auf Aufgabe 4.2.3.
Wir beweisen nun (i). Dazu definieren wir fiir fixiertes x € X die o(Y, X)-stetige und lineare
Abbildung 4, : Y — R durch y — (z,y). Dann sind die Mengen

{yeY :l.(y) <1}, r €A,

o (Y, X)-abgeschlossen und konvex, und somit auch ihr Durchschnitt. Weil offenbar

ﬂ{er:EI(y) <1} =A°
r€A
folgt damit die Konvexitit und o (Y, X)-Abgeschlossenheit von A°.
Klarerweise haben wir A C €0 A, also ist nach (vi) (c6 A)° C A°. Sei nun y € A°, also gilt
fir alle x1, 29 € A dass (x1,y) <1 und (x2,y) < 1 ist. Damit ist natiirlich fir alle 0 <t <1 die
Konvexkombination (tx + (1 — t)z2,y) < 1. Somit erhalten wir

(x,y) <1, x € coA.

Dass die obige Ungleichung auch fiir alle x € ¢o A gilt folgt mit Argumentation iiber Netze, und
damit erhalten wir y € (co 4)°.
Zum Beweis von (vi) setzen wir zunichst A = [),c; A; und halten fest dass natiirlich A C A;

fir alle ¢ € I gilt. Mit (ii) erhalten wir daraus A° D AY, ¢ € I. Die Vereinigung tiber alle i € I
ergibt

J4s c 4,

il
und die Behauptung ¢oJ,c; A; C A° folgt mit dem ersten Teil von (i). O
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Aufgabe 4.2.3. Beweisen Sie Lemma 4.2.2 (ii) bis (v).

Satz 4.2.4 (Bipolarensatz). Fir ein duales Paar (X,Y) und A C X gilt
A% =co(AU{0}),
wobei sich der Abschluss beziglich o(X,Y") versteht.

BEWEIS. Nach Lemma 4.2.2 (ii) ist AU{0} C (AU{0})°°, und wegen Lemma 4.2.2 (i) sind
Polare immer abgeschlossen und konvex, also erhalten wir co(AU{0}) C (AU{0})°°, wobei der
Abschluss in 0(X,Y) genommen wird.

Angenommen die Inklusion ist echt, also c6(AU{0}) € A°°, dann existiert ein zyp € A°® wel-
ches nicht V liegt, wobei V' = 6(AU{0}). Per Definition ist V konvex und o (X, Y')-abgeschlossen,
also finden wir mit Hilfe von Satz 2.3.15 ein o(X, Y )-stetiges lineares Funktional z* : X — R,
welches xp von V' trennt, i.e. es existiert ein o € R sodass

¥ (v) < a < 2*(xp), velV.

Insbesondere erhalten wir fiir v = 0 dass z*(z¢) > « > 0. Nach Korollar 4.1.6 ist (X,0(X,Y))* =
Y, also existiert ein y € Y sodass x*(z) = (x,y), z € X. Kombiniert mit der obigen Ungleichung
erhalten wir durch Skalierung mit é die Ungleichungen

<xay>§1< <l‘07y>7 LITEA

Die erste Ungleichung besagt dass y € A°, und damit besagt die zweite dass xg ¢ A°°; Wider-
spruch. O

Korollar 4.2.5. Sei (X,Y) ein duales Paar und C C X konver mit 0 € C. C ist genau
dann o(X,Y)-abgeschlossen wenn es ein B C'Y gibt sodass C = B°.

BEWEIS. Falls es ein B C Y gibt sodass X = B°, dann ist C' nach Lemma 4.2.2 (i) o(X,Y)-
abgeschlossen.

Sei nun umgekehrt C' C X konvex, 0 € C und C eine (X, Y )-abgeschlossene Menge. Dann
setzen wir B = C°, und es gilt nach dem Bipolarensatz Satz 4.2.4 dass B® = C°° = ¢o(CU{0}) =
coC=C. O

4.3. Der Satz von Bourbaki-Alaoglu

Satz 4.3.1 (Satz von Bourbaki-Alaoglu). Sei U eine Nullumgebung eines lokalkonvezen
Raumes (X, T). Dann ist U° beziglich o(X*, X) kompakt.

BEWEIS. Zunéchst stellen wir fest dass die o(X*, X)-Topologie auf X* genau die Topologie
der punktweisen Konvergenz auf X* ist. Die natiirliche Einbettung von (X*, o(X*, X)) in den
Raum Produktraum [ .y R (siehe Definition 1.4.17) ist gegeben durch die Abbildung

o (X*,0(X*, X)) = (H R, fP), I
reX

wobei P die Topologie der punktweisen Konvergenz auf R* bezeichnet. Nach Aufgabe 1.4.20 ist
die Topologie P exakt die Produkttopologie. Offensichtlich ist ® injektiv. Auflerdem ist ® eine
hom6omorphe Einbettung von X* in [] . R (d.h. ® ist stetig, und die Abbildung ¥ : #(X*) —
X*, &(x*) — x* ist stetig).

Die zweite Bemerkung ist dass es fiir jede Nullumgebung U C X ein V € Uy mit V C U
gibt, also folgt aus Lemma 4.2.2 dass U° C V°, und sowohl U° als auch V° sind o(X*, X)-
abgeschlossen. Es ist mit Satz 1.4.24 leicht einzusehen dass falls V° o(X*, X)-kompakt ist, so
ist U° als o(X™, X)-abgeschlossene Teilmenge ebenso o(X*, X)-kompakt. Deshalb kénnen wir
ohne Einschrinkung annehmen dass U € Us.

Wir beginnen nun mit dem eigentlichen Beweis. Sei dazu U € Ug. Wir zeigen dass @(U°)
kompakt in der Produkttopologie P von [], .y R ist. (Mit Aufgabe Aufgabe 1.4.25 folgt dann
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dass ¥ (@(U°)) = U° kompakt ist.) Nach Behauptung 2.2.1 (iv) ist U absorbierend, also existiert
fiir jedes z € X ein A\, > 0 sodass /\% € U, also gilt per Definition der Polare

¥ (x) < Ay, z*eU°.
Falls x € U, so wiahlen wir A, < 1. Weil U nach Behauptung 2.2.1 (vi) kreisférmig ist, gilt die
obige Ungleichung auch fiir —z statt fiir z. Also erhalten wir

|z*(2)] < Ag, x*eU°. (4.3.1)

Wir definieren nun fiir jedes x € X das in R kompakte Intervall K, = [—Az, Az]. Dann wissen
wir mit dem Satz von Tychonoff Satz 1.4.26 dass K := [] .y K, in seiner Produkttopologie
Pr kompakt ist. Wegen (4.3.1) gilt ¢(U°) C K, also miissen wir nur mehr zeigen dass ¢(U°)
beziiglich Px abgeschlossen in K ist.

Dazu sei f € ¢(U °)9DK. Weil nach Definition 1.4.7 f der punktweise Limes eines Netzes (x})
linearer Funktionen ist, so ist f selbst linear und es gilt f(z) < Az, x € X. Weil A\, <1 fiir alle
x € U, folgt

fU) C[=1,+1].
Es ist leicht einzusehen dass |f(x)| < 2py(x) (py bezeichnet das Minkowskifunktional), und
damit folgt aus der Stetigkeit von py die Stetigkeit von f beziiglich T, d.h. f € X* = (X, T)*.

Also ist f € ®(U°), und weil f € QS(UO)?K beliebig war, haben wir gezeigt dass ®(U°) abge-
schlossen in der Topologie Py ist. Damit ist U° = ¥(&(U°)) beziiglich der Topologie o(X*, X)
kompakt. O

Korollar 4.3.2 (Satz von (Banach-)Alaoglu). Sei X ein normierter Raum, so ist
By« ={z* € X* : |z*|| <1}
kompakt in der schwach* Topologie o(X*, X).
Die folgende Bemerkung dient als Warnbeispiel.
Bemerkung 4.3.3. Fir n € N sei f, : £*° — R definiert durch
Ful(@)521) = 2n,  (@5)521 € £
Es gilt dass ||full(g<)~ < 1, n € N. Sei nun {fy, } eine beliebige Teilfolge von {f,}. Wir
definieren z = ()32, durch
1k 5=
T = {( ) J Nk,

0 J & {netiy
Dann gilt € £*° und
far(@) = (-1, kel
D.h. wir haben gezeigt dass {f,} keine o((£>°)*, £>°) konvergente Teilfolge besitzt.
Widerspricht Satz 1.4.24 diesem Beispiel?

Fiir einen normierten Raum 7 bezeichnet Bz die normabgeschlossene Einheitskugel.
Satz 4.3.4 (Satz von Goldstine). Sei X ein normierter Raum, und Jx : X — X** die
kanonische Einbettung von X in seinen Bidualraum X**, i.e. Jx(z) = (z* — 2*(x)). Dann
—  S(X** X* (X **.X*
ist JX(BX)U( X Bxs, und somit JX(X)U( X X,

BeEwEIS. Wir definieren A = Jx(Bx) und betrachten das duale Paar (X**, X*). Wir konnen
leicht feststellen dass A° = By, und A°° = B%. = Bx=««. Der Bipolarensatz Satz 4.2.4 ergibt

dann By = @o(A U {0}) = A7), O

Definition 4.3.5. Sei X ein Banachraum und Jx : X — X™** die kanonische Finbettung
in seinen Bidualraum X**, gegeben durch z — (z* — z*(x)). Der Banachraum X heift
reflexiv genau dann wenn Jx (X) = X**.
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Satz 4.3.6. Fir einen Banachraum X sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X ist reflexiv.
(ii) Bx ist o(X, X™*)-kompakt.

BEWEIS. Nach Aufgabe 4.3.7 ist Jx : (X,0(X,X")) — (Jx(X),o(X™, X*)) ein Homoo-
morphismus, d.h. sowohl Jx als auch seine Inverse ist stetig.

Wir beweisen zuerst (i)=-(ii). Nach dem Satz von Alaoglu (Korollar 4.3.2) ist Bx++ kompakt
beziiglich (X **, X*). Weil X reflexiv ist, ist J3 ' (Bx++) wohldefiniert (und zwar nicht als Urbild
der Funktion Jx, sondern als Bild der Funktion J;(l), und nach der obigen Bemerkung o (X, X*)-
kompakt.

Fiir die Implikation (ii)=-(i) stellen wir fest dass Jx(Bx) eine o(X**, X*)-kompakte Menge
ist (weil das stetige Bild einer kompakten Menge selbst kompakt ist, siehe Aufgabe 1.4.25). Nach
Lemma 4.1.4 ist Jx(Bx) somit o(X**, X*)-abgeschlossen. Damit erhalten wir gemeinsam mit
dem Satz von Goldstine (Satz 4.3.4) dass

— (X, X"
Jx(Bx) = Jx(Bx)"" )

= By O
Aufgabe 4.3.7. Sei X ein Banachraum. Zeigen Sie dass die kanonische Einbettung Jx :
(X,0(X, X)) = (Jx(X),o(X™, X*)) ein Hom6omorphismus ist, und dass Jx (Bx) C Bxx«
normabgeschlossen ist.
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