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1 EINLEITUNG

1 Einleitung

1.1 Beispiele zur Variationsrechnung

Beispiel 1.1. (a) Klassische Mechanik (Maupertius, kleinste Wirkung):
Sei u: [0,T] — R3, V : R® — R Potentialfeld

1
/ S 1i(6)] =V (u(t))dr — min
0

(b) Optik:
n: R?® — R Brechungsindex

Y,
/o () ™

wobei u(0) = A, u(1l) = B erfiillt sein soll.

(¢) Kontinuumsmechanik:
Q C R3 u: Q — R? Deformation des Kérpers, W gespeicherte Energie

/ W (Du) dz — min
Q

(d) Elektrostatik:
p: R?® — R Ladungsverteilung
Elektrostatisches Potential

/ V(@) — p(z)u(z) dz — min
Au(x) = p()

(Elliptischer Differentialoperator)

1.2 Die Euler—Lagrange Gleichungen

Sei U C R™ offen, OU glatt

L:R"xRxU — R

(plv'”vpnvza‘rl?"'vmn) = L(plv"'vpnvzaxla"'

Frage: Sei A := {w|sr = g}
I(u) == /UL(Du(x),u(x),x) dx

Welche Eigenschaften erfiillt u, wenn

I(u) = ul}rgl& I(w)

Antwort:
w erfiillt die Euler-Lagrange Gleichungen:

Z [Lp, (Vu, u, I)]m + L. (Vu,u,z) =0

<.
=

wobei Ly, := g2-L, L. := 5. L
Spezialfille:

n
(a) L(p,z,2) = 3|p|> =3 > p?

Lp,=pi L:=0 I(w)= [,|Vw(z)]?dx
I(u) = melgl(w) =Au=0
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(b) L(p.2,2) = § 32 ad(@)pi; — =f(2)
Ly, =Y a"(z)p; firi=1,...,n
L

() frR—=R  F(z)= [ f(y)dy
L(p7z,$) = %|p|2 - F(Z)
Lpi =Di L, = f(Z)
I(w) = [ $|Vw|* = F(w) del(w) = minye 4 I(w)
Au= f(u)

Welche Bedingungen an L garantieren die Existenz eines Minimums fiir I wie in (1.1)? Also mit
I(w) := / L(Dw(z),w(z),z) dx
Q
Notation 1.2. Q C R™, u=(ul,...,u™): @ — R™
Vu = (07ub)jL iy
Antwort: f: Q x R™ x R™ — R sei

(a) meBbar bez. 1. Komponente

(b) stetig bez. 2. und 3. Komponente
(¢) f(z,¢&,-) konvex

I: wh?(Q,R™) — RT
U — / fz,u(z), Vu(x)) dz
Q
ist Wp1 schwach—folgen—unterhalbstetig

(d) f(z,&n) = aln| — BIE]7 fir 2 € QX R™ x R™™, g <p
Dann ist 7: WP(Q) — R¥ koerziv.
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2 Topologische Grundbegriffe

Lemma 2.1 (Fundamentallemma der Variationsrechnung). Sei E Banachraum (z.B: LP(Q), W1P(Q),
Whr(9Q)), X C E sei schwach—folgenkompakt. I: X — R sei schwach—folgen—unterhalbstetig.
Dann gilt:

Ju e X: I(u) :qjlelg(l(w)
Lemma 2.2. Sei A C R kompakt, f: A — R unterhalbstetig (uhst.).
Dann gilt:

dae€ A: f(a) = gggf(x)
Beweis. f uhst. <

(20 — 2) = f(z) < liminf (z,)

Wihle z,, € A sodafl

-n sonst.

flam) < {infmA f(x) —&—% falls inf,c 4 > —o0,

Da A kompakt folgt
I(@n,;) € (z,): lim z,, =a

J—0

und damit die Behauptung:

uhst.
fla) = inf f(z)
[ |
Definition 2.3. Sei f: R — R. Dom f := {z € R|f(z) < o0} .
f: R — R heifit koerziv, falls f(x) — oo fiir |z| — oo.
Lemma 2.4. Folgende Bedingungen seine erfillt:
(a) A C R, abgeschlossen.
(b) f: A— R, Dom f # ().
(c) f ist koerziv.
(d) f ist unterhalbstetig.
Dann gilt:
Ja € A: f(a) = Tlrélif(m)
Beweis. Aus (b) folgt
dxg € A: f(.’L'()) < 00
aus (c)
JReRVzeR: |z| > R= f(z) > f(xo) +1
und aus (a)
Ap:={zc A| || <R}
ist kompakt.
Damit folgt aus Lemma 2.2, dal fr: Ar — R ein Minimum besitzt also
da€ Agr C AVz € Ag: f(a) < f(z). (2.1)
Damit gilt:
Vao € Ag: f(wo) = f(a)
Vz € A\Agr: f(2) > f(zo) +1 > f(a) +1
Vz € A\Ar: f(2) > f(a) (2.2)
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Aus (2.1) und (2.2) folgt nun
Yw e A: f(a) < f(w)
]

Bemerkung 2.5. Sei I: W' — R,w — [ L(Aw,w,z)dz. Gesucht sind nun hinreichende Bedingungen an
L, sodafl I unterhalbstetig bzw. koerziv ist.

Unser Ziel werden nun folgende Aussagen sein:

e Sei X normiert, B C X’ normbeschriankt und in X’ abgeschlossen (b, € B, b, X p=be B).
Dann ist B o(X’, X)-kompakt.

o X ist reflexiv & By, ist o(X, X’)-kompakt.

Definition 2.6. E # () heifit Topologischer Raum , wenn zu jedem x € F der Umgebungsfilter I (z) definiert
ist, wobei U(x) folgenden Axiomen geniigt:

U 1) U(x) C P(x)

U2) UelU(z):xelU

U3)Uellx), VOU=Vecl(x)

U4 UV el(x)=VnUeU(z)

U5) VU el(x) IV eld(z)Vye V: U elUl(y)

Definition 2.7. (a) Die Topologie 7, die von {U(x),x € E} definiert wird ist gegeben durch
U u@
z€E

(b) Umgebungsbasis: B(x) CU(x): YU € U(z) 3B € B(x): BCU

Beispiel 2.8.

E=]0,1] (2.3)

B(m):{]x—l,x+l[nem} (2.4)
n n

U(z) = {J|J ist Obermenge einer offenen Teilmenge von ]0, 1], die 2 enthélt } (2.5)

Definition 2.9. Eine Menge O C E heifit offen im Topologischen Raum (F, 1) :<

Ve € O3B € B(z): BC O
0 :={0 C E|O ist offen in (E, 7)}.
Es gelten folgende Axiome:
(O1) EcO, 00
(02) ApcO,ae M: A:=J,cpAa €0
(03) 01,04,...,0, € 0=>N_,0,€0
Sei © C P(E) mit O(1) - O(3). Dann existieren eindeutig bestimmte Umgebungsfilter {¢(z)|z € E} (und

sormt 7), sodafl

{O’O ist offen in (E, ) } O
Definition 2.10. = € F heifit Berithrpunkt von G C F :&

YU € B(z): UNG £ 0
G= {:c € E‘:z: ist Berithrpunkt von G}

G = G = G ist abgeschlossen
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Satz 2.11. Es gilt: G C E ist abgeschlossen < E\ G ist offen in (E,T).
A:={G € E|G ‘st abgeschlossen in (E,T)} erfiilt:

(A1) O, E € A (also abgeschlossen,).

(A 2) Ay, € M € A= car Aa € A (abgeschlossen,).

(A 8) A, Ag,--- Ay € A= UY| A; € A (abgeschlossen).

Beweis. Der Beweis folgt sofort aus Definition 2.10. |

Definition 2.12 (Schwache Konvergenz). z, € E,x € E: x, ﬂ TS

YU € B(z) Ing e NVn >ng € N: z, € U.

Beispiel 2.13. Sei E normiert, B(z) := {{y € E: |z —y| < £} ,K € N}.
Dann stimmen schwacher und starker Konvergenzbegriff iiberein.

Bemerkung 2.14. z, LN x = x ist Berithrpunkt der Menge {xn|n € ]N} in (E,7).

Definition 2.15 (Stetigkeit in Topologischen Riumen). Seien (F,7), (F, o) Topologische Réme.
[+ E — F heift stetig 1<

YV offen in (F,o): f~'offen in (FE,7)
& Vo VYV € Bp(f(x)) 3U € Be(z): f(U)CV
Bemerkung 2.16. (vgl. Analysis I)

f:R—Rstetig:es Ve >030>0: jlw—2z|<d=|[f(w)— f(z)| <e
Vf(@)—e fx)+e[ o —dx+6[: welr—ba+0d[= flw)e]f(z)—c flx)+e
v U U v
Definition 2.17 (Folgenstetigkeit). f: E — F heifit 7—o—folgenstetig:<

Y(z,) € BN 12, Do = f(2,) > fla)
Definition 2.18. Sei E normiert, E’ bezeichne den Dualraum von F, ¢ > 0, X{, X},... . X! € E', g € E.
U xi (w0) = {z e Bl Yi<n:|X[(z) - X](z0)] < e}
B(zg) = {U}a({’___’X;L(wO)| nelN, X|,--- , X, € F',e > O}

{B(x0)|zo € E} ist die Umgebungsbasis der schwachen o(E, E') Topologie (schwache Topologie auf E).
Definition 2.19. Sei X' € F',x1,...,2, € E, € > 0.

B(X') = {{Z’ € E'|Z' (x;) — X'(2;)| < &} ‘n eN,z, - ,2, € E,e > 0}
{B(X")|X" € E'} ist die Umgebungsbasis der o(E’, E) Topologie (schwach—*~Topologie).
Definition 2.20. Sei S C O, M C E. Dann heifit {G’G € S} offene Uberdeckung von M :<

Mc|]Ja
Ges

8’ € {G|G € S} heiit Teiliiberdeckung :<
Mc | @
Ges’

Definition 2.21. K C F heifit 7—kompakt :<
Jede offene Uberdeckung S von K besitzt eine endliche Teiliiberdeckung.
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Satz 2.22. Sei f: K — R (7,|]) stetig.

K kompakt = Ja,b € K: f(a) = sup f(z) f(b) = inf f(z)
€K reK

Satz 2.23. Sei E' der Dualraum von E.
(a) {X[|| X! <1} ist o(E', E) kompakt.
(b) {X'|IIX"||zr <1} st ||-|| kompakt < dim E < co.

Beispiel 2.24. Die Raume W*?(Q), 1P, LP(Q) sind reflexiv fiir 1 < p < oo aber nicht reflexiv fiir p € {1, 00}.
Ck () ist nicht reflexiv.

Notation 2.25.
WhP(Q) .= H*(Q)

H* sind Hilbertraume.

Definition 2.26. Sei f: X — R U {oo}

Dom f := {xeX |f(:c)7éoo}
f heiit eigentlich :< Dom f #£0
f heiit koerziv & ||z|]| — 00 = f(z) — o
f heifit 7—folgen—uhst. & 1z, — 2= f(z) < liminf f(x,)

Lemma 2.27 (Fundamentallemma). Sei E refleziver Banachraum, X C E schwach-abgeschlossen,
f: X = {RUoo} koerziv und schwach—folgen—uhst, Dom f # 0. Dann gilt

3o € X f(wo) = inf f(x)
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3 Unterhalbstetigkeit von Integraloperatoren

Im Folgendem sei stets @ C R, u = (u!,...,u™): Q = RN, J(u) = (Vul,...,Vul)
mit Vu! = (0,,ul, ..., 0y, ut)T

In diesem Kapitel wird unser Ziel folgendes Theorem sein:

Theorem 3.1. Sei Q offen, 1 < p < oo, f: Q@ x R® x R™ — R mefbar in 1. Komponente, stetig in
2. und 3. Komponente, f(x,£,-): n— f(z,&n) konvez.

I(u) := / f(z,u(z), Vu(z)) dx
Q
Dann gilt:
I: W (@Q) - R
u— I(u)
ist o (WhP(Q), Wl’pl(Q)) —folgen—unterhalbstetig.

Erfillt f zusdtzlich noch
f(@,&m) = aln” = BIE|*

mit ¢ < p, so ist
I:WhP(Q) - R

koerziv.

3.1 Unterhalbstetigkeit von Integralen

Definition 3.2. Sei (2, u) Mafiraum, X, Y topologische Riume

(a) f: Qx X =Y erfiille
i) f(,z) = Y:w— f(w,z) ist meBbar.
i) f(w,) = Y:2— f(w,x) ist stetig.
Dann heifit f Caratheodory—Funktion.
(b) Seiu:Q— X.
F: X% — y©
u = (W fwu(w))

heifit Superpositionsoperator, Einsetzungsoperator.

Bemerkung 3.3. f(w,u(w)) = F(u)(w)

Satz 3.4. Sei f: Q x X — R™ Caratheodory—Funktion und v : Q@ — X meflbar bzgl. (Q, 1).
Dann ist F(u) : Q — R™ meflbar bzgl. (Q, p).

Beweis. oBdA. m = 1. o
my /—]’H

u ist Limes meBbarer Treppenfunktionen wuy mit up = > 1 A, Ty wobei zy, € R, Ay, paarweise dis-
j=1

junkt (pwd.) und p-meBbar. ug(w) — u(w)

Es gilt
(a) F(uy) ist meBbar
(b) F(u)(w) = limg oo F(up) ()
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ad (a)
k) (w) = Flak,la,)(w)
flw,z;) fallsw e Ay,
w Uk
w,0) falls w ¢ Ay,
Es gilt:
fix mefBbar in w mefBbar in w
/\ /_/A
f(wv Lk ) ]1Ak7. (w) + f(w,()) ]1142_ (w)
—_———— ’ —— J
mefbar in w mefibar in w
damit gilt:
Zvj (w) = Zf(w’xkj)ﬂAkj + f(w’o)ll[U A71¢
— e
ist mef3bar.

ad (b) Folgt aus der Stetigkeit in der 2. Komponente.

3.2 Lokale Integrierbarkeit, Dualitéit

Definition 3.5. (£, ) o-kompakter Mafiraum, Q@ = |J)—, K,,, K,, kompakt.
u: 2 — R p—mefBbar,

1

el = ( / |U|pd#>
K

L7 () = {u: Q@ — R|u ist p—meBbar A VK C Q kompakt: |ul|,x < oo}

Eine Metrik auf LT , () fiir 1 < p < oo ist definiert durch

0o
||'lL — U||p7Kw

201+ [lu—vllpx,)

I
g

n=1

Mit u € L7, () gilt:
(suppU)¢ = {w € Q|3U C Qoffen,w € U, Vp: U — R, stetig: / up dp = 0}
Q

L2(Q) := {u € Llok(Q,R)} supp u ist kompakt}
Satz 3.6. Mit den Bezeichnungen von Definition 3.5 gilt:
(a) (L5 ()"« =" LY(Q) fir 1 <p<oo, L+1=

(b) T: L7, () — E,E normiert ist stetig <

JeeRIK CQVr e K: |Tz|| < cllz]px
(¢c) Seive LI(Q),u e L}, (). Ein Skalarprodukt ist definiert durch:
(v, ) = /Q o(@)u(w) du(Q)

Beweis. Beweis von (a)
T € (L) = 3¢ 3IK: |Tu| < c|ullpr

suppuNK =0=Tu=0

€ (LP(K))/:>EIUGLQ(K) VUGLP(K):TU:/ vu:/o (Igv)u
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Vue L} (Q): Tu= /(]lKv)u,

u e Lfok(Q) =ulg + (1 — llK)u,

weil
Tu=T(ulg)+T(u(l-1g))
Also ist jedes T € (Lfok(Q))/ durch v € LI(Q) gegeben. Umgekehrt ist auch jedes v € LY durch ein

T € (L} ,(Q)) gegeben, weil
ve LI(Q) = IK: suppv C K A p(K) < o0

Also
S: Ly, (Q2)—R
U +— uv d}t
K
erfiillt
3C 3K : [S(uw)| < Cllullp x

Damit folgt S € (Lfok(ﬂ))/.
Es gilt mit ¢ > p, X C Y,Q C R" offen

C(Q2,R") — n n
}L?ok(Q’R ) - Lfok(QJR )

Ligi (S, R") —
(X,d1) = (Y,da) & f f ist stetig
Bemerkung 3.7.
L(Q) # LU(Q) # LP(Q) # L1(Q)

Q)

—~

L(Q) £ L9(Q) £ LP(Q) £ L

I: WhP — R schwach—folgen—unterhalbstetig
LNQ)  ue WP (Q)

VulP €
Vel {LMQ) ue W)

Satz 3.8 (Hauptsatz 1). Seien X C RN, Y C RY konver und abgeschlossen, ¢: 2 x (X xY) — R,

y — p(w,z,y) Caratheodoryfunktion und konvex Yw, x.
I(u,v) = [, p(w,u(w),v(w)) du. Dann gilt:

1 (L), 1) x (L (@), 0(L1, L%)) ) = R
(u,v) — I(u,v)

ist folgen—unterhalbstetig. Das heif§t:
Lllok 3 1
y) = I(z,y) < liminf I(z,, yn)

1
(20 25 2 Ay,
Satz 3.9 (abgeschlossene Graphen). Seien X,Y Banachriume, T: X — Y linear.

{(a@Tm)’x € E} C X XY ist abgeschlossen <
., 2= g
l =Tr=y

n—

Yn — Y
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Bemerkung 3.10. T: X — Y bijektiv, stetig (||Tz| < C||z|) =
T71Y — X ist stetig.
Es gilt also wieder [T~ 'y|| < C|ly|. Es folgt

1
ACVz: Fllzllx < | Tzlly < Cllellx

I'r = {(z,Tz)|z € X} ist abgeschlossen in X x Y.
Troa = {(T‘ly,y)’y €Y} ist abgeschlossen in ¥ x X.
Siehe zu diesem Thema auch [6].

Satz 3.11. Sei X Banachraum, X* der Dualraum von X. Weiters sei (x,,) Folge in X, sodaf

Va* € X*: 2" (x,) —— 2™ (x) also z, — zin X

Dann gilt:
lz||x < limsupllz,]

Die Abbildung Id: (X,w) — (X, ||||) ist also folgen—unterhalbstetig.

Beweis. Die Abbildung

ist laut Voraussetzung wohldefinert.

Also ist der Graph von T abgeschlossen. Mit Satz 3.9 folgt sofort ||T'|| < oo. Andererseits gilt mit dem Satz
von Hahn-Banach:

lzllx = sup {z*(z)|llz*] <1}
zreX*

= sup_lim {a*(z,)[2"] < 1}

xr* EX* n—

< sup supz*(z,)= sup [|[Tz"|c
r*€Bx* nclN T*EBx*

Beweis von Hauptsatz 1. Mit den Voraussetzungen des Satzes gilt u € L}, (Q),v € L}, (w),
I(u,v) := / D(u,v) du(w)
Q
mit
D (u, v)(w) = p(w, u(w), v(w)).
Wobei ¢ > 0 und ¢(w,v(w), -) konvex ist auf R™V. Zu zeigen ist

Uy, —u in Lllok }

1 ¢ = [(u,v) < liminf I (up, vn)
vy, —w in L,

n—oo
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Schritt 1) Reduktion: Satz 3.8 ist wahr, wenn VK C Q, K kompakt gilt:

I: LNK) x (LY(K),w) — R*
ist folgen unterhalb stetig. (3.1)
(o) [ @) du
K

Beweis von (1) Falls K ¢ L cC Q
I (P(u,v)) < I (P(u,v)) ,weil @ >0

Mit Voraussetzung gilt Q = |J K, K, C K, +1 kompakt. Mit Satz von der Monotonen Konvergenz
gilt
I(u,v) = lim Ik, (u,v) =sup Ik, (u,v).

Es gilt immer:
frn unterhalbstetig
F=supfo (= f unterhalbstetig (3.2)
nelN
mit f,: T — R.
Beweis von (3.2) Sei z, Folge in K, 2, — x

fu(z) < lim inf fn(wg) = sup fu(x) < sup [lig}e inf fn(xk)}

< liminf su T
= keN neﬁf"( k)

Schritt 2) Sei oBdA. © kompakt. W&hle

u; —u in LY(Q)
v; —wov in L*(Q)

sodaf
I(u,v) < liminf I(u,v;).

j—o0

Sei € > 0,L := lim I(u,v;), wobei lim := liminf. Bestimme Teilfolge (vj,) von (v;), oBdA. (v;)
selbst, sodaf3
I(u,v;) < L+e.

H” (K
l l l 1 l L1 (K)
3J1,..n ElajEJl, aj>0, E ajflzlvEL : g V04 —»l v

JEN JeEJ;

wy

D (u,wy) < Z vjaé»@(u,vk), da ® konvex in der 2. Variable
JES

/@(u,wl) < Zag/@(u,uj) <L+e¢

J€S N —
" I(u,v5)
=1

Schritt 3) Aus w; L, v folgt, daB eine Teilfolge (wy,,) von (w;) existiert, sodafl w; 1220, 4 fast diberall.

) = [ @) = [t () <t [ @01
0

<L+e

U, u ot (©), © kompakt
Vg — v LY(Q)
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Damit gilt
3(ms) ¥ > 02 u( {0 |18 (utn, 0, ) (0) — Blo1, 0, ) ()] > 6}) £ 0
Beweis: Annahme

Teilfolge 30 > 0 Je > 0: lim p {w||®(un, vy) — P(u,v)| > 6} >

n—oo
vp —vin L' = 30 Yn: |luy||p < C
[[vnl c _«
3K (C,e): {w||vn(w)| > K} < e < % < 1

Q=0 \ {w|lvn(w)] > K}

Ing VYn > ng: H(Qn) > u(Q,) — p ({w||vn(w)| > K}) >e— Z <

o< = Ufzk;»u(nm)ziﬁ

n=ng k>n

——
n()=%
Es gilt
1
up 2 u = A(ug, ) C (uk): ug, — u fast iberall
also

({6l n, () — u(w)] A 0}) =0

Yw e Q: |u,(w)] < K
Sei nun w € 2°° beliebig aber fix.

k—oo

I(vn,) € (Un); vn, — Y2 (W, tn (W), V0 (W) = ¢ (w, u(w), v(w))

weiters gilt
Up =V =z =v(w)
Andererseits
o (w, u(w), vn, (W) = @(w, u(w), v(w))
Aus (3.3) und (3.4) folgt

Yw € Q% [varphi(w, tn, (W), vn,, (W) — @(W, Un, (W), v(W))| — 0

Schritt 4)

Up — U in L'
v, = v in L'

Dann 3(up, , vn, ), sodaB

k—oo

Ve >03A° CQ, 2\ A%) <e: sup |P(un,,vn,)(w) — P(u, vy, ) (w)] —— 0

weEA®

Schritt 5)
L= ml(vnaun) - hﬂ/ @(wau(w)vv(w)) dw
Q

L > I(u,v). Sei (un, , vy, ) Teilfolge von (un,v,) (0BdA. Folge selbst), sodafl

L = lim (un,vn)

13
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Wihle € > 0 beliebig aber fix. Bestimme A® mit Schritt 4
I(up,vy,) = / <p(w,un(w),vn(w)) du
Q
> [ () o) du
»=>0

:/ﬂAs(w)<I>(u,vn)du+/ D (U, vp)(w) — D(u, vy ) (w) dp
Q e

> / Tpe(W)P(u,vp) dpp — [ |P(Un, vn)(w) — P(u,v,)(w)| dp
Q Ae

n—oo

0

O (u,v)dp —/ D (u,v)dp

mmo [ (@) B, 0) = / \
Q\ A=

Q Q

Damit gilt
e—0
B(\A%)—0

/(u,v)d,u—/ @(u,v)d,u—>/(1>(u,v)du
Q Q\A* Jayae 2—0 Jo

|

Definition 3.12. T: E — F kompakt:&
Y(zn) € EN: ||lzn| €1 = Izn,) C (x,) Fz € E: Ty, — Ta
Satz 3.13. Seiu: Q2 —=R,p>1
WhP(Q) = {u | /|u|p dp + / [VulP du < oo}
Q Q
Dann gilt
id: WHP(Q) — LY(Q)
f=f

st kompakt.
Beweis. Beweis zu diesem Satz in der Vorlesung iiber Sobolevridume. |

Theorem 3.14. Sei 1 < p < oo, Q C R"™ offen, f: Q x R® x R"™ — R Caratheodory—Funktion und
f(z,&,-) > 0 konve.

I(u) = /Qf(x,u(x),Vu(m)) dz

Dann gilt
I:wh? — R+
u— I(u)
ist schwach—folgen—unterhalbstetig.
Beweis. Sei (u;) Folge in WP mit uj; — u.
id: WP — L!

Damit folgt starke Konvergenz von u; gegen u in L'.

Lt
uj—>u

Mit der Defintion der Sobolevriume gilt

w w w
Uj ——— > uj—>u/\Vuj—>Vu}
Wwlp Lr Lp
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w p>0 Lt
Vu; s Vu = Vu; — Vu
r

Damit folgt mit Satz 3.8

I(u) = /f(x,u(m),Vu(x)) gm/f(x,uj(x),Vuj(x)) dx

Theorem 3.15. Sei f: Q x R" x R™ — R+ wie oben
F(x,&,n) = alnl” —a(z) — Bl§|7
mit a € L', q < p, ug € WHP(Q), I(ug) < 0o. Dann gilt X = ug + Wy ()
I (X, ) — R

ist koerziv und schwach—folgen—unterhalbstetig. X ist schwach abgeschlossen.
Mit Lemma 2.1 folgt
Juy € X: I(uy) = in§< I(u)
ue

Satz 3.16.
K: E — F kompakt

= (Tx,,) konvergiert in F
T, =T in ( n) J

Beweis.
Tp xS VzEE: (z,0,) — (2,1)

Wahle z € F*, y = T*z € E*. Dann folgt

Vz e F*: (xp,T"2) — (x,T"2)

Def (Vz € F*: (Tap, 2) = (Tx,2)) & Tz, = Tx

Satz 3.17. Sei T: E — F stetig, x, — x. Dann gilt
Tx, —Tx
Beweis. Es gilt
(zn — Z A\ Zp, —>z0) =2z =2
(zn, =z in E) = (3K Vn € N: ||z,| < K)
= (Txz,,) konvergiert, lim ||Tz,, —z||p =0
N — 00
Andererseits folgt aus (3.6)
(Txn — Tx) =z=Tx
Angenommen (T'z,,) konvergiert nicht. Dann folgt
e I(ny), (my) VI | T||2n, — Tm, > <o
Aus Kompaktheit folt
(), (muge): (T, — Tax), (T2, — Tx)
Es folgt mit (3.5)

k
HTCL'mk - Txmzk ” —=0

15
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4 Koerzivitit von Variationsintegralen

Unser Ziel ist es hinreichende Bedingungen an f zu finden, sodafl

I: unH/f(z,un,Vun) dx

koerziv ist.

Satz 4.1 ((Allgemeine) Poincaré Ungleichung). Sei Q C R™ offen und beschrinkt, 90 € C1, 1 < ¢ <
oo, f € (Wh(Q))", sodaf mit c € WH1(Q) gilt

c= const= ((f,c) =0=c=0)

Dann gilt
3C Vu e WP [lullyp = [lull + [[Vulls < C([Vull + (£, w)).

Korollar 4.2 (Wichitge Folgerungen). Sei Q beschrinkt, 0Q € C1, A C Q offen, |A| > 0. Dann gilt
a)
1
30> 1 glulhg < || [ wdel + 190l < (@)
A

b)
lullig < Ol Vull, + ( / |u|rdx>1/r) (4.2)

mit v aus Theorem 3.13

Beweis. Beweis von 4.1: wir zeigen

fiwh SR

’U,P—>/’LL
A

ist stetig. [, u:= (f,u). zz: [f(u)|] < C|lul|1q. Es gilt

[ el [ 1= [ 1a

< allplullg
< AP (I Vullg + [ Vul)
= A7 ||u

l,q-

Damit folgt die Behauptung mit C := |A|Y? > || f[lw1.0(0)-
Beweis von 4.2 Mit Satz 4.1 gilt

ful g < ClIull +1(7.)]
1/r
< IVul+ ([ 1) (1)
A
< max(a, A7) [Vl + ]

gilt nun Wt < L" so folgt

lullLr < Cllull1,q
< max(a, |A/"") [ Vull1,q + lJull1q]

< C|A|(||u||1,q)
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Satz 4.3. Sei 0 C R™ beschrdinkt und offen. f erfiille

f(@,&n) = aln” —a(x) — BI¢N (4.3)

mit q < p, A€ LY(Q),r € R, &€ R, ne R,

Weiters sei ug € WHP(Q) und erfiille I(ug) < oo.
X :=ug + WHP(Q) (abgeschlossen)
Dann gilt I: X — R ist koweziv.

Beweis. Betrachte
9(@, &) = f(z,&n) +a(x) + B¢ >0
I, ist schwach folgen unterhalb stetig.

hwr:Af@mu»vwmn;mewm—a@wwmwww

Vu e X:u=uv+ugmit ve WyP(Q), ug € WHP(Q). Damit folgt mit der 2.A-Ungleichung

lullwre = [ollwre = lluollwre

und damit
/lVU\”(af) > OVl = IVuollf»)
Satz 4.1 » »
> Ol — lluollyys.)
> C((lullwre = lluollwr)? = luollfyr.s)
Es gilt

[lul|wir — 0o = /|Vu|p(x) dx — oo

|mu=</mw%guq 1/
() ()

<12 [[ullws

Fiir [, |ul?, ¢ < p gilt

wobei = %- Damit gilt
/|u(:z:)|qd:17 <1 ullfyr -
Insgesamt folgt
100) = C(lulfyr) = Cllulfyn, = [ a@

Mit dev Voraussetzungen folgt nun sofort, dafl I koerziv ist. |
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4.1 Variationsproblem mit freien Randbedingungen

Satz 4.4. Sei Q C R™ offen, ACQ, |A] >0, 1<p<oo, f(z, ) > 0 konvez,

{1 <r<p(3%;) falsp<n fx,&n) > (0P + La(@)|n|") — alz)

r < 00 fallsp>n

Weiters gelte X(C WYP) schwach abgeschlossen (z.B. X = W1P),

Jug € X: I(up) < 00

Dann gilt: I: X — R ist nach unten beschrinkt und nimmt sein Infimum an.

Jue X: I(ﬂ):ulg"(l(u)

Beweis. I ist schwach—folgen—unterhalbstetig (konvex). Zu zeigen ist, dafl I koerziv auf X ist.

I(u)—/f(,x,u(x),Vu(x)) dz

Z/:|Vu(cc)p—|—/A|u(x)qu—/a(x)dz

mit (4.2) folgt
I{u) = Cllully.,

Satz 4.5 (freie RWP).
1 . ueH?!
/ [QVMQ + 0@ ] g 2Oy
[e) T

Ja>03ACQ, |A >0Vx e A: ap(x) >
Dann nimmt I(u) sein Infimum auf H*(Q2) an!

Beweis. 1
« -
flx,&m) > §|77\2 + ;ﬂA@C)‘ﬂ

z,&,m) > 0, konvex weil n — |n|? konvex ist.
f(z,&n) nn

I(@) = inf ey Tu erfiillt

4.2 Eindeutigkeit

Betrachten folgendes Problem fiir u € ug + H}(Q):

U / |Vu|? dz
Q

Joa|Vul? dz < oo,also (I(ug) < 00), garantiert eine Losung.
Die Lésung von (4.7) erfiillt

Au = 0

oo =wolon = f

18

(4.6)

(4.7)



4 KOERZIVITAT VON VARIATIONSINTEGRALEN 19

Seien nun uq, up Losungen von (4.7).

() o M) WP (4.10)
Damit folgt, daB “13*2 wieder Lésung von (4.7) ist. Es folgt
UL+ u 1 1
(= 5 2)f§I(u1)f Sl (u2) = 0 (4.11)
1 1
/|v“1 g np - Vil < 0 (4.12)
UL+ u 1 1
Vo € Q: VI @) - 5 [Vu @) - 5[Vua@)? = 0 (4.13)
Es gilt
a+b 22 2
( 2 ) PR
U1,z + U2z Uy, + u2 1 1
(M5 ) o (M) @) - g (e @) - 5 (@)
1 2 1 2 _
- § (u2,m (w)) - 5 (u2,y (W)) =
2

UL = Ugp MUY = Uy
Insgesamt gilt damit
Yw € Q: [Vul(w) = Vug(w) A uilog = uzlan = u0|ag] = VYw € Q: uy(w) = uz(w) (4.14)

Beispiel 4.6. Minimalflichenproblem gesucht: u: @ — R sodafl Fliche des Graphen {(z,u(z))|z € Q}
minimal wird unter allen u, die u|gq = f erfiillen.

I UH/Q\/lﬂvU(x)\zdx (4.15)

wobei u € ug + WHP(Q), ug € Wol’p(Q), ugloa = f-
I(u) = / V1+|Vu(x)]?de
Q
o(z,u, Vu) = /1= |Vu(@)]?, ¢z, &n) =1+ n

Erfiillt o
o(x,&n) > |nf?

dann ist I auf WP koerziv.

Frage: Fiir welche p gilt o(z,&,n) > |n|? also

Vn e R™: /142 > |n|P?

Antwort: p = 1. “schlechte Antwort.“ W11(€2) ist der einzige Sovolevraum von dem wir wissen, daf} er nicht
reflexiv ist.
WL1(€) ist nicht reflexiv!
I: Wh(Q) — R ist schwach-folgen-unterhalbstetig.

Deshalb greift die Existenztheorie nicht! Tatséchlich sind Minimalflchenprobleme bedannt, deren Losung
kein Graph ist (sondern eine Riemansche Mannigfaltigkeit)! (4.15) hat aber immer eine Losung siehe etwa

[4].
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5 Stetigkeit von Superpositionsoperatoren

Frage:
Wann ist

I:WhP(Q) —

R
(5.1)
ut—>/<p(a:,u,Au) dx
stetig und Fr“echet-diggerenzierbar?
Die Antwort mufl wie immer am Integranden ¢(z,&,7n) ablesbar sein. Das ist der letzte Schritt zur Beant-
wortung der Frage:
Welche Differentialgleichung erfiillt die Losung des Variationsproblems (5.1) mit u € X = ug + VVO1 P

I: WP — R stetig differenzierbar

I(z) = min
ueWt.p
Losung einer Differentialgleichung ist.

Wenn } = Vh € WbP: I'(u)(h) = 0, falls I'(u)(h) = 0 eine schwache

Notation 5.1. In diesem Kapitel sei stets wenn nicht anders verlangt (€2, i) ein o-endlicher Mafiraum. Weiters
moge gelten:

(a) Sei A eine o-Algebra, A,, € A.

A\, 0 fast iiberall 1 Ay g1 C Ap,p(() An) =0
n=1

(b) Sei 1 < ¢ < o0, F endlich dimensional, M C Lq((Q,u), F).
M hat gleichméBig absolut stetige Normen :&

Ve > 0 V(A4,) Folge in A, A, \, 0 f.ii. k(e) Vk > k(e) Vu € M: ||[uly, || <e. (5.2)
Beispiel 5.2. (a) M = {v} & v e L.
(b) Sei ¢ =1.

In — ]2771’ 2777:‘,»1 [
fn = 2n111n

Es gilt: Vn € IN:  f,, € LY()\,[0,1]). {fn’n € IN} hat in L' keine gleichmé8ig absolut stetige Normen.

Satz 5.3. Sei M := {f,}. {fn} erfiillt (5.2) in L' <
(fn) ist in L* schwach—folgen—kompakt.

Bemerkung 5.4. — (( fn)hat in L' gleichm#Big absolut beschrinkte Normen) &

346 < 0dng e N A, € Q. (M(A]Q\O)\/ |fnk|du>(5.
Ag
Satz 5.5 (Krasnoselski—Vainberg). I(u,w)(x) — o(z,u(x),w(x)) stetig auf
I: [Pt x [P? — 19
u, v = oz, u(z), v(z))

genau dann wenn
U C LP* x LP?offen: I(U) C LYist beschrinkt.

(vgl. Lineare Operatoren L: E — F stetig < AM Ve € E: ||z|| < 1= || Lz|| < M)
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Bemerkung 5.6 (Motivation von ,schwachen® Liésungen). Sei Q@ C R? ein Gebiet mit C' Rand. Mit der 1.
Green’schen Identitét gilt dann mit v € C?(Q),u € C1(Q)

/ ulAv + VuVod(z,y) = / u@ ds.
Q oo On
Was folg fiir v, wenn Vu € C}(Q): [ VuVvd(z,y) = 07
Antwort:
uoo=0=  [qusLdS=0 (5.3)
(5.3) = [uAvd(z,y) =0 Yue C;(Q) .
(54)= VxreQ:Av(z)=0 (5.5)
Beweis. (5.5) Annahme
Avel
Jy e Q: Av(y) #0 :Z» 30 C Q,offen: Av|p > 0. (5.6)
veC?

somit
Ja > 036 > 0: Av(y) > « Yy € B(y,0)

wihle u € C?(£2), sodaf

ulop(ys) > 0 U|B(y’g) >1 (5.7)
dann folgt
)
/ uAvd(z,y) :/ uAvd(z,y) > -«
Q B(y.) 2
zusammen:

Ve e Q: (Av)(z) =0

Definition 5.7. v € H?(Q2) heifit ,,schwache Lésung® von Av = 0 :&
Yu € H3(Q): / VuVvdx = 0. (5.8)
Q

Bemerkung 5.8. In obiger Formulierung kommen nur 1.Ableitungen von v vor im Gegensatz zur ursprueng-
lichen Formulierung benétigt man also nicht mehr v € C2.
H?(Q) ist reflexiver Hilbertraum.

Bemerkung 5.9.
1
I0) = gl = [ [Vl da
Q
Jv e HE(Q): I'(v) =0
=Yue HE: (I'v,u)y =0

= / VuVudz = 0.
Q
Lemma 5.10 (Konstruktion). M C L7 hat absolut stetige Normen <
Ve>030<0Vue MVAeA,: p(A) <d=|lulylly <e (5.9)
Beweis. = vgl. Definition 5.2
V(A4,) 0 fi. Ve >0 3k(e) Vk > k(e) Yne M: |[14,ully <e (5.10)
(5.9) = (5.10): Sei A,, \, 0 beliebig aber fix. Sei € > 0

3k(€): M (Ak(e)) <
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mit (5.9) folgt nun
1(Ar) < g (Age)) Vk > k(e)

p(Ap) >0 2 v e M ful, ||, <.
Wir zeigen —(5.9) = —(5.10).

Je >0 VEk A, € A, Fup, € M pu(Ar) <278V Juglla, |4 > e

By, = Upey Ak, Bm D B Es gilt

p(Bm) < D p(Ay) <27
k=m
und daher
m=1
weil

oo N
52 B 1) = () = st <0

m=1 m=1

Weiters gilt A C By und
€ < fluela,llg < [lurls, llq-

Insgesamt folt

AB, \, 0 f.i.3e > OVm3k > m: [luplp, || > ¢ < —(5.10).

Lemma 5.11. (a)
Ir > 0Vu € LP* Yo € LP?: o (z,u(z),v(z)) € L1

[ullpr <, lollp, <7

(b) u € LP1 vy € LP?

> (urllpy + llollp.) <7

Dann gilt:
o(z,ug(z),ve(x)) hat in LT gleichmifSig absolut stetige Normen.

Beweis. Kontraposition. Es gelte
Ja > 0 A, N\, 0 £t I(uk,, vi;) C (up, vg) oBAA. (ug, vy) selbst: (Vk: [0 un(-), vi()|lg = @)

Andererseits gilt mit dem Satz von Lebesgue und (a)

o

ke lNdA,,, ,mg > k: ||<p(-,uk,vk)]1Amk g < 1
o
lo(s up, v)Laga,, llg = o — 1

ko = 0, k’jzl = mkj, Bj = Akj \A;c

1

Yj = u, 2 = vk,

y:Zuj]lB]. z:szIlBj
J J
B; sind paarweise disjunkt. Weiters gilt

”yH;Dl < ZHyj”pl <r
J

22

(5.13)

(5.14)
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I2llps < D lzillps <7
j

loC w5 (), 2 ()L, | = Nl y(), 2()) 1, |l
damit folgt der Widerspruch

Jj—00

o= 5 < 1o (a0 20 s,y = le(u) 20) s,y 2 0,

|
Theorem 5.12. Sei U C LPt x LP2 offen, u = (u1,us), ®(u)(x) = p(z,ui(x), us(x)).
Dann folgt ®: U — L? ist stetig.
Beweis. Wir zeigen den Satz fiir den Fall wo ®(0) = ¢(-,0(:),0(-)) =0 und o € U,U offen. Damit gilt
dr > 0: rBrrixrrs CU
Annahme ® ist nicht stetig im Punkt o € U, also
Jup € LP* x LP?2, up, — o: ®(uy) A~ ©(0) (5.20)
also
Je > 0 I(un,) C (u,) oBdA. (u,) selbst: ||®(uy, )|l > €
wihle Teilfolge (0BdA. wieder Folge selbst), sodaf
> Nt llzorxpre < (5.21)
Up, — o L. (5.22)
Damit folgt fiir fast alle z €
O (up)(z) = ¢(z, ug(v), ui (@) = ¢(z,0(2),0(x)) = 0 (5.23)
Damit folgt mit Lemma 5.11
{®(ug): k € N}hat gleichgradig absolut stetige Normen. (5.24)
Die Aussagen (5.23), (5.24) stehen im Widerspruch zu ||®(ug)||, > €.
Sei nun
Q={Jm (5.25)
Qm C Qg1 C -+ Q kompakt (5.26)
() < 00 (5.27)
Es gilt
(5.24) = Im VEk: || P(up)la: [lq < § (5.28)
(5.23) =3B C Qi w(Qm \ B) < ()N sup||®(ux(x) — o|| ey mit Egoroff  (5.29)
r€DB
Andererseits

(5.24) = Ve > 0 35(c) VA € A: u(A) < 6 = Vk: |®(up)Lally < g

Betrachte kg
Vk > ko: supzep|®(uk)(2)] <

W ™
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Dann gilt

1/q
- ( / ()| (x) dpx) + / ()| () dplx) + / 1B ()| (2) du(x)>
22892 Qn\B B

1/q 1/q \/q
< (/Q\Qm|<I>(Uk)|q(x) du(m)) + </QM\B|<I>(uk)|Q(x) du(x)> + (/B|q)(uk)|q($) du(w))

< 3% =c
(5.30)
Reduktion des Allgemeinen Falles: zu zeigen ist jetzt ®(-) ist stetig im Punkt ug € U
P(z, &) = p(x,uo(x) + &) — vz, up(z)) Caratheodory—Funktion
Y(x,0)=0=V(0)=0 (5.31)
U (u)(z) = p(z, (u(@)) = p(z,uo(x) + u(z)) — ¢(z,uo(x))
o €U —ug+{w—up|w € U} (5.32)
U(U —up) C L? (5.33)
(5.31), (5.32), (5.33) = W ist stetig in o, weil der erste Schritt auf ¥ anwendbar ist.
LP1 x P2 L?
up — o = VU(ug) — owg — up = W — Uy ———— 0 U(wg —ug) — o
[ (wk —uo)llq = [ (uo + (wy, —uo)) — (uo)llq (5.34)
—_———
+[®(wi) = @ (uo)llq (5.35)
]
Satz 5.13. Sei 1 <p; <oo, 1<j<n—1, p,=00,1<g< o0, ac Li(Q)
Vo € Q: (ass(z,-): RT — R ist monoton.) (5.36)
¥t € RY: (as(-t) € L)) (5.37)
Weiters gelte
n—1
o(2,8) <a(@) + B 6P+ an(x,[€n]) Vo EQ, VE= (&, ., &n) (5.38)

j=1

Dann gilt: ® € C(LP, L) und U C LP beschrinkt = ®(u) C LY ist beschrdnkt, wobei LV = LPL x LP2 x - -+ x
Lpn,

Beweis.

ot = ( [ <|u|’”>8)1/3 -(/ |u“)1/s -(/ u|m)’“/’"s ~ [l (5.3

well, u=(up,... u,), ®u)(z)= gp(w,ul(a:), ... ,un(x))
Frage: (U C LPoffen) = (®(U) C L beschrénkt)?
zu zeigen:

ue LP = ®(u) € LT
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()20 = ( Jloten@e ) )

n—1
< lallg + Y s (@)[P g + llacs (- wn(@)) llq
i=1

n—1

(5.39) ,
< lallg + Y lualB + llaoo (- [fmlloo)llq
=1

25

(5.40)
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5.1 Anwendung des Satzes von Krasnoski—Vainberg auf Variationsintegrale

Bemerkung 5.14. Mit f1, fo € WP gilt, da auch wieder

max(f1, f2) € WHP|f| € WhP
Sei wieder Q C R™ beschrinkt, 99 € C1, 1 < p < 0.
Definition 5.15. (a)
p*zpnﬁp
111
Pop n

fir p < n heiBt kritischer, konjugierter Sobolevindex. f € Car(Q x RN x R"*™ ,R) hat optimales
Wachstum:<

a(z) +a(g"+ ") p<n

a(e, ) +a(nl?)  p>n (5.41)

fx,€m) < {
mit
a € Car(Q xRt x RY)
Vt:a(-,t) € L)
a(z, ) monoton wachsend

a(z) = a(x,0)

n—1
n—p
1 1-2

1
Py p n—p

bg =P

fuer p < n heifit kritischer Randsobolevindex. g € Car(d92 x RY,R) hat optimales Wachstum:<

g(z,§) < {b(yHﬂg'S psn (5.42)

b(y, ) p>n
mit
Vt: b(-,t) € L*(0Q)Vx: b(x,-) monoton wachsend

I})(u) = /Qf(x, u(z), Vu(z)) dr u€ WHr(Q)

Igﬂ(u) = / g(z,yu(x)) do(x) ueW(Q), T CoQ, [T|n_1>0
r
wobei . )
v: WHP(Q) — LP(0RQ) (5.43)
f=17

den Spuroperator bezeichnet.
Definition 5.16 (Bezeichnung). f hat suboptimales Wachstum &

*

r<p

g hat suboptimales Wachstum :<
s < py
Satz 5.17. f, g opitmales Wachstum. Dann gilt
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(a)
I;z + I;z: WYP(R) st stetig. (5.44)

(b) g hat suboptimales Wachstum =

Ig: WP = R ist schwach—folgenstetig

(¢) f hat suboptimales Wachstum =

I}): WP — R ist schwach—folgenstetig

Beweis. zeigen zuerst (5.44). f, g optimales Wachstum

WP (Q,RN) — L"(Q) . .
1st stetig
f=f

(u— (u,Vu)) € L(WHP(Q), L7 (Q) x LP(Q))
Superpositionsoperator
F(u)(z) = f(z,u(z), Vu(z))

F e C(L"(Q) x LP(Q), L'(Q)) mit Satz 5.5
—
L7 La

Wie(Q) (“LAV“))> L7(Q) x LP(Q)

I?l Blp

R = t
(v>—>fQ v(x) dw)

I? ist stetig, weil
o A stetig ist, mit Satz 3.13,
e B stetig ist, mit Satz 3.13, Satz 5.5,

o C stetig ist (Lebesgue).

Wir(Q) wi-Urr(9Q) —L L5(09Q)

Iy l Jc(u) (@)

R — (v [o(y)do(y)) «—— L

Spuroperator
—_——

Damit folgt wie oben, dafl I; stetig ist.

Beweis von (c).
I ?: f suboptimales Wachstum < (r < p*)

Rellich-Kondrachov:
Whe(Q) — L7(Q)

ur—u

ist kompakt und stetig.

n—oo )

K: E — F kompakt: (zn = 2) = (|[Kzp — Kullp —= 0
Wir zeigen
(un — u) = (I?(un) — I?(u))
Da A: WhP — L" x LP kompakt ist, fiir r < p* folgt

(un — qin Wl’p) = [(umVun) — (u,Vu) in L™ x L”}
= F(u,) — F(u)
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Da F: L™ x LP — L' stetig ist folgt
(/QF(un)(x) de 2=, QF(u) dx) & </Qf(x,un(:c),Vun(:c)) dr — /Qf(a:,u(x),Vu(x)) d:c)

Beweis von (b) folgt analog dazu. [ |

Satz 5.18. Sei Q@ C R™ beschrinkt, 1 < p < co.
f € Car(2 x RN, R"™¥N R) optimales Wachstum
fo € Car(, RN, R) suboptimales Wachstum, fo >0

f(%ﬁﬂ?) > fO(xaf)
fx,&,-) konvex

g € Car(Q x RN, R) optimales Wachstum

g(x,-) konvex
g suboptimales Wachstum
rCo,o) >0
Dann gilt
LI+ 100 WhP(Q) - R
ist stetig und schwach—folgenunterhalbstetig.

Beweis. f1 = f + fo habe optimales Wachstum. Igﬂ,fﬂl,fy, IJS%: WLP(Q) — R stetig.

[fl >0A fi(z, &) konvex} Salz 3.8 I?l : WhP(Q) — R ist w-folgen—unterhalbstetig.

Weiters gilt
IJ%: WP — R ist w-folgen—unterhalbstetig
und da
I?l = JS} + IJS% =19 = I?l — IJ?D ist w—folgen—unterhalbstetig.

g suboptimal:

IQBQ: WP — R ist w-folgen-stetig und stetig.

I;m: WP — R ist w-folgenunterhalbstetig.

|

Satz 5.19. Es seien die Vorraussetzungen aus Satz 5.17 erfillt. Zusditzlich gelte X C WYP(Q) reflexiv,
schwach abgeschlossen
I = []9 + [;2 ist koerziv auf X

Dann gilt
I: X —->R

besitzt Minimum und ist stetig.

Beweis. Die Vorraussetzungen des Fundamentallemmas sind erfiillt. Damit folgt die Behauptung. |
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6 Differentialrechnung in Banachrdumen

Definition 6.1. Seien F, F normiert, X CE,z € X, he FE

[ —eh,x +€eh] C X

o L H0) — £ (@)

t—0 t

Of(xz,h) =

Falls x € X C FE offen und
Vh € E: §f(x,h) existiert,

dann heifit f in x € X Gateauxdifferenzierbar. Es gilt:

df(z,h) € F (6.1)
5f(z,h+g)=0f(x,h) +0f(x,9)
6f(z): E—F - " :
ist linearer beschrinkter Operator (Open—Mapping—Theorem). (6.3)
hi— 6f(x,h)

Fréchetableitung von f: X — E im Punkt z € E:

1f(x+h) = f(z) = 0f (@)h] fini—0
il

30f(x) € L(E,F): f(x+ h) — f(x) = 0f(x)h + o(||h]]) & 0 (6.4)

rechtsseitige Variation:
{z +teh € X|t € [0,1]}

_fle+th) - f(x)
5+f(x,h)+}% ;

Satz 6.2 (Notwendiges Kriterium zur Ezistenz von Minima). f: X — E habe in xo ein (lokales) Minimum.
Dann gilt:

e Fualls 6" f(xo, h) existiert, dann gilt % f(x,, h) > 0.
o Falls §f(xo,h) existiert, dann gilt §f(x,,h) =0 € E.

Bemerkung 6.3. E Banachraum, X C F offen, f € C(X,R), f: X — R, 0f(x) existiert und 9f € C(X, E').
Dann heifit « kritischer Punkt < 0f(zo) = 0.

Definition 6.4 (Vorraussetzungen). 92 € C1, T = 9Q, Ty C T, I'y CT, T ist offen und abgeschlossen in T
Weiters sei

f e QxRN x RN R) (6.5)
g€ CoFT x RV R) (6.6)
wo € C1(T'o,R) (6.7)

®o: /Qf(:z:,u(x),Vu(z)) da:+/rg(u(y)) do(y) — MIN

u e Cl(ﬁ, u|p0 = Yo
Notation 6.5. N
fe (@ u(@)Vu(@)h(z) =Y fer (@, u(), Vu(z))h" (z)
fo (@, u(z), Vu(z) sz””‘ z,u(x), Vu(z))0ph" (z)

r=1k=1
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Satz 6.6. Sei I € C*(ER). Dann gilt
V€ B2 0w = [ (fe(u(), Tul)h0) + £,(0Th0) do+ [ ge(u())a) doto)

Beweis. Mit Kettenregel:
o(t) :== I(u+th) teR

¢ € C'(Ja,b[,R)
oI (u)h = }%w = }%M = ¢/(0)

@'( =7 (/ f(u(s) +th(-), Vu(~)+th(-))da:+/

r

gleu() 4 () do )
- /Q a‘tzof(x,u(nc) + th(z), Vu(z) —&-ch(ac))dx—i—/F%|tzog($7u($) + th(z))do

Z/Qfg(xaU(x%Vu(x))h(w) da + fo (2, u(z), Vu(z))Vh(z) dw+/rg(y,u(y))h(y)d0(y)

|
Satz 6.7. Seiu € E ={u € C*(Q)|u|r, =0} = CL (2, R™) kritischer Punkt von I, dI(u) = 0. Dann gilt
Yh e E: / fe(z,u, Vu)hdr + fo(z,u, Vu)Vhdx + / g(z,u)hdo =0
Q T
ist tberdies
(:v — f (x,u(x),Vu(:c))) € CH(Q,R™N),
so geltern die Euler—Lagrange—Gleichungen.
Vr < N: Z O [ for (z,u(z), Vu(x))] + fer (z,u(z)) =0 in Q (6.8)
k=1
Vr < N: Vk(m)fn): (z,u(z), Vu(z)) + ger (z,u(z)) =0 in Ty (6.9)

mit v(z) = (V' (2),...,vN(z)) Aufennormale an 09 in Ty und E = {u € C*(Q||ulr, = 0}.

Beweis. Wenden Stokes auf jede der N Gleichungen an.
betrachten k = (0,...,0,v,0,...,0) mit v an der r. Stelle.

0= dI(u)h = /Q

lZ Py 0w =3 0p(¥ feray) = 3 V5kfnz]

= diV(me:) - Vakfn};

ferv + Z fnp Okv
k

dr + / ge,vdo
r

0= / ferv — Ok fyrv dx +/ div(v fyr) dx + / gexv do
Q r

/ fe v akfnk)udx—l—/yfnl:,/kd:p—i—/ggkudx I/|F0 =0, V&EC%O(Q)
r
Testfunktion v € C*°(Q), supp v kompakt. Dann folgt

/Qv(fsr + O (fop)) dz =0 (6.10)
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Annahme
Jzg € Q: (fer + (9kf,7]:)((1:0) #0 (oBdA > 0)
=3U(z,¢) Vz € U(z,e): (fer + Ok fur)(2) >0
=3y € C5(Q): sup V C U(x,¢)
(6.11)
1 1
P -
V> 2eauuf U(z, 26)
lullcr = max|u(x)| + rréz}zx|u’(m)|; (E, ||"llc1) ist Banachraum I(u) = I})(u) + Igag(u), uek
z€eQ zeQ!
0< /'U()(fgr +8kf,,£)(33) dx
0= / v(fyrv* + ger) do
r
0:/ v(fnryk—i—ggr)da Yv e FE
Iy
Annahme

Jyo €T1: (fyrvF +ger)do #0  (0BdA. > 0)

AU (yo,e)Vz € U(yo,e) NTy: (fn U +ggr)(y) >0
=g € B suppv NIy C U(yo,e) NTy
u=20 auf I'y

Beispiel 6.8 (Quellbeisiele). N =1

1) Es gilt:
—div(foul(s u, Vu)) + fu(,u, Vu) =
u=0 in FO//<V,fv“(~,u,Vu)+gu(-,u)> =0
mit v(z) = (v*(2),...,v"(z)) AuBennormale
2)

[z, &m) Zzaﬂc )Nk + b(z, §) (a;; symmetrisch

0

anf(xé-? )_Z azk nk""z ajl
—Zalk

- (<%"«<l‘>))i
fo(@,&m) = Az)n
fyu(z,u, Vu) = A(x)Vu(x)
—div(A(z)Vu(x)) + by (z,u(z)) =0
(v(z), A(z)Vu(z)) =0

3) Spezialfall (A const)
a;p(z) =ajx € R

—div (A( YWu = d1V Z a1k Uy, (T Z UnkUs, (T
= Zaakumkml -+ Zankuzkw
- Z Z iy, Yz jay,

31

(6.11)
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4) Spezialfall (A = E)
Fl,&m) = Il +b(,)

() = f/o |Vu|2+b(x,u(x))+/g(x,u)dx

T

—Au+ by (z,u) =0 in Q
ug =0 auf I'y
Oyug + gu(+suo) =0 auf Iy

Alz) = ( ) s (w(2), A(2)Vu(z)) = (v(z), Vu(z)) = dyu(z)

Z AijUzz; = Au(z)
%]

1
f(l’,fﬂ?) = §|77|2
ge(x, &) = b(x)[¢]"~%¢
I(u) = / |Vu|? + 1/ blu|®do — Min
Q S Joq
—Au=0 in Q
dyu+ b(@)|ul**(z)u(z) =0  auf 9Q
Bemerkung 6.9.

Falls I aus V' C WP(©2) Minimum hat
Falls I aus V C W'?(Q) F-diffbar

] = (0I(u),h) =0  VheV

32

Damit folgt, dafl u schwache Losung ”einer” Differentialgleichung ist. Offen ist noch: Wann ist I auf
V C WbP differenzierbar, wobei die Antwort nicht mit anderen Bedingungen (I koerziv, I schwach—folgen—

unterhalbstetig) im Konflikt stehen soll.

7 Differenzierbarkeit von Superpositionsoperatoren

Definition 7.1 (Voraussetzungen). Sei (§2, u) MaBraum.
p: QX E—F € Car( x E,F)
¢: (w,") € CH(E,F) E,F Banachraum(R")
899(("}7 ) € ‘C(EaF)
®(u)(z) == o(z,u(z))

Satz 7.2. Sei ¢(-,0) € LY(Q, F) mit % =1= >, a € L' (Q) und

0p(w,&)| < a(w) + alg[P/17°  VweQVEEE

Dann gilt
® e C'(LP(OL E), LYQ, F))

9P (u) (h) = e (- ul-)h(-)
——

eL(Lr,La)

~ o~ o~
B~ W N
— N N
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®, 0P bilden beschrinkte Mengen auf beschrinkte Mengen ab.

(0®(w))h = Oeep(-, u)h
(02(u)) = Oeep(-,u)
0P = o¢

wobei @¢ den Einschrinkungsoperator bezeichnet.

Beweis.

1
(. €) = o(z,0) + / Deplwte)Edt €€ R

1
(2, )] < lo(z,0)] +/0 a(z)|€] + ale[P/ P/t g

1)y < 120), + llaull + o],
lalully < llall-l[ull,
ulP/9)4 < [Jull2/®

® bildet beschrinkte Mengen von LP in beschrinkte Mengen von LY ab.
= o e C(LP, LY

Au = 0¢(-,u(")) Superpositionsoperator
Es folgt
A€ C(I7(Q), L(E, F))
| (u+h) = ®(u) = (Au)h|lLa n)jLe

0
12l 2o

33
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8 Beispiele

Definition 8.1 (Generalvoraussetzungen). €@ C R™ beschrinktes Gebiet, 092 glatt
[ C9Q (n— 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R?
1<p<oo, WiP(Q) =V = Whr(Q)

e U abgeschlossener Teilraum von WP (Q)

e Vor(a) : a € Car(Q2 x R",R"™)
JA € Car(Q x R",R): V,A=a
A(0,0) =0
Ja > 0: Ja(e,n)| < al+ P~ V(z,m) €QxR"

e Vor(f) : f € Car(2 x R, R)

<p* -1 >3
1<g¢q =P "=
< 00 n<2

mit p* = n”—f;.

Ja > 0: [f(z,€)| <a(l+ €77 V(6 e QxR

e g Car(l' xR, R)

1<y <p"—-1ly n=3
< 00 n <2
mitpg:Z—:;.
9(y, ) <a(l+[¢["7Y)  V(z,6) eT xR
€
F(z,8) ::/ f(x,t)dt:xFECarl(QX]R,IR), OoF = f
0

§
G(y,§) := / g(y,t)dt = G € Car(I’' x R, R), G =g
0

I(u) == /Q [A(z, Vu(z)) — Fa, u(x))] dr — / Gy, nouly) do(y)

Theorem 8.2. Mit Definition 8.1 gilt mit I € C*(V,R) und Yu,v € V

1.0} = [

[a(-, Vu) - Vv — f(-,u)v] de — / (-, vou) - youdo
Q

r
Beweis. 1)

A := Nemytskii-Operator von A.
A(0) = 0.

(8.1) = A e CHLP(Q,R™), L' (0, R)DA(u)h = a(-,u(-)h(-) = a(u)h  Yu,v € LP(Q)

V — WLP(QR) —— LP(Q,R")

q L

Ry T=[dz —— LYOR)

34

(8.3)

(8.7)
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I}=ToAoVoi=I4 e C (V,R)
OI%v ="T([aoVoil(u)(Veil(v) =T(@(V-u)Vv
und somit

<8]X(u),v)> = /Qd(Vu) -Vvdzx

i) (8.1) = F e CY(LY(Q), LY (Q,R).

Vv i Wl’p(ﬂ) Satz 3.13 Ld

)| 1
R—— T=[dz «— L' QR
I# € C'V,R) und (0If(u),v) = [, f(-,u))vdz.
iif)

(8.3) = G € CY(LP(T), L2 ()G (u)v = g(-, u)v.

Dann gilt:

Vo — W) —2s W)

zgl lsatz 3.13

Cl

R LY(T) «——— LP)
T:f -dox a
|
Definition 8.3. u € V heif3t kritischer Punkt von I &
0I(u) =0

Satz 8.4. FEs gilt dann:
u € V ist kritischer Punkt von I < w erfillt die Fuler Gleichung:

/ a(-,Vu)-Vv—f(-,u)vdm—/g(-,u)’y@vda=O Yo eV (8.10)

Q r

Beweis.
0I(u) =0 D(Q)CV

= / [a(-, Vu)Vo — f(-,u)p]dz =0 Yo € D(Q)
Q

f(u) € LY(Q) — D'(Q)
a(-,Vu) € LP(Q,R") — D'(Q,R")
*<V ’ a('a Vu), 90>’D = <a(" Vu), v@>D

:/Qa(~,Vu)~chd£ﬂ:/ﬂf('au)90dx
:<f(-,u),<p>
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8.1 Wichtige Bemerkung und Beispiele

(a) Dirichlet Randwertbedingung.
Sei V = Wol’p(Q), I' = 0. u € V kritischer Punkt von

I(u) = / [A(-, Vu) = (F(-,u)p]dx =0 Vo € D(Q).
Q
< u €V und
/ [a(-, Vu)Vo — f(-,u)p]de =0 Ve € D(N) (8.11)
Q
& u €V oist schwache Losung des RWP
—Va(-,Vu) = f(-,u) inQ (8.12)

You =0 auf 00 (8.13)

(b) Neumann Randwertproblem.
Sei V. =WHP(Q),T = 9. u € V ist kritischer Punkt von I <
u € V und die Eulergleichung (8.10) ist erfiillt
& u €V oist schwache Losung des RWP
-V-a(-,Vu) = f(,u) inQ (8.14)
v-a(-,Vu) =g

(c¢) Der Semilineare Fall
a(w,§) = a(x)§

mit a € £(2) £ symm (R"). p =2
H3(Q) — V — HY(Q)

Ae,) = Sa(e)é €

I(w) ::/Q [;(aVu) V- F(-,u)} do=— [ Glou)do (8.16)

IeCYV,R)
OI(u),v)y = /Q [(aVu) - Vo — f(-,u)v] de = f/rg(~,u)fyov do YveV

Ist u € V kritischer Punkt, so gilt

=V (aVu) = f(-,u) in D'(2)

(d) Gemischtes semilineares Randwertproblem
Im Folgendem seinen Wachstumsschranken erfiillt:

2" =2 25 = 1

n—2 9 n—2 (8.17)
n—2 n

2% _ 1= 2 — 1= 8.18
n 4+ 2 o n—2 ( )

@6l <a(l=|¢f) 0<s {

|f(z, &) <a(l+xi") 0<r {
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Iy € 99 abgeschlossen, I'y NT'y = @, Ty UT; = 9N.

V ={ue H'(Q): gammapu|r, = 0}

V ist abgeschlossener Teilfram von H!(£2)

Hy(Q) =V — H'(Q)
u € U sei kritischer Punkt von I (8.16),d. h.

Yo e Vi (0lu,v) =0
& wu ist schwache Losung in V' von

=V (aVu) = f(-,u) in Q
u=20 auf Fo
Op,u=g(,u) aufTy

Transmissionsprogleme
D= UQHUX
2, beschrianktes Gebiet fiir p = 1,2
r, =09, Q,eC! p=12
¥ (n—1)dim c' UMF 3 kompakt

ap € C(Q), Laymm(R™))  p=1,2

= ac £oo (Qa‘csymm(]R’n))

o a; auf Q; xR
N as auf Q3 x R

f, € Car(Q, x R, R)

gy A xR QX RR)
fo auf O xR

| fo(z, )] < ala+[£97)
fiir
{1 <g<2n p>3

q < 00 n<2
V= HY(©Q)
I(u) :—/ﬂB(aVu)VuF(yu) dx

u € V sei stationdrer Punkt von V =
YveV: / [(aVu) - Vv — f(-,u)-v] de =0
Q

mit
0, := &uBere Normale an 2, p=12
u, = ulq, p=1,2

Wihle ¢, € D(Q,) CV

/Q (aVu,) Ve, — f(-,uy)p,dr =0 Vo, € D(Q,)

P
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Dann folgt:
V- (a,Vu,) = (- u,) n 0,
u, =0 auf 900 NT,
o (8.19)
Uy = Us auf ¥ (Stetigkeitsbedingung)
Oy, u1 + Oy, uz =0 auf ¥ (Transmissionsbedingung)
(f) Ist u eine klassische Losung eines der obigen RWP so auch eine schwache Lésung:
Beispiel (d)
=V (aVu) = f(-u) in Q
u=0 auf I'y (Zwangs—RB)
Op,u=g(-,u) aufI'; (natiirliche RB.)
(g) i) In den obigen Beispielen wurde nur a = a’ vorausgesetzt.
ii) Es wurden noch keine Aussagen iiber die Existenz von kritischen Punkten bewiesen.
Beispiel 8.5. Nichtlineare Wellengleichung
T>0fix, Qr = Qx (0,T), a(z,t) = (8" %) € Loymm(R" )
1 1 9 9
§(aV($’t)u,V(m’t)u) = §[|VU| — |8tu| }
V= {u € Hl(QT)"y@QTu\FOX(O,T) =0, u(0,0) = u(-,T)}
Hy(Qr) CV € HY(Qr)
1
1) = [ SIvuP -] - Fletw e - [ Glutadon
Qr 2 Iy x(0,T)
u € V sei stationdrer Punkt von I. Dann gilt
T T
YveV: / / [(aVu, Vo) — Opu - O] — f(-,u)v dedt — / / g(-,w)vdodt =0
0o Jo 0 JTy
< u € V und w ist schwache Losung von
0?u—Au = f(z,t,u) inQx(0,7T)
u=0 auf I'g x (0,T
0> (0,7) (8.20)
Oy, u=g(y,t,u) auf Ty x (0,T)
u(+,0) = u(-,T) in Q

entspricht T—periodischen Llosungen einer nicht-linearen Wellengleichung.
Bemerkung 8.6. I kann auf V' kein lokales Minimum haben, da die Legendre Bedingung nicht erfiillt ist.

Satz 8.7. Degenerierte elliptische RWP
l1<p<oo
~V - ([VulP~2Vu) = f(-,u) in Q

(8.21)
u=0 auf 0}

mait

—a(l+[§]7) < f(z,6)¢ < a(l+[£])

< % _2p > 92
1§q{_p"w "
< 00 n<p

Behauptung: (8.21) besitzt mindestens eine schwache Losung in Wg’p(Q), d.h.
Ju e Wy P(Q): /UVUP”*ZVU Vo = f(u)v] de =0 Yv € D(Q)

Ist F(x,-) strikt fallend, so ist u eindeutig!
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Bemerkung 8.8. (a)
Ay = V(|Vu|p*2Vu) ... p—Laplace—Operator

Ay = A

Setzt man

a(Va) = [Vur? | |

so ist
A, =—-V(a(Vu) - Vu
und A ist strikt elliptisch im Punkt v € Q <

Vu #0

(b) Falls Q € C*, f e C*, so gilt

39
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9 Polykonvexitéit

Satz 9.1. Sei (fy) eine Folge von Funktionen von R™ nach R,
lfe(@)| <M  (k=1,...,0 € R")
und (fy) gleichgradig stetig. Dann existiert eine Teilfolge (fx,) € (fx) und eine stetige Funktion f, sodaf
fr, — fygleichmdfig auf kompakten Teilmengen von R™

Theorem 9.2 (Morreys Ungleichung). Sein < p < co. Dann gilt

AC(p,n): |ullcon®ny < Cllullwrsmn) Yu € CHR™) (9.1)
mit .
"y = 1 —_
p
lu(z) — u(y)|
Iloor@n == lullo@ +sup{
( SCHRI ) G PR
Beweis. siehe[3] =

Lemma 9.3 (Schwache Stetigkeit von Determinanten). Sein < ¢ < oo und
up, — u schwach in WH4(U; R™).
Dann gilt
det Dup — Du.

Beweis. Aus (det P)I = P(cof P)T folgt komponentenweise angeschrieben

dethZPj(cofP)é firi=1,...,n.
j=1

Sei nun w € C*°(U;R"™),w = (w!,...,w"). Dann gilt

det Dw = Zw;] (cof Dw)é- firi=1,...,n. (9.2)
j=1
Aus Z?zl(cof Dw);ﬁj = 0 folgt nun, daB sich (9.2) in der Form

det Dw = Z(wi(cof Dw)é—)xj
i=1

schreiben 148t. Sei nun v € C°(U). Dann gilt fiir alle ¢ € {1,...,n}

/vdetDwda::Z/vwi(cowa;'»xvdm
U =Ju e

n (9.3)
=— Z/ Vg, w* (cof Dw)§ dz.
j=1"U
Mit Dichtheitsargument folgt nun fiir £k € IN
/ vdet Duy dx = — Z / Vg, uj (cof Duk); dx. (9.4)
U U
Jj=1

Da nun wegen Voraussetzung gilt, dal n < ¢ < co und uy — uw in Wh4(U; R"), folgt Theorem 9.2 daf3 (uy)
beschrinkt ist in C%'="/4(U; R™). Mit Arzela-Ascoli folgt uy — u gleichmifig. Damit folft aus (9.4)

n
lim [ vdet Duydz = — Z / Vg, u’ (cof Du); dx = / vdet Du dzx, (9.5)
k—oo Jy —Ju U
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falls
lim / (cof Duy ) da :/ Y(cof Du)idz,  Vi,j=1,....,nVy e C>U). (9.6)
U U

k—o0

(cof Duy)’ ist aber die Determinante einer (n — 1) x (n — 1) Matrix und kann daher als Summe von

(n — 2) x (n — 2) Untermatrizen mit gleichméBig beschrinkten Faktoren geschrieben werden. Wir
setzen fort bis nur mehr (1) x (1) Matrizen iibrig sind und miissen nur mehr zeigen, daf§ die Eintriige von
Duy, schwach gegen die Eintrédge von Du konvergieren.

Insgesamt gilt, da (Ug) in WH4(U, R™) beschriinkt und |det Duy| < C|Dug|™ ist, daB8 (det Duy,) beschrinkt
in L9/™(U). Also hat jede Teilfolge eine schwach konvergente Teilfolge in L9/™(U). Mit (9.5) folgt nun daf
diese Teilfolge det Du konvergiert. |

Bemerkung 9.4. Unser Ziel wird nun sein eine analoge Aussage zum Theorem 3.8 zu zeigen, fiir den Fall dafl
L(P, z,x) nicht konvex in P, sondern nur polykonvex ist. Sei dazu nun m = n.

Definition 9.5 (Polykonvezitit). Sei P € R"*™, z € R",z € U C R". L heifit polykonvex :<

(a)
L(P,z,x) = F(P,det P, z, ) (9.7)

mit F: R™" x R" x U — R € C*.
(b) Fir alle z € R™, = € R beliebig aber fix ist die Abbildung
(P,r) — F(P,r, 21) (9.8)

konvex.

Theorem 9.6. Sein < g < co. Weiters sei L nach unten beschrinkt und polykonvex. Dann gilt:

I []ist schwach folgen unterhalb stetig in Wh4(U; R™).

Beweis. Sei (uy) eine beliebige Folge, die in W4(U; R"™) schwach gegen u konvergiert.
Mit Lemma 9.3 folgt, daf8 det Duy, in L/ "(U) schwach gegen det Du konvergiert.
Definiere [ := liminfy_, o I [ug]. Zu zeigen ist nun

Tl <1. (9.9)
Weiters ist (wg) [|-[|yw1.a()-beschriankt. O.B.d.A gelte
l= kILH;oI [ug] -

Weiters gilt aus Satz 3.8 mit p = ¢, daB uxy — w in LY(U) stark konvergiert. Daraus folgt, daf es eine
Teilfolge (0.B.d.A die Folge selbst) gibt, sodaf

U — U fi.in U. (9.10)

Sei nun ¢ > 0 beliebig aber fix. Dann folgt mit (9.10) und Egoroff’s Theorem

u, — u gleichmifig auf E. (9.11)
wobei E. mefibar ist und
U - E.|<e. (9.12)
Definiere 1
F. = {x € Ulju(z)| + [Du(z)| < 6} . (9.13)
Damit gilt wieder
U - F.| =20. (9.14)

Sei nun

G.:=E.NF. (9.15)
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e—0

Es gilt wieder [U — G| — 0. Da nun L nach unten beschraenkt ist (0.B.d.A. L > 0) folgt

I [ug] :/ L(Duy, uy, z) dz
U

(D'u,k, ug, x) dr

> [ 1
Ge
:/ F(Duy,det Dug, ug, ©) dx
G
> [ K
G
+
G

(9.16)
Du,det Du, uy, x) dz
F,(Du,det Du, ug, x) - (Duy — Du)
+ /G F.(Du,det Du, ug, ) - (det Duy, — det Du)
Mit der Wahl von G, folgt nun
leIrolo . F(Du,det Du, uy, z) de = /GE F(Du,det Du,u, ) dx. (9.17)

Weiters gilt, weil F,(Du,det Du,uy,z)dr — F,(Du,det Du,u,z)dz bzw. F,.(Du,det Du,uy,z)dzr —
F.(Du,det Du,u,z)dx gleichméBig auf G, und Dur — Du bzw. det Duy — det Du folgt, dafl der 2.
und 3. Term auf der rechten Seite in (9.16) mit k& — oo gegen 0 konvergiert. Damit haben wir gezeigt

L =limg_ool [ug] > / F(Du,det Du,u, z) dz.
Ge

Da (9) fiir alle € > 0 gilt folgt mit € — 0 und dem Satz iiber Monotone Konvergenz (L > 0) (9.9). ]

Daraus folgt sofort mit Lemma 2.1

Theorem 9.7 (Ezistenz von Minimierer fiir polykonveze Funktionale). Sein < q < oo, L koerziv und poly-
konvez und A # (.
Dann ezistiert ein u € A, sodafl

I [u] :gleigf[w].
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