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Kapitel 1Einf�uhrungZun�ahst einige Beispiele von Singul�aren Integraloperatoren: Das Paradebei-spiel daf�ur im Eindimensionalen ist die Hilberttransformation:H : f ! lim�!0 Zjx�yj�� f(y)x� ydy;sie kann auh �uber die Fouriertransformation de�niert werden:dHf = isign(�) bf(�):Mit Planharel gilt die IsometriekHfkL2(IR) = kfkL2:Ein interessantes Beispiel ist der Integraloperator mit Cauhykern:Sei 
 ein C1� oder Lipshitzgebiet in IRn, damit meinen wir, da� sih 
lokal darstellen l�a�t als
 = f(u; v)jv 2 IRn�1�(v) � ug;� : IRn�1 ! IR; � Lip; bzw. C1:Der uns interessierende Operator ist ( S = �
):f : S ! IR; f ! u(x) = ZS  (x� y)kx� yk ; n(y)! f(y)dy;wobei n(y) die Au�ennormale ist. F�ur C1� und Lipshitz-Gebiete funktio-niert die klassishe Theorie niht.Die Hauptresultate f�ur den Cauhy-Operator sind im folgenden Satz zi-tiert: 2



Satz 1 Es sei f 2 L2(S); x0 2 S, dann gilt:1. limx!x0 u(x) = �12f(x0) + pv: ZS  (x� y)kx� ykn(y)! f(y)dy =:�12f(x0) +Kf(x0)f�ur fast alle x0 2 S.(pv: ZS :::)(x) := lim�!0 Zjx�yj<�  (x� y)kx� ykn(y)! f(y)dy:2. � 2 Lip) kKkL2(S)!L2(S) � Ck�kLip3. k�i � �kLip ! 0) kKi �KkL2(S)!L2(S) ! 0f�ur � 2 C1; �i 2 C14. � 2 Lip) 12I �K ist auf L2 invertierbar1C k12I �KkL2!L2 � k12I +KkL2!L2 � Ck12I �KkL2!L2.Die letzte Ungleihung nennt man nah Verhota. Damit gilt auhI = 12I +K + 12I �Kund kfk = k(12I +K)fk+ k(12I �K)fk � (1 + C)k(12I �K)fk:Der Kern des Cauhy Operators,k(x; y) = �(x)� �(y) + hr�(x); (x� y)i(jx� yj2 + j�(x)� �(y)j2)1=2 )ist ein singul�arer auf IRn�1. Die in der Vorlesung vorkommenden Methodensind die Basis f�ur die Weiterentwiklung der Theorie des Cauhy Integrals auf3



Lipshitz-Gebiete: Die Theorie f�ur C1+�-Gebiete ist klassish, jedoh die Re-sultate f�ur Lipshitz-Gebiete sind erst in den 80er Jahren (20.Jhdt.) bewiesenworden. Der Grund f�ur den Untershied ist folgender: SeiA : IR ! IR; �(x) = x+ iA(x)); kAkLip �MCf : z ! Z� f(w)w � zdw = ZIR f(x+ iA(x))(1 + iA(x))x+ iA(x)� z dxAm Rand z = y + iA(y) gilt(x + iA(x)� y � iA(y))�1 = (x� y + i(A(x)� A(y)))�1 == ((x� y) + iA(x)0(x� y) +O(jx� yjÆ+1))�1 falls A 2 C1+Æ= (x� y)�1(1 + iA(x)0)�1 +O(jx� yj�1+Æ)damit sieht man, da� f�ur Æ > 0 der letzte Term shwah singul�ar bleibt,wohingegen f�ur Lipshitz-Gebiete Probleme auftreten.Fortsetzung von Sobolev R�aume: Sei D � IRn o�en und zusam-menh�angend, sie Lpk(D) der Raum der Funktionen, die alle Ableitungen biszur Ordnung k in Lp haben.Gesuht sind nun Bedingungen an D (notwendig, hinreihend und �uber-pr�ufbar), soda� ein Fortsetzungsoperator existiert, also ein linearer, stetigerOperator: � : Lpk(D)! Lpk(IR);mit �f jD = f 1 � p � 1; k 2 N;f�ur alle f 2 Lpk(D).Es gilt: Sei D ein Lipshitzgebiet, dann existiert ein Fortsetzungsoperatorf�ur alle p, und k (Stein).Ein anderes Resultat ist: � existiert f�ur alle p; k genau dann wennes ein � und Æ gibt, soda� f�ur allex; y 2 D, mit jx� yj � Æ und f�ur die es eine Kurve 2 D gibt, die x und y verbindet und derenL�ange kleiner als 1� jx� yj; ist, die Bedingungerf�ullt ist: F�ur alle z 2  istdist(z;D) � 1� jz � xjjy � zjjy � xj :Im wesentlihen bedeutet das, da� Spitzen ausgeshlossen sind.4



Kapitel 2Geometrie des IRn
2.1 Der Satz von Hardy und LittlewoodSei m das Lebesque-ma� in IRn, B(x; r) sei die Kugel mit Mittelpunkt x undRadius r.Zur Erinnerung:f 2 L1lo(IRn) , 8B � IRn beshr�ankt ZB jf(x)jdx � 1:De�nition 1 Die FunktionMf(x) := supr 1m(B(x; r)) ZB(x;r) jf(y)jdyhei�t die Maximalfunktion von Hardy-Littlewood.Der folgende Satz von Hardy und Littlewood gibt eine Absh�atzung f�urdie Maximalfunktion an:Satz 2 Es existiert eine Konstante A, soda� f�ur alle � > 0 und f 2 L1(IR)die Absh�atzung mfx 2 IRn :Mf(x) > �g � AkfkL1�erf�ullt ist.Mit derselben Konstante l�a�t sih die Maximalfunktion f�ur alle f 2 Lp(IR) :durh kMf(x)kLp � A pp� 1kfkLpbeshr�anken. 5



Bemerkung: Es gilt f�ur g 2 L1(IR)mfx 2 IRn : g(x) > �g � kgkL1�(Tshebyshef Ungleihung ), aber f�ur f 2 L1 ist imallgemeinen Mf 62 L1!Bemerkung: Sei �f (�) = mfx : jf(x)j � �g dann gilt immer (Ma�theorie):Z jf jpd� = p Z 10 �p�1�f(�)d� = � Z �pd�f(�)Der Beweis von Satz 2 st�utzt sih auf ein tehnishes �Uberdekungslemma:Lemma 1 Es seien Bj eine Folge von Kugeln mit Mittelpunkten xi 2 IRnund Radii ri mit sup ri <1. Dann existiert eine Teilfolge jk von disjunktenKugeln Bjk := B(xjk ; rjk) mit Pk m(Bjk) � 5�nm(S1j=1Bj)j 6= l ) Bjk \Bjl = fgBeweis: W�ahle Bj1 soda� diam(Bj1) � 12 supfdiam(Bi); i 2 IN g. Weiter mitInduktion: Angenommen Bj1 ::Bjk sind gew�ahlt, dann bestimme Bjk+1 soda�diam(Bjk+1) � 12 supfdiamBijBi \ k[l=1Bjl = fggEs ist nun dieser Proze� entweder1. unendlih oft fortsetzbar2. oder nihtIm Folgenden gelte Fall 1): Wir mahen eine weitere Falluntersheidung:1a. P1k=1m(Bjk) =1! wir haben fertig.1b. P1k=1m(Bjk) <1also es gelte nun Fall 1b): Wir zeigen da� die Teilfolge der Kugeln mit 5-fahem Radius shon alle Kugeln �uberdeken:1[i=1Bi =: E � 1[k=1B�jk6



wobei B�jk = B(xjk ; 5rjk). Falls dies gezeigt ist,ist automatish Bjk \Bjl = fg f�ur k 6= l, erf�ullt, weil Bjk � Bi; und nahDe�nition Bi [ Sk�1l=1 Bjl = fg: Aus E � S1k=1B�jk folgt dannm(E) � m( 1[k=1B�jk) �Xm(B�jk) � 5�nXm(Bjk)Also m�ussen wir nur noh E � S1k=1B�jk zeigen, es reiht aus zu beweisen,da� f�ur alle j: Bj � 1[k=1B�jk :SeiBj beliebig aber niht in fBj1::Bjk ::g (sonst ist es trivial). Sei k die kleinstenat�urlihe Zahl soda� diam(Bjk+1) < 12diamBj;diese Wahl ist m�oglih, weil aus Fall 1b) ) diam(Bjk)! 0:Behauptung: Es gilt Bj \ k[l=1Bjk 6= fg; (2.1)denn falls niht w�urde Bj bei der Auswahl der Bjk+1 mitspielen (nah derDe�nition) da aber Bjk+1 so gew�ahlt ist, da�diamBjk+1 � 12 supfdiamBijBi \ k[l=1Bjl = fggw�are in diesem Fall dann diamBjk+1 � 12Bj (im Widerspruh zur Wahl vonk). also gilt (2.1).Weil unser k das kleinste ist soda� diamBjk+1 � 12Bj folgtdiam(Bjl) � 12diamBj; l = 1::k (2.2)Sei l0 � k so da� Bjl0 \ Bj 6= 0 (so etwas existiert wegen (2.1)), dann folgtaus (2.1) + (2.2) B�jl0 � Bj, damit ergibt sih[B�jk � Bj7



Wir kommen nun zum Beweis des Satzes von Hardy und Littlewood: Seif 2 L1; � � 0; E� := fx 2: Mf(x) > �g: Es sei x 2 E� beliebig, dann gibtes einen Radius rx > 0 mit RB(x;rx) jf(y)jdym(B(x; rx)) � �:De�niere B(x; rx) =: Bx, E = Sx2E� Bx: Auf fBx; x 2 E�g wenden wir dasvorherige Lemma an. Damit erhalten wir eine Teilfolge (xj)j2IN und disjunkteKugeln Bxj [ Bxl = fg; j 6= l mit der EigenshaftXm(Bxj) � 5�nm([x Bx) = 5nm(E);Au�erdem �uberdeken die Kugeln mit 5-fahem Radius E:[B�xj � E:(Die Voraussetzung sup rx < 1 ist erf�ullt, weil RBx jf j � �m(Bx) = �rnx ,damit sind die Radii beshr�ankt). Wir sh�atzen abkfkL1(IRn) = ZIRn jf j � ZSj Bxj jf j =Xj ZBxj jf j �� 1Xj=1m(Bxj) � �5�nm(E) � �5�nm(E�) � �5�n�f(�):Damit haben wir die erste Behauptung bewiesen:�f(�) � kfkL1� 5nWir zeigen jetzt die zweite:kMfkp � pAkfkp: (2.3)Aus der Ma�theorie ist bekannt da�kMfkp = p Z 10 �p�1�fd� (2.4)Sei � > 0 beliebig aber �x. Wir de�nieren die Funktion f1 indem wir von fdie kleinen Anteile wegshneiden:f1(x) := ( f(x) wenn jf(x)j � �20 sonst8



Trivialerweise l�a�t sih f f�ur alle x so absh�atzen:jf(x)j � jf1(x)j+ �2Diese Ungleihung gilt auh f�ur die Maximalfunktionen:jMf(x)j �Mf1(x) + �2Daraus folgt Mf(x) > �)Mf1(x) � �2 ;also E� � fx : Mf1(x) > �2 gund somit �f(�) = m(E�) � m(fx :Mf1(x) > �2 g) � 5nkf1k1� :Man beahte da� f1 von � abh�angig ist.Damit gilt(2:4) � C Z 10 �p�1kf1k1� d� = Z �0 �p�2  Zfx:jf(x)j��=2g jf(z)jdz! d�= Z �0 ZRn �p�2�fx:jf(x)j��=2gjf(z)jdzd�Nah einer Anwendung des Satzes von Fubini erhalten wir= C Z jf(x)j Z 2jf(x)j0 �p�2d�dx = C Z jf(x)j �p�1p� 1 �����2jf(x)j0 dx= Cp� 1 ZR jf jpAlso mit allen Konstanten haben wirkMfkpp � 2p�15n pp� 1kfkpLpUnser n�ahstes Ziel ist es Absh�atzungen f�ur singul�are Integraloperatorender Form T : f ! pv: Z k(x� y)f(y)dy9



zu �nden. Also zum BeispielkTfkp � Cpkfkp 1 < p <1:Dies wird f�ur solhe singul�are Kerne k(x) erf�ullt sein, f�ur die gilt:jk(x)j � jxj�n;jrk(x)j � jxj�n�1Z�<jxj<A k(x) = 0:Motivation: Es ist niht m�oglih R k(x� y)f(y)dy direkt mit einer Me-thode abzush�atzen, sondern man mu� zuerst f in eine Summe zerlegen:f = g + b, dann kTfk � kTgk+ kTbk und kTbk mit 'Methode 1' und kTgkmit 'Methode 2' absh�atzen. Also brauhen wir eine Zerlegung f = g + b.Zun�ahst zeigen wir da� man die Funktion f aus der in der De�nition vonMf durhgef�uhrten Mittelung wieder zur�ukgewinnen kann:Korollar 1 f 2 L1(IRn), dann giltf(x) = limr!0 1m(B(x; r)) ZB(x;r) f(y)dy f�ur fast alle x 2 IRnBeweis: Sei fr(x) := 1m(B(x; r)) ZB(x;r) f(y)dy;f�ur h 2 C0(IRn) zeigt man leihtlimr!0 khr � hk1 ! 0:Sei � > 0 beliebig, dann gibt es eine L1-Funktion f und eine C0-Funktion hmit f = g + h; kgkL1 � �2; (2.5)dies zeigt man indem f auf einer kompakten Menge I einshr�ankt, soda�kfkL1(IRnnI) � �2=2 und dann die Dihtheit der stetigen Funktionen in L1verwendet. Also sei � > 0, w�ahle f = g + h wie in (2.5), sei�(x) := jlimsupr!0fr(x))� liminfr!0fr(x)j;10



dann folgt �(x) � 2Mg(x):Damit erhalten wir mit Satz 2m(fx 2 IR : �(x) > �g) � m(fx 2 IR : Mg(x) > �=2g) �� C(n)kgk1� � C(n)�(denn kgk1 � �2 per De�nition). Daraus folgt f�ur beliebiges �m(fx 2 IR : �(x) > �g) > �und shlie�lih m(fx 2 IR : �(x) 6= 0g) = 0:2.2 Die Calderon-Zygmund ZerlegungWie shon in der Motivation angedeutet, ben�otigt man eine Zerlegung einerFunktion in die 'guten' und 'shlehten' Anteile. Der folgende Satz ist daf�urdie GrundlageSatz 3 Sei f 2 L1(IRn), � > 0: Dann existiert eine disjunkte Zerlegung vonIRn = 
 [ F soda�1. jf(x)j � � fast �uberall auf F2. 
 = [i Qi;wobei die Qi W�urfel mit paarweise disjunktem Inneren sind.3. F�ur alle Qi gilt �m(Qi) � ZQi jf j � �m(Qi)2n4. m(
) � 1�kfkL111



Beweis: De�niere die Menge der n-dimensionalen Quader mit Seitenl�ange2�k Mk := ([ l � 12k ; l2k ℄� :: n-mal::� [ l � 12k ; l2k ℄ : l 2 ZZ) ; k 2 ZZBestimme k0(�; kfk) soda� f�ur alle Quader Q 2Mk0ZQ jf j � m(Q)�:k0 ist wohlde�niert, weil RQ jf j � RRn jf j und m(Q) = 2�k0.W�ahle Q0 2Mk0 , zerlege Q0 in 2n kongruente W�urfel in Mk0+1 (und somitmit halber Seitenl�ange von Q0). Sei Q00 einer dieser 2n W�urfel.Falluntersheidung:1. 1m(Q00) ZQ00 jf j � �2. 1m(Q00) ZQ00 jf j > �Im Fall 1) ersetze Q00 durh 2n W�urfel der halben Seitenl�ange (analogwie bei Q0 ) und f�ur jeden betrahte die 2 F�alle Fall 1) und Fall 2).Im Fall 2) wird Q00 ein Mitglied der Familie Q d.h. Q = Q [ fQ\g , Q00wird jetzt nie mehr zerlegt.Im Fall 2 gilt f�ur Q00�m(Q00) � ZQ00 jf j � ZQ0 jf j � m(Q0)� � 2n�m(Q00)(wobei die erste Ungleihung gilt weil Q00 ein Fall 2)-W�urfel ist und die zweiteUngleihung gilt weil Q0 vom Fall 1)-Typ ist. )Im Fall 1) wird Q00 wieder zerlegt und die obige Falluntersheidung solange durhgef�uhrt bis man auf einen Fall 2 -W�urfel st�o�t und dieser wird inQ aufgenommen!Wir setzen 
 = SQi2Q Qi, F = IRn n
, die Qi; Qj sind nah ihrer De�ni-tion mit paarweise disjunktem Inneren, also gilt Behauptung 2.12



Sei x 2 F dann giltf(x) = limdiam(Q)!0;x2Q 1m(Q) ZQ f fast �uberall � �;weil jedes Q, da� x enth�alt ein Fall 1 W�urfel ist (x 2 F ) damit gilt Behaup-tung 1).Sei Qi ein W�urfel in Q, dann folgt1m(Qi) ZQi f � � (2.6)weil Qi ein Fall 2 W�urfel ist.Zu Qi gibt es einen W�urfel ~Qi mit Qi � ~Qi und m( ~Qi) = 2nm(Qi), denn~Qi sei der direkte Vorg�anger von Qi, und damit erf�ullt ~Qi die Bedingung vonFall 1 ( denn ein Vater von Fall 2-W�urfel ist ein Fall 1-W�urfel). Daher giltZQi jf j � Z ~Qi jf j � �m( ~Qi) = 2nm(Qi)und damit ist Behauptung 3 mit (2.6) bewiesen.Behauptung 4:m(
) = XQi2Qm(Qi) �X 1� ZQi jf j = 1�kfkL1wobei die erste Ungleihung aus (2.6) folgt, die zweite weil die Qi paarweisedisjunkt sind.Wir de�nieren die Calderon-Zygmund Zerlegung von f bez�uglih des Ni-veaus � > 0: g(x) := ( f(x) x 2 F1m(Qi) RQi fdy x 2 Qi b := f � gEs gilt mit dem letzten Satzjg(x)j � 2n� b(x) = 0 8x 2 FZQi b = 0 m(
) � kfk1� :13



Kapitel 3Singul�are IntegraleWie shon angedeutet, interessieren wir uns daf�ur, wann ein singul�arer Inte-graloperator stetig zwishen Lp-R�aumen abbildet. Wir betrahten zun�ahstFaltungsoperatoren. Der n�ahste Satz gibt eine hinreihende Bedingung andie Kern-Funktion k, damit der zugeh�orige Faltungsoperator f�ur alle Lp mit1 < p < 1 stetig ist. Im Folgenden bezeihne bf die Fouriertransformiertevon f .Satz 4 Sei k(x) 2 L2(IRn), soda�kbkk1 � B (3.1)Zjxj>2jyj jk(x)� k(x� y)jdx � B f�ur alle x 2 IRn; jyj 6= 0, ; (3.2)dann gilt f�ur Tf(x) := Z k(x� y)f(y)dy :F�ur alle 1 < p <1 gibt es eine Konstante A(p; n; B), soda�kTfkp � A(p; n; B)kfkp f 2 LpEin typishes Beispiel f�ur die Anwendung dieses Satzes ist die Hilbert-transformation: k(x) = 1x , Rjxj>2jyj j 1x � 1x�y jdx � 14:Beweis: Teil 1: Wir zeigen T ist weak type 2-2, d.h. es existiert eineKonstante C mit m(fx 2 IR : jTf(x)j > �g) � C kfk2�2 :14



Es gilt dTf = bk bf , und damit kTfk2 = kbk bfk2 � kbkk1kfk2 � Bkfk2, damitfolgt sofort mit Anwendung der Thebyhef Ungleihung, da� T w.t. 2-2 ist.Teil 2: Wir zeigen T ist weak type 1-1, d.h. es existiert eine KonstanteC mit m(fx 2 IR : jTf(x)j > �g) � C kfk1� :Also sei f 2 L1; � > 0 gegeben, dann wenden wir die Calderon-ZygmundZerlegung an und erhalten ein disjunkte Zerlegung IRn = F [ 
, wobei 
 =SQi und die Qi paarweise disjunktes Inneres besitzen, m(
) � kfk1� ; jf(x)j �� fast �uberall in F und�m(Qi) � ZQi jf(x)jdx � 2n�m(Qi)gilt. f wird zerlegt in f = g + b, wobeig(x) = ( f(x) x 2 FRQi fdy 1m(Qi) x 2 Qi :Klarerweise gilt Tf = Tb + Tg; wir wenden die Dreieksungleihung f�urVerteilungsfunktionen an (�Ubung):m(fx 2 IRn : jTf(x)j > �g) � (3.3)m(fx 2 IRn : jTb(x)j > �2 g) + m(fx 2 IRn : jTg(x)j > �2 g)Teil 2.1: Weil f�ur x 2 F g(x) = f(x) � �, folgtkgk22 = ZF jgj2 + Z
 jgj2 � � ZF jf j+ 22n�2m(
) �� �kfk1 + C�2 jfk1� � C�kfk1Wir wissen bereits da� T w.t. 2-2 ist, daherm(fx 2 IR : jTg(x)j > �2 g) � B222kgk22�2 � B2(22 + 22n + 1)kfk1� :Teil 2.2 Sei 
 = SQi, Q�i sei der W�urfel der denselben Mittelpunkt hatwie Qi aber mit doppelt so gro�er Seitenl�ange d.h. diam(Q�i ) = 2n 12diam(Qi):
� = SQ�i ; F � = IRn n 
�, m(
�) � 2nm(
), F � � F: F�ur x 2 F �, y; yi 2 Qiist jx� yij > 2jy � yij. 15



Wir zeigen jetzt Zx2Q�i jk(x� y)� k(x� yi)jdx � B:OBdA setzten wir yi = 0 (sonst Variablentransformation), dann gilt nahVoraussetzung (3.2)Zx2Q�i jk(x� y)� k(x� y)jdx � Zjxj>2jyj jk(x� y)� k(x� y)jdx � B:Wir setzen bj := b�Qj . Dann folgtTbj(x) = Z k(x� y)bj(y)dy = ZQi k(x� y)bj(y)� k(x)bj(y)dy;denn nah Konstruktion von b ist R bj = RQj b = 0. AlsoTbj(x) = ZQi (k(x� y)� k(x)) b(y)dy:Damit k�onnen wir absh�atzen:ZF � jTb(x)j �Xj Z jTbj(x)jdx =Xj ZF � ZQi (jk(x� y)� k(x)j) jb(y)jdydxF�ur alle j ist F � = IRn n (SQ�i ) � IRn nQ�j , mit Fubini kommt man zuZF � jTb(x)j �Xj ZQj ZIRnnQ�j (jk(x� y)� k(x)j) dxjbj(y)jdy�Xj ZQj jbjjBdy = B ZIRn jbj � CBkfk1 (3.4)Die letzte Ungleihung in (3.4) folgt aus der De�nition dennkbkL1 =Xi ZQi jf � RQi jf jm(Qi) j � 2kfk1:Also wie im Beweis zur Thebyhef Ungleihung erhalten wir�2m(fx 2 F � : jTb(x)j > �2 g) = Z �2�fx2F �:jTb(x)j>�2 g �16



Z jTb(y)j�fx2F �:jTb(x)j>�2 gdy � ZF � jTb(y)jdy � CBkfk;Diese Ergebnis halten wir fest:m(fx 2 F � : jTb(x)j > �2 g) � 2CB� kfk1 (3.5)Wir teilen die interessante Menge auf:m(fx 2 IRn : jTb(x)j > �2 g) == m(fx 2 F � : jTb(x)j > �2 g) + m(fx 2 
� : jTb(x)j > �2 g)Nah der C-Z Zerlegung giltm(fx 2 
� : jTb(x)j > �2 g) � m(
�) � 2nm(
) � 2nkfk�Mit (3.5) folgt nun insgesamt, da� eine Konstante C existiert, soda�m(fx 2 IRn : jTb(x)j > �2 g) � kfk1� CZusammen mit (3.3) folgt also T ist w.t. 1-1. Wir haben jetzt gezeigt, da� Tw.t 2-2 und w.t. 1-1 ist, daher existieren Konstanten A1; A2 mitm(fx 2 IRn : jTf(x)j > �g) � A1kfk1�m(fx 2 IRn : jTf(x)j > �g) � A2kfk2�2 :der Satz 4 folgt dann mit Hilfe von Interpolation - dem Satz von Marzin-kiewitz - , den wir jetzt beweisen werden.Wir de�nieren die R�aumeLp(IRn)�Lq(IRn) = ff : IRn ! IRn me�bar : f = f1+f2; f1 2 Lp; f2 2 Lqgeine Norm ist auf diesem Raum gegeben durhkfkLp(IRn)�Lq(IRn) := inffkf1kLp + kf2kLq : f = f1 + f2g:17



Bemerkung: Falls f�ur ein r mit p � r � q f 2 Lr(IRn) ist, dann folgt,da� f 2 Lp(IRn)�Lq(IRn), denn sei f 2 Lr(IRn) �xiert. F�ur beliebiges  > 0de�nieren wir f1(x) := ( f(x) jf(x)j > 0 sonstf2(x) := ( f(x) jf(x)j � 0 sonstnat�urlih ist f = f1 + f2, undZIRn jf1jp = Zfx:jf(x)j>g jf1(x)jrjf1(x)jp�r � ZIRn jf1jrp�r � p�rkf1kr(denn p� r > 0). Analog giltZIRn jf2jq = Zfx:jf(x)j�g jf2(x)jrjf2(x)jq�r � q�rkf2kr:Also sind in Lp(IRn)� Lq(IRn) die R�aume Lr(IRn) mit p < r < q enthalten.Als n�ahstes beweisen wir den shon genannten Satz von Marinkie-witz:Satz 5 Sei 1 < r <1,T : L1(IRn)� Lr(IRn)!M := ff : IRn ! IRn; messbargund der Operator T erf�ulle die BedingungjT (f + g)(x)j � jTf(x)j+ jTg(x)j (Sublinearit�at): (3.6)Weiters m�oge es Konstanten A1 und Ar geben, soda� f�ur alle � die (weak-type) Absh�atzungen gelten:m(fx 2 IRn : jTf(x)j > �g) � A1kfk1� (w.t 1-1) (3.7)m(fx 2 IRn : jTf(x)j > �g) � Arr kfkrr�r (w.t. r-r): (3.8)Dann gibt es f�ur alle 1 < p < r eine Konstante Ap, mitkTfkp � ApkfkLp; (3.9)und die Konstante Ap l�a�t sih absh�atzen durhAp � p 1p� 1A12 + 1r � pAr2r! :18



Aus der Sublinearit�at und den weak-type Absh�atzungen folgt also die Be-shr�anktheit des Operators in den entsprehenden Lp-R�aumen.Beweis: Shritt 1: Wir zeigen�(�) := m(fx : jTf(x)j > �g) �2A1� Zfx:jf(x)j>�g jf(y)jdy + Arr2r�r Zfx:jf(x)j��g jf(y)jrdy: (3.10)Zum Beweis von (3.10): Es seif1(x) := ( f(x) jf(x)j � �0 sonstf2(x) := f(x)� f1(x)Aus der Sublinearit�at folgtjTf(x)j � jTf1(x)j+ jTf2(x)j:Aus der Dreieksungleihung f�ur Verteilungsfunktionen und den Vorausset-zungen an T folgt�(�) � m(fx : jTf1(x)j � �2 g) + m(fx : jTf2(x)j � �2 g) �2A1� kf1k1 + Arr2r� kf2krr= 2A1� Zfx:jf(x)j��g f(y)dy + Arr2r� Zfx:jf(x)j��g f(y)dyDamit ist (3.10) gezeigt.Shritt 2 ist ein Anwendung von Fubini: Mit (2.4) giltkTfkpp = ZIRn jTf(y)jpdy = p Z 10 �p�1�(�)d� �p Z 10 �p�1�1A12 Zfx:jf(x)j>�g jf(y)jdyd�+p Z 10 �p�1�rArr2r Zfx:jf(x)j��g jf(y)jrdyd�;wir behandeln die beiden Integrale getrennt:I1 := Z 10 �p�1�1 Zfx:jf(x)j>�g jf(y)jdyd�;19



I2 := Z 10 �p�1�r Zfx:jf(x)j��g jf(y)jrdyd�:Es gilt mit FubiniI1 = Z 10 ZIRn �p�2�fx:jf(x)j>�gjf(y)jdyd� = ZIRn jf(y)j Z jf(y)j0 �p�2d� dy =ZIRn jf(y)j jf(y)jp�1p� 1 dy = 1p� 1 Z jf(y)jpdy = 1p� 1kfkp;I2 = Z 10 �p�1�r Zfx:jf(x)j��g jf(y)jrdyd� = Z 10 ZIRn �p�1�r�fx:jf(x)j��gjf(y)jrdyd� =ZIRn jf(x)jr Z 1jf(x)j �p�1�rd�dy = �1p� r ZIRn jf(x)jp = 1r � pkfkpp:Damit ist der Satz von Marzinkiewitz bewiesen.Insgesamt ist jetzt auh Satz 4 f�ur 1 < p < 2 bewiesen, f�ur die restlihenp folgt er aus einem Dualit�atsargument: Es ist Tf = R k(x� y)f(y)dy, es seiT � = R k(y � x)f(x)dx, falls T die Voraussetzungen von Satz 4 erf�ullt dannauh T �. Damit erhalten wir f�ur T � nah dem bisher bewiesenen,kT �fkp � Apkfkp; 1 < p � 2F�ur g 2 Lp; p > 2; h 2 Lq; 1 = 1p + 1q ist somithTg; hi = hg; T �hi � kgkpkThkp � Ckgkpkhkq:Nah dem Satz von Hahn-Banah folgt shlie�lihkTqkp � Ckgkp:Damit ist jetzt der Satz 4 bewiesen.Das n�ahste Ziel ist es den Satz von Calderon -Zygmund zu beweisen, derohne eine Beshr�ankung an bk auskommt:Satz 6 Die Funktion k : IRn n 0! IR erf�ulle mit ein Konstanten B:jk(x)j � Bkxkn ; (3.11)weiters gelte f�ur alle x 2 IR; jyj 6= 0Zjxj>2jyj jk(x)� k(x� y)jdx � B; (3.12)20



und f�ur alle R1 < R2 gelte ZR1�jxj�R2 k(x)dx = 0: (3.13)Wir de�nieren T�f := Zjx�yj�� k(x� y)f(y)dyf�ur alle f 2 C10 (IRn); dann gilt f�ur 1 < p <1:Es existiert eine Konstante Cp(B), soda� f�ur alle � > 0 und f�ur allef 2 C10 gilt kT�fkp � Cp(B)kfkp: (3.14)Au�erdem existiert f�ur alle f 2 Lp(IRn) der Limes Tf(x) := lim�!0 T�f inLp(IRn), und es gilt die Absh�atzungkTfkp � Cp(B)kfkpBemerkung: Der Grenzwert lim�!0 T�f(x) existiert sogar fast �uberall, wasallerdings niht trivial zu zeigen ist. Es gilt der tieiegende Satz:limT�f(x) konvergiert fast �uberall , Z �sup�!0 Tf(x)�p dx � Ckfk:Beispiele f�ur Kerne die die Voraussetzungen erf�ullen sind z. B. f�ur n = 1,k(x) = 1x ; x 2 IR n 0, bzw. f�ur n � 2 : ki(x) := xijxjn+1 :De�nition 2 Wir bezeihnen die Menge der Kerne k, die die Voraussetzun-gen des Satzes 6 mit der Konstante B erf�ullen mit K(B), alsoK(B) := fk : IRn n 0! IR : k erf�ullt (3:11; (3:12); (3:13)g:Zun�ahst ben�otigen wir zwei Lemmata: Das erste zeigt, da� ein Kern, der aufeinen Kreisring eingeshr�ankt wird, wieder die Voraussetzungen von Satz 6erf�ullt:Lemma 2 Es existiert eine Konstante C, soda� f�ur alle � > 0 und N > �und f�ur h(x) := k(x)�fx:�<jxj<Ng (3.15)gilt, k 2 K(B)) h 2 K(CB)21



Dieser Kern h hat jedoh noh weitere sh�one Eigenshaften:Lemma 3 Es existiert eine Konstante C, soda� f�ur alle � > 0, N und k 2K(B) und f�ur die in (3.15) de�nierte Funktion giltjbh(�)j � CB � 2 IRn:Damit ist f�ur Sf := R h(x� y)f(y)dy der Satz 4 anwendbar!Beweis von Lemma 2: Trivialerweise erf�ullt h (3.11) und (3.13), zu zeigenist nur (3.12), also da� f�ur alle y 6= 0Zjxj>2jyj jh(x� y)� h(x)jdx � CBVorbemerkung: es gilt jh(x)j � Bjxj�n, damit folgtZRA<jxj<R jh(x)jdx � jlog(A)jBnunabh�angig von R, denn ZRA<jxj<R jh(x)jdx � B ZRA<jxj<R jxj�n �� C Z RR=A rnrn�1dr = CB(ln(R=A)� ln(R)) = Cln(A)B: (3.16)Damit k�onnen wir Integrale �uber Kreisringe gut absh�atzen. Wir ben�otigenjetzt einige Falluntersheidungen, als Faustregel sollte man im Kopf haben"Entweder jh(x)�h(x�y)j = jk(x)�k(x�y)j oder der Summand der alleinebleibt, wird �uber �2 < jxj < � bzw N2 < jxj < N integriert "Fall 1: jyj � NSei E := fx : jxj � 2jyjg, dann folgt f�ur x 2 E:jxj � 2N ) h(x) = 0;und jx� yj � jxj � jyj � jxj � jxj2 � jxj2 � N ) h(x� y) = 0insgesamt gilt in diesem FallZjxj>2jyj jh(x� y)� h(x)jdx = 022



und (3.12) ist erf�ullt.Fall 2: jyj < NWir zerlegen E := fx : jxj � 2jyjgE21 := fx : jx� yj � Ng \ E (3.17)E22 := fx : � < jx� yj < Ng \ E (3.18)E23 := fx : jx� yj � �g \ E (3.19)� ad E21: Es gilt h(x� y) = 0, undjxj � jx� yj � jyj � N � jxj2 ) 32 jxj � NalsoZE21 jh(x�y)�h(y)jdy = ZE21 jh(y)jdy � Z 23N�jxj�N jh(x)jdx � CBlog(3=2)� ad E22: E22 wird weiter unterteilt:E221 := fx : jxj � �g \ E22 (3.20)E222 := fx : � < jxj < Ng \ E22 (3.21)E223 := fx : jxj � Ng \ E22 (3.22){ ad E221: hier vershwindet h(x) undjx� yj � jxj+ jyj � jxj+ jxj2 � 32�;alsoZE221 jh(x� y)� h(x)jdx � Z�<jx�yj< 32 � jh(x� y)jdx � CB log(32){ ad E222: hier bleiben beide Terme erhalten und nah Vorausset-zung giltZE222 jh(x� y)� h(y)jdx = ZE222 jk(x� y)� k(y)jdx � B
23



{ ad E223: hier vershwindet h(x) undjx� yj � jxj � jyj � jxj2 � N2 ;alsoZE223 jh(x� y)� h(x)jdx � ZN2 <jx�yj<N jh(x� y)jdx � CBln(2):� ad E23: Es gilt jx� yj � � und damitjxj � jx� yj+ jyj � jx� yj+ jxj2 ;also jxj2 � jx� yj � �) jxj � 2�:Nah Voraussetzung vershwindet hier h(x� y), undZE23 jh(x�y)�h(x)jdx � ZE23 jh(x)jdx � Z�<jxj<2� jh(x)jdx � CB log(2)Also alles zusammen ergibtZjxj>2y jh(x� y)� h(x)jdx � Const.BUnd damit ist Lemma 2 bewiesen.Nun zum Beweis von Lemma 3: Sei � beliebig aber �x,bh(�) = ZIRn e�i(x;�)h(x)dxmittels Variablentranformation sieht man leiht, da� f�ur alle y 2 IRnbh(�) = ZIRn e�i(x�y;�)h(x� y)dx;und damit2bh(�) = ZIRn e�i(x;�)h(x)dx + ei(y;�) ZIRn e�i(x;�)h(x� y)dx24



erf�ullt ist. Die letzte Gleihheit gilt f�ur beliebige y, also w�ahle man y jetztsoda� ei(y;�) = �1, (dies erreiht man etwa mit y = � �j�j2 ), damit erhalten wirbh(�) = 12 ZIRn e�i(x;�) (h(x)� h(x� y)) dx = 12 Zjxj�2jyj e�i(x;�) (h(x)� h(x� y)) dx+12 Zjxj�2jyj e�i(x;�) (h(x)� h(x� y)) dx =: 12 (I + J)Wir sh�atzen die Integrale getrennt ab:jJ j � Zjxj�2jyj jh(x)� h(x� y)jdx � CB;dies gilt nah Lemma 2. Das zweite Integral spalten wir weiter auf:I = Zjxj�2jyj e�i(x;�) (h(x)� h(x� y)) dx = Zjxj�2jyj h(x) �e�i(x;�)� 1�dx�Zjxj�2jyj e�i(x;�)h(x� y)dx+ Zjxj�2jyj h(x)dx =: I1 + I3 + I2Es gilt laut Voraussetzung (der Integrationsbereih ist ein Kreisring) I2 = 0.Wir verwenden jetzt die Absh�atzung (�Ubung) �e�i(x;�) � 1� j � jxjj�j underhaltenjI1j � Zjxj�2jyj jh(x)jj �e�i(x;�) � 1� jdx � Zjxj�2jyj jh(x)jjx�jdx �B Zjxj�2jyj jxj�njxjdx� � CB� Zr<2jyj r�n+1rn�1dr � CB�2jyj � CB2denn wir haben y = � �j�j2 gew�ahlt !I3 = Zjxj�2jyj e�i(x;�)h(x� y)dx+ Zjxj�2jyj h(x� y)dx� Zjxj�2jyj h(x� y)dx =-weil ei(y;�) = �1 ist, gilt:= Zjxj�2jyj h(x� y) �e�i(x;�) � ei(y;�)�dx� Zjxj�2y h(x� y)dx =: I4 + I5Wir verwenden jetzt, da� eiz Lipshitz-stetig ist:I4 � Zjxj�2jyj jh(x� y)jj(x; �)� (y; �)jdx � j�j Zjxj�2jyj jh(x� y)jjx� yjdx �25



j�j Zjxj�2jyj jx� yj�n+1dx � CBj�jy � CB:Aufgrund der Dreieksungleihung gilt die folgende Inklusionfx : jxj < 2jyjg � fx : jx� yj � 3jyjgund fx : jxj < 2jyjg � fx : jx� yj � 3jyjg n fx : jxj > 2jyjg:Weiter gehts mit Absh�atzen:jI5j � j Zjx�yj�3jyj h(x� y)dxj+ j Zfx:jx�yj�3jyjgnfx:jxj>2jyjg h(x� y)dxj =: I6 + I7I6 = 0 aufgrund der Voraussetzung (3.13). f�ur I7 verwenden wirjxj > 2jyj ) jx� yj � jxj � jyj � jyj:damit k�onnen wir das I7 als Integral �uber einen Kreisring ausdr�uken underhalten shlie�lihjI7j � j Zjyj�jx�yj�3jyj h(x� y)dx � CBln(3)wobei wir jetzt (3.16) verwendet haben. Damit ist alles gezeigt.F�ur h gilt jetzt Satz 4, n�amlihkT�fkp � Cpkfkpzu zeigen ist noh da� (lim�!0 T�f) in Lp f�ur alle f 2 Lp konvergiert. Genauer,da� f�ur alle � > 0,f 2 Lp es ein Æ gibt, soda� f�ur alle �; �0 < ÆjT�f � T�0fkp � �kfkp (3.23)Dazu seien f; � beliebig aber �x. Es existieren f1 2 C20 (IRn); kf1kC2 � A(f; �),kf2k � �, mit f = f1 + f2, denn dies folgt wiederum aus der Dihtheit derC20 -Funktionen. Bestimme nun Æ > 0 so da� f�ur alle �; �0 < Æm(fx : �0 < jxj < �g) � �A(�)Bm(suppf1)1=p26



(so ein Æ existiert, weil der Inhalt des Kreisringes auf der linken Seite beliebigklein f�ur Æ ! 0 wird.) Es giltjT�0f � T�f j � jT�0f1 � T�f1j+ jT�0f2 � T�f2jjT�0f1 � T�f1j = Z�0<jx�yj<� k(x� y)f1(y)dy = Z�0<jyj<� k(y)f1(x� y)dy =Z�0<jyj<� k(y) (f1(x� y)� f1(x)) dy =: I;hierbei verwendeten wir die Voraussetzung R�0<jyj<� k(y)dy = 0.f1 2 C2 ist insbesondere Lipshitzstetig und wir k�onnen absh�atzenjIj � BA Z�0<jyj<� jyjjyj�ndy � BAm(f�0 < jyj < �g)Wir verwenden jetzt die folgende Inklusion f�ur Convolutionen (�Ubung):supp(T�0f1 � T�f1) � suppf1 +B(0; � � �);also m(suppfT�f1 � T�f1g) � Cm(suppf1)Insgesamt erhalten wirkT�f1 � T�)f1kLp � kT�f1 � T�f1)kL1m(suppfT�0f1 � T�f1)g1=p� BAj� � �jm(suppf1)1=p � �F�ur f2 gilt ganz simpelkT�f2 � T�)f2kLp � 2Cpkfkp � 2Cp�Damit ist (3.23) bewiesen. .Insgesamt beweist dies den Satz von Calderon -Zygmund3.1 Fourier - Multiplikatoren auf Lp, 1 < p � 2Wir sind an folgender Problemstellung interessiert: Gegeben sei eine Funktionm : IRn ! IR, mit kmk1 � B, nah dem Satz von Planharel existiert derMultiplikationsoperator Tm : L2(IRn)! L2(IRn)27



dTm(f)(�) := m(�) bf(�) 8f 2 C10 (IRn)kTmkL2!L2 � kmk1;weil f�ur alle f 2 C10 (IRn)kTmfk2 = k dTm(f)k2 � kmk1k bfk2 = kmk1kfk2Wir besh�aftigen uns nun mit der Frage untere welhen nihttrivialen Zu-satzbedingungen an m der Operator Tm auh in den Lp-R�aumen stetig ist,also wann es eine Konstante Ap gibt, soda� f�ur alle f 2 C10kTfkp � Apkfkp?Eine Antwort wir durh einen Satz von H�ormander gegeben, n�amlih, da�die Bedingung j��m(�)j � j�j� � � [n2 ℄ + 1; (3.24)an m hinreihend ist f�ur die Stetigkeit des Multiplikationsoperators in Lp,1 < p � 2. ([z℄ bezeihnet hier die gr�o�te ganze Zahl die kleiner oder gleihals z ist.)Zuerst beweisen wir allerdings den folgenden Satz, der besagt, da� einOperator, der sih in entsprehender Weise als singul�arer Integraloperatorshreiben l�a�t, stetig zwishen Lp; 1 < p � 2 abbildet:Satz 7 Sei T : L2(IRn) ! L2(IRn); kTk � 1, au�erdem soll es ein k 2L1lo(IRn n 0) und eine Konstante B geben mitZjxj>2y jk(x� y)� k(x)jdx < B; f�ur alle y 6= 0; (3.25)soda� f�ur alle f 2 C10 und x 62 suppf giltZ k(x� y)f(y)dy = Tf(x): (3.26)Dann gibt es f�ur 1 < p � 2 eine Konstante Ap mitkTfkp � Apkfkp:
28



Bemerkung: weil x 62 supp(f) tritt im Integral nie eine Singularit�at auf!(h 2 L1lo(IRn n 0), 8C kompakt � IRn n 0 : ZC jh(x)jdx <1Beweis: Wir zeigen:m(fx : jTf(x)j > �g) � 1�kfk1B f�ur alle f 2 C10 (IRn)und wenden dann den Interpolationssatz an. Also sei f 2 L1 �x, � > 0beliebig, dann wenden wir die Calderon-Zygmund-Zerlegung an und erhaltendie Mengen F;
 IRn = F [ 
; 
 =[Qi;die Qi sind W�urfel mit paarweise disjunktem Inneren, und es giltf(x) � � x 2 Fm(Qi)� � ZQi jf(x)j � 2nm(Qi)�Es sei g(x) := ( f(x) x 2 F1m(Qi) RQi f x 2 Qi ;b := f � g:Die so konstruierten Funktionen haben die Eigenshaftenkgk22 = ZF jgj2 + Z
 jgj2 � � ZF jf j+ 22n�2m(
) �� ZF jf j+ 22n�2 R
 jf j� � C�kfk1F�ur b folgt direkt aus der De�nition b(x) = 0 x 2 F und RQi b(x)dx = 0;und es gilt kbk1 �Xi ZQi jf j+ jgjdx � 2kfk1Wir benutzen die shon wohlbekannte Ungleihungm(fx : jTf(x)j > �g) � m(fx : jTg(x)j � �2 g) + m(fx : jTb(x)j � �2 g)(3.27)29



F�ur den ersten Term folgt mit Tshebyshefm(fx : jTg(x)j � �2 g) � � 2��2 kTgk22 �22kTk2L2!L2 kgk22�2 � 4CkTk2kfk1� (3.28)Also n�ahste konzentrieren wir uns auf den Term mit Tb: Es seiQ�i der W�urfelmit dem selben Mittelpunkt yj als Qi aber mit 5-faher Seitenl�ange, und wirsetzen 
� := SQ�i , F � = IRn n 
�. Klarerweise giltm(
�) � 5nm(
) � 5nkfk1� : (3.29)Das n�ahste Ziel ist es RF � jTbj � CB zu zeigen. Es sei x 2 F �, dann folgtx 62 Qj � supp(bj), wobei bj die Funktion b eingeshr�ankt auf Qj sei ((bj :=b�Qj )). Dann gilt mit der Voraussetzung (3.26), da� sih T als singul�aresIntegral darstellen l�a�t:Tbj(x) = ZIRn k(x� y)bj(y)dy = ZQj (k(x� y)� k(x� yj)) bj(y)dydenn es gilt RQj bj(y) = 0 nah Konstruktion und weitersZIRnnQ�i jTbi(x)jdx = ZIRnnQ�i ZQi jk(x� y)� k(x� yi)jbi(y)dydx == ZQi ZIRnnQ�i jk(x� y)� k(x� yi)jbi(y)dydx: (3.30)Die letzte Gleihheit folgt aus Anwendung von Fubini, was erlaubt ist weildie bi 2 L1(Qi) sind.Nebenrehnung: nah der Konstruktion von Q�i giltZIRnnQ�i jk(x�y)�k(x�yi)jdx � Zjx�yj j>2jy�yj j jk(y�yj�(x�yj))�k(x�yj)jdx �Zjwj>2jvj jk(v � w)� k(w)jdw � Bwegen der Voraussetzung an k. Wir erhalten(3:30) � ZQi Bjbi(y)jdy30



und ZIRnnQ�i jTbi(x)jdx � B ZQi jbi(y)jdy:Weil F � � IRnnQ�i folgt f�ur alle iZF � jTbij � ZIRnnQ�i jTbij � B ZQi jbijalso ZF � jTbj �Xi ZF � jTbij � BXi ZQi jbij � B2kfk1Es gilt nun mit (3.29) und der Tshebyhef Ungleihungm(fx : jTb(x)j > �g) � m(
�) + m(fx 2 F � : jTb(x)j � �g) �5n 1�kfk+ 1� ZF � jTbj � C 1�kfk1:Wegen (3.28,3.27) ist daher T weak-type (1; 1). Aus der Stetigkeit in L2 folgtm(fx : jTf(x)j > �)g) � � 1��2 kTfk22 � kTkkfk22�2 :Damit ist T weak-type (2,2) und der Satz ergibt sih jetzt mit einer Anwen-dung des Interpolationssatzes von Marinkiewitz (Satz 5), (siehe auh Stein,Kap 5, 1).Wir k�onnen nun den oben erw�ahnten Satz von H�ormander beweisen, in-dem wir zeigen, da� unter bestimmten Bedingungen an m der dazugeh�origeFouriermultiplikationsoperator die Bedingungen von Satz 7 erf�ullt, und sihalso als singul�ares Integral darstellen l�a�t:Satz 8 Es sei m 2 C l(IRn n 0), l = [n2 ℄ + 1. F�ur alle � � [n2 ℄ + 1 m�oge eseine Konstante A� geben, soda� f�ur alle � 6= 0:j��m(�)j � A�j�jj�j:Dann gilt1. Es existiert ein stetiger Operator Tm mitTm : L2 ! L2 kTmkL2!L2 � kmk131



2. dTmf = m(�) bf(�)3. es existiert eine Funktion k 2 L1lo(IRn n 0) und eine Konstante B > 0soda� f�ur alle y 6= 0Zjxj>2y jk(x)� k(x� y)jdx � Bund f�ur alle f 2 C10 (IRn) und x 62 suppfTf(x) = Z k(x� y)f(y)dy:Mit Satz 7 gilt damitKorollar 2 Unter den Bedingungen von Satz 8 gibt es f�ur 1 < p � 2 eineKonstante Ap, soda� f�ur alle f 2 C10 (IRn)kTmfkp � Apkfkp:Beweis von Satz 8: Sei�(�) := 8><>: 1 j�j � 10 j�j � 2sonst C1Æ(�) := �(�)� �(2�):Æ hat den Tr�ager im Kreisring f� : 12 � j�j � 2g, au�erdem gilt:lXj=l0 Æ(2�j�) = �(2�l�)� �(2�l0+1�);und daher ergibt sih f�ur � 6= 0 beliebig aber �xliml!1;l0!�1 lXj=l0 Æ(2�j�) = 1:Wir de�nieren nun mj(�) := Æ(2j�)mj(�):32



Es gilt supp(mj(�)) � f� : 2j�1 � j�j � 2j+1g;weiters sei kj(x) := ZIRn e2�ix:�mj(�)d� = �mj(x)(Das Integral konvergiert absolut.) Wir stellen nun die Behauptungen auf:1. F�ur C kompakt � IRn n 0 beliebig gibt es eine Konstante AC soda�1Xj=�1 ZC jkj(x)jdx � AC2. K := limn!1 nXj=�nkjexistiert in L1lo(IRn n 0)3. Zjxj>2y jk(x)� k(x� y)jdx � B4. TNf := 0� nXj=�nkj1A � ferf�ullt kTNkL2 � 2kmk15. limN!1TNf =: Tfexistiert in L2(IRn), und kTkL2!L2 � 2kmk16. F�ur alle f 2 C10 (IRn) x 62 suppf giltTf(x) = Z k(x� y)f(y)dyund 33



7. f�ur alle f 2 C10 (IRn) und � 6= 0 giltdTf(x)(�) = m(�) bf(�)Beweis der Behauptungen. Sei  � [n2 ℄ + 1 ein Multiindex und �x. NahPlanharel giltZIRn j(2�ix)kj(x)j2dx = ZIRn j ��mjj2dx = ZIRn j�mj(�)j2d�und nah De�nition von mjZIRn j(2�ix)kj(x)j2dx � Z2j�1<�<2j+1 j�m(�)j2:Nah den Voraussetzungen an m, der De�nition von Æ, und mit der Leibnitz-shen Produktregel gibt es eine Konstante C soda�Z2j�1<�<2j+1 j�m(�)j2 � Z2j�1<�<2j+1 j�j�jj2d� � C Z 2j+12j�1 r�jj2rn�1 � C2�2jjj2jnAlso haben wir bewiesen, da� es f�ur beliebige M � [n2 ℄ + 1 eine KonstanteC(M) gibt, soda� f�ur alle jZIRn jx2Mkj(x)j2 � CM2�j2M2jn: (3.31)Wir �xieren nun a, dann gilt mit (3.31) und M = 0Zjxj�a jkj(x)jdx � �ZIRn jkj(x)j2�1=2 (m(fx : jxj � ag))1=2 � 2jn=2an=2und au�erdem gilt mit M � [n2 ℄ + 1Zjxj�a jkj(x)jdx = Zjxj�a(jkj(x)jxM)jxj�Mdx � Zjxj�a(jkj(x)j2x2M )dx!1=2  Zjxj�a jxj�2Mdx �!1=2� CM2�jM2jn=2a�Man=2: (3.32)34



Damit folgt Za=2<jxj<a jkj(x)jdx � CM2jn=2an=2minf1; 2�jMa�Mgmit dieser Absh�atzung erhalten wir eine konvergente Reihe: Wir w�ahlenM = [n2 ℄ + 1, dann gilt1Xj=�1 Za=2<jxj<a jkj(x)jdx = Xfj:2j�a�1g ::: + Xfj:2j>a�1g ::: = S1 + S2:jS1j � Xfj:2j�a�1g 2jn=2an=2 � CS2 � Xj:2j>a�1 2jn=2an=22�jMa�M � an=2a�MX 2j(n=2�M) � Cbeide Konstanten sind unabh�angig von a! (die zweite deswegen weil die Reihekonvergiert und der Faktor an=2�M den Reihenwert kompensiert.)zu Behauptung 1: Es sei C kompakt � IRn n 0, dann kann man C durhendlih viele Kreisringe Rl := fx : 2l � kxk � 2l+1 �uberdeken, und erh�altXj ZC jkj(x)j �Xl;j Za=2<jxj<a;a=2l jkjj � ABehauptung 2 folgt dann mit dominierter Konvergenz. Mit derselben Metho-de zeigt man f�ur � � [n2 ℄ + 1ZRn j��kj(x)j � C2j�; (3.33)nun zu Behauptung 3:ZIRn jkj(x� h)� kj(x)jdx � nXi=1 ZIRn j�ikj(x)j � Ch2jSei y 2 IRn n 0, dann gilt1Xj=�1 Zjxj�2jyj jkj(x� y)� kj(x)jdx = X2j<jyj�1 Z :: + X2j>y�1 Z :: =: S1 + S2S1 = X2j<jyj�1 Zjxj>2jyj jkj(x� y)� kj(x)j � X2j<jyj�1 2jjyj � Const35



S2 = X2j�jyj�1 Zjxj>2jyj jkj(x� y)� kj(x)j � X2j�jyj�1 Zjxj>jyj 2jKj(x)jdx �( mit (3.32)) � X2j�jyj�1 2j=2njyjn=22�jljyjlw�ahle l = [n=2℄ + 1 dann folgtX2j�jyj�1 2j=2njyjn=22�jljyjl � ConstInsgesamt folgt damit (3). (4),(5) sind trivial.Bemerkung 6: Wir �xieren f 2 C10 (IRn); x 62 suppf: Zu zeigen ist, da�R k(x� y)f(y) absolut konvergent ist und R k(x� y)f(y) = Tmf .TNf = SN � f = 0� NXj=�N kj1A � f = Z NXj=�N kj(x� y)f(y)dyWeil nah dem Bisherigen gezeigt wurde da� PNj=�N kj absolut konvergiertfalls jx� yj � � gilt somitTf = limN!1TNf = Z lim NXj=�N kj(x� y)f(y)dy = Z k(x� y)f(y)dy:Bemerkung 7: Sei f 2 C10 TNf ! Tf in L2 nah Planharel ist das identishmit dTNf ! dTf aber dTNf = mj(�) bf ! m(�)f(�) = dTf . Damit ist der Satzvon H�ormander bewiesen.
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Kapitel 4Pseudodi�erentialoperatorenWir verallgemeinern jetzt die Fouriermultiplikationsoperatoren aus dem vo-rigen Kapitel zu den sogenannten Pseudodi�erentialoperatoren.Wir de�nieren die Symbolklasse Sm, m � 0:De�nition 3 Sei a : IRn � IRn ! IR 2 C1(IRn � IRn)a 2 Sm , 8�; �Multiindies9A�;�8x; � : j��x��� a(x; �)j � A�;� (1 + j�j)m��Die ganze Zahl m hei�t die Ordnung.F�ur a 2 Sm de�nieren wir den Operator (f�ur f aus der Shwartzklasse S)Taf(x) := ZIRn e�2�ix:�a(x; �)df(�)d� f 2 Sdamit ist Taf wohlde�niert. O�ensihtlih sind die Operatoren Ta Verallge-meinerungen der Tm.Das erste Ziel dieses Abshnitts ist es den folgenden wihtigen Satz zubeweisen:Satz 9 F�ur a 2 Sm l�a�t sih Ta fortsetzen zu einem stetigen OperatorTa : W k;p(IRn)!W k�m;p(IRn) k �m � 0 1 < p <1Insbesondere gilt f�ur den Fouriermuliplikationsoperator Tm: Falls m 2 S0 ,dann ist T : Lp ! Lp stetig.Wir zeigen zuerst, da� T : S ! S:Proposition 1 Falls f 2 S, dann gilt Tf 2 S37



Beweis: zu Zeigen istj�xTf j(1 + jxj)N � C;Nf x 2 IRn:Es sei �� der Laplae-Operator, der auf die �-Variable wirkt, dann ist (�Ubung):(I ���)e2�ix:� = (1 + 4�2jxj2)e2�ix:�:Sei L� = (I ���)(1 + 4�2jxj2) ;daher l�a�t der Operator L� die Funktion e2�ix:� invariant:LN� e2�ix:� = e2�ix:�Sei Bm eine Kugel mit Radius m Die Greenshe Identit�at besagt f�ur u; v 2 S:ZB �uv ��vu = Z�B �v�nu� �u�nv:Damit erhalten wir f�ur den Operator Ta:(Ta)f(x) = Z a(x; �) bf(�)LN� e�2�x:�d�Nah dem Satz von Green kann man LN� hin�ubershaufeln:(Taf)(x) = Z LN� �a(x; �) bf(�)� e�2�ix:�d� = 1(1 + 4�jxj2)N ZIRn(I���)N(a bf)e�2�ix:�d�;aber das Integral ist gleihm�a�ig beshr�ankt, denn bf ist in S, ( die Fourier-transformation bildet S nah S ab) und nah Voraussetzung an a ist auha bf 2 S. Damit folgt jTaf j � C(1 + jxj2)�Nund mit dem gleihen Beweis erh�alt manj�Taf j � C(1 + jxj2)�N :Damit ist die Proposition bewiesen.Als n�ahstes zeigen wir, da� sih Ta durh Operatoren mitSymbolen mit kompaktem Tr�ager approximieren l�a�t:38



Proposition 2 Es sei a 2 Sm,  2 C10 (IRn � IRn), (0; 0) = 1, � > 0. Seia�(x; �) := a(x; �)(�x; ��)Dann gilt1. lim�!0 a�(x; �)! a(x; �)2. F�ur � > 0 , �; � Multiindex beliebig, gibt es eine Konstante A�;� mit��x��� a�(x; �) � A�;�(1 + j�j)m�j�j x 2 IRn3. Taf(x) = lim�!0Ta�f(x) = lim�!0 ZIRn e2�ix:�(a�(x; �)) bf(�)d�Beweis der Proposition: �Ubung.Eine Nebenbemerkung:Ta�f(x) = ZIRn e2�ix:�(a�(x; �)) bf(�)d� = ZIRn a�(x; �) ZIRn f(y)e2�i�ydye2�ix�d�Weil a� kompakten Tr�ager hat darf man Fubini anwenden und erh�alt= ZIRn ZIRn a�(x; �)e2�i�:(x�y)d�f(y)dy = ZIRn k�(x; x� y)f(y)dymit k�(x; �) = RIRn a�(x; �)e2�i�:(x�y)d�. k�(x; x�y) := K�(x; y) ist in L1(IRn�IRn). Also hat Ta� eine Darstellung, die an ein singul�ares Integral erinnert.Dies wird f�ur den Beweis von Satz 9 von Nutzen sein. Doh zuerst zeigenwir die L2-Stetigkeit des Operators Ta falls a kompakten Tr�ager hat: Wirbezeihnen mit suppx(a(x; �)) den Tr�ager der Funktion a(:; �) f�ur �xes �.Proposition 3 Sei a 2 S0, suppxa(x; �)) sei kompakt, Dann gilt:kTafkL2 � C sup� [mfsuppxa(x; �)g℄ kfkL2 f 2 L2
39



Beweis: Die Strategie in diesem Beweis ist es die Operatoren auf der Gestalt�a bf zu bringen:Es istba(�; �) = ZIRn a(x; �)e�2�ix:�dx; �a(x; �) = ZIRn ba(�; �)e2�ix:�d�;Wir sh�atzen ab:jba(�; �)(2�i�)j = ZIRn �xa(x; �)e�2�ix:�dx � CAm(suppx(a))(�)also jba(�; �)j � AN(1 + j�j)�NCm(suppx(a))Taf(x) = ZIRn ZIRn ba(�; �)e2�i�x bf(�)e2�ix�d�d� =- Fubini ist erlaubt weil wir die Absh�atzung an ba haben - daher= ZIRn ZIRn ba(�; �)e2�i�x bf(�)e2�ix�d�d� =: Z T �f(x)d�Das Ziel ist es kT �fkL2 � C(1+j�j)N zu zeigen.T �f(x) = �ba(�; :) bf(:)(x)Mit Planharel giltkT �fk2 = kba(�; :) bf(:)k2 � sup� jba(x; �)jkfk2� A(1 + j�j)N sup� jsuppxa(x; �)jkfk2 =: C(1 + j�j)NF�ur N > n+ 1 erhalten wir damitkTaf(x)k2 = k ZIRn T �(x)fd�k2 � ZIRn kT �fk2d� �kfk2 ZIRn C(1 + j�j)N d� � C sup� jsuppxa(x; �)jkfk2:Die Darstellung von Ta als singul�ares Integral hilft, um die Voraussetzung" suppxa(x; �) kompakt " loszuwerden:40



Proposition 4 Sei a 2 Sm; m 2 ZZ , dann gilt:1. Es existiert ein k 2 C1(IRn � IRn n 0), soda� f�ur alle f 2 C10 (IRn),x 62 suppf gilt: Taf(x) = ZIRn k(x; x� z)f(z)dz;2. und f�ur alle N gibt es eine Konstante AN soda� f�ur alle x 2 IRn undjzj � 1 jk(x; z)j � jzj�NAN ;3. au�erdem gen�ugt k der Absh�atzung f�ur beliebige N , �; �, x 2 IRn undz 6= 0: j��x��z k(x; z)j � AN;�;�jzj�n�m���NDer Beweis kommt sp�ater.Satz 10 Sei a 2 S0, f 2 S, dann gilt1. kTafk2 � C0kfk2;2. f�ur alle N gibt es eine Konstante C, soda� f�ur alle x0 2 IRn giltZfx:jx�x0j�1g jTaf(x)j2dx � C ZIRn jf(x)j2(1 + jx� x0j)N dxDie letzte Ungleihung bedeutet da� Ta pseudolokal ist.Beweis: Sei f 2 S gegeben, wir zerlegen f = f1 + f2 wobei f1; f2 2 S:jf1j � jf j supp(f1) � Bx0(3)jf2j � jf j supp(f1) � IRn nBx0(2)Diese Zerlegung kann zum Beispiel durh ein  2 S mit (x) = 1 auf Bx0(2)und  = 0 auf Bx0(3) erreiht werden, denn dann kann man f1 = f undf2 = f � f1 w�ahlen. Wir zerlegen a: Sei � 2 C10 (IRn),mit �(x) = 1 fallsjx� x0j � 1, wir de�nieren das Symbol �a :(�a)(x; �) := �(x)a(x; �)41



�a erf�ullt trivialerweise die Eigenshaft�(x)(Taf)(x) = T�af(x):Wir sh�atzen ab:Zfx:jx�x0j�1g jTaf1j2(x)dx = Zfx:jx�x0j�1g jT�af1j2dx � ZIRn jT�af1j2dx �� sup� jsuppx�a(x; �)jA ZBx0 (3) jf1j2dx � C(�)A ZBx0 (3) jf1j2Dabei haben wir verwendet da� jsuppx(�a)j � C(�). Sei jetzt z 2 suppf2,dann ist z 62 Bx0(2) und damit ist jx� zj � 1 f�ur x 2 Bx0(1): Weiters gilt f�urjx� x0j � 1: 1jx� zj � 4 11 + jz � x0jund aus jx � x0j � 1 folgt x 62 suppf2. Aus Proposition 4 erhalten wir dieIntegraldarstellung Taf2 = ZIRn k(x; x� z)f2(z)dz:Sei nun jx� x0j � 1, dann folgtjTaf2j � ZIRn 1jx� zjN f2(z)dz � C4n ZIRn 1(1 + jz � x0j)N f2(z)dz �Anwenden von Cauhy-Shwarz:� CN ZIRn 1(1 + jz � x0j)N f 22 (z)dz:Damit ist die zweite Behauptung bewiesen Zur Ersten:Zfx:jx�x0j�1g jTaf j2(x)dx � 2 Zfx:jx�x0j�1g j(Taf1)2 + Zfx:jx�x0j�1g jTaf2j2dx!� C(�) ZB3 jf j2 + C ZIRn 11 + jz � x0jf 22 (z)dz � C ZIRn 11 + jz � x0jf 2(z)dz:Anwenden von Fubini:ZIRn Zfx:jx�x0j�1g jTaf j2(x)dxdx0 � ZIRn ZIRn �fx;x0:jx�x0j�1g(Taf)2dxdx0 =42



ZIRn(Taf)2(x)m(B(x; 1))dx = CN ZIRn jTaf j2dx = CNkTafk22Damit gilt kTafk22 � CN ZIRn 1(1 + jx� x0j)N f 2(x)dxdx0 �ZIRn jf(x)j2 ZIRn 1(1 + jx� x0j)N dx0dx � CNKkfk22denn RIRn 1(1+jx�x0j)N dx0dx ist unabh�angig von x f�ur N hinreihend gro�.Wir kommen nun zum Beweis der singul�aren Integraldarstellung der Pseudo-di�erential operatoren (Satz 4). Es sei a 2 Sm, m 2 ZZ , a erf�ulltj��� ��xa(x; �)j � C (1 + j�j)m�j�jSei �(�) := 8><>: 1 j�j � 10 j�j � 2C1 sonstÆ(�) := �(�)� �(2�)a0(x; �) = a(x; �)�(�)aj(x; �) = a(x; �)Æ(2j�)Wir de�nieren kj(x; z) := ZIRn aj(x; �)e2�i�:zd�;damit folgt d(f � kj(x; :)) = bfaj(x; �)und somit Tajf = ZIRn kj(x; x� y)f(y)dyWir behaupten jetzt, da� f�ur beliebige �; �;M es eine Konstante AM;�;�gibt mit j��x��� kj(x; z)j � AM;�;�jzj�M2j(n+m+j�j�M)Beweis der Behauptung: Es sei  beliebig:(2�iz)��x��� kj(x; z) = ZIRn �� h(2�i�)���xaj(x; �)e2�i�zi d� � (�)43



Nun gilt aber (�Ubung):aj(x; �) 2 Sm ) (2�i�)���xaj(x; �) 2 Sm+�also kriegen wir die Absh�atzung(�) � C Z2j�1�j�j�2j+1 j�jm+�� � Cmn(f2j�1 � j�j � 2j+1g)2j(m+j�j�jj) � C2nj2j(m+j�j�jj):Damit ist die Behauptung bewiesen. Wir behaupten als n�ahstes:1Xj=0 j��x��� kj(x; z)j � Am;n;j�j;N jzj�m�n�j�j�Nfalls m+ n+ j�j+N � 0. Der Beweis ist eine Falluntersheidung:Fall 1: 0 < jzj < 1: Sei S = P1j=0 j��x��� kj(x; z)j Wir zerlegen die Summe inS =: S1 + S2 wobei S1 := Xj:2j�z�1 j��x��� kj(x; z)jS2 := Xj:2j>z�1 j��x��� kj(x; z)jzu S1: Setzt man M = 0 dann giltS1 � Xj:2j�z�1 2j(m+n+j�j)A � ( Cjzj�(m+n+j�j) m + n+ j�j � 0j log(z)j+ 1 m + n+ j�j � 0wobei die zweite Absh�atzung (die mit log) nur im Fallm+n+� = 0 relevantist. Weil jzj � 1 folgt daraus weiters f�ur N � 0S1 � Ajzj�(m+n+j�j�N):Nun zu S2 : F�ur M � m+ n+ j�j+ 1sh�atzen wir ab:S2 � A Xj:2j>z�1 jzj�M2j(n+m+j�j�M) � Ajzj�M jzj�(n+m+j�j�M) � Ajzj�(n+m+j�j) �und mit der Voraussetzung jzj < 1 kommen wir zuS2 � Ajzj�n�m�j�j�N :44



Fall 2: jzj � 1: W�ahle M � m+ n + j�j+N dann giltS � 1Xj=0 jzj�M2j(m+n+j�j+M) �jzj�M4 � jzj�(m+n+j�j+N):F�ur alle x, z 6= 0 existiert somitk(x; z) := limN!1 1Xj=0 kj(x; z)und mit SN(x; �) := NXj=0 aj(x; �)folgt limN!1SN(x; �)! a(x; �) p.w.Es sei f 2 C10 , x 62 suppf ,Taf(x) = limN TSNf(x) = limN!1 Z 1Xj=0 kj(x; x� y)f(y)dy:Falls jx � yj � � ,dann gilt mit dominierter Konvergenz und dem obigenResultatTaf(x) = Z limN NXj=0 kj(x; x� y)f(y)dy = ZIRn k(x; x� y)f(y)dy:Um die vorher entwikelte Theorie der singul�aren Integrale anwenden zuk�onnen mu� der Kern k im wesentlihen die Voraussetzungen des Satzes vonCalderon und Zygmund erf�ullen. Dies zeigen wir in der n�ahsten Proposition.Proposition 5 Sei m = 0 k(x; y) := k(x; x� y), dann gilt1. j��x��� k(x; z)j � Ajx� yj�n�j�j�j�j2. f�ur alle jy � �yj � Æ giltB := Zjx�yj�2Æ jk(x; y)� k(x; �y)jdx � A45



Beweis: Die erste Aussage ist o�ensihtlih und folgt aus dem bisher Bewie-senen. Zur zweiten Aussage:B � Zjx�yj�2Æ jy � �yjAjx� yjn�1dx �A 1Xk=0 ZÆ22k<jx�yj�2Æ2k+1:=Ak jy � �yjAjx� yjn�1dx� AÆ 1Xk=0 m(Ak)(Æ2k2)n+1 �� AÆX (2kÆ)n(Æ2k2)n+1 � A2:Damit sind f�ur den Operator Ta mit a 2 S0 die Voraussetzungen desSatzes 7 erf�ullt: Die Darstellung als singul�ares Integral folgt aus Propositi-on 4, die Voraussetzung (3.26) folgt aus Propositon 5, die L2- Beshr�anktheitfolgt aus Satz 10. Damit erhalten wir sofort Lp-Beshr�anktheit f�ur Operato-ren in der Symbolklasse S0. Als n�ahstes beweisen wir die Beshr�anktheit inSobolev-R�aumen:4.1 Sobolev R�aumeWir shr�anken uns zun�ahst auf die R�aume W k;p mit positiven k 2 IN ein:Fall 1: k � 0 Die R�aume W p;k sind de�niert als die Menge der Funktio-nen, die k-te (distributionelle) Ableitungen in Lp besitzen:f 2 W k;p , f 2 Lp ^ 8j�j � k : ��f 2 LpMit der Norm kfkW k;p = Xj�j�k k��fkLperhalten wir einen Banahraum.Wir k�onnen jetzt den am Anfang des Kapitels zitierten Satz 9 beweisen,n�amlih da� ein Pseudodi�erentialoperator der Ordnung m sih - grob ge-sprohen - in Sobolev-R�aumen wie ein Di�erentialoperator der Ordnung mverh�alt: Genauer:Satz 11 Sei a 2 Sm Taf = Z a(x; �)e2�ix� bf(�)d�46



k � m, dann l�a�t sih Ta erweitern zu einem OperatorTa : W p;k !W p;k�m 1 < p <1, d.h.f�ur f 2 C10 gilt kTafkW p;k�m � AkfkW p;kBeweis: Wir zeigen �xTa = Xj��k Ta��� und a� 2 S0Sei  ein �xer Multiindex mit jj � k �m, dann ist�xTa = ZIRn �x �a(x; �)e2�ix�� bf(�)d� = ZIRn ~a(x; �) bf(�)e2�ix�;wobei ~a 2 Sk (�Ubung). Also �xTaf = T~af mit ~a 2 Sk.Wir behaupten T~a = Xj��kTa���wobei a� 2 S0:Mit dieser Behauptung ist die Proposition bewiesen denn:k�TafkLp = k Xj��k Ta���fkLp � Xj��k kTa���fkLp �und mit der Bemerkung am Ende des vorigen Abshnitts ergibt sih� Cp Xj��k k��fkLp � CpkfkW k;p:Zum Beweis der Behauptung: es sei�(�) := 8><>: 1 j�j � 180 j�j � 2C1 sonstEs sei �0(�) := �(�)47



�j(�) := (1 + �0(�)) �jj�j2f�ur j � n. Es folgt (�Ubung) �j 2 S�1.Folgende Identit�at sieht man leiht:�0 + nXj=1�j(�)�j = 1:Wir betrahten jetzt~a(x; �)1 = ~a(x; �)0��0 + nXj=1�j(�)�j1Akf�ur k = 1 gilt ~a(x; �)�0(�) 2 S1: S�1 = S0, und ~a(x; �)�j(�) 2 S1:S�1 = S0,der Faktor �j wird zu �xj damit folgt die Behauptung f�ur den Fall k = 1:Analog gilt f�ur k > 1~a(x; �)1 = ~a(x; �)0��0 + nXj=1�j(�)�j1Ak =~a(x; �)1 = ~a(x; �)0� Xj�j�k �k�j�0 + < �(�)� >� C�1A =~a(x; �)0� Xj�j�k �k�j�0 ����1A = ~a(x; �)0�Xj�j�k �(�)��C�1ANun ist �k�j�0 2 Sk�j�j und < �(�)� >�2 S�� und also  2 S0.Wir kommen jetzt zum Fall 2: k 2 IR 1 < p <1.Wir de�nieren die Sobolev-R�aume mit k 2 IR mittels der Pseudodi�eren-tialoperatoren: a(x; �) := �1 + 4�2j�j2�k=2Taf(x) =: (1��)k=2De�nition 4 f 2 W k;p , (1 + �)k=2 f 2 Lp(IRn)kfkW k;p := k (1 + �)k=2 fkLp48



Wir behaupten f�ur k 2 IN ist1A Xj�j�k k��fkL2 � k (1 + �)k=2 fkL2 � A 1A Xj�j�k k��fkL2:Dies gilt nah dem bisher Bewiesenen, denn (1 + �)k=2 ist ein Pseudodi�eren-tialoperator. Damit ist die De�nition von W p;k konsistent mit der vorherigenim Fall k 2 IN .Es gilt ein analoger Stetigkeitssatz:Satz 12 Sei Ta ein Pseudodi�erentialoperator mit Symbol a 2 Sm.8k 2 IR : 8m 2 ZZ8f 2 S : kTafkW k�m;p � CkfkW k;pBeweis: Stein, p.252.4.2 Wihtige L2-Beshr�anktheitskriterienWir kommen jetzt zu Symbolen, die niht von elliptishen Di�erentialglei-hungen stammen: Wir verallgemeinern die bisherige De�nition der Sym-bolklasse:De�nition 5 Sei a : IRn � IRn ! C 2 C1. Es seien �; �; x; � beliebig,und A�;� seien Konstanten, die von �; � aber niht von x; � abh�angen. Wirde�nieren die SymbolklassenA 2 S00;0(IRn) , j��x��� a(x; �)j � A�;� (4.1)A 2 S00; 12 (IRn) , j��x��� a(x; �)j � A�;� (1 + j�j)�j�j=2 (4.2)A 2 S012 ; 12 (IRn) , j��x��� a(x; �)j � A�;� (1 + j�j)�j�j=2+j�j=2 (4.3)A 2 Sm�;Æ(IRn) , j��x��� a(x; �)j � A�;� (1 + j�j)m�j�j�+j�jÆ (4.4)Um die L2-Beshr�anktheit zu zeigen, brauhen wir das Lemma von Cotlav:Lemma 4 Es seien Ti : H ! H stetige Operatoren zwishen dem Hilber-traum H. Ferner gebe es eine Funktion (i); i 2 ZZ mitXi2ZZ (i) � A49



soda� gilt: kT �j Tik � 2(i� j)kTiT �j j � 2(i� j)Dann gilt k 1Xi=1 Tik � A:Beweis: Zu Zeigen ist: Es gibt eine Konstante A, soda� f�ur alle N 2 N dieAbsh�atzung kPNi=1 Tik � A gilt. Dazu sei N �x, T = PNi=1 Ti. Es giltkTk2 = kTT �k2 = k(TT �)nk 1n(TT �)n =X(Ti1T �i2)(Ti3T �i4)::(Ti2n�1T �i2n) = X1�ij�N;1�j�2n(TijT �ij+1) =:XSWir sh�atzen S ab:kSk � kTi1T �i2)kkTi3T �i4)k::kTi2n�1T �i2n)kandererseits gilt auhkSk � kTi1kkT �i2Ti3k::kT �i2n�2Ti2n�1kkTi2nkWir verwenden jetzt die Voraussetzung und erhalten:kSk � 2(i1 � ii):::2(i2n�1 � i2n)kSk � A22(i2 � i3):::2(i2n�2 � i2n�1)Mit der einfahen Ungleihung (x � e2 ^ x � l2)) x � el folgtkSk � A(i1 � i2)(i2 � i3)(i3 � i4):::(i2n�1 � i2n)Alsok(TT �)nk 1n � AXi1 Xi2 ::Xi2n (i1 � i2)(i2 � i3)(i3 � i4):::(i2n�1 � i2n) �AAXi2 ::Xi2n (i1 � i2)(i2 � i3)(i3 � i4):::(i2n�1 � i2n) �AAAXii3 ::Xi2n (i1�i2)(i2�i3)(i3�i4):::(i2n�1�i2n) � Induktion.. � A2nN50



Also gilt mit N �x und n!1:kTk2 = kk(TT �)nk 1n � A2N 1n � A:Das Lemma von Shur gibt ein Beshr�anktheitskriterium f�ur Integralope-ratoren:Lemma 5 Es sei s : IRn � IRn ! C,Tf(x) := Z s(x; y)f(y)dy;der Kern s erf�ullesupx Z js(x; y)jdy � C1 supy Z js(x; y)jdx � C2dann gilt kTkL2!L2 � C1 + C22(Bemerkung: C1 ist die L1 -Beshr�anktheit, C2 ist die L1 Beshr�anktheit,also ist dies ein Interpolationstheorem.)Beweis: kTk = supkfk�1;kgk�1(Tf; g)L2;L2Sei g; f 2 L2kfk; kgk � 1,j(Tf; g)j � Z js(x; y)jjf(y)jjg(x)jdxdymit 2jajjbj � jaj2 + jbj2 giltj(Tf; g)j � 12(Z js(x; y)jjf(y)j2dxdy + Z js(x; y)jjg(x)j2dxdy) �12(C1kgk2 + C2kgk2) � C1 + C22 :Bemerkung Tf(x) = R k(x; y)f(y)dy sei ein absolut konvergentes Inte-gral, der Kern von T �T ist l(x; y) = R k(x; z)k(z; y)dz ist sh�oner weil glatterund daher leihter zu behandeln.2 prototypishe Beispiele dazu: Kapitel 7 im Stein:51



Beispiel 1: Sei a 2 S00;0: S00;0 : j��x��� a(x; �)j � A�;�und Ta der dazugeh�orige PDO:Taf(x) = Z a(x; �) bf(�)e2�ix:�dx:Ferner sei � 2 C10 (IRn) mit supp� � fx : jxj � 1g und Pi2ZZn �(x � i) = 1Wir de�nieren aij(x; �) = �(x� i)a(x; �)�(� � j)und Tij := Taijdann gilt mit Shurs LemmaT �ijTij � AN 1(1� j(i; j)� (i; j)j)2NCotlavs Lemma liefert nun die L2 Beshr�anktheit.k Xi;j2ZZn TijkL2 � A:Beispiel 2: Es sei k(x; y) := IR � IR ! IR,k(x; y) = �k(y; x) k(x; y) � 1jx� yj �k(x; y) � 1jx� yj2und lim�!0 Zjx�yj�� k(x; y)dy = 0Dann ist der OperatorT : f ! lim�!0 Zjx�yj�� k(x; y)f(y)dybeshr�ankt auf L2 (und somit auf Lp ! Lp, 1 < p <1.) Seikj(x; y) := �f2j�jx�yj�2j+1gk(x; y)Tjf := ZR kj(x; y)f(y)dy52



Es gilt mit Shur (steht im Stein)kT �j Tik � 2�ji�jj kT �i Tjk � 2�ji�jjdamit folgt die Behauptung mit Cotlavs Lemma undXTj �X 2�j:
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