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Kapitel 1

Einfithrung

Zunichst einige Beispiele von Singuldren Integraloperatoren: Das Paradebei-
spiel dafiir im Eindimensionalen ist die Hilberttransformation:

H:f—>lim/| ),

?
20 jg—y|>e T — Y

sie kann auch tiber die Fouriertransformation definiert werden:
Hf = isign(€) f(£).

Mit Plancharel gilt die Isometrie
1H fll2cmy = Ifllze-

Ein interessantes Beispiel ist der Integraloperator mit Cauchykern:
Sei Q ein C'— oder Lipschitzgebiet in IR™, damit meinen wir, daf§ sich
lokal darstellen 1483t als

Q= {(u,v)lv € R""¢(v) < u},
¢: IR — IR, ¢ Lip, bzw. CL.

Der uns interessierende Operator ist ( S = 0(2):

FiSo R o) = [ (ﬁ - ;)',n(y)) Flo)dy,

wobei n(y) die AuBennormale ist. Fiir C'— und Lipschitz-Gebiete funktio-
niert die klassische Theorie nicht.

Die Hauptresultate fiir den Cauchy-Operator sind im folgenden Satz zi-
tiert:



Satz 1 Es sei f € L*(S),xy € S, dann gilt:
1.

lim u(x) = —%f(xg) —i—pv./s ( (z ~y) (y)) fy)dy =:

o le=yll"
5 e) + K[ (o)

fiir fast alle o € S.

o [t =ty [ (0] sy

n
0 [l = yll

¢ € Lip = [[Kl[12(5)-12(5) < Cll9]lzip

i — @llLip = 0= || Ki — K||p2(5)-12(5) — 0
fir ¢ € Ct, ¢p; € C™

4. ¢ € Lip= I+ K ist auf L* invertierbar

1,1 1 1
cllg = Kl < Hl51 + Klliespe < Cllg1 = K22

Die letzte Ungleichung nennt man nach Verchota. Damit gilt auch
1 1
I=-I+K+-I-K
2 AT 2
und
1 1 1
IAT= G+ K FI+ G = K)fl = A+ OIS = K)F.

Der Kern des Cauchy Operators,
¢(z) — o(y) + (Vo(2), (x —y))
(lz =y + o(x) — o(y)[)H/?

ist ein singuldrer auf IR"'. Die in der Vorlesung vorkommenden Methoden
sind die Basis fiir die Weiterentwicklung der Theorie des Cauchy Integrals auf

k(x,y) = )
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Lipschitz-Gebiete: Die Theorie fiir C'T¢-Gebiete ist klassisch, jedoch die Re-
sultate fiir Lipschitz-Gebiete sind erst in den 80er Jahren (20.Jhdt.) bewiesen
worden. Der Grund fiir den Unterschied ist folgender: Sei

AR — R, é(z) =z +iA(@)), | Al < M

_ f(w f (x + 1Az (1—I—iA(x))
C’f.z—>/rw_ T i) = dz

Am Rand z =y + iA(y) gilt
(z +iA(z) —y —iA(y)) ™" = (v —y +i(A(z) — A(y))) ™ =
= ((z —y) +iA(@) (@ —y) + O(lz —y["*))™"  falls A€ C'F°
= (& —y)7 1 +iA(@)) " + O(jw — y[71F)

damit sieht man, daf} fiir 6 > 0 der letzte Term schwach singulédr bleibt,
wohingegen fiir Lipschitz-Gebiete Probleme auftreten.

Fortsetzung von Sobolev Riume: Sei D C IR" offen und zusam-
menhéingend, sie L¥ (D) der Raum der Funktionen, die alle Ableitungen bis
zur Ordnung k in LP haben.

Gesucht sind nun Bedingungen an D (notwendig, hinreichend und iiber-
priifbar), sodaf8 ein Fortsetzungsoperator existiert, also ein linearer, stetiger
Operator:

Az Ly(D) — Li(IR),
mit
Af|D:f 1§p§OOakENa
fir alle f € LY(D).
Es gilt: Sei D ein Lipschitzgebiet, dann existiert ein Fortsetzungsoperator
fiir alle p, und k (Stein).
Ein anderes Resultat ist: A existiert fiir alle p, k& genau dann wenn
es ein € und 0 gibt, sodaf fiir alle
z,y € D, mit |z — y| < § und fiir die es eine Kurve
v € D gibt, die z und y verbindet und deren
Liinge kleiner als *|z — y/, ist, die Bedingung
erfiillt ist: Fiir alle z € ~y ist
dist(z, D) < EW
€ ly—=z|
Im wesentlichen bedeutet das, da} Spitzen ausgeschlossen sind.



Kapitel 2

Geometrie des IR"

2.1 Der Satz von Hardy und Littlewood

Sei m das Lebesque-maf} in IR", B(x,r) sei die Kugel mit Mittelpunkt  und
Radius 7.
Zur Erinnerung:

loc

feL,.(R") < VB C IR" beschrinkt / |f(z)]dz < o0.
B
Definition 1 Die Funktion

MI) = sup s [ 17wl

heif$t die Maximalfunktion von Hardy-Littlewood.

Der folgende Satz von Hardy und Littlewood gibt eine Abschitzung fiir
die Maximalfunktion an:

Satz 2 Es existiert eine Konstante A, sodaf fiir alle o > 0 und f € L'(IR)
die Abschdtzung

/]l

(07

m{r € R": Mf(x) >a} <A

erfillt ist.
Mit derselben Konstante lGft sich die Mazimalfunktion fir alle f € LP(IR) :
durch

1M @)z < AL as

beschrdanken.



Bemerkung: Es gilt fiir g € L'(IR)

g/l
(07

m{z € IR" : g(x) > a} <

(Tschebyschef Ungleichung ), aber fiir f € L! ist im
allgemeinen M f ¢ L'
Bemerkung: Sei A\f(«) = m{x : |f(z)] > o} dann gilt immer (Mafitheorie):

/|f|pd)\ — p/ooo o (@)da = — /anAf(a)

Der Beweis von Satz 2 stiitzt sich auf ein technisches Uberdeckungslemma:

Lemma 1 FEs seien B; eine Folge von Kugeln mit Mittelpunkten z; € IR"
und Radii r; mit supr; < oo. Dann existiert eine Teilfolge j, von disjunkten
Kugeln Bj, = B(xj,,r;,) mit >, m(B;,) > 5 "m(Uj;2, B))

j#l:Bjkmle:{}

Beweis: Wihle Bj, soda diam(Bj,) > sup{diam(B;),i € IN}. Weiter mit

Induktion: Angenommen Bj,..B;, sind gewéhlt, dann bestimme Bj,  sodaf

1 k
> sup{diamB;|B; N | J B;, = {}}
=1

diam(Bj

k+1)

Es ist nun dieser Prozef} entweder
1. unendlich oft fortsetzbar
2. oder nicht
Im Folgenden gelte Fall 1): Wir machen eine weitere Fallunterscheidung:
la. Y72, m(Bj,) = oo — wir haben fertig.
1b. Y2 m(B;,) < oo

also es gelte nun Fall 1b): Wir zeigen dafi die Teilfolge der Kugeln mit 5-
fachem Radius schon alle Kugeln iiberdecken:

UB;=Ec (B,
1=1 k=1
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wobei Bf = B(xj,, 5r;,). Falls dies gezeigt ist,
ist automatisch B;, N B;, = {} fiir k # [, erfiillt, weil B;, C B;; und nach
Definition B; UUZ' B;, = {}. Aus E C U2, B;, folgt dann

o0

m(E) <m({J Bj,) <> m(Bj) <573 m(B;,)

k=1

Also miissen wir nur noch E' C U2, B} zeigen, es reicht aus zu beweisen,
daf} fiir alle j:

B; c U Bj,.
k=1
Sei B beliebig aber nicht in { B;,..B;, ..} (sonst ist es trivial). Sei k die kleinste
natiirliche Zahl sodaf}
diam(Bj

k+1)

1
< EdiamBj,

diese Wahl ist moglich, weil aus Fall 1b) = diam(B;,) — 0.
Behauptung: Es gilt

Bj n U lec # {}7 (2'1)

denn falls nicht wiirde B; bei der Auswahl der B;
Definition) da aber B;,, so gewihlt ist, dafl

Jk+1

+s, Initspielen (nach der

1 k
diamB,, > 3 sup{diamB;|B; N U Bj, = {}}

Jk+1
=1

wire in diesem Fall dann diamB;,,, > £B; (im Widerspruch zur Wahl von
k). also gilt (2.1).
Weil unser k£ das kleinste ist sodafl diamB;

Jher S %Bj folgt
1
diam(B;,) > EdiamBj, l=1.k (2.2)

Sei ly < k so daB8 B, N Bj # 0 (so etwas existiert wegen (2.1)), dann folgt
aus (2.1) + (2.2) Bj, D Bj, damit ergibt sich

LJB;;C DBj O
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Wir kommen nun zum Beweis des Satzes von Hardy und Littlewood: Sei
fell,a>0,E,:={x e Mf(x) > a}. Es sei v € E, beliebig, dann gibt
es einen Radius r, > 0 mit

fB(a:,rI) |f(y)|dy o
m(B(z,r.))
Definiere B(z,7,;) =: By, E = Uyep, By Auf {B,,x € E,} wenden wir das

vorherige Lemma an. Damit erhalten wir eine Teilfolge (z;) e und disjunkte
Kugeln B, U B, = {},j # | mit der Eigenschaft

Zm(ij) > 5_nm(U B,;) =5"m(E),

Auflerdem iiberdecken die Kugeln mit 5-fachem Radius E:
UB;, O E.

(Die Voraussetzung supr, < oo ist erfiillt, weil [5 |f| > am(B,) = acry,
damit sind die Radii beschrénkt). Wir schétzen ab

sy = [ 1712 [, 11=3 [, 112

ad m(B,,) > ab "m(E) > a5 "m(E,) > a5 "Af(a).
7j=1
Damit haben wir die erste Behauptung bewiesen:
S]]z
A < —=—=5"
sla) < =
Wir zeigen jetzt die zweite:

M fllp < cpAll fllp- (2.3)
Aus der MaBtheorie ist bekannt daf]

IMfly=p [ 0" Arda (24)

Sei a > 0 beliebig aber fix. Wir definieren die Funktion f; indem wir von f
die kleinen Anteile wegschneiden:

fi(z) = { f(z) wenn |[f(z)| > %

0 sonst



Trivialerweise 148t sich f fiir alle x so abschitzen:

@) < 1)+ 5

Diese Ungleichung gilt auch fiir die Maximalfunktionen:

[Mf(x)] < MA) +5

Daraus folgt

Mf(2) > a = Mfi(a) > 3,

also

Eo C{z: Mfi(x) > S}

(R

und somit

1Al

(07

A(@) = m(Ea) < m({z: Mf(x) > 5}) <5°

Man beachte dal f; von o abhéngig ist.
Damit gilt

oay <o [F oMy, — 1 e dz) d
(2.4) < /oa a /oa /{w:f(w)lza/2}|f(z)|z “

:/0 / 0PN s zar L (2) [dada

Nach einer Anwendung des Satzes von Fubini erhalten wir

2| f ()|
dx

aP~!

=o [l [ e=dade = ¢ [ |1

s AL

Also mit allen Konstanten haben wir

p_l[]

1=n P
e L 2

Unser néchstes Ziel ist es Abschidtzungen fiir singulére Integraloperatoren
der Form

T f = po. [k =) fy)dy
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zu finden. Also zum Beispiel
1Tl < Gllflly 1 <p<oo
Dies wird fiir solche singulére Kerne k(x) erfiillt sein, fiir die gilt:
k()] < fa] ",

VE()| < o] ™

/e<|a:|<A k(x) =0

Motivation: Es ist nicht moglich [ k(x — y) f(y)dy direkt mit einer Me-
thode abzuschidtzen, sondern man mufl zuerst f in eine Summe zerlegen:
f=g+0b,dann ||Tf|| < ||Tg|| + ||T0] und ||7b|| mit "Methode 1’ und ||7¢]|
mit 'Methode 2’ abschitzen. Also brauchen wir eine Zerlegung f = g + b.
Zunichst zeigen wir dafl man die Funktion f aus der in der Definition von
M f durchgefiihrten Mittelung wieder zuriickgewinnen kann:

Korollar 1 f € LY(IR"), dann gilt

f(z) = lim !

m(B(z.7) d ir fast all n
=0 m(B(z,r)) /B(m,r)f(y) y  fir fast alle v € IR

Beweis: Sei )

r = d )
10 = LB ) /B(x,m flo)dy
fiir h € Cy(IR") zeigt man leicht

lim [|hy — h|oo — O.
r—0

Sei € > 0 beliebig, dann gibt es eine L'-Funktion f und eine Cy-Funktion h
mit

f=g+h lglle <€, (2.5)

dies zeigt man indem f auf einer kompakten Menge I einschrinkt, sodafl
| fllrgee\ry < €2/2 und dann die Dichtheit der stetigen Funktionen in L'
verwendet. Also sei € > 0, wihle f = g + h wie in (2.5), sei

A(z) := [limsup,_,, f-(z)) — liminf, o f,(x)],
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dann folgt
A(z) < 2Mg(x).

Damit erhalten wir mit Satz 2
m({z € R: A(z) >e}) <m({zx € R: Mg(x) >¢€/2}) <

< ol < o)

€
(denn ||g||1 < €% per Definition). Daraus folgt fiir beliebiges €

m({x € R: A(x) > €}) > ¢

und schliellich
m({r € R: A(x) #0})=0. o

2.2 Die Calderon-Zygmund Zerlegung

Wie schon in der Motivation angedeutet, bendtigt man eine Zerlegung einer
Funktion in die 'guten’ und ’schlechten’ Anteile. Der folgende Satz ist dafiir
die Grundlage

Satz 3 Sei f € L'(IR"™), a > 0. Dann existiert eine disjunkte Zerlegung von
IR" = QU F sodaf

1.
|f(z)| <a fast dberall auf F

Q= U Qia
wobei die QQ; Wiirfel mit paarweise disjunktem Inneren sind.

3. Fir alle Q; gilt
am(Q;) < [ |f] < am(Q;)2"

—Jo;
1
w(@ < 7
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Beweis: Definiere die Menge der n-dimensionalen Quader mit Seitenldnge
2—k

-1 1 -1 1
M, ;:{[2—k,ﬁ]x..n—mal..x[?,?]IZGZ}WEZ

Bestimme ko(a, || f]|) sodaB fiir alle Quader @) € My,

[ 171 < m(@.

ko ist wohldefiniert, weil [, |f| < [ |f] und m(Q) = 27%.
Wihle Q' € My, zerlege @' in 2™ kongruente Wiirfel in Mj, 1, (und somit
mit halber Seitenlinge von @)'). Sei Q" einer dieser 2" Wiirfel.
Fallunterscheidung:

1.

1
n (") / fl < a

1
@) Jor 117

Im Fall 1) ersetze Q" durch 2" Wiirfel der halben Seitenlidnge (analog
wie bei ' ) und fiir jeden betrachte die 2 Fille Fall 1) und Fall 2).

Im Fall 2) wird Q" ein Mitglied der Familie @ d.h. @ = QU {Q*} , Q"
wird jetzt nie mehr zerlegt.

Im Fall 2 gilt fiir Q"

am(Q") < o

1< [ 1< m(@)a < 2"am(@”)

(wobei die erste Ungleichung gilt weil Q)" ein Fall 2)-Wiirfel ist und die zweite
Ungleichung gilt weil Q) vom Fall 1)-Typ ist. )

Im Fall 1) wird Q" wieder zerlegt und die obige Fallunterscheidung so
lange durchgefiihrt bis man auf einen Fall 2 -Wiirfel st68t und dieser wird in
Q aufgenommen!

Wir setzen 2 = U, , @i, F'= IR"\ Q, die Q);, Q; sind nach ihrer Defini-
tion mit paarweise disjunktem Inneren, also gilt Behauptung 2.
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Sei x € F' dann gilt

1
= 1 — / fast iiberall <
f(x) diam(Ql)Iilo,er m(Q) Jo f fast iiberall < a,
weil jedes Q, daBl = enthélt ein Fall 1 Wiirfel ist (z € F) damit gilt Behaup-
tung 1).

Sei (); ein Wiirfel in Q, dann folgt

1

Tl(@i) o f>a (2.6)

weil @); ein Fall 2 Wiirfel ist. . )
~ Zu Q; gibt es einen Wiirfel @; mit @; O @Q; und m(Q;) = 2"m(Q;), denn

Q; sei der direkte Vorginger von ();, und damit erfiillt (); die Bedingung von
Fall 1 ( denn ein Vater von Fall 2-Wiirfel ist ein Fall 1-Wiirfel). Daher gilt

/Qi £ < /Q /] < am(Qs) = 2"m(Qy)

und damit ist Behauptung 3 mit (2.6) bewiesen.
Behauptung 4:

w(@ = ¥ w(@) < X5 [ 1= 2l

Q:eQ

wobei die erste Ungleichung aus (2.6) folgt, die zweite weil die @); paarweise
disjunkt sind. O

Wir definieren die Calderon-Zygmund Zerlegung von f beziiglich des Ni-
veaus o > 0:

. f(x) reF e
9(‘”)'—{mf@fdyxe@i b=t

Es gilt mit dem letzten Satz
lg(x)] < 2"a blx) =0 Vo e€F

i (67
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Kapitel 3

Singulire Integrale

Wie schon angedeutet, interessieren wir uns dafiir, wann ein singuléirer Inte-
graloperator stetig zwischen LP-Rdumen abbildet. Wir betrachten zunéchst
Faltungsoperatoren. Der nédchste Satz gibt eine hinreichende Bedingung an
die Kern-Funktion %, damit der zugehérige Faltungsoperator fiir alle LP mit
1 < p < oo stetig ist. Im Folgenden bezeichne f die Fouriertransformierte
von f.

Satz 4 Sei k(z) € L*(IR"), sodafs

lklle < B (3.1)
/I - |k(x) — k(x —y)|de < B firallex € R",|y| #0,, (3.2)
z|>2|y

IN

dann gilt fir
Tf(z) = [ k(e ~y)f(y)dy:

Fiir alle 1 < p < oo gibt es eine Konstante A(p,n, B), sodajs

1T fll, < Alp,n, B[ fll, f €L

Ein typisches Beispiel fiir die Anwendung dieses Satzes ist die Hilbert-
transformation: k(z) = I, Jiz|>21] P w%y|d:r < 14.

Beweis: Teil 1: Wir zeigen T ist weak type 2-2, d.h. es existiert eine
Konstante C' mit

[1/1]2

a?

m({x € R:|Tf(x)|>a}) <C
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Es gilt Tf = kf, und damit ||Tf]]s = |kfll2 < [|Fllsllfll2 < Bl|f|2, damit
folgt sofort mit Anwendung der Tchebychef Ungleichung, dal 7" w.t. 2-2 ist.
Teil 2: Wir zeigen 1" ist weak type 1-1, d.h. es existiert eine Konstante

C mit
1 f1l1

m({x € R:|Tf(x)|>a})<C _

Also sei f € L',a > 0 gegeben, dann wenden wir die Calderon-Zygmund
Zerlegung an und erhalten ein disjunkte Zerlegung IR" = F U (), wobei 2 =
U Q; und die ); paarweise disjunktes Inneres besitzen, m(€) < @, |f(z)] <
« fast iberall in F' und

am(Q);) < o |f(z)]|dz < 2"am(Q;)

gilt. f wird zerlegt in f = g + b, wobei

f(z) reF
9(x) :{ o flyss TEQi

Klarerweise gilt T'f = T'b + T'g; wir wenden die Dreiecksungleichung tiir
Verteilungsfunktionen an (Ubung):

m({z € R" : |Tf(x)| > a}) < (3.3)
m({e € B": [To()] > 5}) + m({z € B":[Tg() > 5})
Teil 2.1: Weil fiir v € F g(z) = f(x) < «, folgt

lollg = [ lgl?+ [ lg* <o [ 11+ 220m() <
F Q F

<alfl+ ca?lt < capy,

Wir wissen bereits dafl 1" w.t. 2-2 ist, daher
171

«

2
m({z € R: |Tg(z)| > %}) < B@zw < B*(22 427"+ 1)
«

Teil 2.2 Sei Q = JQ;, QF sei der Wiirfel der denselben Mittelpunkt hat
wie (); aber mit doppelt so groier Seitenlénge d.h. diam(Q}) = 2n%diam(Qi).
=UQ; Fr=IR"\Q", m(Q*) <2"m(Q), F* C F. Firx € F*, y,y; € Q;
ist |2 — yi| > 2]y — yil.
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Wir zeigen jetzt

/er;

OBdA setzten wir y; = 0 (sonst Variablentransformation), dann gilt nach
Voraussetzung (3.2)

k(x —y) — k(z —y;)|de < B.

/ k(x —y) — k(z —y)|de < \k(z —y) — k(z —y)|de < B.
TEQ] |z]>2]y|
Wir setzen b; := bxg,. Dann folgt

/k x — y)dy = / k(z —y)bj(y) — k(x)bj(y)dy,

i

denn nach Konstruktion von b ist [b; = fQj b= 0. Also

Damit kénnen wir abschétzen:
[ 1me@) <3 [1Tby@lde =3 [ [ (kG —v) = k@)]) o) dyda

Fiir alle j ist F* = IR" \ (UQ;) C [R"\ @}, mit Fubini kommt man zu

Jo TP, gy (4

<>/ WiBdy=5 [ pl<CBIfl, 3.4
j j

—y) — k(@)]) dzb;(y)[dy

Die letzte Ungleichung in (3.4) folgt aus der Definition denn

Ja, |f |
Iois = 5 [, 17 = sy < 2l
Also wie im Beweis zur Tchebychef Ungleichung erhalten wir
. o «
Sm{r € F*: [T6(@)] > 51 = [ Sxermape) <
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/|Tb(y)|X{zeF*;\Tb(z)|>%}dy < /F Tb(y)|dy < CBJ|f],

Diese Ergebnis halten wir fest:

2CB

m({z € F* : [Tb(r)] > 2}) < —— I/l (3.5)

Wir teilen die interessante Menge auf:
m({z € B": [Th(z)| > 5}) =
* @ * (67
=m({z € F* :|Tb(z)| > 5}) +m({z € Q" : |Th(x)| > 5})
Nach der C-Z Zerlegung gilt
m({z € .|Tb(x)|>2})§m(9)§2 m(Q) <2 -

Mit (3.5) folgt nun insgesamt, dafl eine Konstante C' existiert, sodaf

m({r € B": [Tb{a)] > 3) < “f“1

Zusammen mit (3.3) folgt also 7" ist w.t. 1-1. Wir haben jetzt gezeigt, dafl T
w.t 2-2 und w.t. 1-1 ist, daher existieren Konstanten A;, As mit

/1]
(67

m({z € R" : |Tf(x)| >a}) <A

m({x € R": |Tf(x)] >a}) < Ag%.

der Satz 4 folgt dann mit Hilfe von Interpolation - dem Satz von Marczin-
kiewitz - , den wir jetzt beweisen werden.
Wir definieren die Rdume

LP(R")®LYIR") ={f: R" — IR" meBbar : f = fi+fs, fi1€L” f,e€ L}
eine Norm ist auf diesem Raum gegeben durch

| fller(rmyoremrry == inf{|| fillze + || follze - f = fi + fa}-
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Bemerkung: Falls fiir ein » mit p < r < ¢ f € L"(IR") ist, dann folgt,
dafl f € LP(IR")® LI(IR"), denn sei f € L"(IR") fixiert. Fiir beliebiges v > 0

definieren wir i@ (@)
L T x) >
filz) = { 0 sonst

folz) = { F@) |1f(@)] <

0 sonst
natiirlich ist f = f; + fo, und

fonr =] @@ < [ 15 < AL

(denn p — 7 > 0). Analog gilt
- r A T :
J 20 = [ R@IR@I <],

Also sind in LP(IR") @ L9(IR") die Rdume L"(IR") mit p < r < ¢ enthalten.
Als néchstes beweisen wir den schon genannten Satz von Marcinkie-
witz:

Satz 5 Seil <r < oo,
T:LY(R")® L"(IR") - M :={f : IR" — IR", messbar}
und der Operator T erfiille die Bedingung
T(f+9)(x)] <|Tf(x)|+ |Tg(x)| (Sublinearitit). (3.6)

Weiters mdoge es Konstanten A; und A, geben, sodaf fir alle o die (weak-
type) Abschitzungen gelten:

m({z € R" : |Tf(z)| >a}) < Al@ (w.t 1-1) (3.7)
m({z € R": |Tf(x)] >a}) < Al Hﬂ"t (w.t. r-1). (3.8)

Dann gibt es fiir alle 1 < p <1 eine Konstante Ay, mit

1T Fllp < Apllfllze, (3.9)
und die Konstante A, lGfit sich abschétzen durch

1 1
Ap S P (jA12 —+ — AT2T> .
p r—p
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Aus der Sublinearitdt und den weak-type Abschidtzungen folgt also die Be-
schrinktheit des Operators in den entsprechenden LP-R&umen.
Beweis: Schritt 1: Wir zeigen

Ma) :==m({z: [Tf(x)] > a}) <
24, Ar2r
il d r

a Nz f(z)|>a} Fwldy + o’

rdu. '
/{x:f(x)|5a}|f(y)| y. (3.10)

Zum Beweis von (3.10): Es sei

fil@) ::{ fz) [f(@)] 2 o

0 sonst

fa(z) = f(z) = fi(z)
Aus der Sublinearitit folgt
Tf(z)] < [Tfi(x)] + |T fa()]-

Aus der Dreiecksungleichung fiir Verteilungsfunktionen und den Vorausset-
zungen an 1" folgt

Ae) € m(fa: [Th)] 2 53 +m({z: [Th@)] 2 51 <

24 Aror
fllflllﬁ . | fallr
24, ATr
=— fy)dy + — / f(y)dy
o Ja:|f(@)|>a) (v) a  Nalf@)<a) (v)

Damit ist (3.10) gezeigt.
Schritt 2 ist ein Anwendung von Fubini: Mit (2.4) gilt

1Tl = [ i@y =p [ o7 A@)da <

p / a? 1142 £ (y)|dyda
0 {z:[f(2)[>a}

+p / P / /()" dyde,
0 ot/ () <o)

wir behandeln die beiden Integrale getrennt:

L= [Tt 7(9)|dyda,
0 {@:|f(z)[>a}
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L= [ ot | 7 ()l dyda
0 {wilf ()| <o)
Es gilt mit Fubini

= ()]
L=[" [ e \aiwpalf@lada= [ 15@)] [ a7 da dy =
p— 1
fo 112y = [ pay = 2

I:/Ooapflfr/ dyda—/ / O o rav<an | () P dydar =
’ 0 {x:|f(x )|<a}| | n {z:] f(z)I< }| ( )|

—1 1
L@l [ o rdady == [ 7P =
p—r r

Damit ist der Satz von Marczinkiewitz bewiesen. 0O
Insgesamt ist jetzt auch Satz 4 fiir 1 < p < 2 bewiesen, fiir die restlichen
p folgt er aus einem Dualitidtsargument: Es ist T'f = [ k(z —y) f(y)dy, es sei
= [k(y — =) f(z)dz, falls T" die Voraussetzungen von Satz 4 erfiillt dann
auch 7. Damit erhalten wir fiir 7 nach dem bisher bewiesenen,

1T fllp < Apllfllps 1 <p <2
Firge LP,p>2heLi1 :I—I)—l—% ist somit
(T'g, h) = (g, T"h) < [|g|lp[|Thll, < CllgllpllAllg-
Nach dem Satz von Hahn-Banach folgt schlieflich
1Tqll, < Cliglly-

Damit ist jetzt der Satz 4 bewiesen. 0O
Das néichste Ziel ist es den Satz von Calderon -Zygmund zu beweisen, der
ohne eine Beschrinkung an £ auskommt:

Satz 6 Die Funktion k : IR" \ 0 — IR erfille mit ein Konstanten B:

B
|k(z)| < : (3.11)
]|
weiters gelte fir alle x € IR, |y| # 0
/’ Ik(z) — k(z — y)|de < B, (3.12)
|z|>2ly|
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und fir alle Ry < Ry gelte

(/ k(z)dz = 0. (3.13)
Ri<|z|<R

Wir definieren

Lf= ko=

fir alle f € C§°(IR"), dann gilt fir 1 < p < oco:
Es existiert eine Konstante C,(B), sodaf fir alle ¢ > 0 und fir alle
f e gilt
1Te/llp < Cp(B)[flp- (3.14)
Auferdem existiert fir alle f € LP(IR") der Limes T f(x) := lime,oT.f in
LP(IR"™), und es gilt die Abschitzung

1T fllp < Co(B)| fl

Bemerkung: Der Grenzwert lim. o7, f(x) existiert sogar fast iiberall, was
allerdings nicht trivial zu zeigen ist. Es gilt der tiefliegende Satz:

p
lim 7, f (x) konvergiert fast {iberall < / <sup Tf(x)) dz < C||f]-

e—0

Beispiele fiir Kerne die die Voraussetzungen erfiillen sind z. B. fiir n = 1,
k(z) =1,z € IR\ 0, baw. fiir n > 2: k;i(z) := =%

|z

Definition 2 Wir bezeichnen die Menge der Kerne k, die die Voraussetzun-
gen des Satzes 6 mit der Konstante B erfillen mit IC(B), also

K(B):={k:R"\0— R:k erfillt (3.11,(3.12), (3.13)}.

Zunichst benotigen wir zwei Lemmata: Das erste zeigt, daf ein Kern, der auf
einen Kreisring eingeschrinkt wird, wieder die Voraussetzungen von Satz 6
erfiillt:

Lemma 2 FEs existiert eine Konstante C', sodaf fir alle ¢ > 0 und N > ¢
und fiir
h(x) := k(x)X{x:e<|x|<N} (3.15)

gilt,
ke K(B)= he K(CB)
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Dieser Kern h hat jedoch noch weitere schéne Eigenschaften:

Lemma 3 FEs existiert eine Konstante C, sodaf fir alle ¢ > 0, N und k €
IC(B) und fir die in (3.15) definierte Funktion gilt

h(€)| < CB €€ R™

Damit ist fiir Sf := [ h(z — y) f(y)dy der Satz 4 anwendbar!
Beweis von Lemma 2: Trivialerweise erfiillt i (3.11) und (3.13), zu zeigen
ist nur (3.12), also daf fiir alle y # 0

[ b = y) = he)lds < CB
|z|>2|y|
Vorbemerkung: es gilt |h(x)| < B|z|™™, damit folgt
[, Ih(@)lds < [log(4)|Be"
Bjal<r

unabhéngig von R, denn

[ h@e<B [ <
& z<r B z<r

R
<C o r*r"~'dr = CB(In(R/A) — In(R)) = Cin(A)B. (3.16)

Damit kénnen wir Integrale iiber Kreisringe gut abschitzen. Wir bendtigen
jetzt einige Fallunterscheidungen, als Faustregel sollte man im Kopf haben
"Entweder |h(z)—h(x—y)| = |k(z) —k(z—y)| oder der Summand der alleine
bleibt, wird iber £ < |z| < € baw ¥ < |z| < N integriert ”

Fall 1: [y| > N

Sei E := {z : |z| > 2]y|}, dann folgt fiir z € E:

|z| > 2N = h(xz) =0,
und

lz]
2

]

2 —y| > |z = [y| > |z] -

insgesamt gilt in diesem Fall
[ b =) = h@)ldz =0
|z[>2]y]
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und (3.12) ist erfiillt.
Fall 2: |y| < N
Wir zerlegen E = {z : |z| > 2|y|}

Eyy = {x:|z—y|>N}NE (3.17)
Eyy = {z:|lz—y|<eNE (3.19)

e ad Ey: Es gilt h(z —y) =0, und

x 3
ol 2 eyl -l 2N - s ey

also

[ e =htlay= [ [h@)ldy< [ (h(e)|de < OBlog(3/2

Ex 21

o ad Fyy: Fyy wird weiter unterteilt:

E221 = {1‘ . |1‘| 2 E} N E22 (320)
Esyoy = {JI e < |JI| < N} N Eyy (321)
E223 = {1‘ . |1‘| 2 N} N E22 (322)

— ad Ey;: hier verschwindet h(x) und

T
o] < o] + ] < o] + 12 <

[\CJ GV

67
also

[ hta =)~ bz < | Ih(z — y)|de < CBlog(2)
E221 e<\x—y\<§e 2

— ad FE99y: hier bleiben beide Terme erhalten und nach Vorausset-
zung gilt

[, b =) = hlde = [ |k —y) ~ k{y)|dr < B
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— ad Esy3: hier verschwindet h(x) und

||

N
>
2 7 2

|z —y| > |z = |yl >
also

/ h(z — y) — h(z)|de < / h(z — y)|dz < CBIn(2).
Es23 N <la—y|<N

e ad FEys: Es gilt | — y| < € und damit

T
ol < Jo— 1+l < Jo— gl + 2,

also
ol x
5 Sle—yl<e= o] <2

Nach Voraussetzung verschwindet hier h(x — y), und

/E h(z—y)—h(@)|dz < [ |h(z)|de < /e<x<2€ Ih(z)|dz < CBlog(2)

Es3
Also alles zusammen ergibt

/ Ih(z — y) — h(z)|dz < Const.B
|z]>2y

Und damit ist Lemma 2 bewiesen. 0O
Nun zum Beweis von Lemma 3: Sei £ beliebig aber fix,

h(E) = / TR () de

mittels Variablentranformation sieht man leicht, daf} fiir alle y € IR"

h(&§) = / § e @Y (1 — y)dz,

und damit



erfiillt ist. Die letzte Gleichheit gilt fiir beliebige y, also wihle man y jetzt

sodaf €/¥¢) = —1, (dies erreicht man etwa mit y = Wﬁ), damit erhalten wir
7 L[ o 1 e
he) =5 | e (h(x) = h(z —y))de =5 e " (h(z) — h(z — y)) da+
2 Jm" 2 Jie|<2ly|
1 . 1
— e @O (h(x) — h(zx —y))dz = = (I + J)
2 Jlzl>2ly| 2

Wir schitzen die Integrale getrennt ab:

|| < |h(z) — h(z — y)|dz < CB,

— Jz[>2)y]

dies gilt nach Lemma 2. Das zweite Integral spalten wir weiter auf:

I= e @O (h(x) — h(z —y)) dz = /

|lz|<2[y| |z|<2ly|

h(zx) (e’i(m’f) - 1) dz—

/ e~ O p(z — y)da + / hr)de = I + I3+ I,
|z <2ly| |z]<2ly|

Es gilt laut Voraussetzung (der Integrationsbereich ist ein Kreisring) I, = 0.
Wir verwenden jetzt die Abschitzung (Ubung) (e*i("””g) — 1) | < |z][¢] und
erhalten

i< [ @ (e 1) e < [ () feglde <
lz|<2[y|

- JJel<2ly|

B ||| z|dz€ < CBf/ r e ldr < OBE2Jy| < OB2

lz|<2ly| <2ly|

denn wir haben y = wﬁ gewihlt !

Iy = / - |e*i(w’f)h(x —y)dx + h(z —y)dz — / Wz — y)dz =
z|<2|y

|lz|<2[y|

~weil €W = —1 ist, gilt:

= h(x —y) (e_i(x’g) - ei(y’g)) de — / hx —y)de =: Iy + I

|z <2[y| |z|<2y

Wir verwenden jetzt, dafl e’* Lipschitz-stetig ist:

I, < |h(x —y)|l(z,€) = (y,§)|dz < [¢] . |h(z —y)||lz — y|dz <

T Jzl<2ly <2[y|
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€] |z — y|™""da < CBl¢|ly < OB.

lz|<2]y|

Aufgrund der Dreiecksungleichung gilt die folgende Inklusion

{z:fo] <20yl} C{o:fo —y| <3y[}
und
{o o] <2y} C{o o —yl <3y} \ {a: |2| > 2]y(}.
Weiter gehts mit Abschitzen:

lz—y|<3|y| {z:|z—y|<3ly[}\{=:[x|>2[y[}

Is = 0 aufgrund der Voraussetzung (3.13). fiir I; verwenden wir
|z > 2ly| = |z —y[ = || = |y = lyl.

damit konnen wir das I7 als Integral iiber einen Kreisring ausdriicken und
erhalten schlief8lich

|I7] <| h(x — y)dz < CBln(3)

ly| <lz—y|<3|yl

wobei wir jetzt (3.16) verwendet haben. Damit ist alles gezeigt.
Fiir h gilt jetzt Satz 4, ndmlich

1T llp < Coll £l

zu zeigen ist noch daB} (lim,_,o 7, f) in L? fiir alle f € LP konvergiert. Genauer,
daf fiir alle € > 0,
f € LP es ein § gibt, sodaB fiir alle n, ' < 4

T f — Ty fllp < el fllp (3.23)

Dazu seien f, € beliebig aber fix. Es existieren f; € CZ(IR"), || f1llc2 < A(f,€),
| f2l] <€, mit f = f; + f2, denn dies folgt wiederum aus der Dichtheit der
C? -Funktionen. Bestimme nun ¢ > 0 so daf} fiir alle n,7' < ¢

€

A(e)B

m({z ' <|z[ <n}) < m(suppfr)'/”
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(so ein ¢ existiert, weil der Inhalt des Kreisringes auf der linken Seite beliebig
klein fiir 0 — 0 wird.) Es gilt

|Tn’f _TT]f| < |TTl’fl _Tnf1| + |Tn’f2 _Tnf2|

Tofi=Tofil= [ ke -nh@dy= [ k)l - y)dy =

' <lz—y|<n n'<|y|<n
[ k) (e —y) = file)dy =1,
' <|y|<n

hierbei verwendeten wir die Voraussetzung [, ., i<, k(y)dy = 0.
f1 € C? ist insbesondere Lipschitzstetig und wir kénnen abschiitzen

1<BA[ yllyl "y < BAm({y' <[yl < n})
' <lyl<n

Wir verwenden jetzt die folgende Inklusion fiir Convolutionen (Ubung):

supp(Tyy fi — Ty f1) C suppfi + B(0,n—n),
also
m(supp{1, fi — T f1}) < Cm(suppfi)
Insgesamt erhalten wir
||Tnf1 - Tn)flnLP < ||Tnf1 - Tnf1)||L°°m(5uPp{Tn’fl - Tnfl)}l/p
< BA|n — nlm(suppf)'/? < e
Fiir fo gilt ganz simpel
||Tnf2 - Tn)fZHLP < 20p||f||p < 2Cp¢

Damit ist (3.23) bewiesen. 0.
Insgesamt beweist dies den Satz von Calderon -Zygmund 0O

3.1 Fourier - Multiplikatoren auf L/, 1 < p <2

Wir sind an folgender Problemstellung interessiert: Gegeben sei eine Funktion
m : IR" — IR, mit ||m||« < B, nach dem Satz von Plancharel existiert der
Multiplikationsoperator

T, : L*(IR") — L*(IR™)
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T.(f)(€) = m(€)J(€) V[ € CF(R™)
| Toullz2osze < [ml]oos

weil fiir alle f € C§°(IR")

1T fll2 = 1Tz < lmlloo | Flla = m2lloo 1 £1]2

Wir beschiftigen uns nun mit der Frage untere welchen nichttrivialen Zu-
satzbedingungen an m der Operator 1}, auch in den LP-Riumen stetig ist,
also wann es eine Konstante A, gibt, soda$ fiir alle f € Cg°

1T fllp < Apllfllp?

Eine Antwort wir durch einen Satz von Hérmander gegeben, ndmlich, daf§
die Bedingung o
2
an m hinreichend ist fiir die Stetigkeit des Multiplikationsoperators in LP,
1 < p < 2. ([#] bezeichnet hier die grofite ganze Zahl die kleiner oder gleich
als z ist.)

Zuerst beweisen wir allerdings den folgenden Satz, der besagt, dafl ein
Operator, der sich in entsprechender Weise als singulédrer Integraloperator
schreiben laf}t, stetig zwischen LP,1 < p < 2 abbildet:

0°m(E)| < |§1* a<[F]+1, (3.24)

Satz 7 Sei T : L*(IR") — L*(IR"™),||T|| < 1, auferdem soll es ein k €
Li,.(IR"\ 0) und eine Konstante B geben mit

loc
/|x|>2y k(x — y) — k(2)|de < B, fiir alle y # 0, (3.25)
sodafs fiir alle f € C§° und x &€ suppf gilt
/k(x —y)f(y)dy =Tf(z). (3.26)
Dann gibt es fir 1 <p <2 eine Konstante A, mit

1T 1l < Apllfllp-
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Bemerkung: weil « ¢ supp(f) tritt im Integral nie eine Singularitéit auf!

loc

(h e L. (IR"\ 0) < YC kompakt C R"\0: / Ih(z)|dz < oo
C
Beweis: Wir zeigen:
1
m({z : |Tf(z)] > a}) < E“leB fiir alle f € Cg°(IR"™)

und wenden dann den Interpolationssatz an. Also sei f € L' fix, a > 0
beliebig, dann wenden wir die Calderon-Zygmund-Zerlegung an und erhalten
die Mengen F' 2

R'=FUQ, Q=JQ;

die Q; sind Wiirfel mit paarweise disjunktem Inneren, und es gilt
flz) < a zeF
m@mxs_@vunswm@m

Es sei f( ) -
X T €
g(x) = { m(lQi) fQi f T € Qz ’
b:=f—g.

Die so konstruierten Funktionen haben die Eigenschaften

g3 = [ lol?+ [ o> < [ 11+ 220Pm() <
F Q F

o [ 11+ 20282l < a ),

Fiir b folgt direkt aus der Definition b(x) =0 =z € F und [y, b(z)dz = 0,
und es gilt

ol < 3 [ 171+ lolde < 2]l

Wir benutzen die schon wohlbekannte Ungleichung

m({z: [Tf(@)] > a}) < m({a: [Tg(e)] = 5} +m({a: [Th(2)] = )
(3.27)
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Fiir den ersten Term folgt mit Tschebyschef

w({e: [To(@)] 2 51 < (2) Irel} <

(07

913

2T,

< gy 12 (3.28)

Also néchste konzentrieren wir uns auf den Term mit T'b: Es sei @) der Wiirfel
mit dem selben Mittelpunkt y; als (); aber mit 5-facher Seitenldnge, und wir
setzen Q* == Q7, F* = IR" \ Q*. Klarerweise gilt
o < n IR
m(2*) <5"m(Q2) <5 . (3.29)
o
Das néichste Ziel ist es [,. |Tb] < CB zu zeigen. Es sei x € F*, dann folgt
x ¢ Qj D supp(b;), wobei b; die Funktion b eingeschriankt auf @; sei ((b; :=
bxg,)). Dann gilt mit der Voraussetzung (3.26), daf§ sich T als singuldres
Integral darstellen 1&83t:

Thi(x) = /

n

B = )by ()dy = | (k=) = k(= 4,)) bi(u)dy

denn es gilt [, b;(y) = 0 nach Konstruktion und weiters

/IR"\Q; |Tb;(x)|dx = /IR"\Q; o k(z — y) — k(z — y;)|bi(y)dyda =
N / /mn\cz: kz =) = k(o = ) bi(y)dyda. (3.30)

Die letzte Gleichheit folgt aus Anwendung von Fubini, was erlaubt ist weil
die b; € L'(Q;) sind.
Nebenrechnung: nach der Konstruktion von Q] gilt

/Rn\Q_* k(2 —y)—k(z—yi)|dz < |k(y—y;—(2—y;))—k(z—y;)|dr <

= Jl—yi>2ly-y;]

/|w>2u k(v —w) = k(w)|dw < B

wegen der Voraussetzung an k. Wir erhalten
(330) < [ BIh(v)ldy
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und

T@xdxﬁB/ b (1) |dy.
Jyoge 1T < B [ 10x(0) Iy

Weil F* C IR"\Q; folgt fiir alle

[orel< [ el <B [ b
F R™\Q; Qi

also

Th| < / Th| < B / bl < B2
/. <X [ rnl < B[ 1l < B2,
Es gilt nun mit (3.29) und der Tschebychef Ungleichung

m({z : |Tb(x)| > a}) <m(Q") +m{z € F*: |Tb(z)| > a}) <

1 1 1
|17+ — [ 1Tel < O]l
F* (0%

Wegen (3.28,3.27) ist daher T weak-type (1,1). Aus der Stetigkeit in L? folgt

2 2
w(fe: 117 > ) < (L) I < L
Damit ist 7" weak-type (2,2) und der Satz ergibt sich jetzt mit einer Anwen-
dung des Interpolationssatzes von Marcinkiewitz (Satz 5), (siche auch Stein,
Kap 5,1). O

Wir kénnen nun den oben erwidhnten Satz von Hérmander beweisen, in-
dem wir zeigen, dafl unter bestimmten Bedingungen an m der dazugehérige
Fouriermultiplikationsoperator die Bedingungen von Satz 7 erfiillt, und sich
also als singuléres Integral darstellen 148t:

Satz 8 Es sei m € C'(IR"\ 0), | = [2] + 1. Fir alle o < [2] + 1 mdge es
eine Konstante A, geben, sodaf fir alle & # 0:

0" m(€)] < Aalé].
Dann gilt
1. Es existiert ein stetiger Operator T, mit

Tm . L2 — L2 ||Tm||LZ—>L2 S ||m||oo
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T f =m(€)f(€)

3. es existiert eine Funktion k € L}, (IR"\ 0) und eine Konstante B > 0
sodaf$ fir alle y # 0

[ k(@) = k(e — y)lde < B
|z|>2y
und fir alle f € C§°(IR") und x ¢ suppf

Tf(@)= [ k(= 9)f (s)dy.

Mit Satz 7 gilt damit

Korollar 2 Unter den Bedingungen von Satz 8 gibt es fir 1 < p < 2 eine
Konstante A, sodaf fir alle f € C§°(IR")

[T fllp < Apllf1lp-

Beweis von Satz 8: Sei

1 €] <1

n(¢) :{ 0 [¢=2
sonst >
(&) == n(&) — n(26).

< €] < 2}, auBerdem gilt:

6 hat den Triiger im Kreisring {¢ : 3

l

> 62776 = n(27'¢) — n(27"e),

J=U
und daher ergibt sich fiir £ # 0 beliebig aber fix
l .
lim S 6(27¢) = 1.

l—o00,l! >—00 £
J=l

Wir definieren nun

m;(§) = 8(27€)m; (€).
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Es gilt ‘ ‘
supp(m;(€)) € {&: 27" < ¢ < 21},

weiters sei

k() = [ e, (€)dg = i ()
(Das Integral konvergiert absolut.) Wir stellen nun die Behauptungen auf:
1. Fiir C kompakt C IR"™\ 0 beliebig gibt es eine Konstante A¢ sodaf3

kiolde < A
Z /C|J()|9C_ c

p—

K= Jlim 30k

j=-n

existiert in L},.(IR" \ 0)

3,
| k(@) = k(z ~ y)lde < B
|z|>2y
j=—n
erfiillt
| TwllL2 < 2]|mw
5,
i T = 71

existiert in L?(IR"), und

1T L2 r2 < 2[lmlo
6. Fiir alle f € C§°(IR") x ¢ suppf gilt
Tf(x) = [ k(z =) f(y)dy
und

33



7. fiir alle f € C§°(IR"™) und £ # 0 gilt

—_— ~

Tf(x)(&) = m(E)f(€)

Beweis der Behauptungen. Sei v < [§] + 1 ein Multiindex und fix. Nach
Plancharel gilt

| lerizyky@)de = [ Jorm,itde = [ |orm,() g
und nach Definition von m;

| I(eriz) k(@) e < 7m(&) .

2i-1<g<2itl

Nach den Voraussetzungen an m, der Definition von ¢, und mit der Leibnitz-
schen Produktregel gibt es eine Konstante C' sodaf§

2j+1 o
/ |87m(§)|2 < |§|"7‘2d§ < C/ r712pn—1 < 2 2hligin
2 -1<e<2i+l 2 -1<g<2i+l 2j—1

Also haben wir bewiesen, daf§ es fiir beliebige M < [2] + 1 eine Konstante
C(M) gibt, soda$ fiir alle j

/ @M sy ()2 < Cpp2 92Moin, (3.31)
Wir fixieren nun a, dann gilt mit (3.31) und M =0
1/2 o ,
/| o [Fi(@)lde < ([ @) e la] < ap))'?” < /20
z|<a IR™
und auflerdem gilt mit M < [§] + 1

/I:c|za|kj(x)|dx:/ (& (2)[z™) |z de <

|z|2a

< Oy 27 IMIn/2=Mgn/2, (3.32)
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Damit folgt
// o |kj(x)|[do < Cy27™2a™? min{1,277Mq =M}
a/2<|z|<a

mit dieser Abschitzung erhalten wir eine konvergente Reihe: Wir wéhlen
M = [3] + 1, dann gilt

ZL/2<|Z|<a|kj(x)|d$: S o+ Y =548

j==o00 (i2<a ) {j2>a )

|Sl| < Z 2jn/2an/2 < C

{j:21<a=1}

S, < Y 9in/2n/29=iM (=M < an/2a—M22j(n/2—M) <C
ji2i>a=1
beide Konstanten sind unabhiéingig von a! (die zweite deswegen weil die Reihe
konvergiert und der Faktor a™/2~ den Reihenwert kompensiert.)
zu Behauptung 1: Es sei C kompakt C IR" \ 0, dann kann man C durch
endlich viele Kreisringe R; := {z : 2! < ||z|| < 2'*! iiberdecken, und erhilt

Z_/C|kj(x>|s;/a k| < A,

/2<|z|<a,a=2!

Behauptung 2 folgt dann mit dominierter Konvergenz. Mit derselben Metho-
de zeigt man fir oo < [2] + 1

/ 0%k (x)] < C2, (3.33)
Rn
nun zu Behauptung 3:
[Tkt =) = k(@) laz < 3 [ jouks()] < Ch2
=1

Sei y € IR" \ 0, dann gilt

._ioo /|$|22|y ki —y) — kj(z)|dz = > / + Y / =: S+ 5,

2 <yl 2>y

Si= Y [l -k@l< Y 2l < Const
|z[>2[y|

27 <Jy|~1 27 <Jy|~1
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S= % [ lsle-n k@< X[ 2 <

23 >[y|-1 21 >[y| -1 7 [E1>1Y]

(mit (3.32)) < 3 2020y /200y

22>yt

wihle [ = [n/2] + 1 dann folgt

> 2172 y|M/29-3 |t < Const
27 >yl !

Insgesamt folgt damit (3). (4),(5) sind trivial.
Bemerkung 6: Wir fixieren f € C{°(IR"),z ¢ suppf. Zu zeigen ist, daf
[ k(z —y)f(y) absolut konvergent ist und [ k(z —y)f(y) = T f.

Inf=Sn=f= (_Z k’j) *fZ/'_Z kj(x —y) f(y)dy

Weil nach dem Bisherigen gezeigt wurde daf Z;-V:_ ~ k; absolut konvergiert
falls |z — y| > e gilt somit

Tf= lim Tyf = /hmka— dy—/kx—

Bemerkung 7:5ei f e CF Inf — Tf in L? nach Plancharel ist das identisch
mit Txf — Tf aber Ty f = m](f)f — m(&)f(&) = Tf. Damit ist der Satz

von Hormander bewiesen. 0O
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Kapitel 4

Pseudodifferentialoperatoren

Wir verallgemeinern jetzt die Fouriermultiplikationsoperatoren aus dem vo-
rigen Kapitel zu den sogenannten Pseudodifferentialoperatoren.
Wir definieren die Symbolklasse S,,,, m > 0:

Definition 3 Seia: IR" x IR" — IR € C*(IR" x IR")
a € Sy, & Va, BMultiindices3Aq gVz, &+ 1000¢a(w,€)] < Aap (14 €)™
Die ganze Zahl m heifit die Ordnung.

Fiir a € S,, definieren wir den Operator (fiir f aus der Schwartzklasse S)

n

Lf@) = [ e (e, f(E)ds fes

damit ist 7T}, f wohldefiniert. Offensichtlich sind die Operatoren 7, Verallge-
meinerungen der 7,,.

Das erste Ziel dieses Abschnitts ist es den folgenden wichtigen Satz zu
beweisen:

Satz 9 Fiir a € S, lafit sich T, fortsetzen zu einem stetigen Operator
T,: WEP(R™) — WEF™P(R") k—m>0 1<p<oo

Insbesondere gilt fiir den Fouriermuliplikationsoperator 7,,,: Falls m € Sy ,
dann ist 1" : LP — L? stetig.
Wir zeigen zuerst, dal 7': § — &:

Proposition 1 Fulls f € S, dann qilt Tf € S
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Beweis: zu Zeigen ist

0T fI(1+ |2))N < C,nf x€ R
Es sei A¢ der Laplace-Operator, der auf die {-Variable wirkt, dann ist (Ubung):

(I o A§)€2mx'§ — (1 + 47r2|x|2)e2”i‘”'§.
Sei

_ (I -A4Ay
T (14 4n2lz?)

daher 148t der Operator L¢ die Funktion e*™*< invariant:

Lé\fe?m'a;.f — eZﬂia}.f

Sei B, eine Kugel mit Radius m Die Greensche Identitdt besagt fiir u,v € S:

Ov ou
/BAuv—Avu—/aBa—nu—a—nv.

Damit erhalten wir fiir den Operator 7T}:
(L) (@) = [ ale, ) FQLYemed

Nach dem Satz von Green kann man L?’ hintiberschaufeln:

1 7\, —2mix
v [ U= (@fe e,

Tuf)@) = [ 1 (ale. OF(©) e 250 = gy

aber das Integral ist gleichméfig beschrinkt, denn f ist in S, ( die Fourier-
transformation bildet & nach S ab) und nach Voraussetzung an « ist auch
afe S. Damit folgt

IT.f| < C(1L+ J2*) ™

und mit dem gleichen Beweis erhilt man
7T f| < C(L+ [o*) .

Damit ist die Proposition bewiesen. O
Als néichstes zeigen wir, dafl sich T, durch Operatoren mit
Symbolen mit kompaktem Triger approximieren l1af3t:
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Proposition 2 Es seia € Sy, v € C§°(IR" x IR™), v(0,0) =1, € > 0. Sei

ac(w,€) = alx, &)y(ex, €€)
Dann gilt
1.

limac(z, &) = a(w, §)

2. Fire>0, a,8 Multiitndex beliebig, gibt es eine Konstante A,z mit

000 ac(z,€) < Agp(L+ &)™ =€ R

Tof () =T, f(x) =lim | e*7(a (x,€)) f(€)dE

e—0 J "

Beweis der Proposition: Ubung.
Eine Nebenbemerkung:

~

To f(x) = / ™" (ac(x,€)) f(§)dE = /W ac(, €) /an F(y) ¥ dye? e g

n

Weil a, kompakten Triager hat darf man Fubini anwenden und erhélt

= [ [ ade, e agt gy = [ kiw.a—y)fm)ay
mit k (2,€) = [n ac(z, £)e?™ & @9AE k (v, —y) = K (z,y) ist in L' (IR" x
IR™). Also hat T,, eine Darstellung, die an ein singuldres Integral erinnert.
Dies wird fiir den Beweis von Satz 9 von Nutzen sein. Doch zuerst zeigen

wir die L2-Stetigkeit des Operators T, falls a kompakten Triger hat: Wir
bezeichnen mit supp,(a(z, £)) den Triger der Funktion a(., &) fiir fixes &.

Proposition 3 Sei a € Sy, supp,a(z,§)) sei kompakt, Dann gilt:

[ Taflle> < Csup m{supp,a(z, )} [|fll:  f €L
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Beweis: Die Strategie in diesem Beweis ist es die Operatoren auf der Gestalt
af zu bringen:
Es ist

a(\ &) = /mn a(z, €)e™ @Az, a(z, €) = /mn G(\, €)e2mTAd ),
Wir schétzen ab:
AT = [ 3a(e, e dw < CAm(supp, (a))(€)

also
a(\, &) < Ax(1+|A) ¥ Cm(supp,(a))

Tuf@) = [ [ agemefeeredas =
R JIR"
- Fubini ist erlaubt weil wir die Abschitzung an @ haben - daher

:/ . / LA TN ()P dedA = / TAf(2)dA

Das Ziel ist es ||[T*f||12 < W zZu zeigen.

T f () = a(h, ) f()(@)
Mit Plancharel gilt

TNl = lla(A, ) FOlle < Sup jaz, Il f]2

C
< ngp [supp,a(z, || fll2 =: W

Fir N > n 4 1 erhalten wir damit
1Tt @)l =1 [ T @) fdAle < [ T flladh <

C
171 [, i < CsuplsupaCe 11l

Die Darstellung von 7, als singulédres Integral hilft, um die Voraussetzung

” supp,a(z, £) kompakt ” loszuwerden:
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Proposition 4 Seia € S™,m € Z, dann gilt:
1. Es ezistiert ein k € C°(IR" x IR"\ 0), sodaf$ fir alle f € C(R"),
x & suppf gilt:
Tuf(@) = [ kw,z—2)f(:)dz,

2. und fir alle N gibt es eine Konstante Ay sodaf fir alle x € IR" und
|z| > 1
|k(z, 2)| < ||V Aw,

3. auferdem geniigt k der Abschditzung fiir beliebige N, «, 5, x € IR" und
z #0:

0702k (2, 2)] < Awaple| 7m0
Der Beweis kommt spéter.

Satz 10 Seia € S°, f €S, dann gilt

1.
1 Tafll2 < Coll ]2,

2. fir alle N gibt es eine Konstante C', sodaf fir alle xy € IR" gilt

|f ()]

dx
me (1 + |z — zo|)V

/ IT,f(2)|*dz < C
{z:|z—wo|<1}

Die letzte Ungleichung bedeutet dafl T, pseudolokal ist.
Beweis: Sei f € S gegeben, wir zerlegen f = f; + fo wobei fi, fo € S:

[fil < 1FT supp(fi) C Bay(3)

|[f2| < [f] supp(fi) C IR" \ By, (2)

Diese Zerlegung kann zum Beispiel durch ein v € § mit y(z) = 1 auf B,,(2)
und v = 0 auf B,,(3) erreicht werden, denn dann kann man f; = 7 f und
fa = f — fi wihlen. Wir zerlegen a: Sei n € C§°(IR"),mit n(z) = 1 falls
|z — x9| < 1, wir definieren das Symbol na :

(na)(z, &) == n(x)a(z, €)
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na erfiillt trivialerweise die Eigenschaft

7](33) (Taf) (x) - Tnaf(‘r)'

Wir schatzen ab:

/ Tufif(@)de = | TufifPde < [ Tufiffdz <
{z:|z—z0|<1} {z:|z—z0|<1} IR™

< supfsupp,na(e, 1A [ |fPdr<cmA [ AP
¢ Bay(3) Buy (3)

Dabei haben wir verwendet dafl |supp,(na)| < C(n). Sei jetzt z € supp/fo,
dann ist z € By, (2) und damit ist |[x — z| > 1 fiir © € B, (1). Weiters gilt fiir
|z — x| < 1:

1 1

|z — 2] = 14|z — x|

und aus |z — xo| < 1 folgt x ¢ suppfy. Aus Proposition 4 erhalten wir die
Integraldarstellung

Tofo = /an k(x,x — 2) fo(2)dz.

Sei nun |z — x| < 1, dann folgt

1

T, < _
| af2| = Jgn |l‘—Z|N

ez or [ o <

B (1+ |z = o)

Anwenden von Cauchy-Schwarz:

ch/n( S L

Damit ist die zweite Behauptung bewiesen Zur Ersten:

[ gt <2 ([ e [ nka)
{oo—zol<1} {olo—zol<1} {oo—z0/<1}

1
<C(n) /BB 17+ C/an mﬁ(z)dz <C

Anwenden von Fubini:

/ n/ | <1} |Taf|2(.7/')dl‘d.7)0 S /IR" - X{w,woz\wfa:o\gl}(Taf)dede -
zi|r—mzo|<

1

2
T dz.
B”1+|Z—l‘0|f (z)dz
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| (T P@m(Ba, 1)dz = Cx [ [Tf Pz = Cx TSI
IR™ IR™
Damit gilt
1
(14 |z — zo|)V

1
2 drodz < CnK|| f||3
Jo V@ [ oy devde < OwE 1B

1

fA(z)dadry <

I <Cn [
an

denn [jn mdxodx ist unabhéngig von x fiir N hinreichend grof.

Wir kommen nun zum Beweis der singulidren Integraldarstellung der Pseudo-
differential operatoren (Satz 4). Es sei a € S™, m € Z, a erfiillt

107 0%a(x, &) < C (1 + g™

L <t
n(§) == { 0 [§]>2
C*>  sonst
6(&) == n(&) —n(2€)
ao(z, &) = a(z, §)n(E)
a;j(x,€) = a(x,£)6(2°¢)

Sei

Wir definieren ,
kj(x, z) ::/ aj(x,f)e%lg'zdf,
an
damit folgt

—

(f * kj(x,.)) = fa;(x,€)
und somit

Lf = [ kiwe =) F(0)dy

Wir behaupten jetzt, dafl fiir beliebige «, 5, M es eine Konstante Ay q s
gibt mit '
10708 kj (2, 2)| < Anga,]z| M2/ A=

Beweis der Behauptung: Es sei 7 beliebig:

(2miz) 0000k (w, 2) = /mn 07 [(2mi€) " da;(x, €)¢*€] dé < (x)
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Nun gilt aber (Ubung):
a;j(z,€) € S™ = (27i€)*0Paj(z, &) € S™H
also kriegen wir die Abschitzung
() < C/ylggsw €[ < Cmy ({201 < || < 271} )2itmHal-hl) < Cgnigitm -,
Damit ist die Behauptung bewiesen. Wir behaupten als nichstes:

(o0}
> 1000¢k;(x,2)| < Aoz N
=0

falls m +n + |a| + N > 0. Der Beweis ist eine Fallunterscheidung:
Fall 1: 0 < |z] < 1: Sei S = 32|05 0¢k;(z, z)| Wir zerlegen die Summe in
S =: Sl + SQ wobei
Si= ) |8£8§‘kj(x,z)|
Ji2i<z—1
Syi= Y |8£8§‘kj(x,z)|
Ji29>z"1

zu Sy: Setzt man M = 0 dann gilt

Sl S Z 2](m+n+|a\)A S

{ C|z|~tmtntlad 4+ n + o >0
ji2i<z—1

|log(z)|+1 m+n+]a/ <0

wobei die zweite Abschéitzung (die mit log) nur im Fall m+n+a = 0 relevant
ist. Weil |z| < 1 folgt daraus weiters fiir N >0

Sl < A|Z|f(m+n+\a|fN)‘

Nun zu Sy : Fir M > m+n+ |a]+1
schitzen wir ab:

SpSA Y T MmHaIM) < gl M | |rimtalbD) < g -mtal) <
§:2i >zt

und mit der Voraussetzung |z| < 1 kommen wir zu

512 < A|Z|fnfmf|a\fN.
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Fall 2: |z| > 1: Wéhle M > m + n+ |o| + N dann gilt
o
S < Z |Z|7M2j(m+n+|a\+M) <
j=0
|Z|7M4 < |Z|f(m+n+\a|+N)‘

Fiir alle x, z # 0 existiert somit

k(x,z) := lim Zk T,2)

N%oo

und mit
N
= Z a;(x
j=0

folgt
lim Sx(r,6) > a(x,€) paw.

Es sei f € C§°, x € suppf,

T,f(x) = lim T, f(2) = Jim / Zk ) f(y)dy.

N—>oo

Falls |z — y| > € ,dann gilt mit dominierter Konvergenz und dem obigen
Resultat

/hmz kj( )f(y)dy = /an k(x,z —vy)f(y)dy. O

Um die vorher entwickelte Theorie der singuldren Integrale anwenden zu
kénnen mufl der Kern k£ im wesentlichen die Voraussetzungen des Satzes von
Calderon und Zygmund erfiillen. Dies zeigen wir in der nichsten Proposition.

Proposition 5 Sei m =0 k(z,y) := k(x,z — y), dann gilt

1.
10708 k(2 2)] < Ala — y|7" 1=

2. fir alle |y —gy| < § gilt

B = |k(z,y) — k(z,g)|de < A

|z—y|>20
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Beweis: Die erste Aussage ist offensichtlich und folgt aus dem bisher Bewie-
senen. Zur zweiten Aussage:

B=< ly — ylAlz —y|"da <
lz—y|>26
200: 1
4 / — glAfz —y["d
k=0 022k < |p—y|<202k+1:=A |y y| |.CL‘ y| X

Ab < Ad (2%0)" A
< Z 2k2 +1 == ZWS 2.

Damit sind fiir den Operator T, mit a € Sy die Voraussetzungen des
Satzes 7 erfiillt: Die Darstellung als singulidres Integral folgt aus Propositi-
on 4, die Voraussetzung (3.26) folgt aus Propositon 5, die L?- Beschriinktheit
folgt aus Satz 10. Damit erhalten wir sofort LP-Beschrinktheit fiir Operato-
ren in der Symbolklasse Sy. Als néichstes beweisen wir die Beschrinktheit in
Sobolev-Riumen:

4.1 Sobolev Riume

Wir schrinken uns zuniichst auf die Ridume W#P mit positiven k € IN ein:
Fall 1: k£ > 0 Die Ridume W?* sind definiert als die Menge der Funktio-
nen, die k-te (distributionelle) Ableitungen in L? besitzen:

feWH o fe P AV|a|<k: 0“felLF

Mit der Norm
1 fllwee = > [10%Flew

la|<k

erhalten wir einen Banachraum.

Wir konnen jetzt den am Anfang des Kapitels zitierten Satz 9 beweisen,
ndmlich dafl ein Pseudodifferentialoperator der Ordnung m sich - grob ge-
sprochen - in Sobolev-Rdumen wie ein Differentialoperator der Ordnung m
verhélt: Genauer:

Satz 11 Seiac 8™

T.f = [ ale, e f(g)de
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k > m, dann lafit sich T, erweitern zu einem Operator
T, : WPk 5 WPk ™ 1 <p<oo

, d.h.
fir f e Cg° gilt
Lo f lwok—m < Al fllwon

Beweis: Wir zeigen

a1, = Z T,,0% und a, € S

|a<k

Sei v ein fixer Multiindex mit |y| < k — m, dann ist

~ ~

T = [, 0 (ol 0) fle)de = [ (e, f(),

wobei @ € S* (Ubung). Also 07T, f = Taf mit a € S*.
Wir behaupten
T, = Z T, 0"

|a<k

wobei a,, € S°.
Mit dieser Behauptung ist die Proposition bewiesen denn:

10" Tuflle = | 2 Taa0*fllee < 30 (1 Tua0 fllw <

|a<k |a<k

und mit der Bemerkung am Ende des vorigen Abschnitts ergibt sich

< Cp X 0% flle < Collfllwea-

|a<k
Zum Beweis der Behauptung: es sei
L gl<g
B =43 0 =2
C>  sonst

Es sei



&

fir j < n. Es folgt (Ubung) 8; € S
Folgende Identitdt sieht man leicht:

Po+ iﬂj(f)fy =
j=1

Wir betrachten jetzt

i, €)1 = (2, ) (ﬁo n i@-(g)@)

j=1

fir k =1 gilt a(x,£)Go(§) € S*. S71 = S° und a(x, £)p;(€) € S5~ =89,
der Faktor &; wird zu 0, damit folgt die Behauptung fiir den Fall k£ = 1.
Analog gilt fiir £ > 1

i, €)1 = (2, ) (Bo n iﬁj(sm) -

j=1

a(x, &)1 = a(x, €) (Z By~ 'a+<5§)§>0‘0a) =

|| <k
£) (Z b’(’f”‘ﬂ“f“) = a(z, &) (Z va(g)gaca)
la|<k |a|<k

Nun ist 8571* € h=lel yund < B(€)€ >*€ S~ und also v € S°. O

Wir kommen jetzt zum Fall 2: k € IR 1 < p < .

Wir definieren die Sobolev-Réume mit k£ € IR mittels der Pseudodifferen-
tialoperatoren:

a(z,§) = (1 + 47T2|§|2)k/
T,f(x) =: (1 — A)F/?

Definition 4
feWr? o (1+ A2 fe LP(IR")

1l = 1 (1 4+ 2)*2 £l
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Wir behaupten fiir k£ € IN ist

1 1
= 210 flles < 1+ )2 fllpe < A7 > 110%flle-

A la|<k la|<k

Dies gilt nach dem bisher Bewiesenen, denn (1 + A)k/ ? ist ein Pseudodifferen-
tialoperator. Damit ist die Definition von W?* konsistent mit der vorherigen
im Fall £ € IN.

Es gilt ein analoger Stetigkeitssatz:

Satz 12 Sei T, ein Pseudodifferentialoperator mit Symbol a € S™.
Vk e R:Ym e ZVf € S: ||Tufl|lwr-mw < Cl| fllwee

Beweis: Stein, p.252.

4.2 Wichtige L?-Beschrinktheitskriterien

Wir kommen jetzt zu Symbolen, die nicht von elliptischen Differentialglei-
chungen stammen: Wir verallgemeinern die bisherige Definition der Sym-
bolklasse:

Definition 5 Sei a : IR" x IR" — Ce& C*. Es seien «,,x,& beliebig,
und Aqp seien Konstanten, die von «, 3 aber nicht von x,§ abhdngen. Wir
definieren die Symbolklassen

AeS{}O(ZR”) & |858“ (2,8)] < Anp (4.1)
AeSpi(RY) & |0)0¢a(x,€)] < Ans (1+1¢) (4.2)
Aesm(ﬂ%") & [070¢a(x,6)] < Aag (L+ €))7V (43)

(IR & |000¢a(w, &) < Aap (L+ €)™ W (4.4)

Um die L?-Beschrinktheit zu zeigen, brauchen wir das Lemma von Cotlav:

Lemma 4 Es seien 1; : H — H stetige Operatoren zwischen dem Hilber-
traum H. Ferner gebe es eine Funktion v(i),1 € Z mit

Y i) <A

€4
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sodafs gult:
IT; Tl < 9*(i = j)

11T < 7*(i — j)
Dann gilt
1Tl < A
i=1

Beweis: Zu Zeigen ist: Es gibt eine Konstante A, sodaf fiir alle N € N die
Abschiitzung || XN, T;|| < A gilt. Dazu sei N fix, T = YN | T;. Es gilt

* NI
IT|> = | TT*|]” = |(TT*)" ||

(TT)" = 3 (LT (T T) (T, T = 3 (T,T,) =208

1<i;<N,1<5<2n

Wir schatzen S ab:

1S < 1T, To) N T TN - T, T, )

ity sdiy on—11ia,
andererseits gilt auch
IS < 175, 175 T |- [T, T N1 T |
Wir verwenden jetzt die Voraussetzung und erhalten:
IS1] < 2*(ix = ii)..7* (i2n—1 — ion)
S]] < A272(i2 - Z'3)---72(@27172 — lop_1)
Mit der einfachen Ungleichung (z < e? Az < [?) = x < el folgt
1]l < Av(in — 12)7(i2 — 43)7(is — ia)--Y(izn-1 — i20)
Also

1(TT*)"||= < AT Do — i)y (iz = i5)Y(is = da)- Y (izn 1 — i2n) <

AAY Yy (in — i)y (2 — is)y (i3 — ia) ...y (fan—1 — fan) <
12 i2n
AAAD .Y y(in—i2)y(in—iz)Y(i3—ia) ... 7 (i2n—1—02n) < Induktion.. < A*N

;3 12
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Also gilt mit N fix und n — oo:
711" = TT)"|| < AN < A

Das Lemma von Schur gibt ein Beschranktheitskriterium fiir Integralope-
ratoren:

Lemma 5 FEs sei s: IR" x IR" — (

Tf(x) = [ sla.y)f()dy,

der Kern s erfiille
sup/ |s(x, y)|dy < Cy Sup/ |s(2, y)|dw < Cs
T y

dann gilt
Cy + Oy

2

(Bemerkung: O ist die L*° -Beschriinktheit, Cy ist die L' Beschrinktheit,
also ist dies ein Interpolationstheorem.)
Beweis:

T L2—r2 <

ITIl= sup  (Tf,g)r2
II<L lgl<1

Sei g, f € L*|[ £l llgll < 1,

((T'f,9)] < /IS(fv,y)llf(y)|lg(fr)ldfvdy

mit 2|a||b] < |af* + |b]* gilt

@ ,9)] < 5[ st )17 ) Py + [ 1, ) lg() Pdedy) <

C1 + Oy

5

Bemerkung T'f(z) = [ k(x,y)f(y)dy sei ein absolut konvergentes Inte-
gral, der Kern von T*T ist l(x,y) = [ k(z, 2)k(z, y)dz ist schoner weil glatter
und daher leichter zu behandeln.

2 prototypische Beispiele dazu: Kapitel 7 im Stein:

1
5(Cillgll® + Callgl) <

ol



Beispiel 1: Sei a € 5§
Sbo  1070Fa(, €)| < Aag

und 7 der dazugehorige PDO:

~

Luf(@) = [ ala.§)f()e™*dx.

Ferner sei ¢ € C3°(IR") mit supp¢ C {z : |z| < 1} und Yjezn d(x — i) =1
Wir definieren

aij(.’L’,f) - ¢(J’I - Z)a(x7€)¢(€ - j)
und

T..

ij =1

dann gilt mit Schurs Lemma
1
(1 - |(27]) - (27])|)2N

Cotlavs Lemma liefert nun die L? Beschrinktheit.

> Tl < A

NS

15T < Ax

Beispiel 2: Es sei k(z,y) := IR x IR — IR,
1

k(x,y) = —k(y,x) k(x,y) < ok(x,y) <
(2, y) (y,2) k(z,y) P— (z,y) Pa—
und
li k dy=20
&y lz—y|>e (@, 9)dy
Dann ist der Operator
T:f— lim k(z,y)f(y)dy

=0 Jjg—y|>e

beschrinkt auf L? (und somit auf LP — L?, 1 < p < 0o.) Sei
ki(2,y) == X{2i>|a—y/>2+11k (7, )
Tf = [ ki(e,y)f )dy
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Es gilt mit Schur (steht im Stein)
1T <2790 | TTy)| < 271
damit folgt die Behauptung mit Cotlavs Lemma und

Y. T<y 2
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