o AlCTIIN
U N IVERSITAT AUTOMATION & CONTROL INSTITUTE

WIEN INSTITUT FUR AUTOMATISIERUNGS-
& REGELUNGSTECHNIK

Vorlesung und Ubung
SS 2019

Univ.-Prof. Dr.techn. Andreas KUGI

-

~N

-

L
=
LL]
|_
U
>_
U
LL]
%
<
LL]
=
1
|_
T
-
=




Nichtlineare Systeme |

Vorlesung und Ubung
SS 2019

Univ.-Prof. Dr. techn. Andreas KUGI

TU Wien
Institut fir Automatisierungs- und Regelungstechnik
Gruppe fir komplexe dynamische Systeme

GuBhausstraBe 27-29

1040 Wien

Telefon: +43 1 58801 - 37615

Internet: https://www.acin.tuwien.ac.at

O Institut fir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Inhaltsverzeichnis

1 Nichtlineare Systeme

1.1 Lineare und nichtlineare Systeme . . . . . . . ... ... . ... ... ...
1.2 Satellitenregelung . . . . . . . . .. .. L oL
1.3 Balken mit Kugel . . . . . . . .. . .
1.4 Positionierung mit Haftreibung . . . . . . . ... ... ... ... .....
1.5 Linearer und nichtlinearer Oszillator . . . . . . . ... ... ... ... ..
1.6 Fahrzeugmanover . . . . . . . . .. L L o
1.7 Gleichstrommaschinen . . . . . .. .. .. ... 0 oL
1.8 Hydraulischer Aktor (Zweistangenzylinder) . . . .. ... ... ... ...
1.9 Literatur. . . . . . . . . . e

2 Dynamische Systeme

2.1 Differenzialgleichungen . . . . . . . .. ... o oo
2.1.1 Der Normbegriftf . . . . . . .. ... .. ... ... ...
2.1.2 Induzierte Matrixnorm . . . . . . . . .. . ... ...
2.1.3 Banachraum . ... ... ... .. ... ... ...
2.1.4 Hilbertraum . . . . . . . . . ...
2.1.5 Existenz und Eindeutigkeit . . . . . . . ... ... 0.
2.1.6 Einfluss von Parametern . . . . . . . . .. .. ... ... .. ....

2.2 Literatur. . . . . . . . e e e e e e

3 Lyapunov-Theorie: Grundlagen

3.1 Autonome Systeme . . . . . . ...
3.1.1 Das Vektorfeld . . . . ... ... ... .. .
3.1.2 Stabilitdt der Ruhelage . . . . . ... .. ... ... L.
3.1.3 Direkte (Zweite) Methode von Lyapunov . . . .. ... ... ...
3.1.4 Einzugsbereich . . . . . . . ... ... Lo
3.1.5 Das Invarianz-Prinzip . . . . . ... ... ... L.
3.1.6 Lineare Systeme . . . . . . . .. ...
3.1.7 Indirekte (Erste) Methode von Lyapunov . . . .. ... ... ...

3.2 Nichtautonome Systeme . . . . . . .. ... ... ..o
3.2.1 Lineare Systeme . . . . . . . . . ... e
3.2.2 Lyapunov-dhnliche Theorie: Barbalat’s Lemma . . . . .. ... ..

3.3 Literatur. . . . . . . . L e

4 Singuladre Stortheorie
4.1 Grundidee . . . . . ...
4.2 Unterschiedliche Zeitskalen . . . . . . . . . .. ... ... ... ......

S R ICRESa T

14

16
20
23

24
28
29
32
34
37
39
44
47

50

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Inhaltsverzeichnis Seite I

4.3 Lineare zeitinvariante Systeme . . . . . . .. ... Lo 91
4.4 Literatur. . . . . . . . ... 99
5 Lyapunov-Theorie: Reglerentwurf 100
5.1 Integrator Backstepping . . . . . . . . ... oo 100
5.2 Verallgemeinertes Backstepping . . . . . . . . .. ... ... .. 105
5.3 Adaptive Regelung . . . . . . . . ... 110
5.4 PD-Regelgesetz fiir Starrkorpersysteme . . . . . . . ... ... 116
5.5 Inverse Dynamik (Computed-Torque) . . . ... ... ... ... ..... 119
5.6 Literatur. . . . . . . . . 124
6 Dissipativitat und Passivitat 125
6.1 Glihsimulator . . . . . . . ..o Lo 125
6.2 Einfaches Elektromagnetventil . . . . ... ... ... ... ... .. 127
6.3 Systemtheoretisches Konzept . . . . .. .. .. .. ... ... .. ..., 128
6.3.1 Dissipativitdt . . . . . . ... Lo 128
6.3.2 Passivitdt . . . . . .. L 129
6.3.3 Eigenschaften Passiver Systeme . . . . . . . . . ... ... ... 131
6.3.4 Passivitdt und Lyapunov-Stabilitat . . . . . . ... ... ... ... 133

6.4 Lineare passive Systeme . . . . . . . .. .. L L L s 134
6.5 Positive Reellheit . . . . . . . ... oo 137
6.6 Kanonische Form Passiver Systeme . . . . . . . . ... ... ... ... .. 140
6.6.1 Hamiltonsche Systeme . . . . . .. ... ... . 140
6.6.2 Port-Hamiltonsche Systeme . . . . . . .. .. ... ... ... ... 142

6.7 Passivitdtsbasierter Reglerentwurf . . . . . .. .. ... 0oL 144
6.8 Literatur. . . . . . . . .. L 151

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Abbildungsverzeichnis

1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9

1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15

2.1

3.1

3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

4.1

4.2
4.3
4.4
4.5
4.6

5.1

Zur Drehbewegung eines Satelliten. . . . . . . . . .. .. ... ... ...
Balken mit rollender Kugel. . . . . . . ... .. . o000
Kran mit Schwenkarm. . . . . . . .. .00 oo
Geschlossene kinematische Kette. . . . . . . ... .. ... ... ...
Feder-Masse-System mit Haftreibung. . . . . . ... ... ... ... ...
Zum statischen Reibkraftmodell. . . . . . .. .. .. ... ... ...
Blockschaltbild in SIMULINK zum Feder-Masse-System mit Haftreibung.

Sprungantwort des linearen Systems. . . . . . . . ... ...
Positionsregelung eines Feder-Masse-Systems mit Haftreibung mithilfe eines
PI-Reglers. . . . . . . o
Nichtlinearer und linearer Oszillator. . . . . . . . . .. .. ... ... ...
Einfaches Fahrzeugmodell. . . . . . . . .. .. ... ... ... .......
Ersatzschaltbild einer fremderregten Gleichstrommaschine. . . . . . . . . .
Stationdre Kennlinien bei der Feldregelung. . . . . . . ... ... ... ..
Ersatzschaltbild einer Reihenschlussmaschine. . . . . . . ... .. ... ..
Zweistangenzylinder mit 3/4-Wegeventil. . . . . . . .. ...

Bewegung auf einer Kugel. . . . . . .. .. ... ... ... .. ... ..

Zum Begriff des Vektorfeldes am Beispiel des elektrischen Feldes zweier
Punktladungen. . . . . . . ...
Vektorfeld eines instabilen aber anziehenden Punktes. . . . . .. .. ...
Einfaches elektrisches System. . . . . . . .. .. ... 0oL
Zur Konstruktion einer Lyapunovfunktion. . . . . . . ... ... ... ...
Zur Abgeschlossenheit von Niveaumengen. . . . . . . . . .. .. ... ...
Blockschaltbild des untersuchten dynamischen Systems. . . . ... .. ..
Zur Berechnung des Einzugsbereiches von Abbildung 3.6. . . ... .. ..
FEinfaches mechanisches System. . . . . . . .. ... ... ... ...
Grenzpunkte und Grenzmengen. . . . . . . . ... ...

Simulationsergebnisse des vollsténdigen und des reduzierten Modells der
Gleichstrommaschine. . . . . . . . .. ... o o
Kaskadierter Regelkreis. . . . . . . . .. . . 0oL
Blockschaltbild des linearen Systems (4.14b). . . . .. .. ... ... ...
Elektrisches Netzwerk. . . . . . . . . . ... oL
Modell eines Viertelfahrzeuges. . . . . . .. .. .. ... .o
Reduziertes quasi-stationires Modell eines Viertelfahrzeuges. . . . . . . .

Aktive Fahrzeugddmpfung. . . . . . . . ... .o oL

© 00 O b= W

13

13
15
15
17
19

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



Abbildungsverzeichnis Seite IV

5.2

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5

Roboter mit drei Freiheitsgraden. . . . . . . . . ..o 120
Glithsimulator. . . . . . . . . ... 125
Einfaches Elektromagnetventil. . . . . . . ... .. ..o 0L 127
Parallelschaltung und Riickkopplung zweier passiver Systeme. . . . . . . . 131
Hintereinanderschaltung passiver Systeme. . . . . . . . . .. .. ... ... 132
Passives System mit linearem Regler. . . . . . . . . ... ... ... .. 139

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1 Nichtlineare Systeme

Die Analyse- und Entwurfsmethoden zur Automatisierung linearer Systeme sind am
weitesten fortgeschritten. Verantwortlich hierfiir ist das Superpositionsgesetz, das die
mathematische Behandlung dieser Klasse dynamischer Systeme wesentlich erleichtert. Die
physikalischen Grundgesetze beinhalten aber vielfach wesentliche Nichtlinearitdten. Kén-
nen diese nicht mehr vernachlissigt werden, muss man auf die Methoden der nichtlinearen
Regelungstechnik zuriickgreifen.

Infolge des Superpositionsgesetzes fallen bei linearen Systemen lokale und globale Ei-
genschaften zusammen. Bei nichtlinearen dynamischen Systemen gilt dies nicht mehr.
Beschrinkt man sich bei nichtlinearen Systemen auf lokale Eigenschaften, dann kénnen
vielfach durch Linearisierung der Systemgleichungen noch lineare Methoden zum Ziel
fithren. Ist man jedoch an globalen Eigenschaften wie Stabilitidt im Grofien, etc. interessiert,
muss man das nichtlineare mathematische Modell untersuchen.

Eine grofie Klasse nichtlinearer dynamischer Systeme kann durch mathematische Modelle
von nichtlinearen Differenzialgleichungen erster Ordnung beschrieben werden. Fiir diese
Modelle steht jedoch kein einfaches Hilfsmittel zur Eingangs- Ausgangsbeschreibung wie
das der Laplace-Transformation im linearen Fall zur Verfiigung. Die Analyse solcher
Systeme erfolgt daher vorzugsweise im Zustandsraum.

1.1 Lineare und nichtlineare Systeme

Die Beziehung
x = Ax (1.1)

beschreibt ein lineares, zeitinvariantes, autonomes System n-ter Ordnung mit konzen-
trierten Parametern. Neben dem Superpositionsprinzip kann das System durch weitere
Eigenschaften charakterisiert werden.

Die Ruhelagen xg von (1.1) sind Losungen des Gleichungssystems

0= AXR . (1.2)

Im Falle det(A) # 0 hat das System genau eine Ruhelage, ndmlich xp = 0, anderenfalls
besitzt es unendlich viele Ruhelagen.

Aufgabe 1.1. Geben Sie ein System 2-ter Ordnung (1.1) mit unendlich vielen Ruhelagen
an.
Mit der Transitionsmatrix

t2 t"

q;(t):eAt:E+At+A2§+...+A”E+... (1.3)
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1.1 Lineare und nichtlineare Systeme Seite 2

lautet die Losung des Anfangswertproblems
x(t) = ®(t)xo . (1.4)
Man iiberzeugt sich leicht, dass x(t) der Abschétzung
are” ™t < ||x()]| < age™? (1.5)

mit reellen Zahlen ay,az, o1, aa > 0 geniigt. D. h., eine Trajektorie x(t) des Systems (1.1)
kann in endlicher Zeit weder in die Ruhelage xp = 0 einlaufen noch in endlicher Zeit
tiber alle Grenzen wachsen.

Obige Eigenschaften miissen auf ein nichtlineares, autonomes System n-ter Ordnung

x = f(x) (1.6)

nicht mehr zutreffen. Die Ruhelagen dieses Systems sind nun Lésungen des nichtlinearen
Gleichungssystems

0 = f(xp) . (1.7)

Uber die Losungsmenge X von (1.7) kann keine allgemeine Aussage gemacht werden. So
kann Xr genau ein Element, eine endliche Anzahl von Elementen oder eine unendliche
Anzahl von Elementen umfassen.

Aufgabe 1.2. Geben Sie ein System 1-ter Ordnung (1.6) mit genau drei Ruhelagen an.

Nichtlineare Systeme kénnen auch in endlicher Zeit in die Ruhelage einlaufen. Hierzu
betrachte man die Gleichung

i=—v7, w0>0. (1.8)
Fiir die Losung obigen Systems gilt

x(t):{(\/fo—;f fir 0<t<2/xo 1.9)

0 sonst .

Die Losung eines nichtlinearen Systems kann auch in endlicher Zeit iiber alle Grenzen
wachsen. Hierzu wird das System

t=14+2%  20=0 (1.10)

betrachtet. Die Losung lautet

2(t) =tan(t), 0<t< g . (1.11)

Fir t > % existiert keine Losung.

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



1.2 Satellitenregelung Seite 3

1.2 Satellitenregelung

Abbildung 1.1 zeigt einen Nachrichtensatelliten. Wird der Satellit als starrer Korper
aufgefasst, dann kann seine Drehbewegung durch die Beziehung

Ow =-—w x (Ow) + M (1.12)

mit
W= |wy| , (1.13a)

O11 O12 O3
© =012 O O3], (1.13b)
©13 O23 O33

M = | M, (1.13c)

beschrieben werden.

Inertialsystem
z
0
Y
x

Abbildung 1.1: Zur Drehbewegung eines Satelliten.

Dabei bezeichnet w den Vektor der Drehwinkelgeschwindigkeiten, ® die Matrix der
Triagheitsmomente und M den Vektor der Drehmomente. Die GroBlen w, ® und M werden
dabei auf das satellitenfeste Koordinatensystem (O¢, x1, z2, x3) im Schwerpunkt Oc¢

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
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1.3 Balken mit Kugel Seite 4

bezogen. Legt man das Koordinatensystem (0O¢, 1, €2, x3) in die Tragheitshauptachsen
des Satelliten, gilt

011 0 0
O=|0 ©Oypn 0], (1.14)
0 0 Os;
womit sich obiges System zu
1w = —(@33 — @22)w2w3 + M, (1.15&)
O2ws = —(01] — O33)wiws + Mo (1.15Db)
O33w3 = —(O22 — O11)wiws + M3 (1.15¢)

vereinfacht.

Aufgabe 1.3. Wieviel prinzipiell verschiedene Ruhelagen kénnen Sie fiir den Satelliten
(1.15) fiir M = 0 angeben?

1.3 Balken mit Kugel

Eine Kugel mit der Masse my rollt auf einem drehbar gelagerten Balken (siehe Abbil-
dung 1.2). Mittels eines am Drehpunkt des Balkens eingebrachten Moments M wird die

Referenz

P2
A Referenz

T

Y

Abbildung 1.2: Balken mit rollender Kugel.

Einrichtung beeinflusst. Es gelten die geometrischen Beziehungen

x1 = rcos(p1) — rosin(er) (1.16a)
xg = rsin(p1) + rocos(y1) (1.16Db)

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
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1.3 Balken mit Kugel Seite 5

sowie
= —ropy . (1.17)

Vernachldssigt man die Reibungskrifte, dann lautet die Lagrangefunktion

L(Qpla Y1, T, T) = §mK (.’B%((ﬂh Q017T7T) + x%(‘plv Y1, T, 7’))

translatorischer Anteil der kinetischen Energie

; (1.18)
+ 3 (@Bsb% + O (41 + 3452)2) — migxa(p1,T)
—_—

rotatorischer Anteil der kinetischen Energie  potentielle Energie

mit der Masse der Kugel mg, dem Trigheitsmoment des Balkens © g, dem Trégheitsmo-
ment der Kugel O = %m k73 und der Erdbeschleunigung g.

Aufgabe 1.4. Zeigen Sie, dass fiir das Massentragheitsmoment einer homogenen Kugel

mit dem Radius rg gilt
2
O =-m Krg .
5
Mit den verallgemeinerten Koordinaten r(¢) und 1 (¢) erhdlt man aus den Lagrangeschen

Gleichungen die Bewegungsgleichungen in der Form

d/o R o
dt((%-nL(Solvgpla'r?T)) - EL(Qplasolar’ T) =0 (1193)
d/ 9o 0
—(—0L ; )] — —L ; =M . 1.1
dt (8@1 (@17 $1, 7, T)) 8@1 (@17 ®1, 7, T) ( 9b)

Um zu einfacheren Ergebnissen zu gelangen, wird vorausgesetzt, dass die Kugel eine
Punktmasse ist, also gilt 7o = 0 sowie O = 0. Damit vereinfacht sich die Lagrangefunktion
zZu

) ) 1 . 1 ) 1 ) )
Ly, ¢1,7,7) = ymi + Smicr @t + 5058 —migrsin(py)  (120)
und das mathematische Modell lautet
< L (0~ omgery (o) (1.212)
— = — 2Mprrp] — GMET COS 21a
d? .9 .
el =T gsin(p1) . (1.21b)

Die Ruhelagen dieses Systems sind durch

¢1,r =0 (1.22a)
MR = JdJmgKrTR (1.22b)
rr beliebig (1.22¢)

gegeben.
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1.3 Balken mit Kugel Seite 6

Aufgabe 1.5. Ersetzen Sie in Abbildung 1.2 die rollende Kugel durch einen reibungsfrei
gleitenden Wiirfel mit der Masse mo und der Kantenldnge [. Geben Sie zu diesem
Modell die Lagrangefunktion und die Bewegungsgleichungen an.

Aufgabe 1.6. Abbildung 1.3 zeigt einen Kran mit einem Schwenkarm. Bestimmen Sie
mithilfe des Lagrange-Formalismus die Bewegungsgleichungen. Als verallgemeinerte
Koordinaten werden die Winkel ¢ und 9 eingefiithrt. Als Eingangsgrofien dienen
die beiden Momente M; und Ms.

192 22’

- Stab 2

x2

Stab 1

|
\_‘/Ml
|
Abbildung 1.3: Kran mit Schwenkarm.

Aufgabe 1.7. In Abbildung 1.4 ist ein einfacher Manipulator bestehend aus fiinf Balken-
elementen dargestellt. Es handelt sich dabei um ein System mit zwei Freiheitsgraden,
wobei als verallgemeinerte Koordinaten die Grofien ¢; und ¢o eingefithrt werden.
Dieser Manipulator hat die ganz besondere Eigenschaft, dass das Differenzialglei-
chungssystem entkoppelt, wenn eine einfache geometrische Beziehung erfiillt ist. D. h.,
q1 bzw. g wird lediglich durch M; bzw. My beeinflusst. Dies ist fiir den Reglerentwurf
besonders angenehm. Gerade solche Beispiele sind typisch mechatronische Aufgaben,
da in diesem Fall die Konstruktion so durchgefithrt wird, dass die Regelungsaufgabe
sich in weiterer Folge vereinfacht. Um dies zu bewdltigen, ist jedoch die Kenntnis
des mathematischen Modells erforderlich. Manipulatoren dieses Typs wurden unter
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1.4 Positionierung mit Haftreibung Seite 7

anderem von der Firma Hitachi unter der Modellbezeichnung HPR10II gebaut.

A 72N
\ lC4

I3

\ 4

) x

l c2

Abbildung 1.4: Geschlossene kinematische Kette.

1.4 Positionierung mit Haftreibung

Abbildung 1.5 zeigt eine auf einer rauen Fléche gleitende Masse m mit der Federkraft
Fr = cx, der Reibkraft Fr und der Eingangskraft F,,. Beim Reibkraftmodell unterscheidet

//
zo

Fr

X

e

Abbildung 1.5: Feder-Masse-System mit Haftreibung.

man grundsatzlich zwischen statischen und dynamischen Modellen. Beim statischen Modell
wird die Reibkraft Fr als Funktion der Geschwindigkeit v = %x angegeben.

Wie in Abbildung 1.6 gezeigt, setzt sich die Reibkraft im Allgemeinen aus einer ge-
schwindigkeitsproportionalen (viskosen) Komponente r,v, einer Coulombschen Komponente
(Trockenreibung) resign(v) sowie einer Haftreibungskomponente, beschrieben durch den

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
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1.4 Positionierung mit Haftreibung Seite 8

- - - viskoser Reibanteil

TH -
--= Coulombscher Reibanteil
------ Haftreibanteil |

—— Statische Reibung re el e
.l I
—vg —p v ._.___}_ __________________
T re—— e—— P il TP 4 1))
e ol V0 vs
| s
................................... .&._._._._._..J‘._..o._._._._ _rC

Abbildung 1.6: Zum statischen Reibkraftmodell.

Parameter rp, zusammen. Weiters wurde experimentell beobachtet, dass der Kraft-
Geschwindigkeitsverlauf bei Eintreten bzw. Verlassen des Haftreibzustandes die Form der
punktierten Kurve von Abbildung 1.6 aufweist (Stribeck-Effekt). Die Geschwindigkeit vg,
bei der die Reibkraft Fp ein Minimum annimmt, wird auch als Stribeck-Geschwindigkeit
bezeichnet. Sehr hidufig wird dann fir die gesamte Reibkraft ein Modellansatz der Form

(Y

2
Fr=ryw+rcsgn(v)+ (rg —re)exp (— (m) ) sgn(v) (1.23)

mit einer Bezugsgeschwindigkeit vg verwendet. Das mathematische Modell von Abbil-
dung 1.5, angeschrieben um die entspannte Lage der Feder, lautet dann

(1) Haftbedingung ist erfiillt, also v = 0 und |F}, — cx| < rp,

d

miv =0 (1.24b)
e '
(2) Haftbedingung ist nicht erfiillt
%CL‘ =0 (1.25a)
m%v =F,—Fp—cx (1.25b)

mit der Reibkraft Fr nach (1.23).

Bei der Implementierung des mathematischen Modells (1.24) und (1.25) in einem
numerischen Simulationsprogramm wie MATLAB/SIMULINK muss ganz genau darauf

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
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1.4 Positionierung mit Haftreibung Seite 9

geachtet werden, dass die Strukturumschaltung zwischen (1.24) und (1.25) auch tatséchlich
richtig implementiert wird. Abbildung 1.7 zeigt eine mégliche Implementierung in Form
eines SIMULINK-Blockschaltbilds mithilfe der STATEFLOW-TOOLBOX. Die zugehorige
MATLAB-S-function mit dem Namen ein_masse.m ist im Folgenden aufgelistet. Der
Vollstandigkeit halber sei an dieser Stelle erwahnt, dass das gesamte Modell der Strecke
mit korrekter Strukturumschaltung auch sehr effizient in einer C-CODE-S-function ohne
Verwendung der STATEFLOW-TOOLBOX implementiert werden kann.

position
X N
position x
B > il v 17
input force mifile P> P{ novelocity
Fu » ] /lf
novelocit
i y stuck » I:I
spring-mass-system ox
P+
P Fabs stuck
il
o \
velocity stick-slip-effect
(3 )
stuck flag

—

stick_slip_effect

stuck/

entry: stuck = 1; [fabs(Fabs)>rH]

sliding/
entry: stuck = 0;

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
)

Prined 04-Mar-2001 23:52:17

Abbildung 1.7: Blockschaltbild in SIMULINK zum Feder-Masse-System mit Haftreibung.

function ein_masse(block)

o

% Simulationsmodell fir Einmasseschwinger mit Haftreibung

h

Toloo o oo oo oo o To o o T T o To o To T ToTo oo T oo oo o oo oo o o o o o o o o o o o o o o o T T T T To To T T T o

% Beschreibung: Einmasseschwinger fiir Vorlesung Regelungssysteme
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o
oo 1o 1616 ToTo oo o To To o o o ToTo o o o ToTo o o o To T o o o To o o o T To o o o To To o o o Jo T o o o ToFo o o o To o o o o To o o o
% inputs: ul(l)... Eingangskraft

b u2(1)... stuck Flag

% states: x(1)... x Position der Masse

% x(2)... v Geschwindigkeit der Masse
% outputs: yi1(1)...x

/A yi(2)...v

% y2(1)...-c*x

% parameters:

b p(1)... ¢ Steifigkeit Feder

yA p(2)... m Masse

/A p(3)... r_C Coulomb Reibungskonstante
yA p(4) ... r_v viskose Reibungskonstante
b p(5) ... r_H Haftreibungskonstante

% p(6) ... v_0O Referenzgeschwindigkeit

yA p(7)... x_I Anfangsposition der Masse
% p(8)... v_I Anfangsgeschwindigkeit der Masse

T ToTo o ToToTo o To o To o o ToTo o o To o o ToTo o Jo To o o To o o ToTo o o To o o To o o ToTo o To T o o To o o To o o To T o o To o o To o o
% Sample Time: Continuous

ToToTo o ToTo o ToTo o o To o o To o o o To o o To o o Jo o o o oo o To o o oo o o oo o Jo o o Jo oo o To o o To o o Jo oo o T o o To o o
setup(block) ;
function setup(block)

% Register number of input and output ports
block.NumInputPorts = 2;
block.NumOutputPorts = 2;

% Register number of continuous states
block.NumContStates = 2;

% Register dialog parameter
block.NumDialogPrms = 8;

% Port dimensions

block.InputPort (1) .Dimensions =1;
block.InputPort(1).SamplingMode = ’Sample’;
block.InputPort(1l).DirectFeedthrough = false;
block.InputPort(2) .Dimensions = 1;
block.InputPort(2).SamplingMode = ’Sample’;
block.InputPort(2) .DirectFeedthrough = false;

block.OutputPort (1) .Dimensions = 2;

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
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52 block.OutputPort(1).SamplingMode = ’Sample’;

53 block.OutputPort(2) .Dimensions = 1;

54 block.OutputPort(2).SamplingMode = ’Sample’;

55

56 /% Set block sample time to continuous time

57 block.SampleTimes = [0 0];

58

59 % Register methods

60  block.RegBlockMethod(’InitializeConditions’, @InitConditions);

61 block.RegBlockMethod(’Outputs’, @Output) ;
62  block.RegBlockMethod(’Derivatives’, @Derivatives);
63 block.RegBlockMethod(’Terminate’, Q@Terminate) ;

64

65 function InitConditions(block)
66 / define parameters

67 x_I = block.DialogPrm(7) .Data;
6s v_I = block.DialogPrm(8) .Data;
69

70  x0(1) =
71 x0(2)
72

73 block.ContStates.Data=x0;

74

75 function Output(block)

76

77 % define x, y, u, p for better code readability
78 x = block.ContStates.Data;

79 ¢ = block.DialogPrm(1) .Data;

80

nn
e
H H

st /% set value of output

sz y1(1) = x(1);
83 y1(2) = x(2);
sa y2(1) = -c*¥x(1);

85

s6  block.OutputPort (1) .Data=y1;
87 block.OutputPort(2) .Data=y2;
88

so function Derivatives(block)

90

91 % define x, y, u, p for better code readability
92 x = block.ContStates.Data;

93 ul = block.InputPort(1l) .Data;
94 u2 = block.InputPort(2) .Data;
95

96 /% define parameters

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
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¢ = block.DialogPrm(1) .Data;
m = block.DialogPrm(2).Data;
r_C = block.DialogPrm(3) .Data;
r_v = block.DialogPrm(4) .Data;
r_H = block.DialogPrm(5) .Data;
v_0 = block.DialogPrm(6) .Data;
Fu =ul(l);

stuck = u2(1);

% differential equations
if (stuck>0.5)

dx(1)=0.0;
dx(2)=0.0;
else
F_R = r_Cxsign(x(2))+r_v*x(2) + ...
(r_H-r_C)*exp(-(x(2)/v_0)"2)*sign(x(2));
dx(1) = x(2);
dx(2) = -c¢/m*x(1)-F_R/m+F_u/m;

end;
block.Derivatives.Data=dx;

function Terminate(block)

Haftreibung in Kombination mit einem Regler mit Integralanteil fithrt im Allgemeinen
zu unerwiinschten Grenzzyklen. Um dies zu zeigen, soll im néchsten Schritt fiir das Feder-
Masse-System von Abbildung 1.5 mit der Eingangskraft F;, ein PI-Regler als Positionsregler
entworfen werden. Fiir den Entwurf des PI-Reglers ist es {iblich, den Coulombschen
Reibanteil und die Haftreibungskomponente zu vernachléssigen, d. h. g = ro = 0. Damit
liegt ndmlich ein einfaches lineares System mit der Position = als Ausgangsgrofie und der
Kraft F, als EingangsgroBe und der zugehérigen Ubertragungsfunktion

G(s) = — = 2; (1.26)
E, ms< + 1,8 + ¢
vor. Wahlt man fiir die Parameter die Werte c=2, m=1,r¢c =1, 1, =3, rg = 4 und
vo = 0.01, dann fithrt der PI-Regler R(s) = 45t fiir das lineare System (1.26) zu der
Sprungantwort des geschlossenen Kreises von Abbildung 1.8.

Implementiert man den PI-Regler am urspriinglichen Modell (1.24) und (1.25), so erhélt

man den Positions- und Geschwindigkeitsverlauf von Abbildung 1.9.

Aufgabe 1.8. Versuchen Sie die Ergebnisse von Abbildung 1.9 in MATLAB/SIMULINK
nachzuvollziehen. Uberlegen Sie sich Manahmen, um die Grenzzyklen zu verhindern
(Tote Zone, Integrator mit abschaltbarem I-Anteil, Dither etc.).

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
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Abbildung 1.9: Positionsregelung eines Feder-Masse-Systems mit Haftreibung mithilfe
eines PI-Reglers.

Aufgabe 1.9. Bestimmen Sie fiir den Reibmodellansatz (1.23) mit den Parametern
rc=1,1, =3, rg =4 und vg = 0.01 die Stribeck-Geschwindigkeit vg.

Neben den statischen Reibkraftmodellen findet man in der Literatur auch verschiedene
dynamische Modelle. Im Wesentlichen beruhen viele dieser Modelle auf einem biirsten-
férmigen Kontaktmodell zweier rauer Oberflaichen. Beim so genannten LuGre-Modell
errechnet sich die Reibkraft in der Form

d
FR:(ToZ—i-O'l&Z—FO'zA’U s (1.27)
mit der Relativgeschwindigkeit Av der beiden Kontaktflichen. Die mittlere Durchbiegung
der Biirsten z geniigt dabei der Differenzialgleichung
d |Av]

&z:Av—

00% (1.28)

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
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mit

x=rc+ (rg —rc)exp (— (AZ})Q) . (1.29)

Vo
Analog zum statischen Reibkraftmodell (siehe (1.23)) bezeichnet r¢ den Koeffizienten
der Coulomb-Reibung, rx die Haftreibung und vg eine Bezugsgeschwindigkeit. Die Koeffi-
zienten og, o1 und o9 erlauben eine Parametrierung des Reibkraftmodells mithilfe von

Messwerten. Fiir eine konstante Relativgeschwindigkeit Av errechnet sich die statische
Reibkraft (&2 = 0) zu

2
Fr = o3Av+rosgn(Av) + (rg —re) exp(— (?:) ) sgn(Av) . (1.30)

Man erkennt, dass mit (1.30) die Beziehung von (1.23) vorliegt. Der Parameter o9 von
(1.27) entspricht also dem Parameter r, des viskosen Reibanteils von (1.23). Der Vorteil des
dynamischen Reibmodells liegt darin, dass fiir die Simulation keine Strukturumschaltung
notwendig ist. Jedoch wird im Allgemeinen das gesamte Differenzialgleichungssystem sehr
steif, was den Einsatz spezieller Integrationsalgorithmen erfordert.

1.5 Linearer und nichtlinearer Oszillator

Der einfachste lineare Oszillator mit einer Kreisfrequenz von wqy wird durch ein Differenzial-
gleichungssystem der Form

.fl = —Wpx2 (1.313)
I"Q = WoT1 (1.31]:))

mit der Ausgangsgrofie x; beschrieben. Ein prinzipieller Nachteil dieses Oszillators ist,
dass Storungen die Amplitude verdndern koénnen (siehe Abbildung 1.10 links). Es ist
naheliegend, den linearen Ostzillator so zu erweitern, dass die Amplitude ,stabilisiert* wird.
Eine Moglichkeit dazu zeigt das nachfolgende System

i1 = —wows — 21 (23 + 23 — 1) (1.32a)

T9 = wox1 — T2 (ac% + 22 — 1) . (1.32b)

In Abbildung 1.10 (rechtes Bild) ist der Einfluss der nichtlinearen Terme zu entnehmen.

Aufgabe 1.10. Berechnen Sie fiir den nichtlinearen Oszillator (1.32) die allgemeine
Losung. Verwenden Sie dazu die transformierten Gréfien

r(t) cos(p(t)) (1.33a)
r(t)sin(p(t)) . (1.33b)

z1(t)
T2 (t)
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Abbildung 1.10: Nichtlinearer und linearer Oszillator.

1.6 Fahrzeugmanover

Abbildung 1.11 zeigt ein drastisch vereinfachtes Modell eines Fahrzeugmanovers. Als
Stellgroflen werden die Rollgeschwindigkeit ©; und die Rotationsgeschwindigkeit uy der

Achse betrachtet.
A

:[}2. .......................

I

Abbildung 1.11: Einfaches Fahrzeugmodell.
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Das zugehorige mathematische Modell lautet

T —sin(x3) 0
xo| = | cos(zg) |u1+ |0]us . (1.34)
T3 0 1

Linearisiert man das Modell um eine Ruhelage

T1,R 0
XR = |T2Rr|, UR= [01 : (1.35)
T3 R
erhilt man
0 00 —sin(z3 r) 0
Ax= |0 0 O|Ax+ | cos(zzpr) |Aui+ |0|Auy . (1.36)
000 0 1

Man iiberzeugt sich leicht, dass die Erreichbarkeitsmatrix
R(A,B)= B AB A’B] (1.37)

den Rang zwei hat. Jedes um eine Ruhelage linearisierte Modell des Fahrzeugmanévers ist
also nicht steuerbar. Aus der Erfahrung ist aber bekannt, dass dies auf das urspriingliche
System nicht zutreffen kann (oder wie ist Thre Erfahrung mit dem Einparken?).

1.7 Gleichstrommaschinen

Abbildung 1.12 zeigt das Ersatzschaltbild einer fremderregten Gleichstrommaschine. Das
zugehorige mathematische Modell léasst sich in der Form

d
La—ig=ug— Raipg— kYpw (1.38a)
dt N——
Uind
d .
&1/1}7 = Up — RFZF (1.38b)
d
@wa = k‘lﬂpiA — ML (1.380)
dt ——
Mel

mit der Ankerinduktivitat L4, dem Ankerwiderstand R4, dem Erregerstrom ip = f(¢p),
dem Erregerkreiswiderstand Rp, dem Tragheitsmoment der Gleichstrommaschine und
aller starr angeflanschter Komponenten O sowie der Ankerkreiskonstanten k£ anschreiben.
Die Zustandsgréfien sind in diesem Fall der Ankerstrom i4, der verkettete Erregerfluss
1 sowie die Drehwinkelgeschwindigkeit w, als Stellgréfen dienen die Ankerspannung
u4 sowie die Erregerspannung ur und das Lastmoment M wirkt als Storgrofle auf das
System. Diese Beschreibung der fremderregten Gleichstrommaschine setzt bereits voraus,
dass nachfolgende Modellannahmen beriicksichtigt wurden:
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Abbildung 1.12: Ersatzschaltbild einer fremderregten Gleichstrommaschine.

e Die rdumlich verteilten Wicklungen kénnen als konzentrierte Induktivitdten in den
jeweiligen Wicklungsachsen modelliert werden,

e die um 90° gegeneinander verdrehten Induktivitdten im Anker- und Erregerkreis deu-
ten bereits an, dass eine vollkommene Entkopplung zwischen Anker- und Erregerfeld
angenommen wird,

e die Widerstdnde im Anker- und Erregerkreis sind konstant,

e es werden keine Eisenverluste berticksichtigt,

e es gibt keine Sattigungserscheinungen im Ankerkreis und

o die Kommutierung werde als ideal vorausgesetzt (keine Drehmomentenwelligkeit).

Um das stationdre Verhalten der Gleichstrommaschine unabhéngig von den speziell
vorliegenden Maschinenparametern klassifizieren zu kénnen, fithrt man im Weiteren eine
Normierung von (1.38) auf dimensionslose Groflen durch. Mit den Bezugsgrofien der
nominellen Drehwinkelgeschwindigkeit wg, des nominellen verketteten Erregerflusses ¢r

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
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sowie

UA,0 = Uind,0 = k¢F,0w0 )
UAL0

(
Ry’ (1

(

(

1A0 =
Mo = kYroiap ,
upo = Rpipp
ergibt sich (1.38) in dimensionsloser Form zu
Lad{( iy UA 1A VE W
Rydt\iap uAp  1A0  YFowo
d _
Yrod (Yr\ _ ur i (3 (1.40b)
upo dt \ Yo Upp Yo
@Gwod<w)_ Yr o4 Mg
Mo dt

(1.40c)

Y ' 7
wo Yroiao  Mep

wobei gilt Z.;—FO = fWr) _ f

gilt % < %’3 und auch magnetische Sattigungserscheinungen im Ankerkreis sind im

Allgemeinen zu vernachlassigen. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden im Weiteren
sdmtliche normierten Gréflen % in der Form % = T angeschrieben.
Fiir konstante Eingangsgrofien w4, up und My, erhilt man aus (1.40) fiir den stationdren

Zustand die Gleichungen

(%) Wegen des grofleren Luftspaltes in Ankerquerrichtung

0=tig—ig—Vpd (1.41a)
0=ip— f(zZ}F) (1.41b)
0= tppia — My, . (1.41c¢)

Betrachtet man den normierten verketteten Fluss ¢z als unabhingige Eingangsgrofie -
diese kann stationdr immer aus @ iiber (1.41b) berechnet werden - dann kénnen fiir den
stationdren Zustand der fremderregten Gleichstrommaschine folgende Zusammenhénge

ia=—Mp , (1.42a)
YR
o= L Ly (1.42b)
W= ="UpA — =5 L .
Vr V%

angegeben werden. Man beachte, dass der verkettete Erregerfluss ¢¥r durch die Eisen-
sattigung im Erregerkreis limitiert ist, weshalb man g immer so festlegen kann, dass
ndherungsweise im gesamten Arbeitsbereich gilt

- Yp

Y = - <1. (1.43)
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Aufgabe 1.11. Zeigen Sie, dass im Falle einer konstant erregten Gleichstrommaschine
Yp = 1o das mathematische Modell (1.38) linear ist.

Man unterscheidet nun bei fremderregten Gleichstrommaschinen zwischen Anker- und
Feldregelung. Bei der Ankerregelung wird der Erregerfluss wie bei der konstant erregten
Gleichstrommaschine ¥ = ¥ ro gesetzt und die Regelung der Drehwinkelgeschwindigkeit
w erfolgt iiber die Ankerkreisspannung u 4.

Aufgabe 1.12. Zeichnen Sie die stationdren Kennlinien von (1.42) fiir Yp =1 mit Gy
als Parameter (a4 = —1.0, — 0.5, 0.5, 1.0) im Bereich —0.5 < My, < 0.5.

Im Gegensatz dazu wird bei der Feldregelung die Ankerspannung mit dem nominellen
Wert ug = tuy o betrieben und die Drehzahlregelung erfolgt tiber die Erregerspannung
up durch Schwéichung des Erregerflusses im Bereich wp min < 1/; r < 1. Setzt man in (1.42)
4 = 1, dann ergeben sich die stationdren Kennlinien von Abbildung 1.13. Die maximal
erreichbare Drehwinkelgeschwindigkeit @max bei konstantem Lastmoment My, erhéilt man
aus (1.42) mit 44 = 1 tUber die Beziehung

" 1 2 -

o _~2<1 - ML) =0 (1.44)

dyp Vi Yr

in der Form
TZJF,rnin = 2ML ; (145&)
1

Dmax = —— . (1.45b)

4 M7y,

Man erkennt aus (1.45), dass fiir ein gegebenes konstantes Lastmoment M7, der untere
Grenzwert des Flusses durch sz min = 2M7, gegeben ist.

Yr =03 WA iy r =03
\ \ 1.5

c 4 (Dmax QZJF =04

vr =04 \ 1.0

Up = 08— — 0.5

02 o0 0.2 KNL - 0.2 04 Mo
-2 —0.5

Drehzahl-Drehmomenten-Kennlinie Ankerstrom-Drehmomenten-Kennlinie

Abbildung 1.13: Stationdre Kennlinien bei der Feldregelung.

_ Das linke Bild von Abbildung 1.13 zeigt unter anderem, dass ein Verringern des Flusses
1 je nach Lastmoment M nicht unbedingt zu einer Erhéhung der Drehwinkelgeschwin-
digkeit @ fithrt. Dadurch wird in der Praxis meist eine Kombination aus Anker- und
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Feldregelung gewéhlt - namlich in der Form, dass bis zum nominellen Wert der Drehwinkel-
geschwindigkeit wg die Drehwinkelgeschwindigkeit durch die Ankerspannung w4 geregelt
und der Erregerfluss ¢)r auf seinen nominellen Wert g gehalten wird und erst bei
Erreichen der Ankerspannung u 4 eine weitere Erhéhung der Drehwinkelgeschwindigkeit
durch Feldschwéchung erfolgt.

Aufgabe 1.13. In Abbildung 1.14 ist das Ersatzschaltbild einer Reihenschlussmaschine
wie sie sehr haufig bei Traktionsantrieben verwendet werden dargestellt.

Die Bezeichnungen sind vollkommen analog zur fremderregten Gleichstrommaschine.
Eventuell vorhandene externe Widerstdnde im Ankerkreis werden dem Ankerwider-
stand R 4 zugeschlagen und der einstellbare Widerstand Rp dient der Feldschwéchung.
Geben Sie ein mathematisches Modell der Reihenschlussmaschine an und iiberlegen
Sie, wie sich der Widerstand Rp auf das stationdre Verhalten auswirkt.

1A

S

Rp U M w, @
Uind ‘\ \
J )

O¢c

uA
v RA
O
| I

Abbildung 1.14: Ersatzschaltbild einer Reihenschlussmaschine.

1.8 Hydraulischer Aktor (Zweistangenzylinder)

Abbildung 1.15 zeigt einen iiber ein 3/4-Wegeventil mit Nulliiberdeckung angesteuer-
ten Zweistangenzylinder. Man beachte, dass diese Konfiguration auch den sehr hiufig
auftretenden Fall eines doppeltwirkenden Zylinders mit einseitiger Kolbenstange (Diffe-
renzialzylinder) beinhaltet. Dabei bezeichnet xj, die Kolbenposition, Vj; und Vg 2 sind die
Volumina der beiden Zylinderkammern fiir z = 0, A; und As beschreiben die effektiven
Kolbenflachen, my ist die Summe aller bewegten Massen, ¢; bzw. g2 bezeichnen den Fluss
vom Steuerventil zum Zylinder bzw. vom Zylinder zum Steuerventil, ¢;,; ist der interne
Leckélfluss und mit geys,1 und geye2 werden die externen Leckolfliissse beschrieben. Im
Allgemeinen ist die Dichte von Ol p,; eine Funktion des Drucks p und der Temperatur 7.
Der Temperatureinfluss soll im Weiteren vernachléssigt und als konstitutive Gleichung
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Abbildung 1.15: Zweistangenzylinder mit 3/4-Wegeventil.

der isotherme Kompressionsmodul S mit

ﬁT Poil 8]) T = const.

verwendet werden. Die Kontinuitdtsgleichungen fiir die beiden Zylinderkammern lauten

d
E(poil(pl)(%,l + A1xk)) = poit(P1)(q1 — Gint — Qext,1) (1.47a)
d
a(l)oz’l (p2) (Vo2 — Asxk)) = poit(D2) (@int — Geat,2 — G2) (1.47Db)

mit den Zylinderdriicken p; und po. Da die internen und externen Leckolfliisse gint, qext,1
sowie egzt,2 im Allgemeinen laminar sind, besteht ein linearer Zusammenhang zwischen
Leckolfluss und Druckabfall. Unter Verwendung der Beziehung (1.46) vereinfacht sich
(1.47) zu

d B d |

P = Wor + Arzr) (ql Ay ETaL Cint(p1 — p2) Cezt,lpl) (1.48a)
4 —ﬁ—T<— + 4L b Conlpr — ) - C ) (1.48b)
dtp2 - (%,2 — A233k) q2 th k int\P1 — D2 ext,2P2 .
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mit den laminaren Leckdlkoeffizienten Cint, Cegt,1 und Cegt 2. Fiir ein 3/4-Wegeventil mit
Nulliiberdeckung errechnen sich die Fliisse q; bzw. g2 in der Form

@1 = Ky 1vps — p1sg(xs) — Ky 2v/p1 — prsg(—zs) (1.49a)
q2 = Ky 2vp2 — prsg(xs) — Ky 1vps — p2sg(—xs) (1.49b)

mit dem Tankdruck pr, dem Versorgungsdruck pg, der Steuerschieberposition x4, der
Funktion sg(zs) = zs fiir x5 > 0 und sg(z,) = 0 fiir z; < 0 sowie den Ventilkoeffizienten
K, i = CqAvyi\/2/poit, i = 1,2. Dabei bezeichnet der Ausdruck A, ;z, den Blendenquer-
schnitt und Cy den Durchflusskoeffizienten (Cy ~ 0.6 — 0.8, abhéngig von der Geometrie
der Steuerkante, Reynoldszahl, Durchstromungsrichtung etc.).

Vernachléssigt man die Dynamik des Steuerschiebers und betrachtet die Steuerschie-
berposition x4 als Eingangsgréfle in das System, dann erhélt man fiir Abbildung 1.15 ein
mathematisches Modell der Form

%m = (V()JfTANCk)(qI — Ao, — Cing(p1 — p2) — Cezt,101) (1.50a)
gpg = IB—T(_QQ + Aovy, + Cing(p1 — p2) — Ceat,2p2) (1.50b)
dt (‘/0’2 — A2$k) in ext, .
%xk = Vg (150(3)
d 1

k= mik(Alpl — Agps — dpvg — cy) (1.50d)

mit ¢; und g2 von (1.49).
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2 Dynamische Systeme

Ein dynamisches System (ohne Eingang) erlaubt die Verdnderung von gewissen Punkten
(Elementen einer geeigneten Menge) in der Zeit ¢ zu beschreiben. In der Regelungstechnik
sind diese Punkte durch den Zustand x(¢) des Systems gegeben. Wahlt man als Menge
der Zustande X = R", dann ist ein autonomes, dynamisches System eine Abbildung

Pi(x): R" xR —-R" (2.1)
mit
x(t) = ®(x0) (2:2)
Aus der Beziehung
x0 = ®o(x0) (2.3)

folgt, dass ®¢ die identische Abbildung I mit x = I(x) sein muss. Aus den Beziehungen

x(t) = ®4(x0) (2.4a)
x(s+1t) = Pg(x(t)) (2.4b)
x(s+1t) = Pgyi(x0) (2.4¢)

folgt nun
X(s 4 1) = @s(Pi(x0)) = Puti(x0) (2.5)
oder
P, 0P =D,y , (2.6)

wobei o die Komposition der Abbildungen ®, und ®; bezeichnet. Durch Vertauschen der
Reihenfolge in obigen Uberlegungen folgt

q’s+t = @5 e} i’t == @t o q)s y (27)

wodurch die Schreibweise ®¢; gerechtfertigt wird.

Aufgabe 2.1. Durch a(x) : R® — R"™ und b(x) : R® — R" seien zwei lineare
Abbildungen des R™ auf sich selbst gegeben. Ist die Komposition (a o b)(x) = a(b(x))
wieder eine lineare Abbildung? Gilt aocb =boa?
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D.h., sind lineare Abbildungen beziiglich des Hintereinanderausfithrens kommutativ?
Die linearen Abbildungen a und b sind durch die Matrizen A und B mit y = Ax und
y = Bx gegeben. Wie lauten die Matrizendarstellungen zu obigen Kompositionen?

Im Weiteren wird noch vorausgesetzt, dass ®4(x) eine (nach x) stetig differenzierbare
Abbildung ist.

Definition 2.1 (Dynamisches System). Ein (autonomes) dynamisches System ist
eine C! (stetig differenzierbare) Abbildung

Pi(x): R" xR — R", (2.8)
die folgenden Bedingungen gentigt:
(1) P ist die identische Abbildung I und
(2) die Komposition ®,(®;(x)) erfiillt die Beziehungen
P, =P, 0P =P, 0D, (2.9)
fir alle s, t € R.
Man beachte, dass aus obiger Definition unmittelbar
B, (®y(x0)) = Bo(x0) = (B 0 B (x0) = Xo (2.10)
folgt. Die Abbildung ®; erfiillt also folgende Bedingungen:
(1) =1,
(2) @5yt = P50 P =P, 0P, und
(3) ;l=d ;.

Ein dynamisches System nach Definition 2.1 ist nun eng mit einem System von Diffe-
renzialgleichungen verbunden. Aus

1

x(t) = Alirilo E(‘I’Hm(xo) — ®4(x0))
(i o) w00
s (2.11)
= a@t =0 ©) ‘I)t(Xo)
0
= 52 tZO(X(t))
folgt
(D)= £x(t), f(x(0) = g (x(t) (2.12)

Damit erfiillt ein dynamisches System noch die Beziehung
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4) %@t‘tm(X(t)) =f(x(t)) mit x(t) = ®¢(x0). Man nennt die Abbildung ®; auch
den Fluss zum Differenzialgleichungssystem (2.12).

Aufgabe 2.2. Wihlen Sie das spezielle dynamische System x(t) = eAtxg oder ®;(x) =
etx. Interpretieren Sie jetzt die Eigenschaften der Transitionsmatrix entsprechend
der Punkte (1) - (3) eines dynamischen Systems neu. Wie sieht das zugehorige
Differenzialgleichungssystem aus?

Als Beispiel wird die Bewegung eines Punktes xo € R? auf einer Einheitskugel mit dem
Ursprung als Mittelpunkt betrachtet (siehe dazu Abbildung 2.1). Als Ansatz fiir eine
(stetige) Transformation, die Punkte der Einheitskugel wieder auf diese abbildet, wird die
Form

x(t) = D(t,x0)x0 = ®¢(x0) (2.13)
mit einer (3 x 3)-Matrix D gewithlt. Wegen x{ xg = x(¢)x(¢) = 1 miissen die Bedingungen
D'D=DDT=E (2.14)

erfiillt sein.

Aufgabe 2.3. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (2.14).

3

T2

I

Abbildung 2.1: Bewegung auf einer Kugel.

Damit die Abbildung 2.1 ein dynamisches System beschreibt, miissen die Bedingungen

(1) D(0,x) = E und
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(2) D(s+t,x) =D(s,D(t,x)x)D(t,x) = D(t,D(s,x)x)D(s, x)

gelten. Weiters weifl man, dass ein dynamisches System mit einem System von Differenzi-
algleichungen der Form

_9
ot

= gD(t,x) X (2.15)

X
t=0 Ot =0

(D(t,%)x)

verbunden ist. Auflerdem gilt die Beziehung

W= (;D(ta X0)>DT(L‘> X0)

1 T
- AI}SI—I}O E(D@ + Ata XO) - D(tv XO))D (t7 XO)

mit Bedingung (2):
(2.16)

) 1
= lim - (D(At, D(t, %0)x0)D(t, o) — D(t,%0))D ™ (t, x0)

1
= Alig"lo E(D(Atv D(t,x0)x0) — E)D(t,x0)D" (¢, %0)
0
- QD(RX)

t=0

Mit Hilfe von (2.14) ist es unmittelbar einsichtig, dass W schiefsymmetrisch ist, denn es
gilt

;(DDT) = (;D> DT+ D (;DT> =0 (2.17)
bzw.
(oo o(m)

Eine schiefsymmetrische Matrix W hat im Allgemeinen die Form

0 —w3(x)  wa(x)
W(x) = | ws(x) 0 —wi(x) (2.19)
—wa(x)  wi(x) 0

und somit kann die Differenzialgleichung (2.15) wie folgt
x=Wx =w(x) X x (2.20)

mit wT(x) = [w1(x), wa(x), w3(x)] angeschrieben werden. Das heifit, beschreibt ein dyna-
misches System die Bewegung eines Punktes auf einer Kugel, dann erhélt man bei der
differenziellen Schreibweise das Kreuzprodukt.
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2.1 Differenzialgleichungen

Durch ein dynamisches System nach Definition 2.1 ist also ein System von Differenzialglei-
chungen festgelegt. Wann eine Differenzialgleichung der Form

x = f(x) (2.21)
ein dynamisches System im obigen Sinne beschreibt, wird in weiterer Folge untersucht. In
einem ersten Schritt sollen jedoch einige Grundbegriffe erldutert werden.

Definition 2.2 (Linearer Vektorraum). Man nennt eine nichtleere Menge X einen
linearen Vektorraum iiber einem (skalaren) Korper K mit den bindren Operationen
+: X x X —» X (Addition) und - : K x X — X (Multiplikation mit einem Skalar aus
K), wenn folgende Vektorraumaxiome erfiillt sind:

(1) Die Menge X mit der Verkniipfung + ist eine kommutative Gruppe, d.h. fiir x,

Yy, z € X gilt:
(1) x+y=y+x Kommutativitét (2.22)
(2) x+(y+z)=x+y)+z Assoziativitat (2.23)
(3) 0+x=x neutrales Element (2.24)
(4) x+(—x)=0 inverses Element (2.25)
(2) Die Multiplikation - mit einem Skalar a, b € K geniigt den Gesetzen:
(1) a(x+y)=ax+ay Distributivitat (2.26)
(2) (a+b)x =ax+bx Distributivitat (2.27)
(3) (ab)x = a(bx) Assoziativitat (2.28)
(4) Ix=x, 0x=0 (2.29)

Definition 2.3 (Linearer Unterraum). Wenn X ein linearer Vektorraum iiber dem
Korper K ist, dann ist eine Teilmenge S von X ein linearer Unterraum, wenn gilt x,
y € S = ax + by € S fiir alle Skalare a, b € K.

Ein Ausdruck der Form

n
Zajxj = a1X] + aXg + ... + anX, (2.30)
=1

mit X 3 x;, j = 1,...,nund den Skalaren K > a;, j = 1,...,n wird als Linearkombination

der Vektoren xi,X2,...,X, € X bezeichnet. Existieren nun Skalare a;, j = 1,...,n,
n

die nicht alle identisch Null sind, so, dass die Linearkombination } a;x; = 0 gilt,
j=1

dann sind die Vektoren xi,Xs,...,x, € X linear abhdngig. Wenn aufler der trivialen

Losung a; =0, j = 1,...,n keine Skalare existieren, die diese Bedingung erfiillen, dann

bezeichnet man die Vektoren x1,x2,...,%x, € X als linear unabhdngig. Fir die Menge
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aller Linearkombinationen von Vektoren einer nichtleeren Teilmenge M von X schreiben
wir in weiterer Folge span(M). Der von M aufgespannte Unterraum (auch als lineare
Hiille bezeichnet) ist der kleinste Unterraum geméfl Definition 2.3, der M umfasst, d.h.,
seine Elemente lassen sich alle als Linearkombinationen von Elementen aus M darstellen.

Wenn nun ein linearer Vektorraum X durch eine endliche Anzahl n von linear unab-
héngigen Vektoren aufgespannt wird, dann hat X die Dimension n und wird als endlich
dimensional bezeichnet. Wenn keine finite Anzahl existiert, ist X unendlich dimensional.

2.1.1 Der Normbegriff

Beispiele zu linearen Vektorraumen sind die Vektoren des R”, die (n x m) - dimensionalen,
reellwertigen Matrizen oder die komplexen Zahlen jeweils mit dem Skalarkorper R.

Definition 2.4 (Normierter linearer Vektorraum). Ein normierter linearer Vektor-
raum ist ein Vektorraum X iiber einem Skalarkérper K mit einer reellwertigen
Funktion ||x|| : X — Ry, die jedem x € X eine reellwertige Zahl ||x||, die so genannte
Norm von x, zuordnet und folgende Normaxiome erfillt:

(D|x|| >0 fiir allex € X Nichtnegativitit  (2.31)
2)x|l=0<x=0 (2.32)
Gx+yll < lIx[l + [yl Dreiecksungleichung  (2.33)
(4D |lax]|| = |a|||x] fir alle x € X und alle a € K (2.34)

Aufgabe 2.4. Zeigen Sie, dass aus den Normaxiomen folgt ||x —y| > ||x|| — ||l¥]|-

Im Weiteren werden einige klassische normierte Vektorraume betrachtet, wobei zwischen
endlich und unendlich dimensionalen Vektorrdumen unterschieden wird. Unter der p-Norm,

1 < p < 00, eines Vektors x! = [1,...,2y] versteht man den Ausdruck
n 1/p
x|, = <lei1p> (2.35)
i=1
und fiir p = oo gilt
Il = macs| (2.36)

Neben der co-Norm (”Unendlichkeitsnorm”) geméf (2.36) sind die am hiufigsten verwen-
deten Normen auf R" die 1-Norm (”Einsernorm”)

n
Il =D il (2.37)
i=1

und die 2-Norm ("Quadratnorm” oder "Euklidische Vektornorm”)

n 1/2
%I, = (Z x?) : (2.38)
=1

Es gelten nun folgende Ungleichungen:
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Satz 2.1 (Holdersche Ungleichung). Wenn fir die positiven Zahlen 1 < p < oo und
1 < q < oo die Beziehung

11
Z4+-=1 (2.39)
P q

gilt, dann folgt fiir x¥ = [x1,...,2,] und y* = [y1,...,yn] die Ungleichung

n
> laayil < Ixllyll, - (2.40)
=1

Satz 2.2 (Minkowski Ungleichung). Firx, y € R", 1 <p < oo, gilt
Ix+yl, < lIxll, + Iyl - (2.41)

Das Gleichheitszeichen in (2.41) gilt dann und nur dann, wenn ax = by fir positive
Konstanten a und b.

Man beachte, dass die Minkowski Ungleichung der Dreiecksungleichung (3) fiir Normen
in Definition 2.4 entspricht.

In einem endlich dimensionalen, normierten Vektorraum sind alle Normen dquivalent.
Das heifit, wenn || ||, und || || 5 zwei verschiedene Normen bezeichnen, dann existieren
immer zwei Konstanten 0 < ¢1,co < 00 so, dass

all llo <Illls < el lla (2.42)

gilt.

Aufgabe 2.5. Beweisen Sie die Aussage, dass in einem endlich dimensionalen Vektor-
raum alle p-Normen dquivalent sind.

Aufgabe 2.6. Zeigen Sie, dass es sich bei der Aquivalenz von Normen (|| ||, ~ || H,@)
um eine Aquivalenzrelation handelt.

Hinweis: Sie miissen die Eigenschaften Reflexivitit (|| ||, ~ | ||,), Symmetrie
M lle ~ W llg = 11'llg ~ I llo) und Transitivitdt(|| |, ~ [ |z und [} |5~ I, =
| llo ~ Il 'll,,) nachweisen.

Aufgabe 2.7. Zeichnen Sie in die (71, x2) -Ebene die Mengen M ={x € R?|||x[|; <1},
My={x € R?|||x]|,<1} und My ={x € R?|||x||,, <1} ein. Verifizieren Sie anhand
des Bildes die Ungleichung

Il < [lx[ly < V2%l (2.43)
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und finden Sie geeignete positive Konstanten ¢; und ¢y fiir die Ungleichung
crllx[ly < fxllo < callx]ly - (2.44)

Die Aquivalenz von Normen gilt fiir unendlich dimensionale, normierte Vektorriume
nicht. Unter dem unendlich dimensionalen Vektorraum Ly[to,t1], 1 < p < oo, versteht
man alle reellwertigen Funktionen x(¢) im Intervall [tg, t1], fiir die gilt

2], = (/tjllx(tﬂp dt)l/p <. (2.45)

Man beachte an dieser Stelle, dass im Vektorraum Ly[to,?;] Funktionen, die fast dberall
gleich sind, sich also nur auf einer Menge von abzdhlbaren Punkten unterscheiden, als
identisch angesehen werden. Nur deshalb erfiillt die Norm [|z([, von (2.45) die Bedin-
gung (2) von Definition 2.4. Der Vektorraum L [to, t1] beschreibt nun alle reellwertigen
Funktionen z(t), die auf dem Intervall [t, t1] essentiell beschrankt sind, d.h. beschrankt
abgesehen auf einer Menge von abzdhlbaren Punkten. Die zugehorige Norm lautet dann
2]l = esssup;,<;<4, |2(t)|. Die Holdersche Ungleichung fiir die L,-Réume lautet wie
folgt (vergleiche Satz 2.1):

Satz 2.3 (Holdersche Ungleichung fiir L,-Raume). Fir z(t) € Ly[to, t1] und y(t) €
Lylto, t1] mit p > 1 und

1 1
—+-=1 (2.46)
p q
gilt
t1
| eyl at < al ol - (247)
0

Die Minkowski Ungleichung fiir L,-Réume entspricht wiederum der Dreiecksungleichung
(3) geméB der Normdefinition 2.4 und wird deshalb an dieser Stelle nicht wiederholt.

Die géngigen Normen sind auch hier die Li-, Lo- und die Lo-Norm und werden im
Folgenden nochmals kurz zusammengefasst.

t1

el = [ ettt (2.450)
0
t1

lzll, = / 2(8)dt (2.48D)
to

|z]|, =ess sup |z(t)] . (2.48¢)
to<t<ty

Man iiberzeugt sich leicht, dass sich fiir die Funktion

1/t firt>1
() = / e (2.49)
0 furt <1
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die Li-, Lo- und die Lo.-Norm wie folgt

[zl = o0, (2.50a)
el =1, (2.500)
2]l =1 (2.50c¢)

berechnen und somit aus der Existenz einer Norm nicht auf die Existenz anderer Normen
geschlossen werden kann.

Aufgabe 2.8. Berechnen Sie die Lq-, Lo- und die Lo.-Norm fiir die Zeitfunktionen
z(t) = sin(t), z(t) = 1 — exp(—t) und z(t) = 1//t fiir 0 < t < oo.

Zur Aquivalenz von Normen sei noch folgende Definition zu topologisch dquivalenten
normierten Vektorrdumen erwéahnt:

Definition 2.5. Es seien (&X', || || ) und (y, Il y) zwei normierte lineare Vektorrdume.
Man nennt nun X und Y topologisch isomorph, wenn eine bijektive lineare Abbildung
T : X — Y und positive reelle Konstanten ¢; und ¢ so existieren, dass gilt

cllxlly < ITxlly < callx||x (2.51)
fiir alle x € X'. Man nennt dann die Normen || || und || [/, auch dquivalent.

Abschlielend sollte noch beachtet werden, dass die Normen von endlich und unendlich
dimensionalen Vektorraumen auch kombiniert auftreten konnen. Als Beispiel betrachte
man den Vektorraum C"[ty, t1], die Menge aller vektorwertigen, stetigen Zeitfunktionen,
die das Intervall [to, 1] auf den R™ abbilden. Definiert man nun eine Norm der Form

Ix®)lle = sup [x(B)ll;

tE[to,tl]
n 1/2 (2.52)
- o (et0)
teltot1] \j—1

dann ist durch || ||, eine Norm des R"™ mit einem n-dimensionalen Vektor als Argument
gegeben, wohingegen || ||~ die Norm auf C"[to, ;] mit einer vektorwertigen Zeitfunktion
als Argument bezeichnet.

Aufgabe 2.9. Beweisen Sie, dass ||x(t)|| von (2.50) eine Norm ist.

2.1.2 Induzierte Matrixnorm

Eine reellwertige (m x n)-Matrix A beschreibt eine lineare Abbildung des R™ in den R™.
Angenommen, |[x|[|, bezeichnet eine zuldssige Norm, dann definiert man die so genannte
induzierte p-Norm in der Form

1A] - = sup 250 (2.53)
" xzo [,
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Es ist damit unmittelbar einsichtig, dass nachfolgende Ungleichung fiir x # 0 gilt:

axt, = 2% A ag (2.51)
=, S ] ,

Fir p =1, 2, oo folgt

m n
”AHm = mjaXZ‘aij‘ ) ”A”zz = {/Amax(ATA) und HAHzoo = m?XZWj’ )
j=1

i=1

maximale Spaltensumme maximale Zeilensumme

(2.55)
wobei mit Apax(ATA) der grofite Eigenwert von ATA (groBter singulirer Wert von A)

gemeint ist. Nimmt man beispielsweise die Matrix

A= (2.56)

O =~ =

2
6
7

co ot W

dann errechnen sich die induzierten Normen zu (in MATLAB mit den Befehlen norm(A,1),
norm(A) und norm(A,inf))

|Al;; =16, (2.57a)
|All; o = 16.708 , (2.57Db)
[A]; 0 =24 . (2.57¢)

Aufgabe 2.10. Beweisen Sie, dass fiir A € R™*" und B € R™! mit der induzierten
Matrixnorm || [|; , gilt

IAB;, < lAll;,[IBl;, - (2.58)

Aufgabe 2.11. Zeigen Sie, dass fiir A € R™*" folgende Ungleichungen gelten:

[Alli9 < /AL 1AL

1

%HAIIM <[Al;2 < Vm|Al; (2.59)
1

——lAll;; < [All;2 < VRl Al

NGD

Mit Hilfe des so genannten Rayleigh-Quotienten lasst sich eine sehr schéne Abschétzung
von quadratischen Formen angeben. Unter dem Rayleigh-Quotienten einer reellwertigen
(komplexwertigen) (n x n)-Matrix A mit einem beliebigen nichttrivialen Vektor x versteht
man den Ausdruck

(2.60)
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Man beachte, dass im komplexen Fall unter x* das transponierte, konjugiert Komplexe
verstanden wird. Gesucht wird nun jenes x, fiir welches der Rayleigh-Quotient extremal
wird, d.h.,

T X XTX
<8Rk0 _ A A Ax — R[x]x) =0 . (2.61)

ax = 3Tx T Gt TR

Da aber der Rayleigh-Quotient reell ist, reduziert sich die Extremalwertaufgabe auf das
Losen einer Eigenwertaufgabe der Form

(A — RxE)x =0 (2.62)

mit der Einheitsmatrix E. Damit sind die Eigenvektoren von A Loésungen der Extremal-
wertaufgabe des Rayleigh-Quotienten (2.61) und mit x als Eigenvektor von A entspricht
der Rayleigh-Quotient R[x]| wegen
T A A T
Rlx|= =2 =22 X _ ) (2.63)

xTx xTx

dem zugehorigen Eigenwert A. Damit ldsst sich fiir alle x € R™ folgende niitzliche Ab-
schitzung

Amin (A)[x[|3 < X" AX < Ammax (A) %13 (2.64)

angeben.

Aufgabe 2.12. Zeigen Sie, dass sich jede quadratische Matrix A in einen symmetrischen
Anteil A, und einen schiefsymmetrischen Anteil A g zerlegen ldsst. Zeigen Sie weiters,
dass in der quadratischen Form xT Ax der schiefsymmetrische Anteil der Matrix A
herausfallt.

Aufgabe 2.13. Versuchen Sie an Hand des Rayleigh-Quotienten zu zeigen, dass eine
symmetrische Matrix A € R™*"™ ausschliefSlich reelle Eigenwerte und eine positiv
definite Matrix A € R™*"™ ausschliellich positive, reelle Eigenwerte besitzt.

2.1.3 Banachraum

Im Folgenden soll der Begriff der Konvergenz in einem normierten Vektorraum definiert
werden.

Definition 2.6 (Konvergenz). Eine Folge von Punkten (xj) in einem normierten
linearen Vektorraum (X, | ||) mit x; € X heiit konvergent gegen einen Grenzwert
x € X (in kompakter Schreibweise x;, — x), wenn

lim ||x; — x| =0 (2.65)
k—o0

gilt. Fiir eine stetige Funktion f(x) gilt weiters, dass aus x; — x folgt f(xx) — f(x).
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Obige Definition erlaubt es zu untersuchen, ob eine gegebene Folge gegen einen gegebenen
Grenzwert konvergiert oder nicht. Dies setzt jedoch die Kenntnis des Grenzwertes voraus,

welche im Allgemeinen nicht vorliegt. Daher bedient man sich gerne des Konzepts der
Cauchy-Folge.

Definition 2.7 (Cauchy-Folge). Eine Folge (x;) mit x; € X heifit Cauchy-Folge,
wenn

nﬂlérgoonn —Xn||=0 (2.66)
gilt.

Der Zusammenhang zwischen konvergenten Folgen und Cauchy-Folgen wird durch
folgenden Satz charakterisiert.

Satz 2.4 (Cauchy-Folge). Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge. Die Umkeh-
rung gilt jedoch nicht generell in normierten Vektorrdumen.

Zur Veranschaulichung dieses Satzes betrachte man X = C|0, 1], also die Folge stetiger
Funktionen {zx(¢)}, k =2,3,... im Intervall 0 < ¢ < 1, der Form

0 fir 0<t<3—4
op(t)=qkt—5+1  fir 1-t<t<i (2.67)
1 fir §<t<1

Wahlt man fiir {zx(t)} C C0,1] als Norm die Ly-Norm

1 1/2
Izl = ( JE0 dt) , (265
0

dann folgt mit n > m

1 1
2 2" n
lzm — zallf = [

2 1 2
(m—?+0du—2(m—m—m+wcu

1 1_1 2 2
3w 3 m (2.69)
(m —n)?
 3n2m
sofort
. 2
n,rlrllrgooﬂmm —zy|l3=0. (2.70)

Damit sieht man, dass die Folge (2.67) fiir die Le-Norm eine Cauchy-Folge ist. Fiir die
Grenzfunktion gilt aber

k—o00 a

lim a(t) = 2(t) = { ir 0st<; 2.71)

Damit ist die Grenzfunktion x(t) nicht stetig und damit auch kein Element von C10, 1].
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Aufgabe 2.14. Zeichnen Sie ein Bild der Folge (2.67).

Da man im Allgemeinen daran interessiert ist, dass der Grenzwert von Cauchy-Folgen
in einem normierten linearen Vektorraum auch in diesem Vektorraum zu liegen kommt,
fihrt man den Begriff eines Banachraums ein.

Definition 2.8 (Banachraum). Ein normierter linearer Vektorraum (X, || ||) heifit
vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge gegen ein Element x € X konvergiert. Einen
vollstandigen, normierten Vektorraum nennt man auch Banachraum.

Satz 2.5 (Cauchysches Konvergenzkriterium). In einem vollstindigen, normierten
Vektorraum konvergiert eine Folge dann und nur dann, wenn sie eine Cauchy-Folge
1st.

Die normierten linearen Vektorrdaume (R™, || [|,), (R", || [[), Lp[to, t1] und Leo[to, t1]
sind Beispiele fiir Banachrdume. Im Weiteren kann gezeigt werden, dass C|0, 1] mit der
Norm || ||, ebenfalls ein Banachraum ist.

Fiir das Nachfolgende werden noch einige wichtige Definitionen benétigt:

Definition 2.9 (Abgeschlossene Teilmenge). Eine Teilmenge S C X heifit genau
dann abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (x;) mit x; € S gilt, dass der
Grenzwert ebenfalls in S liegt. Im Falle, dass S nicht abgeschlossen ist, kann man zu
S die Menge aller méglichen Grenzwerte der konvergenten Folgen in § hinzunehmen
und man nennt diese Menge S die Abschliefung (abgeschlossene Hiille) von S. Damit
ist S die kleinste abgeschlossene Teilmenge, die S enthalt.

Definition 2.10 (Beschrinkte Teilmenge). Eine Teilmenge S C X heifit beschrinkt,
wenn gilt

sup||x||y < oo . (2.72)
xeS

Definition 2.11 (Kompakte Teilmenge). Eine Teilmenge S C X heifit kompakt bzw.
relativ kompakt, wenn jede Folge in § bzw. S eine konvergente Teilfolge mit dem
Grenzwert in S bzw. S beinhaltet.

Fiir die Unterrdume eines Banachraumes gelten nun folgende Sétze:

Satz 2.6. In einem Banachraum ist eine Teilmenge genau dann vollstandig, wenn
sie abgeschlossen ist.

Satz 2.7. In einem normierten linearen Vektorraum ist jeder endliche dimensionale
Unterraum vollstandig.

Als néchstes betrachte man eine Gleichung der Form x = 7'(x). Eine Losung x* dieser
Gleichung bezeichnet man als Fixpunkt der Abbildung 7', da x* invariant gegeniiber T ist.
Eine klassische Vorgehensweise, den Fixpunkt zu finden, ist die so genannte sukzessive
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Approzimation mittels der Differenzengleichung xj1 = T'(xx) mit dem Anfangswert xg.
Das so genannte Kontraktionstheorem gibt nun hinreichende Bedingungen dafiir an, wann
in einem Banachraum fiir die Abbildung T ein eindeutiger Fixpunkt existiert und die
Folgenwerte der sukzessiven Approximation gegen diesen konvergieren.

Satz 2.8 (Kontraktionstheorem). Gegeben ist eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge
S eines Banachraums X mit der Abbildung T : S — S. Wenn fiir alle x, y € S gilt

IT(x) =Tyl <plx—yl, 0<p<1, (2.73)
dann hat die Gleichung
x = T(x) (2.74)

genau eine Fizpunktlosung x = x* und die Folge xy11 = T (X)) konvergiert fir jeden
Anfangswert xg € S gegen x*. Man nennt dann T eine Kontraktion.

Folgende Aufgabe zeigt eine einfache Anwendung des Kontraktionstheorems.
Aufgabe 2.15. Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem der Form

Ax=b (2.75)

mit einer reellwertigen (n x n)-Matrix A. Es gelte

@l > Y Jai| - (2.76)
J#i

Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem Ax = b eine eindeutige Lésung besitzt und
diese mittels der Differenzengleichung

Dxp1 =D —-A)xpy+b, k>0, D=diag(ai1,a2,...,am) (2.77)

fiir jedes xg € R™ berechnet werden kann.

2.1.4 Hilbertraum

Fin so genannter Prd-Hilbertraum ist nun ein linearer Vektorraum X mit einem inneren
Produkt.

Definition 2.12 (Pra-Hilbertraum). Es sei X' ein linearer Vektorraum mit dem
Skalarkoérper K. Eine Abbildung (x, y) : X x X — K, die je zwei Elementen x, y € X
einen Skalar zuordnet, heifit inneres Produkt, wenn sie folgenden Bedingungen

x+y,z) = (x,2) + (y,z) Sesquilinear
(2.78)
4)(x,x) >0 und (x,x)=0&x=0

mit (y,x)* als das konjugiert Komplexe von (y,x) und a € K geniigt.
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Beispiele zu Vektorrdumen mit einem inneren Produkt sind die Vektoren des R™ mit

(x,y) =vy'x (2.79)

oder der Vektorraum der auf dem Intervall —1 <t <1 stetigen Zeitfunktionen mit dem
inneren Produkt

(@,y) = / () dr (2.80)

-1
Wie die Beispiele zeigen, ist dort durch ein inneres Produkt auch die spezielle Norm
1xl[y =/ (x,x) (2.81)
gegeben. Um diese Eigenschaft zu verallgemeinern, wird der nachstehende Satz benétigt.

Satz 2.9 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung). Fiir alle x, y, die Elemente eines linearen
Vektorraums X mit dem Skalarkorper K und einem inneren Produkt sind, gilt

16y < [Ixllallylly - (2.82)

Das Gleichheitszeichen in (2.82) ist genau dann erfillt, wenn x = Ny oder y = 0 ist.

Beweis. Zum Beweis betrachte man die fiir alle a € K giiltige Ungleichung

0<(x—ay,x—ay)
= (x,x) — (ay,x) = (x,ay)  +la(y,y) (2.83)

*

=(ay,x)"=a*(y,x)

mit y # 0. Wahlt man

oz &Y (2.84)
(v.y)
folgt daraus
16<, )11
0<(x,x) — ———— 2.85
%) (v,y) (285)
oder

[ y)| < (xx)(ysy) =[xyl - (2.86)
Fiir y = 0 muss nichts gezeigt werden. O

Satz 2.10 (Norm im Pra-Hilbertraum). In einem Pri-Hilbertraum X ist die Funktion
x|, = v/(x,x) eine Norm im Sinne der Definition 2.4.

In einem Pré-Hilbertraum gelten noch weitere niitzliche Eigenschaften:
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Satz 2.11. In einem Prd-Hilbertraum X folgt aus der Tatsache, dass (x,y) = 0 ist
fir alle x € X, dass 'y = 0 ist.

Aufgabe 2.16. Beweisen Sie Satz 2.11.

Satz 2.12 (Parallelogramm Gleichung). In einem Pra-Hilbertraum X gilt

2 2 2 2
[x+yll5+ lIx = yllz = 2lx[l5 + 2]yl - (2.87)
Aufgabe 2.17. Beweisen Sie Satz 2.12.

Definition 2.13 (Hilbertraum). Einen vollstdndigen Pra-Hilbertraum nennt man
einen Hilbertraum.

Ein Hilbertraum ist demnach ein Banachraum, der mit einem inneren Produkt versehen
ist, das gemaf8 Satz 2.10 eine Norm induziert. Die Raume (R", || ||5)) und La[to, t1] sind
Hilbertrdume mit den inneren Produkten

(x,y) =y'x (2.88)
fir xT' = [z1,...,2,) und y* = [y1,...,yn] bzw.
t1
Y Lot = [ @y (8)de (2.89)
to

fir x, y € La[tg, t1]. Man beachte, dass in diesem Fall die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
(2.82) der Holderschen Ungleichung (2.40) bzw. (2.47) fiir p = ¢ = 2 entspricht.
2.1.5 Existenz und Eindeutigkeit

Die Losung einer Differenzialgleichung muss nicht eindeutig sein. Hierzu betrachte man
die Differenzialgleichung

i=x3, 20=0. (2.90)
Man tiberzeugt sich leicht, dass
z(t) =0, (2.91a)
2t %2
o0 = () (2.91b)

Losungen von (2.90) sind. Obwohl die rechte Seite der Differenzialgleichung stetig ist, ist
die Losung nicht eindeutig. Tatsédchlich garantiert die Stetigkeit die Ezistenz einer Losung,
fiir die Findeutigkeit werden jedoch weitere Bedingungen bendtigt. Im Folgenden wird
das zeitvariante System

x =f(t,x), x(to) = %o (2.92)

untersucht, da damit auch der nichtautonome Fall abgedeckt ist.
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Satz 2.13 (Lokale Existenz und Eindeutigkeit). Es sei f(t,x) stickweise stetig in t
und gentige der Abschdtzung (Lipschitz-Bedingung)

I£(t, %) = £(t,y)| < Lilx -yl , 0<L<oo (2.93)

firallex,y € B={xe€R"||x—x¢| <r} und alle t € [ty,to + 7]. Dann existiert
ein > 0 so, dass

x =f(t,x) , x(to) =xo (2.94)

genau eine Lisung firt € [to,to + 0] besitzt. Man sagt dann auch, die Funktion f(t,x)
ist lokal Lipschitz auf B C R"™. Gilt die Bedingung (2.93) sogar im gesamten R™,
dann bezeichnet man die Funktion f(t,x) global Lipschitz.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes beruht auf dem Kontraktionstheorem nach Satz
2.8. Dazu wird in einem ersten Schritt der Banachraum X = C"[to,to + ] aller
vektorwertigen, stetigen Zeitfunktionen im Zeitintervall [tg,to + 6] mit der Norm
[%()[lc = suPefy t9+) I (2)|| definiert. Zur Erlduterung siehe auch (2.52). Weiters
wird die Differenzialgleichung (2.94) in eine dquivalente Integralgleichung der Form

(Px)(t) = x0 + / £(7, x(7)) dr (2.95)

umgewandelt. Im Rahmen des Beweises wird nun gezeigt, dass die Abbildung P auf
der abgeschlossenen Teilmenge S C X mit S = {x € C"[to, tg + 0] | [|[x — x0l|o < 7}
eine Kontraktion ist und dass P die Teilmenge S auf sich selbst abbildet. Dazu
berechne man

t

(Px1)(t) — (Pxo)(t) = / £(7, x1 (7)) dr — / £(7, xo(7)) dr (2.96)

to

fiir x1(¢), x2(t) € S.
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Es gilt nun

t

/ (£(7, %1(7)) — £(7, x(7))) dr

to

1(Px1)(t) = (Px2)(t)llc =

C

< / 1£(r, %1(7)) — £(r, %(7)) | d7

(2.97)
t
< [ L) - x(n) o dr
to
< Lé[lx1(t) = x2()ll o
und durch geeignete Wahl von
d<p/L, p<1, (2.98)

ist mit (2.98) nach Satz 2.8 gezeigt, dass P eine Kontraktion auf S ist. Im néchsten
Schritt muss dann bewiesen werden, dass die Abbildung P die Teilmenge S C X auf
sich selbst abbildet. Da f stiickweise stetig ist, folgt, dass f(¢,x¢) auf dem Intervall
[to, to + d] beschrankt ist, also

h= £(t . 2.99
teﬁﬁ?f+a]” (t,x0) || (2.99)

Damit ergibt sich

1(Px)(t) = %ol < /Hf(Tvx(T))Hc dr

< /Hf(T,x(T)) — £(7,%0) + £(7, %0) | A7

(2.100)
< [ x(r) = £7:%0) e+ (7, %0) ) dr
to
t
< [@x(r) = xolle + ) dr
to
<6(Lr+h) .
Wahlt man nun
§g< " (2.101)
~Lr+h’ )
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dann wird § durch P auf sich selbst abgebildet. Kombiniert man (2.98) und (2.101)
und wahlt man § kleiner gleich dem betrachteten Zeitintervall 7 von Satz 2.13,

. (p T
0= - 1 2.102
min( £, ") L o<1, (2:102)

dann ist damit die Existenz und Eindeutigkeit der Losung in S fir ¢ € [t, to + 9]
gezeigt,. ]

Da es sich bei der Abbildung P von (2.95) um eine Kontraktion handelt, weifl man
zufolge von Satz 2.8, dass die Folge x;+1 = Px; mit xo = x(tp) gegen die eindeutige
Losung der Integralgleichung (2.95) bzw. der dquivalenten Differenzialgleichung (2.94)
konvergiert. Man nennt diese Vorgehensweise auch die Iterationsmethode nach Picard.

Aufgabe 2.18. Zeigen Sie, dass fiir lineare, zeitinvariante Systeme der Form
x=Ax, x(ty) =x¢, (2.103)
die Tterationsmethode nach Picard gerade die Transitionsmatrix ®(t) = eA? iterativ

berechnet.

Aufgabe 2.19. Berechnen Sie mithilfe der Iterationsmethode nach Picard die Transiti-
onsmatrix eines linearen, zeitvarianten Systems der Form

x=A(t)x, x(to) =xo . (2.104)

Hinweis: Die Transitionsmatrix von (2.104) errechnet sich aus der Peano-Baker-
Reihe zu

t

B (1) :E+/A(7') dT—l—/A(T)/A(Tl)dTl e (2.105)
0 0 0

Fiir eine skalare Funktion f(z) : R — R, die nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt, kann
die Lipschitz-Bedingung (2.93) sehr einfach wie folgt

[f(y) = f(x)]

<L 2.106
ly — o ( )

angeschrieben werden. Die Bedingung (2.106) erlaubt eine sehr einfache grafische Inter-
pretation, ndmlich die Funktion f(x) darf keine Steigung besitzen, die grofer als L ist.
Daher sind Funktionen f(x), die an einem Punkt eine unendliche Steigung aufweisen
(wie die Funktion /3 von (2.90) am Punkt z = 0) sicher nicht lokal Lipschitz. Dies
impliziert natiirlich auch, dass unstetige Funktionen f(z) am Punkt der Unstetigkeits-
stelle die Lipschitz-Bedingung (2.93) nicht erfiillen. Dieser Zusammenhang zwischen der

Lipschitz-Bedingung und der Beschranktheit von ‘8% f (x)‘ wird im folgenden Satz ohne
Beweis verallgemeinert:
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Satz 2.14 (Lipschitz-Bedingung und Stetigkeit). Sind die Funktion f(t,x) von (2.92)
und [0f /0x](t,x) auf der Menge [tg, to + 6] x B mit B C R™ stetig, dann erfullt f(t,x)
lokal die Lipschitz-Bedingung von (2.93).

Zur Uberpriifung der globalen Existenz und Eindeutigkeit einer Differenzialgleichung
vom Typ (2.92) sei nachfolgender Satz angegeben:

Satz 2.15 (Globale Existenz und Eindeutigkeit). Angenommen, die Funktion f(t,x)
von (2.92) ist stiickweise stetig in t und global Lipschitz fir alle t € [to,to + 7] nach
Satz 2.13. Dann besitzt die Differenzialgleichung (2.92) eine eindeutige Losung im
Zeitintervall t € [to, to+ 7]. Sind die Funktion f(t,x) von (2.92) und [0f /0x](t,x) auf
der Menge [to,to + 7] x R™ stetig, dann ist £(t,x) genau dann global Lipschitz, wenn
[0f /0x](t,x) auf [to,to + 7] x R™ gleichmé&Big beschrankt ist.

Zur Erlauterung sei gesagt, dass [0f/0x](t,x) gleichmdfsig beschrinkt ist, wenn un-
abhingig von tg > 0 zu jeder positiven, finiten Konstanten a ein von ¢y unabhéngiges
B(a) > 0 so existiert, dass gilt

Hgi(to, x(to))

<a=|Sexw)

1

< B(a) (2.107)

mit || ||; als induzierter Norm gemé&f (2.53) fiir alle t € [tg,to + 7] und alle x € R™.
Die Beweise der letzten beiden Sétze sind in der am Ende dieses Kapitels angefiihrten
Literatur nachzulesen. Als Beispiel betrachte man das System

[ﬂ - [_xl HWQ] . (2.108)

T2 — T17T2

% f(x)

Aus Satz 2.14 kann man unmittelbar folgern, dass f(x) von (2.108) lokal Lipschitz auf R?
ist. Die Anwendung des Satzes 2.15 zeigt aber, dass f(x) nicht global Lipschitz ist, da
Of /0x auf R? nicht gleichmifig beschrinkt ist.

Zusammenfassend lasst sich festhalten, dass die mathematischen Modelle der meisten
physikalischen Systeme in der Form von (2.92) lokal Lipschitz sind, da dies nach Satz
2.14 im Wesentlichen einer Forderung nach stetiger Differenzierbarkeit der rechten Seite
entspricht. Im Gegensatz dazu ist die globale Lipschitz-Bedingung sehr restriktiv und wird
nur von den wenigsten physikalischen Systemen eingehalten, was aus der Forderung an
die gleichméBige Beschranktheit von [0f /0x](t,x) schon zu erahnen war.

Aufgabe 2.20. Uberpriifen Sie fiir die nachfolgenden Funktionen

(1) f(z) =2+ |z| (2.109)
(2) f(x) =sin(z)sgn(zx) (2.110)
(3) f(x) = tan(x) (2.111)
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sowie
£lx) — |35 + tanh(bx1) — tanh(bx2) (2.112)
axy + tanh(bx) + tanh(bxs)
und
f(x) = —otallz| (2.113)
—(a+b)z1 + bt — 2129

ob diese (a) stetig, (b) stetig differenzierbar, (c) lokal Lipschitz und (d) global Lipschitz
sind.

Aufgabe 2.21. Zeigen Sie, dass das System

2x
—x1 + l+x2§

2x
T2t 1+:;§

5 X(to) = X (2114)

flir alle t > tg eine eindeutige Losung hat.

2.1.6 Einfluss von Parametern

Vielfach méchte man den Einfluss von Parametern auf die Losung einer Differenzialglei-
chung der Art

X = f(ta X, p) ) X(tO) = X0 (2115)
mit dem Parametervektor p € R? untersuchen. Mit pg sei im Weiteren der nominelle
Wert des Parametervektors p bezeichnet.

Satz 2.16 (Einfluss von Parametern). Es sei angenommen, dass f(t,x,p) stetig
in (t,x,p) und lokal Lipschitz in x (Lipschitz-Bedingung (2.93)) auf [to,to + 7] X
D x{p| |lp — poll <7} mit D C R"™ ist. Weiters sei durch y(t,po) eine Losung der
Differenzialgleichung y = £(t,y, po) mit dem Anfangswert y(to, po) = yo € D gegeben,
wobet die Losung y(t,po) fir alle Zeiten t € [to,to + 7| in D verbleibe. Dann existiert
fiir ein gegebenes € > 0 ein 61, do > 0 so, dass fir

zo — yoll < d1 wund [p—poll <2 (2.116)

die Differenzialgleichung z = f(t,z, p) mit dem Anfangswert z(ty, p) = z¢ eine ein-
deutige Losung z(t,p) fir alle Zeiten t € [tg,to + 7| hat und z(t,p) die Bedingung

2(t,p) —y(t, po)l| <e (2.117)

erfillt.
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Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf die am Ende dieses Kapitels angefiihrte Literatur
verwiesen. Grob gesprochen besagt dieser Satz, dass fiir alle Parameter p, die hinrei-
chend nahe beim nominellen Wert pg liegen (||p — po|| < d2), die Differenzialgleichung
(2.115) eine eindeutige Losung besitzt und diese sehr nahe bei der nominellen Lésung der
Differenzialgleichung x = f(¢,x, po), x(t9) = xq liegt.

Angenommen, f(¢,x, p) erfillt die Bedingungen von Satz 2.16 und hat zusétzlich stetige
erste partielle Ableitungen beziiglich x und p fiir alle (¢,x,p) € [to,to + 7] x R” x R%
Die Differenzialgleichung (2.115) kann nun in eine dquivalente Integralgleichung der Form

t
x(t,p) =x0+ | f(s,x(s,p),p)ds (2.118)
to

umgeschrieben werden. Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von f(t,x, p) beziiglich x
und p gilt

d d ta d 9

— = — —f — —f . (21

ap<(hP) = gpxot . x (5,%(s,p), P) qox(s,p) + 5 £ (s, x(s,p), p) ds . (2.119)
H_,O_/

Leitet man (2.119) beziiglich ¢ ab, so erhélt man

d
axp(ta p) = A(ta p)xp(t7 p) + B(ta p) 9 Xp(t07 p) = 0 (2120)
sowie
d
xp(t,p) = @X(t’p) ; (2.121a)
0
A = —f 2.121
(t,p) o (t,x,p) xtn) ( b)

B(t,p) = ;pf(t,x, P) (2.121c)

x=x(t,p)

Fiir Parameter p, die hinreichend nahe beim nominellen Wert pg liegen, sind die Matrizen
A(t,p) und B(¢, p) und somit auch xp (¢, p) auf dem Zeitintervall [to, to + 7] wohl definiert.
Setzt man fiir p = pg in xp (¢, p) ein, ergibt sich die so genannte Sensitivitdtsfunktion

d

S(t) = xp(t, po) = T -x(t,p) (2.122)

p P=Po

und diese ist Losung der Differenzialgleichung (man vergleiche dazu (2.120))
x =f(t,x,po) , (2.123a)
x(to) = %0 , (2.123h)
S = {af(t X p)} S + {af(t x p)] (2.123c¢)
8X 3 Dy p—po ap ) Py pepo 3 .

S(tg) =0 . (2.123d)
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Man bezeichnet die Matrixdifferenzialgleichung fiir S(t) auch Sensitivititsgleichung. Die
Sensitivitdtsfunktion kann nun dahingehend interpretiert werden, dass sie eine Appro-
ximation erster Ordnung fiir die Auswirkung der Parametervariationen auf die Losung
angibt. Damit ist es aber mdglich, fiir kleine Anderungen des Parametervektors p vom
nominellen Wert pg die Losung x(¢, p) von (2.115) in folgender Form

x(t,p) ~ x(t, po) + S(t)(p — Po) (2.124)

zu approximieren. Diese Approximation ist unter anderem auch die Grundlage fiir die
singulédre Stortheorie. Man konnte sich zwar auch vorstellen, die Auswirkung von Parame-
terschwankungen durch einfache Variation der Parameter in den Differenzialgleichungen
festzustellen. Dies hétte jedoch den Nachteil, dass kleine Parameterschwankungen meist in
den Rundungsfehlern der Integration untergehen und damit keine quantitativen Aussagen
des Einflusses der Parameter auf die Losung erlauben.

Aufgabe 2.22. Gegeben ist folgendes Differenzialgleichungssystem (Phase-Locked-
Loop)

T1 = X9 (2.125)
&9 = —csin(x1) — (a + beos(z1))z2 (2.126)
mit dem Zustand x* = [21, 23] und dem Parametervektor pT = [a,b,c]. Die No-

minalwerte des Parametervektors p lauten pg = [1,0, 1]. Gesucht ist die Sensitivi-
tatsfunktion S(¢) nach (2.122). Vergleichen Sie die Losungen fiir den nominellen
Parametervektor pg und fiir den Parametervektor pT = [1.2, —0.2,0.8] fiir x = [1, 1]
durch Simulation in MATLAB/SIMULINK.

Aufgabe 2.23. Berechnen Sie die Sensitivitdtsgleichung fiir den Van der Pol Oszillator
i—e(1-v?)o+v=0 (2.127)

mit dem Zustand x* = [v,9] und dem Parameter p = ¢. Vergleichen Sie die Losun-
gen fiir verschiedene kleine Abweichungen vom nominellen Wert ¢y = 0.01 durch
Simulation in MATLAB/SIMULINK.
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3 Lyapunov-Theorie: Grundlagen

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen zur Untersuchung der Stabilitat
einer Ruhelage fiir autonome und nichtautonome nichtlineare Systeme behandelt.

3.1 Autonome Systeme
Den Betrachtungen in diesem Abschnitt liegt das autonome System
x = f(x) (3.1)

mit dem glatten Vektorfeld f(x) zu Grunde. Mit ®;(x) bezeichne man dabei wiederum
den Fluss von (3.1). Eine Ruhelage xr geniige der Beziehung

f(XR) =0 bzw. q)t(XR) = XR . (32)

Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit kann man annehmen, dass die Ruhelage xg = 0
ist. Gilt ndmlich xr # 0, dann kann man durch die einfache Koordinatentransformation
X = x — Xg immer erreichen, dass in den neuen Koordinaten X = 0 gilt. Im Folgenden
soll kurz der Begriff eines Vektorfeldes erldutert werden.

3.1.1 Das Vektorfeld

Ein wichtiges Konzept bei der Untersuchung von (autonomen) Systemen der Form (3.1)
ist das des Vektorfeldes, wobei so genannte glatte Vektorfelder eine besondere Bedeutung
haben. Dazu folgende Definition:

Definition 3.1 (Glatte Funktion). Eine Funktion f : R™ — R heifit glatt oder C*°,
wenn f und alle partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung [

8l

ff(.%’l, 000 ,.len), li: l, li Z 0 (3.3)
[Tie, Oa; ;

stetig sind.

Obige Definition kann nun einfach auf eine Abbildung f : R™ — R” {ibertragen werden,
indem man verlangt, dass alle Komponenten f;, i = 1,...,n von f glatt sind.

Definition 3.2 (Vektorfeld). Ein (glattes) Vektorfeld ist nun eine Vorschrift, die
jedem Punkt x € R™ das Paar (x,f(x)) € R™ x R"™ mittels einer (glatten) Abbildung
f: R"™ — R™ zuordnet.
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Man beachte, dass ein Vektorfeld keine Abbildung der Art R™ — R” ist. Ein Vektorfeld
ordnet jedem Punkt x des R™ einen linearen Vektorraum R"™ zu, bei dem das spezielle
Koordinatensystem die Bildmenge der Abbildung f(x) ist. Vielfach unterdriickt man bei
einem Vektorfeld (x, f(x)) die explizite Angabe des ersten Arguments und schreibt einfach
f(x). Hat man aber zwei Vektorfelder f; : R” — R™und f; : R — R", dann diirfen
diese nur addiert werden fi(x1) + f2(x2), wenn x; = xo gilt, da ja sonst f; und fy in
unterschiedlichen Vektorrdumen liegen wiirden.

Als Beispiel wird das elektrostatische Feld zweier ortlich fester Punktladungen ¢; und
¢ im drei-dimensionalen Raum betrachtet. Befindet sich ¢; in der Position x! = (g1 15

a1
Tqy .2, Tqy 3], dann wird jedem Punkt x* = [21, @2, 23] die Feldstirke E;(x) in der Form

q1 (X — Xth)

El(X):4 0
TE ((

3.4)
3 (
Taa = 1) + (@2 — 72)° + (70,3 — 73)°)
zugeordnet. Die Ladung ¢o erzeugt analog dazu das Feld E,. Beide Vektorfelder diirfen
iiberlagert werden, und man erhélt bekannterweise fiir die Kraft auf eine Testladung ¢ am
Ort x die Beziehung

F = ¢E;i(x) + ¢E2(x) . (3.5)

Man beachte, dass die Summe ¢E;(x;) + ¢E2(x2) natiirlich fiir x; # x2 keine sinnvolle
Operation darstellt. Abbildung 3.1 veranschaulicht diesen Sachverhalt.

E

Ezﬁ/ Eq

X
q1 q2

Abbildung 3.1: Zum Begriff des Vektorfeldes am Beispiel des elektrischen Feldes zweier
Punktladungen.

Fiir Systeme zweiter Ordnung vom Typ (3.1) kénnen die Losungstrajektorien sehr einfach
auf grafischem Wege durch Zeichnen des Vektorfeldes f1(x) = [fi(z1,72), fa(z1,72)]
gewonnen werden. Der Grund hierfiir liegt darin, dass fiir eine Losungskurve von (3.1),
die durch den Punkt x* = [x1, x5] geht, das Vektorfeld f(x) am Punkt x tangential zur
Lésungskurve ist.
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Aufgabe 3.1. Zeichnen Sie das Vektorfeld zum Differenzialgleichungssystem

i:l = T2 (36&)

&9 = —sin(zy) — 1.5z . 3.6b)

Hinweis: Verwenden Sie dazu MAPLE und den Befehl fieldplot.

3.1.2 Stabilitat der Ruhelage
Damit ist es moglich, die Stabilitdt der Ruhelage im Sinne von Lyapunov zu definieren.

Definition 3.3 (Lyapunov-Stabilitidt autonomer Systeme). Die Ruhelage xgp = 0
von (3.1) heiBt stabil (im Sinne von Lyapunov), wenn zu jedem e > 0 ein d(¢) > 0 so
existiert, dass

%ol <d(e) = [[®e(x0)ll <e (3.7)

fir alle ¢ > 0 gilt. Dartiber hinaus bezeichnet man die Ruhelage xz = 0 von (3.1) als
anziehend, wenn eine positive reelle Zahl n so existiert, dass aus

oll <n = lim ®(x) = 0. (3.8)

Ist die Ruhelage xgp = 0 von (3.1) stabil und anziehend, dann nennt man sie auch
asymptotisch stabil.

Die Wahl der Normen || || in (3.7) und (3.8) ist willkiirlich, da, wie im Abschnitt
2.1.1 gezeigt, in einem finit-dimensionalen Vektorraum die Normen topologisch dquivalent
sind. Die Unterscheidung zwischen stabil und anziehend in Definition 3.3 ist deshalb von
Bedeutung, da eine anziehende Ruhelage nicht stabil sein muss. Ein Beispiel dafir ist
durch das System

_ @il —a) + a5 (3.9a)
(23 + 23) (1+ (23 +23)?)
2
_9
Gy = 2y(wz = 201) (3.9b)

(23 + ) (1 + (23 +23)%)
mit dem Vektorfeld nach Abbildung 3.2 gegeben.

3.1.3 Direkte (Zweite) Methode von Lyapunov

Bevor die direkte Methode von Lyapunov besprochen wird, soll an Hand des einfachen
elektrischen Systems von Abbildung 3.3 die physikalische Idee hinter dieser Methode
beleuchtet werden.
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Abbildung 3.2: Vektorfeld eines instabilen aber anziehenden Punktes.

Die Netzwerksgleichungen lauten

d . 1

—ir = —(—ur — R13 1
3L L( uc — Ryip) (3.10a)

d 1/ U
uc = C(ZL Rg) (3.10b)

mit der Kondensatorspannung u¢c und dem Strom durch die Induktivitdt i7,. Die in den
Energiespeichern Kapazitat C' und Induktivitdt L gespeicherte Energie

1, 1
V= §Lz% + 5Cu% (3.11)

ist fiir alle (uc, ir) # (0,0) positiv und deren zeitliche Ableitung

d . 1
7 = —Ryi3 — R—Qu% (3.12)

fir alle (uc, i) # (0,0) negativ. Durch Einfithren der Norm

uc .
=/Cu% + Li? 3.13
]| - e o

lasst sich aus Definition 3.3 fiir § = € zeigen, dass die Ruhelage uc = i, = 0 stabil und
anziehend, also asymptotisch stabil, ist.
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== |u  [|n

A

Ui

Abbildung 3.3: Einfaches elektrisches System.

Aufgabe 3.2. Zeigen Sie, dass (3.13) eine Norm ist.

Im Rahmen der Lyapunov-Theorie wird nun fiir nichtlineare Systeme vom Typ (3.1) die
Energiefunktion (3.11) durch eine Funktion V' mit entsprechenden Eigenschaften ersetzt.
Dazu folgende Definition:

Definition 3.4 (Positive/Negative (Semi-)Definitheit). Es sei D C R™ eine offene
Umgebung von 0. Eine Funktion V' (x) : D — R heifit lokal positiv (negativ) definit,
wenn nachfolgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) V(x) ist stetig differenzierbar,
(2) V(0) =0 und
(3) V(x) >0, (V(x) <0) fuir x € D—{0}.

Gilt D = R"™ und gibt es eine Konstante r» > 0 so, dass

inf V(x)>0 ( sup V(x) < 0) , (3.14)

lI<[|=r ||x[|>r

dann nennt man V' (x) positiv (negativ) definit.

Gentigt V(x) in (3) lediglich den Bedingungen
(3) V(x) >0, (V(x) <0) fir x € D — {0},

dann heifit V(x) (lokal) positiv (negativ) semidefinit.
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Aufgabe 3.3. Welche der nachfolgenden Funktionen sind positiv (negativ) (semi)definit?

V(x1,x9,3) = 23 + 23 + 3273 (3.15a)
V(x1,x9,23) = —23 — 3 — ax3 + 3, a>0 (3.15Db)
V(xy, 20, x3) = (21 4 22)° (3.15¢)
V(x1, 20, 3) = 21 — 209 + 3 (3.15d)
V(x1, 9, x3) = 27 exp( xl) + 23 (3.15€)

In Anlehnung an das elektrische Beispiel von Abbildung 3.3 versucht man nun eine positiv
definite Funktion V' (x) (entspricht der Energiefunktion), die so genannte Lyapunouvfunktion,
zu konstruieren, deren zeitliche Ableitung negativ definit ist. Fiir die zeitliche Anderung
von V(x) entlang einer Trajektorie ®+(x¢) von (3.1) gilt

d 0 d
SV (@u(x0)) = 5 V(®i(x0)) 5 Bilx0) o)
z |

= S VEOEx) |

Abbildung 3.4 veranschaulicht diesen Sachverhalt mittels der Hohenlinien V(x) = ¢ fur
verschiedene positive Konstanten c.

T2 A

Abbildung 3.4: Zur Konstruktion einer Lyapunovfunktion.

Aufgabe 3.4. Zeigen Sie, dass fiir Systeme zweiter Ordnung die Héhenlinien in der Néhe
der Ruhelage immer Ellipsen sind. (Dies begriindet auch die Wahl der schematischen
Darstellung von Abbildung 3.4.)
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Damit ist man nun in der Lage, die direkte Methode von Lyapunov zu formulieren:

Satz 3.1 (Direkte Methode von Lyapunov). Es sei xg = 0 eine Ruhelage von (3.1)
und D C R™ eine offene Umgebung von 0. Existiert eine Funktion V (x) : D — R so,
dass V (x) auf D positiv definit und V (x) auf D negativ semidefinit ist, dann ist die
Ruhelage xp = 0 stabil. Ist V(X) sogar negativ definit, dann ist die Ruhelage xp = 0
asymptotisch stabil. Man nennt dann die Funktion V(x) auch Lyapunovfunktion.

Der Beweis dieses Satzes wird hier nicht angefiihrt, kann aber in der am Ende angefiihrten
Literatur nachgelesen werden. Es sei an dieser Stelle aber angemerkt, dass mithilfe der
Hoéhenlinien von Abbildung 3.4 die Aussage des Satzes 3.1 einfach veranschaulicht werden
kann.

Aufgabe 3.5. Gegeben ist ein RLC-Netzwerk, welches durch nachfolgendes Differenzi-

algleichungssystem
-1
xc| _|€C 0 Ri1 Riz| |xc¢ (3.17)
XL 0 L R21 R22 XJ, .

beschrieben wird. Dabei bezeichnet x- den Vektor der Kondensatorspannungen
und x;, den Vektor der Induktivitdtsstrome. Die Diagonalmatrix C beinhaltet alle
Kondensatorwerte und die positiv definite Matrix L setzt sich aus Haupt- und
Gegeninduktivitdten zusammen. Die Matrizen R1; und Rago seien symmetrisch und
es gelte Rig = —Rgl. Zeigen Sie, dass fiir negativ definite Matrizen R1; und Roo die
Ruhelage x¢ = x5, = 0 asymptotisch stabil ist.

Hinweis: Verwenden Sie als Lyapunovfunktion die in den Energiespeichern
gespeicherte Gesamtenergie V(x¢o,xy) = %XE«CXC + %X}:LX L-

Man beachte, dass aus dem Versagen eines Kandidaten fiir V(x) nicht die Instabilitéat
der Ruhelage folgt. Man muss in so einem Fall eine andere Funktion V' (x) wéhlen. Doch
ist die Existenz einer Lyapunovfunktion immer gewéhrleistet, wenn die Ruhelage stabil im
Sinne von Lyapunov ist, d. h., das Problem besteht im Wesentlichen darin, eine geeignete
Lyapunovfunktion V' (x) zu finden. Bei den meisten technisch-physikalischen Anwendungen
kann die Lyapunovfunktion aus physikalischen Uberlegungen gewonnen werden, indem
man als geeigneten Kandidaten die im System gespeicherte Energie heranzieht. Wenn dies
nicht moglich ist, z. B. wenn durch Regelung die physikalische Struktur teilweise zerstort
wird, dann muss man sich entsprechend anderer Methoden bedienen.

Im Falle eines Eingroflensystems der Form

@ =—f(z) (3.18)

mit stetigem f(x), f(0) =0, sowie xf(z) > 0 fiir alle z # 0 mit x € (—a,a) wahlt man
als Kandidaten fiir die Lyapunovfunktion

Vie) = / F(2)dz . (3.19)
0
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Offensichtlich ist V(x) auf dem Intervall (—a,a) positiv definit und fiir die zeitliche
Ableitung von V(x) gilt

V() = f(a)(—f(z)) = —f*(x) <0 (3.20)

fiir alle x # 0 mit = € (—a, a). Damit ist die asymptotische Stabilitdt der Ruhelage g = 0
gezeigt.

Aufgabe 3.6. Zeigen Sie, dass sich ein Eingréflensystem mit asymptotisch stabiler
Ruhelage g = 0 in einer hinreichend kleinen Umgebung D = {zx € R| —a < z < a}
um die Ruhelage immer in der Form von (3.18) mit der Bedingung = f(x) > 0 fur alle
x € D — {0} schreiben lasst.

3.1.4 Einzugsbereich

Obwohl mit obigen Mitteln bereits die Stabilitdt einer Ruhelage beurteilt werden kann, ist
von der erlaubten Auslenkung x( aus der Ruhelage 0 nur bekannt, dass sie hinreichend
klein sein muss. Um diese moglichen Auslenkungen quantitativ klassifizieren zu kénnen,
definiert man den so genannten Einzugsbereich.

Definition 3.5 (Einzugsbereich). Es sei xg = 0 eine asymptotisch stabile Ruhelage
von (3.1). Man nennt dann die Menge

&= {xo € R"| tliglo ®,(x0) = 0} (3.21)

den Finzugsbereich von xgp = 0. Wenn & = R" gilt, dann ist die Ruhelage xgr = 0
global asymptotisch stabil.

Kann man zeigen, dass die Lyapunovfunktion V' (x) auf einem Gebiet X’ positiv definit
und V(x) auf einem Gebiet ) negativ definit ist, wobei die Gebiete X und ) die Ruhelage
xgr = 0 beinhalten, dann ist eine einfache Abschatzung des Einzugsbereiches durch die
grofite Niveaumenge

L.={xeR"|V(x)<c} (3.22)
gegeben, fiir die gilt L. C X N ).

Aufgabe 3.7. Zeigen Sie, dass L, C X N Y nach Definition 3.6 eine positiv invariante
Menge ist. Geben Sie eine Begriindung dafiir an, dass dies tatséchlich eine geeignete
Abschétzung des Einzugsbereiches ist.

Beim Nachweis der globalen asymptotischen Stabilitdt treten nun prinzipielle Schwierig-
keiten auf, da fiir grofie ¢ die Niveaumengen (3.22) nicht mehr abgeschlossen und beschrinkt
(kompakt) sein miissen. Geht diese Eigenschaft verloren, dann sind die Niveaumengen
keine positiv invarianten Mengen und daher keine geeigneten Abschétzungen fiir den
FEinzugsbereich mehr. Ein Beispiel dazu ist durch die Lyapunovfunktion

2

Vi(x) = (1—?%) e (3.23)
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gegeben. Wie man aus Abbildung 3.5 erkennt, sind die Niveaumengen L. fiir kleine ¢
kompakt. Dies folgt aber unmittelbar aus der Tatsache, dass V (x) positiv definit ist.

c=0.1
c=0.2
c=0.3
c=0.4
c=20.5
c=0.6
c=0.7
c=0.8
c=0.9
c=1.0
c=1.2
c=14
c=1.6
c=1.8

Abbildung 3.5: Zur Abgeschlossenheit von Niveaumengen.

Damit die Niveaumengen L. vollstéindig in einem Gebiet B, = {x € R"|||x|| <}
enthalten sind, muss die Bedingung ¢ < minjy—, V(x) < oo erfiillt sein, d. h., wenn gilt

[ = lim min V(x) < o0, (3.24)

o0 [|x||=r

dann sind die Niveaumengen L. fiir ¢ < [ kompakt. Fir die Lyapunovfunktion (3.23) folgt

72
[ = lim min |2 4 42
ro0 ﬁ“&(a ) T
, x? (3.25)
= lim T oy
|z1]—00 (1 + CEl)
= 1 N

weshalb die Niveaumengen nur fiir ¢ < 1 kompakt sind. Um nun sicher zu stellen, dass die
Niveaumengen L. fiir alle ¢ > 0 kompakt sind, wird die zusétzliche Forderung
V(x) =00 (3.26)
lIx||—o00

aufgestellt. Eine Funktion, die dieser Bedingung gentigt, heifit radial unbeschrinkt. Damit
kann folgender Satz formuliert werden.

Satz 3.2 (Global asymptotische Stabilitit). Es sei xg = 0 eine Ruhelage von (3.1).
Egistiert eine Funktion V(x) : R* — R so, dass V(x) positiv definit, V(x) negativ
definit und V(x) radial unbeschrénkt ist, dann ist die Ruhelage xp = 0 global
asymptotisch stabil.

Auch hier sei fiir den exakten Beweis auf die Literatur verwiesen.
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Als Beispiel betrachte man das dynamische System von Abbildung 3.6 mit 77, T > 0
und der Sattigungskennlinie

-1 fir 1 < -1

F(a:l) =47 fir —1<z1<1 (3.27)
1 fir x1 > 1
bzw.
- fir 1 < -1
o fir —1<z <1 (3.28)
F(z1) )
T firxg >1.
1 T F(x1) U1 )
| > ® 1+Tys L1
1
U2
1
i‘% o 1+T5s T2

Abbildung 3.6: Blockschaltbild des untersuchten dynamischen Systems.

Das zugehorige mathematische Modell lautet

. 1

T = ?(F(xl)xg — 1) (3.29a)
1

. 1

T9 = E(m%xl — 332) . (3.29b)

Wiéhlt man nun als Kandidaten fiir die Lyapunovfunktion
V(x) = a®x? + b®a3, a, b#0, (3.30)

dann ergibt sich fiir V/(x) der Ausdruck

: 22 [ F(z1) 2?2

Offensichtlich ist V(x) fiir

T 1
d < — 3.32
Fan) und 2 o ( )

To <
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negativ definit. Zur Abschitzung des Einzugsbereiches wird eine Niveaumenge L. =
{x € R?| V(x) < ¢} gesucht, auf der V(x) negativ definit ist. Dazu bestimmt man jene
Ellipse V (x) = a?z?+b%x3 = (v/©)?, welche die Kennlinien (3.32) beriihrt. Der Beriihrpunkt
zwischen der Ellipse

2 2
L1 )

5+ 5 =1
(Ve/a)”  (Ve/b)
und der Sattigungskennlinie x9 = % liefert unmittelbar die Beziehung +/c/b = 1. Zur

Ermittlung des zweiten Berlihrpunktes niitzt man die Tatsache, dass am Bertihrpunkt der
beiden Kennlinien

(3.33)

adl

1
— 423 =1 und 3= (3.34)
(Vefa)® =3
die Steigungen
221 d —2d
e 2rydry =0 und  dpy = ——g 2 (3.35)
(efa) 3
bzw.
d - d —z3
dra _ LY, R — (3.36)
dIl fL’Q(\/E/CL) dl’l 2
gleich sein missen. Aus (3.34) und (3.36) folgt
4
- - 1
LT und ab= (3.37)
(Vefa)? 2 7

und damit

5 _ (Ve/a)® (3.38)

=,

Setzt man (3.38) in (3.34) ein, dann erhélt man als Ergebnis

Jea = 3\2/3 . (3.39)

Damit errechnet sich als eine Abschétzung des Einzugsbereiches das Innere der Ellipse

x—%+x2—1 (3.40)
2 T2 T '
4

Abbildung 3.7 zeigt die grafische Darstellung des Sachverhaltes.
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Abbildung 3.7: Zur Berechnung des Einzugsbereiches von Abbildung 3.6.

Aufgabe 3.8. Gegeben ist nachfolgendes dynamisches System

—6.%'1

B =5+ 2, w=1+az? (3.41a)
-2
iy = W . (3.41b)

(1) Berechnen Sie die Ruhelage(n) des Systems (3.41). Zeigen Sie, dass fiir alle
x € R? gilt V(x) > 0 und V(x) < 0 fiir

.T2

_ 1 2
V) =1 = tad (3.42)

(2) Ist (Sind) die Ruhelage(n) stabil, asymptotisch stabil, global stabil bzw. global
asymptotisch stabil?

Aufgabe 3.9. Gegeben ist nachfolgendes dynamisches System

] = —x1 + 2x£{’:1:2 (3.43a)
l"z = —x92 . (3.43b)

(1) Zeigen Sie, dass die Ruhelage xp = 0 asymptotisch stabil ist.

(2) Geben Sie eine moglichst groBe Abschétzung des Einzugsbereiches an.
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3.1.5 Das Invarianz-Prinzip

In Erweiterung des Satzes 3.1 gibt es nun Systeme, deren Ruhelage xp = 0 asymptotisch
stabil ist, obwohl die zeitliche Ableitung der Lyapunovfunktion V(x) nur negativ semidefinit
ist. Als Beispiel betrachte man das einfache Feder-Masse-Dampfer System von Abbildung
3.8 mit der Masse m, der linearen Dampferkraft Fy = d%z, d > 0, und der nichtlinearen
Federkraft F. = ¢p(2) fiir die gilt k122 < ¥p(2)z < ko2? mit 0 < ky < ko.

Yr(z)

z
”
Abbildung 3.8: Einfaches mechanisches System.
Die Bewegungsgleichungen dazu lauten
d
FTEi (3.44a)
C o= L (r(2) +dv) (3.44b)
gl = el v .

mit dem Zustand xT = [z, v] und der einzigen Ruhelage xz = 0. Die im System gespeicherte
kinetische und potentielle Energie

1 z
V= Emvz —i—/o Yp(w)dw (3.45)

ist natiirlich positiv definit und dient als geeigneter Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion.
Offensichtlich ist

gV = mv<;(¢p(z) + dv)) + Yp(2)v = —dv? (3.46)

dt

negativ semidefinit und man kann zufolge von Satz 3.1 schlielen, dass die Ruhelage xp = 0
stabil im Sinne von Lyapunov ist. D.h., die im System gespeicherte Energie V nimmt
immer ab, aufler fiir v = 0 bleibt sie gleich. Setzt man v = 0 in (3.44) ein, dann erkennt
man, dass gilt z = z und %v = —%LZ)F(Z) fur ein konstantes z. Aus der speziellen Form
der Kennlinie ¥z (z) von Abbildung 3.8 folgt, dass %v nur fiir z =0 Null wird. Damit ist
aber gezeigt, dass die im System gespeicherte Energie V' solange abnehmen muss, bis der
Punkt z = v = 0 erreicht ist, und dies zeigt die asymptotische Stabilitdt der Ruhelage.

Die mathematische Verallgemeinerung fithrt zum so genannten Invarianzprinzip von
Krassovskii-LaSalle. Bevor dieses genauer behandelt wird, sollte noch der Begriff einer
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Grenzmenge erldutert werden. Ohne besondere Einschrankung der Allgemeinheit betrachte
man dazu wiederum das autonome, glatte System n-ter Ordnung

x = f(x) (3.47)
mit dem Fluss ®;(x) gemaf (3.1).

Definition 3.6 (Positiv invariante Menge). Eine Menge M C R™ heifit positiv
invariante Menge des Systems (3.47), wenn das Bild der Menge M unter dem Fluss
®; die Menge M selbst ist, also ®:(M) C M, fur alle ¢ > 0.

Einfache Beispiele einer positiv invarianten Menge sind die Menge {xr} mit xp als
Ruhelage, die Menge der Punkte eines Grenzzykluses, etc.. Eine Menge M heifit negativ
invariante Menge des Systems (3.47), wenn ®_,(M) positiv invariant ist. Ebenso von
Interesse sind Punkte, denen eine Trajektorie beliebig oft, beliebig nahe kommt. Dazu
folgende Definition:

Definition 3.7 (Grenzpunkt und Grenzmenge). Ein Punkt y € R"™ heiit w- Grenzpunkt
von x des Systems (3.47), wenn eine Folge (¢;) von reellen Zahlen aus dem Intervall
[0, 00) mit t; — oo so existiert, dass

lim [ly — &, ()] = 0 (3.48)

gilt. Die Menge aller w-Grenzpunkte von x, die so genannte w-Grenzmenge von X,
wird mit L, (x) bezeichnet.

Aquivalent zu obiger Definition kann man Grenzpunkte und Grenzmengen fiir ¢t < 0
betrachten. In diesem Fall werden die Bezeichnungen a- Grenzpunkt und a- Grenzmenge
L, (x) verwendet.

Definition 3.8 (Grenzzyklus). Ein Grenzzyklus von (3.47) ist eine geschlossene
Trajektorie v, die den Bedingungen v C L, (x) oder v C Lo (x) fiir gewisse x € R"
geniigt. Im ersten Fall bezeichnet man den Grenzzyklus als w-Grenzzyklus und im
zweiten Fall als a- Grenzzyklus.

In Abbildung 3.9 werden die Begriffe Grenzmenge und Grenzzyklus anhand einer sche-
matischen Darstellung der Trajektorienschar des Van der Pol Oszillators veranschaulicht.
Dabei beschreibt v die eindeutige geschlossene Trajektorie, die fiir jeden Punkt x € R?
abgesehen vom Punkt x4, die w-Grenzmenge L (x) bildet, d. h., 7 beschreibt einen w-
Grenzzyklus. Weiters ist der Punkt x4 die a-Grenzmenge L, (x) fiir jeden Punkt x im
Inneren von . Liegt x aufierhalb von v, dann ist L, (x) = {}.

Mit diesen Begriffen ist es nun moglich, das Invarianzprinzip von Krassovskii-LaSalle
zu formulieren.

Satz 3.3 (Hilfssatz fiir das Invarianztheorem). Wenn die Losung x(t) = ®.(x0) des

Systems (3.1) firt > 0 beschrankt ist, dann ist die w-Grenzmenge L, (x0) von xg
nach Definition 3.7 eine nichtleere, kompakte (beschrinkte und abgeschlossene), positiv
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Abbildung 3.9: Grenzpunkte und Grenzmengen.

invariante Menge mit der Figenschaft
lim ®,(x0) € Lu(x0) - (3.49)
t—o0

Der Beweis dieses Satzes ist in der am Ende angefiihrten Literatur nachzulesen.

Satz 3.4 (Invarianzprinzip von Krassovskii-LaSalle). Angenommen, X ist eine kom-
pakte, positiv invariante Menge und V : X — R eine stetig differenzierbare Funktion,
die auf X der Bedingung V(X) < 0 gentigt. Die Menge Y ist jene Teilmenge von X,
fir die Y = {x € X|V(x)= O}. Bezeichnet man mit M die grofite positiv invariante
Menge von Y, dann gilt

L,(X)C M. (3.50)

Der Beweis dieses Satzes ist ebenfalls in der am Ende angefiihrten Literatur nachzulesen.
Wie man aus Satz 3.4 erkennt, muss V' (x) nicht positiv definit sein. Die Schwierigkeit
hier liegt nun darin, die kompakte, positiv invariante Menge X zu finden. Man weifl aber
aus Abschnitt 3.1.4, dass die Niveaumenge einer positiv definiten Funktion V' (x) lokal
kompakt und positiv invariant ist. Kann man dariiber hinaus die radiale Unbeschréanktheit
nachweisen, dann gilt dies sogar global. Damit ist es moglich, nachfolgenden Satz als
direkte Konsequenz von Satz 3.4 zu formulieren.

Satz 3.5 (Anwendung des Invarianztheorems). Es sei xgp = 0 eine Ruhelage von
(5.1) und D C R"™ eine offene Umgebung von 0. Ezistiert eine Funktion V(x) : D —
R s0, dass V(x) auf D positiv definit und V (x) auf D negativ semidefinit ist, dann ist
der Punkt xp = 0 asymptotisch stabil, wenn die grifite positiv invariante Teilmenge
von ) = {x € D|V(x) = 0} die Menge M = {0} ist. Ist dariber hinaus V (x) radial
unbeschrankt, dann ist xp= 0 global asymptotisch stabil.

In Anlehnung an das Feder-Masse-Dampfer System von Abbildung 3.8 wird das Beispiel
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:t'l = X9 (3.513)
.fifQ = —g(acl) - h(xg) (3.51b)
mit
g(0) =0, z1g(x1) >0 fir x; #0, z1 € (—a,a) (3.52)
h(0) =0, xoh(xe) >0 fur x4 #0, x9 € (—a,a) (3.53)

untersucht. Weiters wird angenommen, dass g(z1) und h(x2) auf dem Intervall (—a,a)
stetig sind. Man kann sich einfach davon tiiberzeugen, dass xp = 0 in der Menge D =
{x € R?—a<uz1<a, —a<ux<a} die einzige Ruhelage ist. Als Kandidat fiir eine
Lyapunovfunktion wird

2

Vi = [ gla)da+ (3.54)
0

gewihlt. Offensichtlich ist V (x) auf D positiv definit und fiirr V' gilt
V(X) = g(xl)il + Todo = —l’gh(l‘g) <0. (3.55)

Die Menge ) = {x eD|V(x) = O} ergibt sich im vorliegenden Beispiel zu Y = {x € D|
x1 beliebig und zo = 0}. Damit die Losungskurven fiir alle Zeiten ¢ > 0 in ) verbleiben,
folgt unmittelbar, dass 1 = 0 sein muss, d. h., die gréfite positiv invariante Teilmenge von
Y ist die Menge M = {0}, weshalb nach Satz 3.5 gezeigt ist, dass die Ruhelage xp = 0
asymptotisch stabil ist.

Aufgabe 3.10. Gegeben ist ein dynamisches System erster Ordnung

T =azr;+u (3.56)

mit einem adaptiven Regelgesetz
Ey =y, v>0 (3.57a)
U= —x9xq . (3.57b)

Zeigen Sie mithilfe des Invarianzprinzips von Krassovskii-LaSalle, dass fiir den ge-
schlossenen Kreis gilt lim;_, o #1(¢) = 0 unabhéngig vom Streckenparameter a. Es sei
lediglich bekannt, dass der Parameter a nach oben beschrankt ist, ndmlich a < b.

Hinweis: Wahlen Sie als Kandidat fiir die Lyapunovfunktion

1 1
Vi(x) = 5:5% + Z(@ -b)?  b>a. (3.58)

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



3.1 Autonome Systeme Seite 64

3.1.6 Lineare Systeme

Die Stabilitdtsuntersuchung linearer Systeme
x = Ax (3.59)

kann an Hand der Eigenwerte der Matrix A durchgefithrt werden. Mittels einer reguléren
Zustandstransformation z = Tx kann das System auf Jordanform

7z =Jz (3.60)
mit
J, o 0
o J, .
J=| 7 (3.61)
0 0o J,

transformiert werden. Ein Jordanblock J; hat dabei die Form

a; 1 o --- 0
0 a; :
Ji=1: . -0 0 (3.62)
: .ooa; 1
0 - - 0 af

fir einen m-fachen reellen Eigenwert \; = a; der Matrix A bzw.

A, E 0 --- 0
0 A, : ,
Ji=|: . - 0 : Ai:[‘” _"] (3.63)
bi a;
: A, E
o -~ - 0 Ai—2m><2m

flir einen m-fachen konjugiert komplexen Eigenwert \; = a; + jb; der Matrix A.

Aufgabe 3.11. Wie muss die Transformationsmatrix T aussehen, damit man die
Jordanform erhélt.

Hinweis: Eigenvektoren
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Fiir die Stabilitdt nach Lyapunov gilt nun folgender Satz:

Satz 3.6 (Stabilitdt linearer Systeme). Die Ruhelage xg = 0 von (3.59) ist genau
dann stabil im Sinne von Lyapunov, wenn fir jeden Jordanblock J; von (3.60) gilt
a; <0 oder a; <0 und m = 1. Gilt fir jeden Jordanblock J; von (3.60), dass a; < 0
ist, dann ist die Ruhelage xp = 0 asymptotisch stabil.

Aufgabe 3.12. Beweisen Sie Satz 3.6.
Fiir die nachfolgenden Betrachtungen werden noch zwei Definitionen benétigt.

Definition 3.9 (Hurwitz-Matrix). Eine (n x n)-Matrix A heifit Hurwitz-Matriz,
wenn fiir alle Eigenwerte \; von A gilt, Re(\;) <0 firi =1,...,n.

Definition 3.10 (Positiv definite Matrix). Eine symmetrische (n x n)-Matrix P heifit
positiv definit, wenn gilt x ' Px > 0 fiir alle x € R" — {0}. Im Falle von xTPx > 0
nennt man P positiv semidefinit.

Aufgabe 3.13. Wo liegen die Eigenwerte einer positiv (semi)definiten Matrix? Beweisen
Sie Thre Aussagen.

Wihlt man nun als Kandidaten fir eine Lyapunovfunktion von (3.59)
V(x)=xPx (3.64)
mit einer positiv definiten Matrix P, so folgt fir V
V(x)=x"Px+x"Px
= xT (ATP + PA)x (3.65)
= —xTQx
mit einer quadratischen Matrix Q, die der Beziehung
ATP+PA+Q=0 (3.66)

geniigt. Man nennt (3.66) auch Lyapunov-Gleichung.

Aufgabe 3.14. Zeigen Sie, dass die Lyapunov-Gleichung (3.66) eine lineare Gleichung
in den Elementen p;; von P ist.

Ist die Matrix Q positiv definit, dann folgt aus Satz 3.1, dass die Ruhelage xg = 0
asymptotisch stabil und folglich A eine Hurwitz-Matrix ist. D. h., zu einer gegebenen positiv
definiten Matrix P wird fiir das System (3.59) die Matrix Q berechnet und auf positive
Definitheit untersucht. Bei linearen Systemen ldsst sich diese Vorgangsweise umkehren.
Man gibt ein positiv definites Q vor und berechnet dazu P. Dazu der nachstehende Satz:
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Satz 3.7 (Lyapunov-Gleichung). Die Matriz A ist genau dann eine Hurwitz-Matrix,
wenn die Lyapunov-Gleichung (5.66) fiir jedes positiv definite Q eine positiv definite
Losung P besitzt. In diesem Fall ist P eindeutig bestimmi.

Beweis. («<): Folgt trivialerweise aus Satz 3.1. (=): Wenn A eine Hurwitz-Matrix
ist, dann ist die Existenz des Integrals

P= / ATQeA dt (3.67)
0

garantiert. Ist dariiber hinaus Q positiv definit, dann muss dies auch fiir P gelten,
denn aus

xTPx =0 (3.68)
folgt
o
/XTeATthAtX dt=0. (3.69)
—_— ——
0 >0

Da Q positiv definit ist, muss eA*x = 0 sein und wegen der Regularitit der Transiti-

onsmatrix gilt x = 0. Die Rechnung

ATP 4 PA — / ATAT QA 4 + / ATIQEAT A
0 0

T d

_ / = (AT Qer) at (3.70)
0

_ }E& eATthAt ~Q

-Q

zeigt, dass P von (3.67) tatsichlich eine Losung der Lyapunov-Gleichung (3.66)
ist. Verbleibt noch die Eindeutigkeit der Losung zu zeigen. Angenommen, Py ist
eine weitere Losung der Lyapunov-Gleichung (3.66). Fiir die zeitliche Anderung des
Ausdrucks

F(X) = X"TPX - X"PX = XT(P - Py)X (3.71)
mit X als Losung der Matrixdifferenzialgleichung

X = AX (3.72)
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folgt
F(X) = XT| ATP + PA - (AP + PyA) [X =0, (3.73)
Q
- -Q

Damit ist also F(X) konstant entlang einer Trajektorie von (3.59). Aus
F(e) = A (P — Pg)e?! (3.74)
erhilt man dann mit

lim F(eA') = F(E)

t—0
=(P-P
( o) (3.75)
= lim F(e?)
t——+o00
=0
die Eindeutigkeit der Losung von (3.66). O
Aufgabe 3.15. Gegeben sind zwei identische lineare Systeme der Form
. 0 1 0 :
X; = [_1 O] x; + L] Us, 1=1,2 (3.76a)
yi=[1 0. (3.76b)

Uberpriifen Sie die Stabilitéit der Ruhelage, wenn die beiden Systeme in Serie bzw.
parallel geschaltet werden. Geben Sie eine physikalische Interpretation der Ergebnisse
an, wenn Sie das System (3.76) als ungeddmpften Feder-Masse-Schwinger betrachten.

Aufgabe 3.16. Gegeben ist das lineare autonome zeitinvariante Abtastsystem
Xpi1 = Axy, A e RV . (3.77)
Zeigen Sie, dass die Existenz einer positiv definiten Losung P € R™*" der Ungleichung
ATPA-P <0 (3.78)

hinreichend dafiir ist, dass mit V(x) = x'Px eine Lyapunovfunktion fiir (3.77)
gegeben ist.

Aufgabe 3.17. Das lineare System

% = Ax (3.792)
y =Cx (3.79Db)
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sei vollstdndig beobachtbar. Zeigen Sie, dass A genau dann eine Hurwitz-Matrix ist,
wenn die Lyapunov-Gleichung

PA + ATP = —C'C (3.80)

fiir ein positiv definites P erfiillt ist. Zeigen Sie weiters, dass in diesem Fall die Losung
fir P eindeutig ist.
Hinweis: Verwenden Sie das Invarianzprinzip von Krassovskii-LaSalle und die
Tatsache, dass fiir das beobachtbare Paar (A, C) gilt, CehAlx = 0 fiir alle t > 0
dann und nur dann, wenn x = 0 fiir alle ¢ > 0.

3.1.7 Indirekte (Erste) Methode von Lyapunov

Neben der im Abschnitt 3.1.3 besprochenen zweiten Methode von Lyapunov, die im
Wesentlichen auf der Konstruktion einer Lyapunovfunktion beruht, besteht auch die
Moglichkeit, den Stabilitdtscharakter einer Ruhelage an Hand des um diese Ruhelage
linearisierten Systems zu beurteilen. Dazu betrachte man wiederum das nichtlineare
autonome System

x = f(x) (3.81)

mit der Ruhelage xr = 0. Unter der Voraussetzung, dass f(x) auf einer offenen Umgebung

D von 0 stetig differenzierbar ist, ldsst sich f(x) in der Form
0

£(x) = £(0) + 2fx)| xtr),  tim EX

0x =0 Ix[l—0 ||x]|

=0 (3.82)

schreiben. Es gilt dann nachfolgender Satz:

Satz 3.8 (Indirekte (erste) Methode von Lyapunov). Es sei xg = 0 eine Ruhelage von
(5.81) und £(x) sei auf einer offenen Umgebung D C R™ von 0 stetig differenzierbar.
Mit

0
A= gt (3.83)

gilt nun:

(1) Haben alle Eigenwerte \; von A einen Realteil kleiner Null, also Re()\;) < 0,
dann ist die Ruhelage asymptotisch stabil.

(2) Geniigt ein Eigenwert A\; von A der Bedingung Re(\;) > 0, dann ist der
Ursprung instabil.

(3) Bei Figenwerten \; von A mit Re(\;) = 0 ist keine Aussage tber die Stabilitit
der Ruhelage des nichtlinearen Systems maglich.
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Beweis. Zum Beweis des ersten Teils dieses Satzes wird die Funktion
V(x) =xTPx (3.84)

mit positiv definitem P als Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion herangezogen. Fiir
V folgt wegen (3.82)

V(x) = xTPf(x) + T (x)Px
= x"P(Ax 4 r(x)) + (Ax + r(x))"Px (3.85)
= x"(PA + ATP)x + 2x"Pr(x) .

Da A eine Hurwitz-Matrix ist, hat die Lyapunov-Gleichung
PA+ATP+Q=0 (3.86)

fiir jedes positiv definite Q eine positiv definite Losung P. Weiters wurde vorausgesetzt,
dass f(x) stetig differenzierbar ist, und deshalb existiert zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 so,
dass

[eG)lly <ellxllys lIxlly <0 (3.87)

Fiir eine positiv definite Matrix P gilt fiir die induzierte 2er-Norm die Abschétzung
(vergleiche dazu (2.55))

Amin(P) < ||PH1‘,2 < Amax(P) (3.88)

mit Apin (P) > 0 bzw. Apax(P) > 0 als den kleinsten bzw. grofiten Eigenwert von P.
Damit folgt aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung (2.82) und (3.87) sowie (3.88) die
Abschétzung

xTPr(0)| < [Pr0) [allxlly < [Pl [rGolixly < Auax(P)x3  (3.89)
<el|x|l,
bzw.

V(x) < —XTQX + 25)\max(P)||ng

) (3.90)
< (_)\min(Q) + 25)\maX(P))”xH2 )
und V ist fiir
)\min(Q)
e< m (391)

sicher negativ definit. Dies beweist aber nach Satz 3.1 die asymptotische Stabilitat
der Ruhelage xp = 0. Der Beweis des zweiten Teiles von Satz 3.8 wird hier nicht
ausgefiihrt, kann aber in der entsprechenden Literatur nachgelesen werden. O
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Aufgabe 3.18. Suchen Sie in der am Ende angefithrten Literatur nach Instabilitdtssét-
zen von Lyapunov und wenden Sie diese fiir den Beweis des zweiten Teiles von Satz
3.8 an.

Besitzt das linearisierte System Eigenwerte A; mit Re();) = 0, dann erlaubt die indirekte
Methode keine Aussage. Man betrachte dazu das nichtlineare Eingroflensystem

i = ax® (3.92)
mit dem um die Ruhelage xp = 0 linearisierten System
z=0. (3.93)
Als Kandidaten fiir eine Lyapunovfunktion wéihlt man
V(z) = a* (3.94)
und man erhélt fiir V
V(z) = 4axS . (3.95)

Man iiberzeugt sich leicht, dass der Ursprung im Falle von a < 0 asymptotisch stabil,
aber fir a > 0 instabil ist. Fiir a = 0 ist das System linear und besitzt unendlich viele
Ruhelagen.

Aufgabe 3.19. Untersuchen Sie fiir die Systeme (3.9), (3.29), (3.41) und (3.43) die
Stabilitdt der Ruhelage(n) mithilfe der indirekten Methode von Lyapunov.

3.2 Nichtautonome Systeme
Den folgenden Betrachtungen liegt das nichtautonome nichtlineare System
x = f(t,x) (3.96)

mit f : [0, 00) x D — R™ stiickweise stetig in ¢ und lokal Lipschitz in x auf [0, 00) x D, D C
R", zu Grunde (vergleiche Satz 2.13). Die bei der Trajektorienfolgeregelung nichtlinearer
Systeme auftretenden Fehlersysteme weisen typischerweise die Struktur von (3.96) auf.
Man nennt xp € D eine Ruhelage von (3.96) fiir ¢ = to, wenn fiir alle Zeiten ¢ > tg > 0
die Beziehung

f(t,xr) =0 (3.97)
erfiillt ist, wobei xp von der Zeit t unabhingig sein muss. Ohne Einschrdnkung der
Allgemeinheit kann man annehmen, dass eine Ruhelage mit xp = 0 fiir g = 0 gegeben ist.

Aufgabe 3.20. Zeigen Sie, dass man fiir xg # 0, ty # 0 durch eine einfache Koordinaten-
und Zeittransformation immer erreichen kann, dass in den neuen Koordinaten die
Ruhelage X = 0 fiir £ = 0 ist.
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Im Folgenden soll kurz gezeigt werden, dass die Ruhelage eines nichtautonomen Systems
(3.96) auch die transformierte nichttriviale Losung eines autonomen Systems sein kann.
Dies hat den Vorteil, dass man die Untersuchung der Stabilitéit einer Losungstrajektorie
auf die Stabilitat einer Ruhelage eines nichtautonomen Systems zuriickfithren kann. Man
betrachte dazu das autonome System

d

Y =80, (3.98)

wobei ¥(7) eine Losung von (3.98) fir 7 > 79 > 0 bezeichnet. Fiihrt man nun eine
Koordinaten- und Zeittransformation der Form x =y — y(7) und ¢t = 7 — 7y durch, so
erhélt man das transformierte System

d

d_
FTR &}’(t +70) — a}’(t + 70)
= g+ 31+ 7))~ L) (3.99)
=f(t,x) .
Da y(7) eine Losung von (3.98) fiir 7 > 79 > 0 ist, gilt
O%S’(T) =g(¥(), 7T2m2=0 (3.100)
bzw. in der transformierten Zeit ¢
%i(t +7) =g[Ft+m)), t=>0. (3.101)

Aus (3.99) und (3.101) ist unmittelbar einsichtig, dass xp = 0 fiir ty = 0 eine Ruhelage
des transformierten Systems $x = f(¢,x) darstellt.

Die Definition der Lyapunov Stabilitidt geméafl Definition 3.3 ldsst sich nun auch auf
nichtautonome Systeme tbertragen, doch muss hier zusétzlich die Abhéngigkeit des

Systemverhaltens vom Anfangszeitpunkt tg explizit beriicksichtigt werden.

Definition 3.11 (Lyapunov-Stabilitiat nichtautonomer Systeme). Die Ruhelage xg = 0
von (3.96) heifit

o stabil (im Sinne von Lyapunov), wenn zu jedem € > 0 ein d(e, tp) > 0 so existiert,
dass

[x(o)l <d(e,to) = [x(®)l <e (3.102)
fir alle t > tg > 0 gilt,

o gleichmajSig stabil, wenn zu jedem £ > 0 ein d(¢) > 0 (unabhéngig von ty) so
existiert, dass (3.102) fiir alle ¢ > ¢y > 0 erfiillt ist,

o asymptotisch stabil, wenn sie stabil ist und eine positive reelle Zahl n(tp) so
existiert, dass aus

Ix(to)ll <n(to) = limx(t)=0, (3.103)

t—o00
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o gleichmafSig asymptotisch stabil, wenn sie gleichméafig stabil ist, eine positive
reelle Zahl n (unabhéngig von tg) so existiert, dass (3.103) fir alle t > tp > 0
erfillt ist und man fiir jedes g > 0 ein T'(11) > 0 so finden kann, dass

Ix(to)ll<n = |x@)| <p firalle ¢>to+T (1) (3.104)

gilt.

Fiir nichtautonome Systeme der Form (3.96) ldsst sich nun in Analogie zu Satz 3.1
folgender Satz zur Uberpriifung der gleichmifligen Stabilitit angeben:

Satz 3.9 (Gleichméfige Stabilitdt nichtautonomer Systeme). Es sei xgp = 0 eine
Ruhelage von (3.96) firt =0 und D C R™ eine offene Umgebung von 0. Existiert
eine stetig differenzierbare Funktion V (t,x) : [0,00) X D — R und auf D stetige positiv
definite Funktionen W1 (x) und Wa(x) so, dass gilt

Wi(x) < V(t,x) < Wa(x) (3.105a)
aatv + (;Xx/)f(t,x) <0 (3.105b)

fir alle t > 0 und alle x € D, dann ist die Ruhelage xp = 0 gleichméafig stabil.
Findet man dariber hinaus eine auf D stetige positiv definite Funktion W3(x) so, dass
(3.1050) in der Form

gtv - ((iv)f(t,x) < -Ws(x) <0 (3.106)

fiir alle t > 0 und alle x € D abgeschdtzt werden kann, dann ist die Ruhelage xp = 0
gleichméfig asymptotisch stabil.

Der Beweis dieses Satzes ist in der am Ende angefiihrten Literatur nachzulesen.

Aufgabe 3.21. Zeigen Sie, dass die Ruhelage x = 0 des Systems

Tl _ |ma - g(t)z2

.i‘g r1 — T2
mit der stetig differenzierbaren Zeitfunktion g(t), 0 < g(¢) < k und $g(t) < g(¢) fiir
alle t > 0 gleichméBig asymptotisch stabil ist.

(3.107)

Aufgabe 3.22. Gegeben ist das folgende mathematische Modell (mathematisches
Pendel mit zeitverdnderlicher Dampfung)

l"l . xT9
ng] B l sin(z1) — g(t)xj (3-108)

mit der stetig differenzierbaren Zeitfunktion g(¢), 0 < a < ¢(t) < f < oo und
%g(t) <~ < 2 fiir alle t > 0. Zeigen Sie, dass die Ruhelage x1 = 9 = 0 gleichméafig
asymptotisch stabil ist.
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Neben der gleichméfBigen Stabilitét spielt auch die so genannte exponentielle Stabilitat
eine wesentliche Rolle bei der Analyse nichtautonomer Systeme.

Definition 3.12 (Exponentielle Stabilitat nichtautonomer Systeme). Die Ruhelage
xr = 0 von (3.96) heifit exponentiell stabil, wenn positive Konstanten k1, k2 und ks
so existieren, dass gilt

(o)l < ks = [x(@)l| < killx(to) e~ 1) . (3.109)

Die Uberpriifung der exponentiellen Stabilitit kann dabei anhand des folgenden Theo-
rems erfolgen.

Satz 3.10 (Exponentielle Stabilitdt nichtautonomer Systeme). Es sei xgp = 0 eine
Ruhelage von (3.96) firt =0 und D C R"™ eine offene Umgebung von 0. Existiert
eine stetig differenzierbare Funktion V (t,x) : [0,00) x D — R und positive Konstanten
aj, g =1,...,4, so, dass gilt

ar|x(@)[|** < V(t,x) < aglx(t)[|* (3.110a)
0 0

— — < — Qq .

8tV + (aXV)f(t,x) < —asl|x(t)]] (3.110b)

fir alle t > 0 und alle x € D, dann ist die Ruhelage xp = 0 exponentiell stabil.

Beweis. Aus den beiden Ungleichungen (3.110) erkennt man, dass gilt

d
SVt x) < —as|x@®)]|** < ~ 2V (t,x) (3.111)
dt (0%
und damit
— 23 (t—tg)
V(t,x) < V(tg,x(tg))e 2 ) (3.112)
Im Weiteren folgt aus (3.110a)
V(to,x(to)) < as|[x(to)]|* (3.113)

und

Ix()] < (V“X)) , (3.114)

a1

weshalb mit (3.112) folgende Abschétzung

1 1
V(t, ay ag 23 (4
Ix(t)]] < ((X>> "< <a> " lx(to)fle” m2ea ") (3.115)
(5] (675]
angegeben werden kann. Dies zeigt unmittelbar die exponentielle Stabilitit gemé&f
1
Definition 3.12 fir k1 = (3—?) “ und ko = 0334' O
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Aufgabe 3.23. Gegeben ist das folgende mathematische Modell

[:m] _ [ h(t)zs — g(t)at ] (3.116)
xTo —h(t)xl - g(t)x%

mit den stetig differenzierbaren und beschriankten Zeitfunktionen h(t) und g¢(t),
g(t) > k > 0 fiir alle ¢t > 0. Ist die Ruhelage x1 = 22 = 0 gleichméBig asymptotisch
stabil? Ist die Ruhelage x1 = o2 = 0 exponentiell stabil?

Aufgabe 3.24. Gegeben ist das folgende mathematische Modell

[xll _ | mm et (23 + 23) sin(t) (3.117)
T —x1 — 22 + (23 + 23) cos()
Zeigen Sie, dass die Ruhelage x1 = x5 = 0 exponentiell stabil ist.
3.2.1 Lineare Systeme
Auch die Stabilitdtsuntersuchung linearer zeitvarianter Systeme der Form
x=A(t)x (3.118)

ist wesentlich schwieriger verglichen zum zeitinvarianten Fall gemé8 (3.59). Man betrachte
dazu das System (3.118) mit der Dynamikmatrix

—1+1.5(cos(t))> 1~ 1.5sin(t) cos(t
Alt) = + 1.5(cos(t)) sin( )cos(2) (3.119)
—1—1.5sin(t) cos(t) —1+ 1.5(sin(t))
In diesem Fall sind die Eigenwerte A; o = —1/4+11/7/4 von A(¢) fiir alle Zeiten ¢ konstant
und haben negativen Realteil und trotzdem ist die Ruhelage instabil wie eine Berechnung

der Losung fir tg =0

(3.120)

et/2 cos e !sin
x(t) = [ o (ﬂ]x(m

—et/?sin(t) et cos(t)
zeigt. Zur Erinnerung sei an dieser Stelle erwédhnt, dass bei der Linearisierung von nichtli-
nearen (autonomen) Systemen um eine Solltrajektorie im Allgemeinen lineare zeitvariante
Systeme auftreten.

Die Stabilitdtsuntersuchung der Ruhelage kann beispielsweise mithilfe von Satz 3.9
erfolgen. Dazu wahlt man eine geeignete Lyapunovfunktion der Form

V(t,x) =x"P(t)x, 0<aE<P(t)<aE (3.121)

mit der stetig differenzierbaren, beschriankten und symmetrischen Matrix P(¢) sowie den
positiven Konstanten a; und as. Die Lyapunovfunktion geniigt somit den Ungleichungen

ar||x|3 < V(%) < as|x]3 . (3.122)
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Erfillt nun P(¢) die Matrixdifferenzialgleichung
—P(t) = ATP(t) + P(H)A(t) + Q(t) (3.123)
fiir eine stetige, beschrankte und symmetrische Matrix Q(t), fir die gilt
0<asE<Q(t), (3.124)

dann folgt fiir die Anderung von V (¢,x) entlang einer Losungskurve von (3.118)

%V (t,%) =X P(t)x + x P(1)x +x P(t)x
=x"(AT(WP(1) + P(1) + P()A())x (3.125)
= —xTQ(t)X

< —az|x|l3 <0 .

Aus (3.122) und (3.125) erkennt man unmittelbar, dass damit auch die exponentielle
Stabilitdt nach Satz 3.10 fiir oy = 2 gezeigt wird. Es sei an dieser Stelle erwiahnt, dass bei
linearen zeitvarianten Systemen gleichméflige asymptotische Stabilitdt und exponentielle
Stabilitat dquivalent sind.

Fiir die Analyse linearer zeitvarianter periodischer Systeme der Form (3.118) mit
A(t) = A(t + T) findet man in der Literatur eine ausfiihrliche Theorie, siehe beispielsweise
Floquet-Theorie. An dieser Stelle wird auf eine weitere Ausfithrung zu diesem Thema
verzichtet, doch wird im Folgenden noch eine niitzliche Abschétzung fir die Trajektorien
linearer zeitvarianter Systeme angegeben.

Satz 3.11 (Ungleichung von Vazevski). Eine Losung x(t) des linearen zeitvarianten
Systems (3.118) mit der reellwertigen Dynamikmatriz A(t) gentgt der folgenden
Ungleichung

o)l exp( [ Ar)ar) < ol < Ixtless( [ Amyar) , (@126)

wobei \(t) und A(t) den kleinsten und grofiten Eigenwert des symmetrischen Anteils
der Matriz A(t)

Al(t) = %(A(t) +AT(1)) (3.127)

bezeichnen.
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Beweis. Fiir feste Zeit t gilt zufolge von (2.64) die Beziehung

A® x5 < xT()ABx(E) < A®)|[x(0)]3 (3.128)
und durch Einsetzen von

d

£\|x(t)\\§ =% (O)x(1) +x" (1)x(t)
= x"(t)(A) + AT(®))x(t) (3-129)
=2xT () A, (t)x(t)
erhalt man
27(1)[|x(®)|[5 < %IIX(OH% < 20(8)|x(8)]]5 - (3.130)

Betrachtet man nun im ersten Schritt nur den linken Teil der Ungleichung (3.130), so
folgt unmittelbar das Ergebnis geméfl (3.126)

2A()x(0) 3 < 20ty |, XD 2) (3.1310)
) dt < JUxO1z) (3.131D)
(05
oo (IO C
o AT <rx<to>ug> (3131
Ixtto)lesp( | Ar)dr ) < 0, (3.1310)
O

Aufgabe 3.25. Zeigen Sie auf gleiche Art und Weise den rechten Teil der Ungleichung
(3.130).

Zieht man als Beispiel nochmals das System (3.118) mit der Dynamikmatrix (3.119)
heran, dann errechnet sich der symmetrische Anteil der Dynamikmatrix zu

Al(t) = 5 (A@) + AT(t))

—1+1.5(cos(t))® —1.5sin(t) cos(t

) (3.132)
—1.5sin(t) cos(t) —1+ 1.5(sin(t))?

mit den zugehorigen Eigenwerten As; = 1/2 und Ag2 = —1. Nach Satz 3.11 erfiillt demnach
eine Losung x(t) die Ungleichung

Ix(to)lloe™ 1) < [Jx() ]}, < [[x(to)l|,e3 ") (3.133)
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3.2.2 Lyapunov-dhnliche Theorie: Barbalat’s Lemma

Neben der Lyapunov-Theorie fiir nichtautonome nichtlineare Systeme der Form (3.96),
wie sie im vorigen Abschnitt behandelt wurde, findet man in der Literatur in diesem
Zusammenhang haufig einen Lyapunov-dhnlichen Zugang iiber das so genannte Lemma von
Barbalat, welches auf den mathematischen Eigenschaften des asymptotischen Verhaltens
von Funktionen und deren Ableitungen beruht. Dazu sollen im ersten Schritt einige
asymptotische Eigenschaften von Funktionen und deren Ableitungen diskutiert werden.
Fiir eine nach der Zeit ¢ differenzierbare Funktion f(t) gilt:

(1) Aus tlggo f(t) =0 folgt nicht tli>I20 f(t) = ¢ mit |c] < o0.
Als Beispiel betrachte man die Funktion f(¢t) = In(¢). Es gilt zwar fir die Ab-

leitung

lim f(t) = L : (3.134)

t—00 t

aber die Funktion selbst geht fiir ¢ — oo selbst gegen oco.

(2) Aus tlgglo f(t) = ¢ mit |¢| < 0o folgt nicht tlg]élo f(t)=0.

Als Beispiel withle man die Funktion f(t) = e 'sin(e?), fiir die gilt tlim f() =0,
— 00

aber

lim f(t) = lim (2cos(e*)e! — e *sin(*)) (3.135)

t—o00 t—o00

ist nicht definiert.

(3) f(t) ist nach unten hin beschréankt und nicht zunehmend ( ft) < 0), dann folgt

tlgglo f(t) = ¢ mit |¢| < oo.

Das Lemma von Barbalat klart nun, unter welchen Voraussetzungen die Ableitung f (t)
einer beschréinkten Funktion fiir ¢ — oo gegen Null konvergiert.

Satz 3.12 (Barbalat’s Lemma). Wenn fir die differenzierbare Funktion f(t) gilt,
tlim f(t) =c mit |c| < oo und f(t) ist gleichmdfig stetig, dann folgt tlim fit)=o0.
— 00 — 00

Bevor gezeigt wird, wie dieser Satz zur Stabilitdtsuntersuchung herangezogen wird,
soll im Folgenden noch kurz der Begriff der gleichmdfigen Stetigkeit einer Funktion f(t)
wiederholt werden.
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Definition 3.13 (ed-Stetigkeit). Eine Funktion f(¢) ist genau dann im Punkt ¢;
stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein § = d(¢,t1) > 0 so gibt, dass gilt

t—ti| <6 = |f(t) - ft)| <e. (3.136)

Eine Funktion f(¢) heifit genau dann gleichmdfig stetig, falls ein 6 immer so gefunden
werden kann, dass es unabhangig von ¢; ist.

Als Beispiel betrachte man die Funktion f(¢) = ¢2. Man gibt nun ein ¢ > 0 vor und
bestimme ein J so, dass gilt

=8 <e oder [t—tilft+t]<e [t—t]<d. (3.137)

Aus (3.137) erkennt man, dass fiir ¢ > t; > 0 zu jedem € immer ein § so gefunden werden
kann, dass gilt

O<t—th <6 = (t—tl)(t+t1)<€. (3138)

Ersetzt man in (3.138) t durch t, =t; +0 — % und lésst n — oo gehen, dann folgt

d(2t1 +9) < e (3.139)
bzw. erst recht
€
0 < — . 3.140
<2 ( )

Man erkennt also, dass mit wachsendem ¢; bei gleichbleibendem € die Zahl § immer kleiner
wird und somit kein kleinstes § angegeben werden kann, das fiir alle ¢; richtig wére. Damit
ist die Funktion f(t) = t? zwar stetig, aber nicht gleichméiBig stetig. Im Gegensatz dazu
gilt fiir die Funktion f(t) = v/t unter der Voraussetzung t > t; > 0

V- vE| < \Jlt-tl <€, (3.141)

und mit der Wahl § = €2 folgt sofort die gleichmdfige Stetigkeit, also

t—t1] <6, (3.142a)

VIit—t] <e, (3.142b)

Vi- V| <e. (3.142¢)

Aufgabe 3.26. Beweisen Sie die letzte Folgerung in (3.142).

Wie man sieht, ist die Uberpriifung der gleichméfigen Stetigkeit auf diese Art und
Weise recht schwierig. Deshalb verwendet man oft ein hinreichendes Kriterium folgender
Form:
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Satz 3.13 (Hinreichende Bedingung fiir gleichméflige Stetigkeit). Fine differenzierbare
Funktion f(t) ist dann gleichmdfig stetig, wenn die Ableitung %f(t) beschrankt ist.

Aus dem Lemma von Barbalat folgt nun unmittelbar folgender Satz zur Stabilitdtsun-
tersuchung nichtlinearer, nichtautonomer Systeme der Form (3.96).

Satz 3.14 (Lyapunov-dhnliche Methode). Wenn eine skalare Funktion V(t,x) :
R+ x R™ — R die Bedingungen

(1) V(t,x) ist nach unten hin beschrankt,

(2) V(t,x) <0 und

(3) V(t,x) ist gleichmdfig stetig in der Zeit t
erfullt, dann gilt tliglo V(t,x) = 0.

Als Anwendungsbeispiel betrachte man folgende regelungstechnische Aufgabe: Eine
Masse m, die reibungsfrei auf einer horizontalen Oberfliche gleitet, soll mithilfe der Kraft
F positioniert werden. Das zugehorige Differentialgleichungssystem lautet

m—x =F . (3.143)

Angenommen, die Sollposition 7s,;(t) wird durch eine Person iiber einen Steuerkniip-
pel vorgegeben, dann besteht die einfache Moglichkeit, dieses externe Signal {iber ein
Referenzmodell der Form

ao

. . i'soll
Tsoll T A1Tsoll + AT soll = AOT 50l G(S) = = (3144)

fsoll 82 + a1s + ag

fiir geeignete Parameter a; und ag in ein zweifach stetig differenzierbares Fithrungssignal
Zsoir(t) umzuwandeln. Die Parameter a; und ag werden dabei so gewéhlt, dass das
Referenzmodell mit der Ubertragungsfunktion G(s) stabil ist und die Performancevorgaben
eingehalten werden. Nun fiithrt das einfache Regelgesetz

F(t) = m<jsoll —2)é — )\26), €= — Tsoll (3.145)
fir A > 0 zu einem asymptotisch stabilen geschlossenen Kreis mit der Fehlerdynamik
E+2Xé+N2e=0. (3.146)

Fiir das Weitere sei angenommen, dass die Masse m zwar konstant, aber nicht genau
bekannt ist, d.h. man kennt lediglich den Schétzwert /m. Setzt man nun fir m den
Schétzwert m in das Regelgesetz (3.145) ein, dann erhélt man fiir den geschlossenen Kreis

mi = m(sesou —2Xé — A%) (3.147)
bzw.

mi = m (itson — 206 — N2 ) = 1 (igon — 2 — M) —m (igon — 206 — M) (3.148)
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und durch Einfiihren eines verallgemeinerten Regelfehlers s = é + Ae ergibt sich

d
me.s +mAs = e, (fsoll —2Xé — >\2e) (3.149)
w(t)
mit dem Parameterfehler e, = m — m.
Das adaptive Regelgesetz
d
= Tws, v >0 (3.150)

garantiert, dass der verallgemeinerte Regelfehler asymptotisch gegen Null konvergiert.
Zum Beweis setzte man die nach unten hin beschrankte Funktion

1 1
V(s,em) = 5 (m52 + 76%) (3.151)

an und berechne deren zeitliche Ableitung

d 1 1
—V = ms(—/\s + emw) + —em(—yws)
m Y

dt (3.152)

= —Ams?><0.

Da nun V in s und e, positiv definit und V negativ semidefinit ist, sind die Funktion s
und e, beschriankt. Leitet man nun V nochmals zeitlich ab, dann erhilt man

. 1
V = —-2\ms (—)\8 + emw> , (3.153)
m

und diese Funktion ist wegen der beschrinkten Gréflen s und e, und der Vorgabe
von beschréankten Fithrungssignalen r4.;(¢) (damit ist auch w(t) beschrankt) ebenfalls
beschriinkt. Zufolge von Satz 3.13 ist somit V' gleichméBig stetig, das Lemma von Barbalat
(Satz 3.14) kann angewandt werden und man erhélt

lim V = — lim Ams? =0 (3.154)
t—o00 t—o00
also
lim s=0. (3.155)
t—o0
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4 Singulare Stortheorie

Es gibt viele (nichtlineare) dynamische Systeme, die sich aus einem langsamen und einem
schnellen Teilsystem zusammensetzen. In diesem Kapitel sollen solche Systeme genauer
analysiert werden und es soll geklart werden, unter welchen Voraussetzungen das schnelle
Teilsystem durch die zugehorige quasi-stationdre Lésung approximiert werden kann.

4.1 Grundidee

In Zustandsdarstellung lasst sich ein System bestehend aus einem schnellen und einem
langsamen Teilsystem in der Form

x = fi(t,x,2,¢) (4.1a)
ez = f5(t,x,2,¢) (4.1b)

mit dem kleinen positiven Storparameter e € [0, o], der Zeit t € [tg,t1] und dem Zustand
x €D, CR" und z € D, C R™ anschreiben. Im Weiteren wird angenommen, dass f; und
fy beziiglich sdmtlicher Argumente (t,x,z,¢) stetig differenzierbar sind. Setzt man nun in
(4.1) e = 0, dann degeneriert das Differenzialgleichungssystem (4.1b) zu einem System
algebraischer Gleichungen der Form

0 = f5(t,x,,2,,0) . (4.2)

Unter der Voraussetzung, dass das nichtlineare Gleichungssystem (4.2) k > 1 isolierte
reelle Wurzeln der Form

Zy = q(t, Xr) (43)

fir jedes (t,x,) € [0,t1] x D, besitzt, kann zu jeder Wurzel ein wohldefiniertes n—dimen-
sionales reduziertes mathematisches Modell der Form

x, = f1(t, %x,,q(t,%x,),0) (4.4)

berechnet werden. In diesem Fall sagt man, dass (4.1) in der Standardform der singuldren
Stortheorie vorliegt und (4.4) das zugehorige quasi-stationdre Modell darstellt.

Die folgenden Beispiele zeigen, auf welche Art und Weise bei der Modellierung eine
singulér gestorte Zustandsdarstellung geméaf (4.1) auftreten kann und wie der singulére
Storparameter € zustande kommt.

Beispiel 4.1 (Gleichstrommaschine). Unter der Voraussetzung einer konstanten Erre-
gung (1 r konstant) lésst sich das mathematische Modell einer Gleichstrommaschine
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geméaB (1.38) mit kg = k¢ wie folgt anschreiben:

d

@Gaw = k’AiA — ML (45&)
d

LAaiA:UA—RAiA—kAW (4.5Db)

Unter der Annahme, dass die Ankerinduktivitiat L 4 sehr klein ist, kann L 4 direkt als
singulérer Storparameter ¢ herangezogen werden und das System (4.4) liegt bereits
in der Standardform der singulidren Stortheorie nach (4.1) mit £ = w und z = iy
vor. Setzt man nun € = L4 = 0 in (4.5), dann erhdlt man aus (4.5b) fir R4 # 0 die
(eindeutige) isolierte Wurzel

. ug — kaw
=L = 4.6
ia ) (4.6)
und damit das quasi-stationare Modell
d k% kA
—w == —us — My, . 4.
@Gdtw RAw + RAUA L (4.7)

Bei dieser Vorgehensweise ist zu beméngeln, dass der singuldre Stérparameter € = L4
eine dimensionsbehaftete Grofie darstellt und damit auf Basis des Wertes von L 4
alleine nicht darauf geschlossen werden kann, dass es sich bei (4.5b) um ein schnelles
Teilsystem handelt. Aus diesem Grund fiihrt man eine Normierung geméfl (1.39) in
der Form

MpRy

w uA ~ ZARA
(3
k%wo

U = und M; =

wo’ kACU(]’ k:Awo

(4.8)

mit der nominellen Drehwinkelgeschwindigkeit wg ein und (4.5) folgt in normierter
Darstellung zu

d ~ ~ ~

TMaw =14 — M, (4.9a)
d”.' ~ ~ ~

TAaZA:uA—zA—w (4.9Db)

mit der elektrischen und mechanischen Zeitkonstanten

Ly RAO¢
Ty=24 und Ty = .
AT R, MO MT T

(4.10)
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Mit der normierten Zeit £ = t/ T ergibt sich schlussendlich (4.9) in der Standardform
der singulédren Stortheorie

d - -

o =ia— My (4.11a)
Ty d- .
Tﬁﬁ“:aA_“_@ (4.11b)

mit dem dimensionslosen singuldren Stérparameter

 Ta  Lak?

TS Ty T 0ck,

<1, (4.12)

da die elektrische Zeitkonstante Ty sehr viel kleiner als die mechanische Zeitkon-
stante Ths ist. Abbildung 4.1 zeigt Simulationsergebnisse des vollstdndigen und des
reduzierten Modells fiir T4 = 10 ms, Th; = 200 ms, @14 = 1, dem Lastmomentver-
lauf My (f) = 1/2(o(f — 1) — o(f — 2)) mit der Einheitssprungfunktion o(-) und den
Anfangswerten i4 = 0 und & = 0.

1
0.8
0.6 - :
04f /o R T D PR P TR R RRRARREE
0.2H - IR, B

—— Vollstédndiges Modell
----- Reduziertes Modell

Zeit ©

Abbildung 4.1: Simulationsergebnisse des vollsténdigen und des reduzierten Modells
der Gleichstrommaschine.

Beispiel 4.2 (Kaskadierter Regelkreis). Gegeben ist der kaskadierte Regelkreis von
Abbildung 4.2.
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'u %X:Ax—f—bu Y
[ y=clx

v

kpo

i innerer Regelkreis

Abbildung 4.2: Kaskadierter Regelkreis.

Im inneren Regelkreis wird ein Aktuator iiber einen hochverstirkenden Regler
geregelt. Der offene Regelkreis des Aktuators ist in Form eines Hammerstein-Modells
mit der statischen Eingangsnichtlinearitat 1(e) (im vorliegenden Fall gilt ¢(0) = 0,
ey (e) > 0 fir alle e # 0) und einer linearen Dynamik (im vorliegenden Fall ein Integra-
tor mit der Ubertragungsfunktion G(s) = kp1/s mit sehr grofilem Verstirkungsfaktor
kp1 > 0) gegeben. Der geregelte Aktuator wirkt auf ein lineares zeitinvariantes
Eingrofiensystem

%x = Ax+ bu (4.13a)

y=c'x (4.13b)

mit dem Zustand x € R", dem Eingang v € R und dem Ausgang y € R, welches
in einem &dufleren Regelkreis iiber einen P-Regler mit dem Verstarkungsfaktor kpo
geregelt wird. Die Zustandsdarstellung des geschlossenen Kreises hat somit die Form

%x = Ax+bu (4.14a)
1 d T
k—mau—@/)(kpg(r—c x) —u) . (4.14b)

Man erkennt unmittelbar, dass fiir kp; > 1 die Grofle e = 1/kp; < 1 einen geeigneten
singuldren Storparameter darstellt und das System (4.14) in der Standardform der
singularen Stortheorie (4.1) vorliegt. Das reduzierte Modell fir e = 0 bzw. fir
kp1 — oo ergibt sich direkt zu

d T
X (A = kpobe™)x + kpobr (4.15)

was dem Blockschaltbild von Abbildung 4.3 entspricht.
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T dx = Ax+bul| ¥
k X = X + bu
P2 yZCTX

Abbildung 4.3: Blockschaltbild des linearen Systems (4.14b).

Im Sinne der singuldren Stortheorie wird der innere Regelkreis als Durchschaltung
betrachtet, was im Wesentlichen die Grundidee der Kaskadenregelung widerspiegelt.

Beispiel 4.3 (Elektrisches Netzwerk). Gegeben ist das nichtlineare elektrische Netzwerk
von Abbildung 4.4 mit den spannungsgesteuerten nichtlinearen Widerstinden ¢ =
¥(u), den linearen Widerstdnden R und R¢, den Spannungsquellen U und den
linearen Kapazitidten C'.

R¢
| E—

u Wl e
C::lul I . %@Hﬂ Zk“ +

Abbildung 4.4: Elektrisches Netzwerk.

Das mathematische Modell dazu lautet

C%ul _ %(U — ) — () — Rlc(“l —up) (4.16a)
C%UQ = %(U — UQ) — ¢(UQ) + Rlc(ul — UQ) . (4.16b)

Wird nun angenommen, dass der Widerstand R < 1 ist, dann lédsst sich (4.16) in
der Form

1
e = &(U — ) — %¢(u1) — 5w — ) (4.17a)
d 1
etz = é(U —up) — %1&(1&) + 5 —uz) (4.17D)

mit dem singuldren Storparameter ¢ = R¢ schreiben. Offensichtlich hat (4.17) fiir
e = 0 keine isolierten Wurzeln, denn es gilt u; — us = 0, weshalb das System (4.17)
nicht in der Standardform der singuldren Stortheorie (4.1) vorliegt.

Fiithrt man nun die regulédre Zustandstransformation

1 1
x = §(u1 +u2) und z= §(u1 — ug) (4.18)
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durch, so folgt die Standardform der singuléren Stértheorie von (4.16) zu

d 1 1
E= ﬁ(U—m) - %(¢(x+z)+w(m—z)) (4.19a)
%z: = s ((a +2) — (a — 2) - %z (4.19D)

mit dem quasi-stationdren Modell (¢ = 0 impliziert die eindeutige isolierte Wurzel
z=0)
d 1

1
wt~ @(U —z) — 6¢($) : (4.20)

Aufgabe 4.1. Zeichnen Sie das Ersatzschaltbild zum quasi-stationdren Modell (4.20).
Fiihren Sie eine geeignete Skalierung der Groéflen so durch, dass der singuldre Storpa-
rameter € dimensionslos wird.

4.2 Unterschiedliche Zeitskalen

Im Weiteren wird die Approximationsordnung O(-) benétigt, die wie folgt definiert ist:

Definition 4.1 (Approximationsordnung). Man schreibt d1(¢) = O(d2(¢)), wenn
positive Konstanten ¢; und co so existieren, dass

|01()] < c1ld2(e)| fiir alle |e| < e (4.21)
gilt.
Zur Erlduterung der Definition sind im Folgenden einige Beispiele angefiihrt:
o e =0(e™) fir alle n > m, da || = |e|™[e|"" < | fur alle |e] < 1
e 1+5e6=0(1),da|l+5e] <|1+5c| firalle el <co

82

14+¢

o &2/(1+¢)=0(?), da ! |€2|  fiir alle |e] < c2 <1
— e

-1

Angenommen x(¢;¢) und z(¢; ) bezeichnen die Losungstrajektorie des Systems (siehe

(4.1))

x = f1(t,x,2,¢), x(to;€) = x0(¢€) (4.22a)
ez = fo(t,x,2,¢), z(to;€) = zo(e) , (4.22b)

wobei xg(¢) und zg(e) glatte Funktionen von e sind. Fiir das zugehorige in der Dimension
reduzierte quasi-stationdre Modell (siche (4.4))

x, = fi (¢, %x,,q(t,%x,),0), xr(to) = x0(0) (4.23)
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kénnen nur noch n Anfangsbedingungen vorgegeben werden, da iiber die Beziehung z,.(t) =
q(t,x,(t)) (siehe (4.3)) zum Zeitpunkt t = to die Werte von z,(ty) = zr0 = q(t,%(0)) fest
vorgegeben sind. Man beachte, dass zwischen dem Anfangswert zy(¢) des vollstandigen
Modells (4.22) und dem Anfangswert z,q zufolge des quasi-stationéren Systems ein grofier
Unterschied sein kann. Hinsichtlich der Approximationsgiite des quasi-stationdren Modells
kann man also hochstens fiir ein Zeitintervall ¢ € [ts, t1] mit t5 > to erwarten, dass gilt

z(t;e) —z,(t) = Oe) . (4.24)

Fiir den Zustand x des langsamen Teilsystems kann man aufgrund der konsistenten
Anfangsbedingung sehr wohl damit rechnen, dass fir das gesamte Zeitintervall ¢ € [to, ¢1]
die Approximationsordnung

x(t;2) — %, (1) = Oe) | (4.25)
gilt, da
X(to;€) — xr(to) = x0(e) —%0(0) = O(e) . (4.26)

Gilt fiir die Approximationsordnung z(t;e) — z,(t) = O(e) im Zeitintervall ¢ € [ts, 1]
mit ts > tp, dann muss offensichtlich der Anfangsfehler z(tg;¢) — z,(to) = zo(e) — zro
im Zeitintervall ¢ € [tg,ts] entsprechend abklingen. Dieses Zeitintervall [tg,ts] wird im
Rahmen der singuldren Stortheorie auch als boundary layer bezeichnet. Es sollte an
dieser Stelle erwahnt werden, dass im Grenzfall ¢ = 0 das schnelle Teilsystem (4.22b)
mit z = fy /e fiir f5 # 0 instantan gegen das quasi-stationdre Modell konvergiert und fiir
hinreichend kleines € < 1 ebenfalls zu erwarten ist, dass innerhalb des boundary layer
Intervalls der Anfangsfehler zg(e) — z,¢ so abklingt, dass die Approximationsordnung
z(t;e) — z,(t) = O(e) im Zeitintervall ¢ € [ts, 1] mit t5 > ¢y gliltig ist.

Mit Hilfe der Zustandstransformation

y=z-q(tx) (4.27)

mit q(t,x) geméaf (4.3) wird die quasi-stationire Losung von z in den Ursprung transfor-
miert und das System (4.22) im neuen Zustand (x,y) ergibt sich zu

X = fi(t, %,y +q(t,x), 2) (4.284)

d
ey = fQ(tv X,y + Q(t, X), E) - gaq(tv X) (428b)

mit den Anfangswerten x(to;€) = xo(e) und y(to;e) = zo(e) — q(to, xo(¢)). Fithrt man
nun eine Zeittransformation der Form
t—to d d

= d damit e—y = — 4.29
T 5 und damit ey = -y (4.29)

durch, so erkennt man, dass fiir ¢ = 0 die neue Zeit 7 gegen Unendlich strebt, und zwar
fiir jede Zeit t, die nur hinreichend wenig grofler als t( ist. Dies bedeutet also, dass sich
die Grolen t und x in der Zeitskala 7 sehr langsam dndern und im Grenziibergang € = 0
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auf t = tp und x = x¢(0) konstant gehalten werden. Damit lautet das schnelle Teilsystem
(4.28b) in der Zeitskala 7 fiir € = 0

%YS = £5(t0,x0(0),ys + a(to, x0(0)),0) , ys(0) =20(0) — a(to,x0(0)) - (4.30)
Wenn nun die Ruhelage ys = 0 von (4.30) asymptotisch stabil ist und ys(0) zum Ein-
zugsbereich gehort, dann kann man erwarten, dass der Anfangsfehler y¢(0) innerhalb des
boundary layer Intervalls entsprechend abklingt. Auflerhalb des boundary layer Intervalls
muss man garantieren, dass ys(7) nahe bei Null bleibt wiahrend sich die Gréfien x und ¢
sehr langsam von x¢(0) und ¢¢ entfernen diirfen. Man schreibt deshalb (4.30) in der Form

d

s = Bt xys +a(t,x),0) (4.31)
mit den festen Parametern (t,x) € [tg,t1] X D, und bezeichnet (4.31) als boundary layer
Modell. Fiir das boundary layer Modell (4.31) wird nun in den langsam verédnderlichen
Parametern ¢ und x gleichméflige exponentielle Stabilitdt der Ruhelage ys = 0 gefordert.
Dazu folgende Definition (vergleiche dazu Definition 3.12):

Definition 4.2 (Exponentielle Stabilitit des boundary layer Systems). Die Ruhelage
ys = 0 des boundary layer Modells (4.31) ist in den langsam verdnderlichen Parametern
(t,x) € [to,t1] X D, gleichméBig exponentiell stabil, wenn positive Konstanten kj, ko
und k3 so existieren, dass

[ys(T)Il < killys(0) || exp(—kor) fiir alle [lys(0)[ < ks, (t,x) € [to,t2] X Dy
(4.32)

und fiir alle Zeiten 7 > 0 gilt.

Die Uberpriifung der exponentiellen Stabilitit gemé Definition 4.2 kann nun entweder
lokal anhand der Linearisierung erfolgen, d.h., fiir samtliche Eigenwerte \; der Matrix

0
7f2(t7x7yg9 + q(t,X),O) (433)
dys
gilt Re(\;) < —c¢ < 0 fiir alle (¢,x) € [to,t1] X Dy, oder mithilfe der Lyapunovtheorie
gemif Satz 3.10 gezeigt werden, d.h., es existiert eine Lyapunovfunktion V (¢, x,ys) so,
dass gilt

ar|lys(T)|** <V (E,x,ys) < azllys(T)]|™ (4.34)
V o
By fo(t,x,ys + q(t,x),0) < —asllys(7)[|* (4.35)

fur alle Zeiten 7 > 0, (¢,x,ys) € [to, t1] X Dy X Dy mit D, C R™ und positive Konstanten
Oéj,jzl,...,4.

Die bisherigen Ergebnisse lassen sich nun im Theorem von Tikhonov zusammenfassen.
Der Beweis ist in der am Ende angefiihrten Literatur nachzulesen.
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Satz 4.1 (Theorem von Tikhonov). Gegeben ist das singulir gestorte Problem (siehe
auch (4.22))

x = f1(t,x,2,¢), x(to;€) = xo(€) (4.36a)
ez = f(t,x,2,¢), z(to;€) = 2o(e) (4.36b)

mit der isolierten Wurzel z, = q(t,x,) von (4.36b) fir ¢ = 0, siehe auch (4.3).
Angenommen fiir alle

[t,x,2 — q(t,%x),€] € [to,t1] X Dy x Dy x [0, &
mit D, C R", D, C R™ (im Weiteren sei D, konvex) gelten folgende Bedingungen:

A.) Die Funktionen f; und fa, deren erste partielle Ableitungen nach (x,z,€) und
die erste partielle Ableitung von fo beziiglich t sind stetig. Im Weiteren sind
die ersten partiellen Ableitungen von q(t,x) und %fg(t,x,z,O) ebenfalls stetig
in den Argumenten und die Anfangsbedingungen xo(€) und zo(e) sind glatte
Funktionen von ¢.

B.) Das in der Dimension reduzierte quasi-stationdre Modell (siehe auch (4.4))
Xp = fl(tv Xr, q(tvxr)a 0) ’ XT(tO) = XO(O) (437)

hat im Zeitintervall [to, t1] eine eindeutige Losung auf einer kompakten Teilmenge
von Dy.

C.) Die Ruhelage ys = 0 des boundary layer Modells (sieche auch (/.31))

d
s = B(Lx.ys +a(t,x),0) (4.38)
ist in den langsam verdnderlichen Parametern t und x gleichmdjfig exponentiell

stabil (siehe Definition 4.2) mit dem kompakten Einzugsbereich by C D,.

Dann existiert eine positive Konstante * so, dass fir alle zy(0) — q(to,%0(0)) =
vs(0) € Qy und 0 < € < €* das singuldr gestorte Problem (4.36) eine eindeutige
Liosung x(t;€) und z(t;€) auf dem Zeitintervall [to, t1] besitzt und die Approximation

x(t;e) — x,(t) = O(e) (4.39)

zma—qwmw»—wC‘“)=0@ (4.40)

€

fiir alle t € [to,t1] gilt. Dariber hinaus existiert eine positive Konstante e** < &* so,
dass gilt

2(t;2) — a(t, x:(8)) = O(e) (4.41)

fiir alle t im Zeitintervall [ts,t1], ts > to und alle e < e**.

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



4.3 Lineare zeitinvariante Systeme Seite 91

Die Aussage von Satz 4.1 bezieht sich auf ein finites Zeitintervall [to,¢;]. M6chte man
dies auf ein infinites Zeitintervall ¢ € [tg, c0) ausdehnen, so muss der Punkt B.) von Satz
4.1 durch die exponentielle Stabilitdt der Ruhelage des quasi-stationdren Modells (4.37)
fir alle ¢ € [tg, 00) ersetzt werden.

Aufgabe 4.2. Gegeben ist das singuldr gestérte Problem

i=x+z, z(0) =z (4.42a)

e =a2— 241, 2(0) = zp . (4.42b)

Gesucht ist eine O(e) Approximation von z(t) und z(¢) im Zeitintervall ¢ € [0, 1].

Fiir g = z9 = 0 soll das approximierte Modell fiir ¢ = 0.1 und ¢ = 0.05 mit dem

Originalmodell (4.42) in einer Simulation in MATLAB/SIMULINK verglichen werden.
Hinweis: Fiir die Simulation beachte man, dass das System in endlicher Zeit
(kurz nach ¢ = 1 s) nach Unendlich strebt.

Aufgabe 4.3. Gegeben ist das singulér gestorte Problem
t=x+2z, z(0) = xo (4.43a)
2
€2 =—— arctan(g(2$ + z)), z(0) = zp . (4.43b)
7r
Gesucht ist eine O(g) Approximation von z(t) und z(t) im Zeitintervall ¢ € [0, 1].

Fiir g = 29 = 1 soll das approximierte Modell fiir ¢ = 0.1 und € = 0.2 mit dem
Originalmodell (4.43) in einer Simulation in MATLAB/SIMULINK verglichen werden.

4.3 Lineare zeitinvariante Systeme

Gegeben ist das singuldr gestorte lineare zeitinvariante System in der Standardform (4.1)
X=Aux+ Az (4.44a)
€z = Agix + Agz (4.44Db)

mit den Matrizen Aj; € R™"™, Ajp € R™™, Ao € R™*™ und Ay € R™*™. Setzt
man in (4.44b) e = 0, so kann man unter der Voraussetzung, dass Ags regulér ist, die
resultierende algebraische Gleichung in der Form

7, = —Agy Ao X, (4.45)
explizit 16sen. Mit (4.45) eingesetzt in (4.44a) folgt das quasi-stationdre Modell zu
)'(7» = (A11 — A12A2_21A21>XT . (4.46)
Das boundary layer Modell (4.31) errechnet sich iiber die Zustandstransformation y =
z + Ay Ao x (siehe (4.27)) zu

d _
e Agix + Ag (y — A221A21X) = Ay . (4.47)
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Damit ist fiir lineare zeitinvariante Systeme unmittelbar einsichtig, dass nach Satz 4.1
die Matrix A9y eine Hurwitz-Matrix (alle Eigenwerte mit Realteil echt kleiner Null) sein
muss.

Fiir lineare zeitinvariante Systeme gilt nun folgender Satz (fiir einen Beweis sei auf die
am Ende angefithrte Literatur verwiesen):

Satz 4.2 (Zur Eigenwertverteilung singuldr gestorter linearer zeitinvarianter Systeme).
Wenn Aay von (4.44) requlir ist, dann konvergieren die ersten n Eigenwerte des
Systems (4.44) fir e — 0 gegen die Figenwerte der Matriz A — A12A521A21, siehe
(4.46). Die restlichen m Eigenwerte streben mit der Rate 1/e nach Unendlich entlang
der Asymptoten definiert durch die Figenwerte der Matrix Agg, siche (4.47).

Satz 4.2 ist auch fir die Analyse nichtlineare Systeme von grofler Bedeutung. Typi-
scherweise fithrt man in einem ersten Schritt immer eine Linearisierung des nichtlinearen
Systems um einen oder mehrere Arbeitspunkte durch und berechnet sich die Eigenwerte
der resultierenden Dynamikmatrix. Wenn diese Eigenwerte betragsméfig entsprechend
weit auseinanderliegen, ist dies ein deutlicher Hinweis auf unterschiedliche Dynamiken im
System und meist ein Ausgangspunkt fiir die Formulierung des mathematischen Modells
in der Standardform der singuldren Stortheorie geméf (4.1). Dazu betrachte man das
nichtlineare System der Form

w = f(w,u) (4.48)

mit w € D,, C R"™™ und u € RP. Die Linearisierung des Systems (4.48) um eine Ruhelage
(Wg,ur) mit f(wg,ur) = 0 lautet

d 0 0
u=upr u=upr
N———’ N————

A B

Die Eigenwerte der Dynamikmatrix A charakterisieren die Dynamik des Systems in
der Umgebung der Ruhelage (wg,ugr). Angenommen diese Eigenwerte lassen sich in
n langsame und m schnelle Eigenwerte clustern (typischerweise unterscheiden sich die
Zeitkonstanten um einen Faktor 10 und gréfler) und vy,...,v, bzw. Vi1, ..., Ve,
bezeichnen die zugehorigen Eigen- und Hauptvektoren bzw. Real- und Imaginarteile der
komplexwertigen Figen- und Hauptvektoren zur Transformation auf reelle Jordansche
Normalform, siehe beispielsweise Satz 3.2 vom Skriptum Automatisierung. Die reelle
Jordansche Normalform des linearisierten Systems (4.49) ergibt sich direkt mit Hilfe der
reguldren Zustandstransformation

AW = V1, Vi Vi Vs | AW (4.50)
v
zu
d o -1 — -1
—Aw =V "AVAw+V "B Au (4.51)
A B
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baw. mit AT = [Ax", Az"]

d [A Ay 0 |[A B
R I 1+ 2 Au. (4.52)
dit Az 0 A.22 Az B2
Dabei beschreibt der Zustand Ax € D, C R"™ das langsame und Az € D, C R™ das
schnelle Teilsystem von (4.52). Uber die regulére Zustandstransformation (4.50) kénnen

die langsamen und schnellen Zustéande direkt den originalen Zustandsgrofien Aw in der
Form

[AX] =V Aw (4.53)
Az

zugeordnet werden. Diese Betrachtungsweise kann fiir verschiedene Ruhelagen (wg,ur)
durchgefiihrt werden und ist auch bei der Analyse des nichtlinearen Systems (4.48) sehr
hilfreich. Man erhalt auf diese Art und Weise einen Anhaltspunkt, welche Zustinde bzw.
Zustandskombinationen das schnelle Teilsystem von (4.48) bilden. Diese Vorgehensweise
in Kombination mit doménenspezifischem Wissen iiber das Systemmodell ermdglicht
dann zumeist eine Formulierung des Systems (4.48) in der Standardform der singuléren
Stortheorie (4.1). Fiir das resultierende quasi-stationdre Modell (4.4) muss auf alle Fille
gelten, dass bei der Linearisierung um die jeweilige Ruhelage die m schnellen Eigenwerte
nicht mehr vorhanden sind.

Aufgabe 4.4. Berechnen Sie das quasi-stationdre Modell erster Ordnung fiir das
nichtlineare System

T = —41m§ — 23 + 8wy wox3 — Triws — 30@3}% + 32229 — 4x? 23 — 31173 + 273:1:U§
— 680z3 — 29022 + 29021 + %u

iy = Ta3xs — x5 + 3Twox3 + 4925 + 10021 — 10029 — 20023 + 102323 — 20212023
— 40x1x§ + %u

I3 = —103:%3:3 + 20x12023 + 4Ox1x§ — 109:%303 — 40x2x§ — 503:% + 10021 — 100z2
— 200zx3

und iiberpriifen Sie das Ergebnis durch Simulation in MATLAB.

Beispiel 4.4 (Feder-Masse-Dampfer-System). Gegeben ist das mathematische Mo-
dell eines linearen Feder-Masse-Dampfer Systems mit der Federsteifigkeit ¢, der
Dampfungskonstanten d, der Masse m und der dufleren Kraft F' in der Form

F. (4.54)

m
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Die Eigenwerte der Dynamikmatrix A errechnen sich zu
d d\? ¢
AMog=——= — ) ——. 4.55
12 2m <2m) m ( )

Unter der Bedingung d < 2y/mc gibt es ein konjugiert komplexes Eigenwertpaar, fiir
d = 2y/me gilt A\ = A und fiir d > 2y/mec erhilt man zwei reelle Eigenwerte. Wenn
nun die Dampfung d > 2 /mc wird und im Grenzfall gegen Unendlich strebt, dann
geht der Eigenwert A\; gegen Null und A2 gegen —%. Damit enthélt das System eine
langsame und eine schnelle Dynamik. Wihlt man ¢ = %, dann ldsst sich (4.54) in
der Standardform der singuléren Stortheorie wie folgt anschreiben

T=v (4.56)
1
0 = —5x—v+ F (4.57)

und das quasi-stationdre Modell lautet

c 1
Ly = —— —F. 4.
T, d:cr+ pi (4.58)

Man kann also unter gewissen Voraussetzungen das Verhalten eines PT2-Gliedes in

sehr guter Ndherung durch ein PT1-Glied approximieren.

Aufgabe 4.5. Gegeben ist die Ubertragungsfunktion eines PT2-Gliedes

v

G =17 26(sT) + (sT)°

Unter welchen Voraussetzungen und in welcher Form lésst sich das System durch ein
PT1-Glied approximieren. Konstruieren Sie dazu ein Beispiel und vergleichen Sie die
Sprungantworten in MATLAB.

Beispiel 4.5 (Radaufhingung). Abbildung 4.5 zeigt die schematische Darstellung
eines Viertelfahrzeuges mit der Masse des Rades m,, der Ersatzsteifigkeit des Rades
k¢, der Aufbaumasse mg, der Feder- und Dampferkonstanten der Radauthéngung kg
und dg sowie der Aktuatorkraft F' zufolge eines aktiven oder semi-aktiven Unterstiit-
zungssystems.
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Fahrzeugchassis

Ts

FT A

m = ds % ke
F

l m Ty

J Rad

ki

Strafle

Referenz

Abbildung 4.5: Modell eines Viertelfahrzeuges.

Mit Hilfe des Impulserhaltungssatzes ergeben sich die beiden Differentialgleichungen
zZu

msis = F — ks(xs — 1) — ds(s — @y,) (4.59)

My &y = —F + ks(xs - xu) + ds(jfs - xu) + kt(mr - xu) s (460)

wobei z,(t) die Straflenanregung bezeichnet. In Zustandsdarstellung erhélt man ein
lineares zeitinvariantes dynamisches System 4ter Ordnung der Form

Ts 0 1 0 0 T 0 0

d v _ ks _ds ks ds v 1 0
S Y| ms ms ms ms Sl | ms | F o Ty (4.61)

dt |z, 0 0 0 1| |2 0 0

v ks ds  _katke  _ ds | |, _ 1 ke

u Moy My My My u My My

mit den Eingangsgroflen F' und z,. Betrachtet man die beiden Teilsysteme Rad und

Aufbaumasse getrennt, so lauten die zugehorigen Figenfrequenzen 1/7% und 1%1

Fiir typische Fahrzeuge ist die Radeigenfrequenz 1/% in der Grolenordnung eines

Faktors 10 hoher als die Eigenfrequenz ﬁ/% des Aufbaus. Dies deutet darauf hin,
dass (4.61) ein schnelles und ein langsames Teilsystem beinhaltet und das Verhéltnis
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der beiden Eigenfrequenzen

ms ksmy,
= = 1 4.62
c ke ]’v’tms < ( )
Moy

einen geeigneten singuldren Storparameter darstellt. Um nun das System (4.61) in
die Standardform der singuliren Stortheorie (4.44) zu transformieren, wird einerseits

eine Zeitnormierung 7 =1 r%i auf die langsame Zeitkonstante und andererseits eine
Skalierung und Transformation der Zustandsgrofen in der Form

Ts=xsy|—, Vs=0s, Tq=(Ty—xy) ﬁ, Vg = Uy — &y (4.63)
ms e
durchgefithrt. Man beachte an dieser Stelle, dass insbesondere die Einfithrung der
Relativposition x,, — x, zwischen der Oberfliche der Fahrbahn und dem Rad entschei-
dend ist, da dies im Wesentlichen die schnelle Dynamik représentiert. Im Gegensatz
zur Relativposition beinhaltet die Auslenkung des Rades x, selbst auch langsame
Komponenten zufolge der zum Teil langsam verdnderlichen Strafienanregung z,(t).
Das zeitnormierte und skalierte System ergibt sich zu

%, 0 1 0 0 ] [ 0
- ds ds - 1
i Us — _1 B msks € msks Us + vVmsks F_|_
dr |ezq 0 0 0 1 Zq 0
7 ks S ds k‘s+k ds s _ 1
€ld kt:nnu Vmuke T ke ‘ T Vmuks Ud_ L Vmuk:
b
A© o (4.64)
0 0 0
ks ds
+ e xp+ | VMR | g 4 iy
0 0 0
_ kstke k __ds —c
Vo kt zn vVmykt L J
g1 g2 83
Mit einer geeigneten Faktorisierung der Matrix A(e) und der Vektoren b und gj,
j=1,...,3 errechnet sich das reduzierte quasi-stationire Modell zu (siehe auch Satz
4.2)
d |z _ z _
177 = (A — A(0)AZ An ) || + (b1 — A1(0) Az by ) F+
dr Vg Vs
5 (4.65)
+ 3 (g1 — A12(0) Az g2 )2l Y
j=1
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mit der j-ten Zeitableitung 2 (t) von z,(t). Damit folgt

a [z o 1 |[i 0 0
d[:f] =1, F% L | o et | e 4s66)
T Us o Vmsks Us Vmsks msks mis

In den unnormierten Zustandsgréfien in der Zeit ¢ lautet das reduzierte quasi-stationére
Modell (4.66)

msls = F — ks(l‘s - xr) - ds(fcs - -%"r)y (467)

was der schematischen Darstellung von Abbildung 4.6 entspricht.

Fahrzeugchassis
Ts
T A
F
M = % k,
|
B ] Lr
/ Strafle
Referenz =~ N\ [

Abbildung 4.6: Reduziertes quasi-stationidres Modell eines Viertelfahrzeuges.

Aufgabe 4.6. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (4.64).

Aufgabe 4.7. Berechnen Sie fiir das singuldr gestorte lineare zeitinvariante System

q 1 0 1 0|z
1 |%2| = -1 =2 1|z (4.68)
€z 0 1 —1]]z

das zugehorige quasi-stationdre Modell und das zugehorige boundary layer Modell.
Untersuchen Sie das Verhalten der Eigenwerte in Abhéngigkeit vom singuldren
Storparameter €.
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Aufgabe 4.8. Leiten Sie fiir das mathematische Modell des Hydraulikaktors (1.50) das
quasi-stationdre Modell her. Beachten Sie dabei, dass der typische Kompressionsmodul
Br von Hydraulikol sehr grof ist.

Aufgabe 4.9. Leiten Sie fiir das mathematische Modell der fremderregten Gleich-
strommaschine (1.38) das quasi-stationdre Modell unter der Annahme her, dass die
Zeitkonstante des Ankerkreises wesentlich kleiner als die Zeitkonstante des Erreger-
kreises sowie die mechanische Zeitkonstante ist.
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5 Lyapunov-Theorie: Reglerentwurf

In diesem Kapitel werden einige Reglerentwurfsverfahren, die auf der Lyapunov-Theorie
beruhen, diskutiert. Die Grundidee dieser Verfahren besteht darin, dass fiir ein System
der Form

x =f(x,u), f(0,0)=0 (5.1)

mit dem Zustand x € R™ und dem Stelleingang u € RP eine nichtlineare Zustands-
rickfihrung u = a(x) mit u(0) = 0 so gefunden wird, dass die Ruhelage xgp = 0 des
geschlossenen Kreises

x = f(x, ou(x)) (5.2)

stabil bzw. asymptotisch stabil im Sinne von Lyapunov wird.

5.1 Integrator Backstepping

Als Ausgangspunkt und Motivation dieses nichtlinearen Reglerentwurfsverfahrens betrachte
man nachfolgendes nichtlineare System

i1 = cos(z1) — 3 + 9 (5.3a)
i =u (5.3b)

mit dem Zustand x* = [z1, 25] und dem Stelleingang u. Es soll nun eine Zustandsriick-
fihrung u = u(x1,z2) so entworfen werden, dass fiir jeden Anfangszustand x(0) = xq gilt
lim¢ o0 21(t) = 0 und limy_,o|z2(t)| = ¢ < 00. Aus (5.3) erkennt man, dass fir 1 =0
die einzige Ruhelage mit x, = [0, —1] gegeben ist. Betrachtet man nun den Zustand zo
als fiktive Stellgrofie fir das System (5.3a), dann wiirde die Zustandsriickfithrung

x9 = axy) = —cos(z1) — c127 c1 >0 (5.4)

mit sich bringen, dass die Ruhelage z1 r = 0 des Teilsystems (5.3a), (5.4) asymptotisch
stabil ist. Um dies zu zeigen, wiahle man die Lyapunov-Funktion
1

V(zy) = ix% >0, (5.5)

dann errechnet sich die zeitliche Ableitung in der Form

iV(:Ul) =1 (—xi{’ — clwl)

at (5.6)

:—mi‘—clx%<0.
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Im néchsten Schritt wird nun die Abweichung des Zustandes zs von der “idealen” Form
(5.4)

z =x9 —afx1) = x2 + cos(x1) + 121 (5.7)

als neue Zustandsgrofle eingefithrt und man erhélt damit die Differenzialgleichung (5.3)
im neuen Zustand [z, 2]

i1 = cos(x1) — 2% + (2 — cos(x1) — c121)
2 (5.8a)

= —a:i{’ —Cc1xr1+ =2

= d a(ry)
=2 — —a(ry
dt (5.8b)

=u — (sin(x1) — cl)(—x:{’ —czy + z) :

Setzt man nun eine Lyapunov-Funktion in der Form

1 1 1
Vo(x1,20) = V(z1) + §z2 = ix% + 5 (@2 + cos(a) + crxp)? (5.9)

an, dann folgt

d

&Va@fl,l'g) =1 (—xi’ —ciz1 + z) + z(u — (sin(z1) — cl)(—xi’ —ciz] + z))

=zt -2+ 2 {:zl +u — (sin(x1) — cl)<—x‘;’ -z + z)} . (5.10)

X

Die Idee besteht nun darin, die Stellgréfie u so festzulegen, dass %Va(ml,xg) negativ
definit wird. Dies geschieht beispielsweise durch die Wahl

X =1 +u— (sin(xy) — cﬂ(—xi’ —cx1 + z) = —coz, co >0 (5.11)
bzw.
u=—x1+ (sin(xy) — 01)(—33? —ciz1 + z) — oz . (5.12)

Zusammenfassend kann man sich einfach davon iiberzeugen, dass die Zustandsriickfiih-
rung (5.12) die Ruhelage 1 gp = zg = 0 bzw. 21 g = 0 und z3 p = —1 global asymptotisch
stabilisiert.

Aufgabe 5.1. Zeigen Sie, dass V,(z1,2z2) von (5.9) radial unbeschrankt ist.

Die Wahl von u gemé&$ (5.11) ist natiirlich keineswegs eindeutig, denn es konnte einerseits
X = —f(2) mit jeder beliebigen Funktion f(z) mit der Eigenschaft f(z)z > 0 fiir alle
z # 0 gewadhlt werden, und andererseits ist es nicht notwendig, sémtliche Terme von x zu
kiirzen. So wiirde beispielsweise die Zustandsriickfithrung

u=—x1 + (sin(x1) — cﬁ(—:ﬁ’ — clxl) — o2 (5.13)
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zu einem geschlossenen Kreis (5.8), (5.13) der Form

T = —a:ilj’ —c1x1 + 2 (5.14a)

Z=—x1—coz — (sin(z1) — 1)z (5.14b)

fihren und fir die Wahl der Parameter co > ¢; + 1 zeigt die Lyapunov-Funktion

1 1
Va(z1,2) = zaf + =2° (5.15)
2 2
und deren zeitliche Ableitung
d
EVQ = —x] —c12? — (c2 — 1 +sin(x1))2? (5.16)

die globale asymptotische Stabilitdt der Ruhelage x1 r = zr = 0 bzw. 1 g = 0 und
Top = —1.

Aufgabe 5.2. Zeigen Sie, dass fiir eine geeignete Wahl der Parameter k; und ke sogar
die einfache Zustandsriickfiihrung

u=—kyz—koalz (5.17)
zu einem geschlossenen Kreis mit global asymptotisch stabiler Ruhelage fiihrt.

Hinweis: Wahlen Sie als Lyapunov-Funktion V, = %90% + %22 und fassen Sie
die Terme von V, geeignet zusammen.

Diese soeben genannten Variationsmoglichkeiten zeigen die Entwurfsfreiheitsgrade der
Methode auf. Die Verallgemeinerung des oben diskutierten Beispiels ist nun in folgender
Form moglich:

Satz 5.1 (Integrator Backstepping). Gegeben ist das nichtlineare System

%1 = f(x1) + g(x1)72 (5.18a)
By = u (5.18b)

mit dem Zustand x* = [xrlr, 132] € R™"*L, dem Stelleingang u € R und x¢ = x(0). Es
sei angenommen, dass eine stetig differenzierbare Funktion a(x1) mit a(0) = 0 sowie
eine positiv definite, radial unbeschrinkte Funktion V(x1) so existieren, dass gilt

aaxlX/{f(xl) +g(x1)a(x1)} < W(x) <0 (5.19)

und f£(x1) geniige der Beziehung £f(0) = 0.

(1) Wenn W (x1) negativ definit ist, dann existiert eine Zustandsrickfihrung u =
aq(x1,22) so, dass die Ruhelage x1 r =0, xo g = 0 des geschlossenen Kreises
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global asymptotisch stabil ist mit der Lyapunov-Funktion
1
Va(x1,22) = V(x1) + 5 (22 — a(x1))* . (5.20)

Eine maogliche Zustandsrickfihrung lautet

u= a2 — alx1)) + pale)}{fxi) +g(x)e2)
X1

0
— EV(Xl)g(Xl) g c>0.

(5.21)

(2) Wenn W (x1) nur negativ semidefinit ist, dann existiert eine Zustandsrickfiih-
rung u = aq(x1,x2) so, dass die Zustandsgrifien x1(t) und xo(t) fir alle Zeiten
t > 0 beschrinkt sind und die Lésung des Systems fiir t — co gegen die grifste
positiv invariante Menge M der Menge

(]
T2

Beweis. Durch Einfiihren der neuen Zustandsvariablen z = x9 — a(x1) ergibt sich
(5.18) zu

W(x1) =0 und z9= a(xl)} (5.22)

konvergiert.

x1 =f(x1) + g(x1){z + a(x1)} (5.23a)
Z=u— aila(xl){f(xl) +gxi){z+a(xi)}}. (5.23b)

Setzt man nun in (5.23) fir u die Zustandsriickfithrung (5.21) ein, so erhélt man fiir die
zeitliche Ableitung der positiv definiten, radial unbeschrankten Lyapunov-Funktion
Va(x1,z2) von (5.20) die Beziehung

d 0 0
@V = gV O(EG) + glx){z +alx)}) + Z{—CZ - axlv(xl)g(xl)} (5.24)

<W(xp) —c2? .

Fir W(x;) < 0 ist damit die globale asymptotische Stabilitdt der Ruhelage x; r = 0,
x9, g = 0 gezeigt. Im Falle, wenn W (x;) < 0 ist, dann folgt zufolge des Invarianzprin-
zips von Krassovskii-LaSalle (siehe Satz 3.4), dass

lim @, (xo) € M (5.25)

mit M als der groiten positiv invarianten Teilmenge der Menge )

y: X = X1 6Rn+1
Z2

d¢

d
—Va=0 bzw. W(x;)=0 und 2= a(xl)} .

(5.26)
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Damit ist aber obiger Satz gezeigt. 0

Aufgabe 5.3. Entwerfen Sie eine nichtlineare Zustandsriickfiihrung nach der Integrator
Backstepping Methode fiir das System

a'vl = X1T2 (5.27&)
By =u. (5.27b)

Satz 5.1 lasst sich nun auf Systeme mit einer Kette von Integratoren der Form

%1 = f(x1) + g(x1)72

To = X3
T3 = X4 (5.28)
T =1u.

erweitern. Unter der Annahme, dass eine stetig differenzierbare Funktion aq(x;) mit

a1(0) = 0 sowie eine positiv definite, radial unbeschrankte Funktion V'(x;) so existieren,

dass die Bedingung (5.19) erfiillt ist, sowie f(x;) der Beziehung f(0) = 0 gentige, kann als

Lyapunov-Funktion des geschlossenen Kreises die Funktion

k
(l‘j - Oéjfl(Xl, L2y vy :L‘jfl))z (5.29)

=2

N | =

Va(X1, @, ..., xr) = V(x1) +

J

angesetzt werden. Um die Vorgangsweise naher zu erlautern, betrachte man den Fall k = 3.
Das mathematische Modell (5.28) lautet dann

X = f(Xl) + g(xl)xg (530&)
ZL“Q = I3 (5.30b)
T3 =u (5.30¢)

und die Lyapunov-Funktion (5.29) ergibt sich zu

Va(x1,22,23) = V(x1) + %(9«“2 —a1(x1))” + %(563 — a(x1,22))° . (5.31)

In einem ersten Schritt fiihre man die Zustandsgrofien

21 = xo — aq(x1) (5.32a)
Z9 = X3 — OéQ(Xl, 1‘2) (5.32b)

ein und berechne die zeitliche Ableitung der Lyapunov-Funktion (5.31) entlang einer
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Loésung des Systems

v = 2 ) + g a1 + a0
+ (x3 - (%;X(Tl)(f(xl) + g(xl)x2)> (5.33)

0 0
+ 29 (u - 37)(1042(}(1’ zo){f(x1) + g(x1)z2} — aimozg(xl, 562)3:3) .

Betrachtet man nun im nachsten Schritt 3 in der ersten Zeile von (5.33) als Eingangs-
grofle und wendet dafiir Satz 5.1 an, so erhélt man

xr3 = aa(x1,2)

(5.34)

= —c121 + ;}qm(xn(f(xl) + g(x1)z2) — (;;V(Xl)g(xl)

mit ¢; > 0. Durch Ersetzen von z3 = 2z + aa(x1, z2) gemaf (5.32) in (5.33) ergibt sich

d 0
&Va = a—XlV(xl)(f(xl) + g(x1)aq(x1)) —Clz% + 2129

<W (1) (5.35)

0 0
+ 2o (u — 8—}(1042(x1, zo){f(x1) + g(x1)z2} — a—xzag(xl, xg)x3> .
Erneuertes Anwenden von Satz 5.1 auf (5.35) mit der Eingangsgroe u fithrt schlussendlich
zur Zustandsriickfithrung

d 0
u=—z1 — 229 + —aa(x1,x2)(f(x1) + g(x1)x2) + m—aa(x1, z2)23 (5.36)
ox1 O

mit co > 0 und ag(x71,x2) nach (5.34).

Aufgabe 5.4. Beweisen Sie, dass fiir negativ definites W (x;) die Ruhelage x; = 0,
xo = x3 = 0 global asymptotisch stabil ist. Gegen welche Menge konvergieren die
Losungen des Systems, wenn W (x;) nur negativ semidefinit ist?

5.2 Verallgemeinertes Backstepping

Die Methode des Integrator Backstepping lasst sich nun auf eine Klasse nichtlinearer
Systeme der Form

5(1 = f1 (Xl,Xg) (537&)
X9 = fQ(Xl,Xg) +u (5371:))

mit dem Zustand x; € R”, xo € RP und dem Stelleingang u € RP erweitern. Dazu
nehme man ohne Einschrénkung der Allgemeinheit an, dass x; g = 0, xo g = O eine
Ruhelage des freien Systems, also fiir u = 0, ist. Sollte dies nicht der Fall sein, dann
findet man eine Zustandstransformation X; = x; — X1 g und X2 = X3 — X g und eine
Stellgroflentransformation @ = u — ug immer so, dass in den neuen Gréflen dies gilt.
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Satz 5.2. Angenommen, es ezistiert eine Lyapunov-Funktion V(x1) und eine Zu-
standsrickfihrung xo = a(x1) mit a(0) = 0 so, dass die Ruhelage x1 r = 0 des
Systems

Xl = fl(xl,a(xl)) (538)

global (lokal) asymptotisch stabil ist, dann ldsst sich eine Zustandsrickfihrung u =
u(xi,x2) mit u(0,0) = 0 immer so angeben, dass die Ruhelage X1 p =0, Xo g =0
des geschlossenen Kreises (5.37) global (lokal) asymptotisch stabil ist.

Beweis. Der Beweis erfolgt konstruktiv und gibt gleichzeitig eine Berechnungsvor-
schrift fiir das Zustandsriickfithrgesetz an.

(1) Fiir die Lyapunov-Funktion V' (x;) gilt aufgrund der asymptotischen Stabilitét
des Systems (5.38)

iV(Xl) - ;mv(xl)fl(xlva(xl)) <0. (5.39)

(2) Es wird nun eine Hilfsgroe G(x1, x2) in der Form

1
G(X17X2> = Efl(Xl,V) dX (540)
0o Ov v=a(x1)+Ax2
eingefithrt mit der sich f;(x1, a(x1) + x2) wie folgt
i (Xl, a(xl) + XQ) = fl(Xl, a(xl)) + G(Xl, X2)X2 (541)

ausdriicken lasst. Um dies zu zeigen, multipliziere man (5.40) von rechts mit xa
und ersetze den Integranden durch die linke Seite des nachfolgenden Ausdrucks

0f11(x1,v) 0 I Ofiaxav) .

8 Ov1 ’ 8’Up 2,1?
ﬁfl (Xl, a(X1> + /\XQ) =
—_—
v 8f1,gq(}’1(17") Ta1 I afl,gq():lv") T2, (5.42)
- 2f1<X17V) X2,
ov v=a(x1)+Ax2
und man erhélt
L9
G(Xl, X2)X2 = 87f1 (Xl, V) X2 dA
0 OV v=a(x1)+Ax2 (543)
L9
= A afl(xl, a(xl) + )\Xg) d\
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und damit unmittelbar (5.41)

G(Xl,Xg)Xg = fl(Xl, Oé(Xl) + X2) — fl(Xl, a(xl)) . (544)
(3) Die Zustandsriickfithrung
Jda(x
u(xi, x2) = —fa(x1,x2) + 8( 1)fl(Xl,Xz)

X1
oV (x T 5.45
- 8(1)G(X1,x2 — a(x)) (5.45)

X1

—c(x —a(x1)), >0
garantiert dann die asymptotische Stabilitidt der Ruhelage des geschlossenen
Kreises. Als Kandidat fiir die Lyapunov-Funktion des geschlossenen Kreises

wird die positiv definite Funktion

Valoer, xa) = Vxa) + gl — ) (5.46)

gewéahlt. Die zeitliche Ableitung von V, entlang einer Losung des Systems lautet

d
dt

f1(x1,x2)
v Ve OV )
a<X17X2) - [6x1 8x2} [fQ(Xth) u (547)

und nach Einsetzen von u(xy,x2) und V,(x1,X2) von (5.45) und (5.46) folgt

d oV 0
Va f1(x1,%x2) + (x2 — a(Xl))T{(;E:I)fl(Xl,Xz) + f5(x1,x2)

dt * 7~ ox,
oo
— f5(x1,%x2) + azl)ﬁ(xbm)

T
_ a‘ggl)G(xl,xQ — a(xl))} —c(xg — a(xl))}

= WV 51, x2) — G, 2 — () (2 — (1))

8x1
— cf|x2 — ae(x1)]f3 -
(5.48)

Ersetzt man in (5.44) x2 durch x2 — a(x1), dann erhdlt man

G(x1,x2 — a(x1))(x2 — a(x1)) = fi(x1,x2) — f1(x1, a(x1)) (5.49)
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und somit gilt fur (5.48)
d ov
Rl /A
de oxy

=4V (x1)<0

f1(x1, a(x1)) —cllxa — a(x1)]5 < 0 . (5.50)

Damit ist Satz 5.2 bewiesen.

O]

Als Anwendungsbeispiel betrachte man das aktive Dimpfungssystem eines Fahrzeuges
von Abbildung 5.1, siehe auch Abbildung 4.5.

Fahrzeugchassis

Ts

——— ’J_‘
mg q dsiks Tg =Ts — Ty

|{ -

[©
/  hydraulischer Rad

Aktor

Strafle

Referenz

Abbildung 5.1: Aktive Fahrzeugddmpfung.

Ein hydraulischer Aktor ist parallel zu einem Feder-Dampfersystem mit der Federkon-
stanten kg und der Dadmpfungskonstanten d, zwischen Fahrzeugchassis und Radaufhéngung
montiert. Der Zufluss ¢ an Ol in den hydraulischen Aktor kann iiber ein stromgeregeltes
Servoventil eingestellt werden. Die Dynamik des Servoventils wird ndherungsweise durch
ein Verzogerungsglied erster Ordnung in der Form

Ty = —CpTy + kyly, Cy, ky >0 (5.51)

mit der Steuerschieberposition x, und dem Servostrom als Eingangsgréfie ¢, beschrieben.
Der Olfluss ¢ ergibt sich dann aus der Beziehung (vergleiche dazu (1.49))

B Kv,l\/pS —pr, fir z,>0 (5 52)
I K’U,2\/p —prx, fir x, <0 ‘

mit dem Tankdruck pr, dem Versorgungsdruck pg, dem Druck im Zylinder p sowie den
Ventilkoeffizienten K, 1 und K, 2. Setzt man der Einfachheit halber voraus, dass das 01
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inkompressibel ist, also %p = 0, und die Leckoélstrome vernachléssigt werden konnen, dann
lassen sich (5.51) und (5.52) wie folgt

q q .
= —c, + kyiy, Ty >0 5.53a,
Kv,l\/pS —-Pp Kv,l\/pS' - D ( )

q q .
= —c + kyiy, T, <0 5.53b
Ky 2v/p—pr "Kpov/p—pr =" ! ( )

schreiben. Die Zustandsriickfithrung, auch Servokompensation genannt,

/l:*
fir x,>0

v
K”JVZ.%?S —P (5.54)
Ky2v/p—pr v

mit der neuen Eingangsgréfie i) fithrt dann zu der Differenzialgleichung fiir den Olfluss

Ty =

4= —cvq + kyiy, . (5.55)
Wegen der Annahme der Inkompressibilitit des Ols gilt weiters der Zusammenhang

. _4a
to = (5.56)

mit der Kolbenfliche A. Man wiinscht sich nun ein Ddmpfungsverhalten der Form
q= a(aca) = —A(dll'a + dzxg), dy, dy >0, (5.57)

also fiir kleine Auslenkungen (r, <) ein lineares Verhalten (3 ist gegeniiber x, vernachlis-
sigbar) und fiir grofere Auslenkungen eine Dampfung, die proportional der dritten Potenz
von x, ist. Damit kann das Backstepping Verfahren von Satz 5.2 angewandt werden mit
n=p=1,X1 =, X2 = q, u = kyiy, fi(x1,%x2) = § und fr(x1,%x2) = —coq:

(1) Die Ruhelage x, = 0 des Systems (5.56) mit der fiktiven Zustandsriickfiihrung (5.57)
ist asymptotisch stabil, was unmittelbar mit der Lyapunov-Funktion

V(ze) = %xg (5.58)

und deren zeitlichen Ableitung entlang einer Losung des Systems

d _ 2 4
V() = —(dia? + doay) <0 (5.59)

gezeigt werden kann.

(2) Die Hilfsgrofie (5.40) lautet in diesem Fall

G(2a, q) = /;(,i(i) A== . (5.60)

g=a(za)+Aq A
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(3) Die Zustandsriickfithrung nach (5.45) ergibt sich zu
Oa(zg) q 0V(ze) 1

kv’lz = Cyq + T%Z - aﬂja Z — C(q — a(wa)), c>0 (561)
bzw. mit der Wahl ¢ = ¢, folgt
1 3 2 1
iy = . (—ch<d1:1:a + dgxa) — (dl + 3d2xa)q — iL'aA) . (5.62)
Wie man sich sehr einfach selbst {iberzeugen kann, ist
2
Lo 1 3
Va(wa @) = 0% +5 | 4+ A(drwa + da)) (5.63)
——
V(za) —a(za)

die zugehorige Lyapunov-Funktion des geschlossenen Kreises geméfl (5.46).

Die Zustandsriickfithrung fiir die Servostromvorgabe des Servoventils setzt sich demnach
aus (5.54) und (5.62) zusammen.

Aufgabe 5.5. Gegeben ist das mathematische Modell (1.15) der Drehbewegung eines
Satelliten nach Abbildung 1.1

O11wy = —(@33 — @22)002003 + M, (5.64&)
Ooowy = —(@11 — @33)001003 + Ms (5.64b)
O33w3 = —(@22 — @11)0)10)2 + Ms (5.64C)

mit den Drehwinkelgeschwindigkeiten w1, wo, ws, den Tragheitsmomenten ©11, G99,
O33 und den Momenten M7, My und M3 um die Tragheitshauptachsen.

(1) Entwerfen Sie in einem ersten Schritt einen Regler nach der Computed-Torque
Methode geméf3 Abschnitt 5.5 so, dass die Ruhelage wi gp = wor = w3 r =0
asymptotisch stabilisiert wird.

(2) Nehmen Sie nun an, dass die Kaltgasdiisen in der Achse z3 ausgefallen sind,
also M3 = 0 ist. Entwerfen Sie nun eine Zustandsriickfithrung nach Satz 5.2 in
der Form, dass fiir diesen Fall die Ruhelage des geschlossenen Kreises wy r =
we, g = w3 r = 0 nach wie vor global asymptotisch stabil ist. Warum kann hier
die Computed-Torque Methode nicht mehr angewendet werden?

5.3 Adaptive Regelung

In diesem Abschnitt werden einige grundlegende Konzepte der Lyapunov-basierten adap-
tiven Regelung anhand von einfachen Beispielen besprochen. Zur Erlduterung der Idee
betrachte man das einfache nichtlineare System

& =u+0p(x) (5.65)
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mit dem Zustand x € R, der Stellgréfe v € R und dem unbekannten aber konstanten
Parameter # € R. Nimmt man nun in einem ersten Schritt an, dass der Parameter 6
bekannt ist, so wird durch die Zustandsriickfithrung

u=—0p(z)— cuz, c1>0 (5.66)

die Ruhelage © = 0 asymptotisch stabilisiert. Eine mogliche Lyapunov-Funktion ist durch

1 .
Viz) = 59?2 >0, V(z) = —c1z® <0 (5.67)

gegeben. Setzt man nun in die Zustandsriickfithrung (5.66) fiir den unbekannten Parameter

0 einen Schitzwert § ein, so erhilt man fiir die Anderung von V(z) = %x2 entlang einer
Losungskurve des geschlossenen Kreises
i = —c1x — Op(z) + Op(x) = —crz — (é - 9) o(x) (5.68)
———
=0
den Ausdruck
V(z) = —c12? — p(z)x . (5.69)

Um den indefiniten Term im Schétzfehler 6 zu beseitigen, erweitert man die Lyapunov-
funktion um einen zusétzlichen quadratischen Term

i 1., 1 1 -
Ve(2,0) = V(z) + %92 =o'+ %92 >0, >0 (5.70)

und berechnet die Anderung von V, (a:, é) entlang einer Losungskurve von (5.68)

Ve(x, é) = 1z + é(—go(:c)az + ’1y0~> . (5.71)

Die Differenzialgleichung des Schitzwertes 6 wird nun so festgelegt, dass der Klammeraus-
druck in (5.71) verschwindet, d.h.,

d- dy/, d -
&0 = &(9 - 9) = a@ =yp(x)z (5.72)
weshalb sich V,;(:c, 5) zu
Ve(x,é) =22 <0 (5.73)

ergibt. Aus Satz 3.4 ist somit unmittelbar einsichtig, dass gilt lim;_,o 2(¢) = 0.

Die Annahme, dass die (nichtlineare) Zustandsriickfithrung die Strecke fiir bekannt
angenommene Parameter 0 stabilisiert, wird in der Literatur auch als certainty equivalence
Eigenschaft bezeichnet. Diese Eigenschaft liegt einer Vielzahl von adaptiven Reglerent-
wurfsverfahren zu Grunde. Im Weiteren ist einfach zu erkennen, dass der unbekannte
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Parameter 6 auf gleiche Art und Weise auf das System (5.65) wirkt wie die Stellgrofie u
und somit der Ausdruck fp(z) bei Kenntnis von 6 iiber die Stellgrole einfach kompensiert
werden kann. Diese Struktureigenschaft findet man in der Literatur auch unter dem
Namen matching condition. Es soll im néchsten Teil dieses Abschnitts gezeigt werden,
dass der Entwurf des Parameterschitzers auch dann noch sehr einfach funktioniert, wenn
die matching condition insofern verletzt ist, als die Stellgrofle u erst um einen Integrator
spater als der unbekannte Parameter 6 auf die Strecke wirkt. Man spricht in diesem
Zusammenhang auch von der extended matching condition. Das zugehorige System mit
der extended matching condition fiir den Parameter # hat die Form

1 = x9 + Op(x1) (5.74a)

Im ersten Schritt entwerfe man mithilfe des einfachen Integrator Backstepping Verfahrens
eine Zustandsriickfiihrung unter der Annahme, dass der Parameter 6 bekannt ist (certainty
equivalence Eigenschaft). Fir die fiktive Stellgrofie

x9 = —0p(x1) — c1m1, c1 >0 (5.75)

folgt unmittelbar die asymptotische Stabilitdt der Ruhelage ;1 = 0 des ersten Teilsystems
mit der Lyapunov-Funktion

1
Vi(zy) = 51‘% >0, Vi(z1) = —c123 < 0. (5.76)

Als Lyapunov-Funktion des Gesamtsystems setzt man
1, 1 )
Val(z1,22) = 51 + §(x2 + 0p(x1) + c11) (5.77)
an und berechnet sich die Stellgréfie u aus

Va(x1,20) = x1(z2 + Op(x1)) +(z2 + 0p(x1) + c121)

=—c1z3+(w2+0p(w1)+c121)T1

X (u + <9821g0(x1) + C1> (z2 + 980(»’61)))

(5.78)
= —c12] + (32 + 0 (z1) + 121)
0
X <U + <9 (1‘1) + Cl) (.’L‘Q + Ow(xl)) + ml)
8%1
=—co(r2+0p(z1)+c171), c2>0
zu
0

u= —(Gaxlgo(xl) + (21) (o + 0p(x1)) — 21 — co(xo + Op(x1) + c121) . (5.79)
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Zur Berechnung der Zustandsriickfithrung und des Parameterschéatzers fiir einen konstanten,
aber unbekannten Parameter 6 wird die folgende Lyapunov-Funktion
~ 1 1 A 2 1 -~
Va(asl,azg,9> = 5:5% + 5(332 +0p(z1) + c1x1) + %92, ~v>0 (5.80)

mit dem Parameterschiitzfehler § = §—6 verwendet. Die zeitliche Anderung von V, (:):1, T3, 9)
lautet

V, = x1(x2 + 0p(x1)) +(3:2 + égo(xl) + c1x1)

:—6117%-&-(172-%@%0(331)+C1331)$1 —0p(x1)z1

y <u + (éail(p(xl) + C1> (o + O0p(x1)) + Cﬂ(xl)ié) +

= —cz? + (:172 + égo(xl) + cla:1>

X < (96(9@(501) - 01) (962 + éw(xl)) + 21+ (ié@(iﬂl))

(1:2+9<p xl)—i-clxl) co>0
+§( (x1)z iél—(m +6 (x)—{—c:n)(@a (1:)+c) (ﬂ:))
<,011d7 2 + (T 171 &Uls@l 1)elT) ) -
=0
(5.81)
Die Zustandsrickfithrung und der Parameterschétzer folgen dann zu
u=— (éago(xl) + C1> (:::2 + égp(azl)) —x1 — d —0p(x1) — ¢ (;,;2 + 0p(x1) + 61961)
8:01 dt
(5.82)
und
ié— (x)<:r3 +(x +0 (m)+cx)<éa (:U)+c>) (5.83)
dt = 7Plr 1 2 P T 121 8:171(’0 1 1 . .

Als Anwendungsbeispiel betrachte man das mathematische Modell eines vereinfachten
biochemischen Prozesses der Form

&1 = [po(w2) + Orp1(x2) + Oaa(x2)|z1 — Dy (5.84a)
Ly = —k[po(x2) + Orp1(x2) + O2p2(w2)|21 — Dag +u (5.84b)

mit x1 als der Konzentration der Bakterienpopulation, s der Konzentration des Sub-
strates, der spezifischen Wachstumsrate p(x2) = [po(x2) + 0101(z2) + O2p02(x2)] mit den
unbekannten aber konstanten Parametern 67 und 65, der Zufuhrrate des Substrates u
als Eingangsgrofie sowie den Systemparametern D und k. Man beachte, dass sowohl die
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ZustandsgroBen x1 und x4 als auch die spezifische Wachstumsrate u(x2) stets nichtnegativ
sind. Die Aufgabe der Regelung besteht nun darin, die Konzentration der Bakterienpopu-
lation x1 auf einen vorgegebenen Referenzwert x1 4 zu regeln.

Im ersten Schritt fithrt man eine regulire Zustandstransformation der Form

z1 =In(z1) —In(xy4) bzw. 21 =1 4exp(21) (5.85a)
29 = T9 bzw. x9 = 29 (5.85Db)

durch und das System (5.84) im neuen Zustand zT = [21, 2o lautet

21 = [po(22) + b191(22) + O202(22)] — D (5.86a)
Z9 = —k[po(22) + O1p1(22) + Oapa(22)]w1,9exp(21) — D2a +u . (5.86b)

Fasst man nun in der ersten Differenzialgleichung von (5.86) ¢o(22) als fiktive Eingangs-
grofle auf, so kann man sich leicht davon iiberzeugen, dass das Stellgesetz

wo(z2) = —0101(22) — O202(22) + D — c121, c1 >0 (5.87)

die gewiinschte Ruhelage z; 4 = 0 (z1 = 21 4) asymptotisch stabilisiert. Als Lyapunov-
Funktion wéihlt man in diesem Zusammenhang

1 .
Vi(z1) = 52% >0, Vi(z1) = —c122 < 0. (5.88)

Zur Herleitung der Zustandsriickfithrung und des Parameterschitzers fiir 87 = [0, 65]
wéahlt man wie zuvor gezeigt eine Lyapunov-Funktion der Form

N1, 1 AT SN P
Va (z, 0) =54 + 3 wo(z2) +0 @i9(z2) —D+c121) + 59 r—-e (5.89a)
mit
. . - |6 .
o' = (01,02, pra(en) = [@1(22)1, 0= [11 —0-0 (5.89b)
p2(22) 02

sowie der positiv definiten Matrix I'. Die Anderung der Lyapunov-Funktion V,(z,8)
entlang einer Losung des Systems (5.86) errechnet sich zu
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: AT
Va (z, 0) =2 (@0(22) + 0T p5(22) — D) + (goo(zz) +0 ¢p9(22) — D+ 6121)
1d g

0 AT O . . d.T ~T_
(aZ2¢0(22)+9 822<P12(22)>22+0121+d9 9012(22)) +0'T pp

()

AT a
= Zl<[900(22) +0 p1p(22) - D+ Clzl} —an -0
0 AT O . . d T
+ ((822%(22) +0 8Z29012(22)>Zz +eaz+ d*‘) P12( 2)>
d
dt

p12(z2) = D + 612’1> + éTl—Hlfé

AT 0 T 0 :
= —c17] + (900(22) +60 pi5(22) — D+ Clzl) <<8<P0(22) +6 84P12(22)>22

. A ~T d
+c14 + dte p1a(22) + z1> +6 <—21(P12(22) +I 1dt9)

0 AT O
=—c12} + (‘PO(ZQ) +6 4P12( 2) — D+ Clzl) { (822900(22) +6 8229012(22)>

— T —
X | —klvo(z2) + 8 @ia(z2) |z1aexp(z1) — Dz +u

T g7
tol loo) + 07 o] =D | + L8 () +
1| |Polz2 , Pialz2 a P12(22 21
AT =T
—0" 8
‘*T ld
+0 [ —21p12(22) + T dte

AT 0 AT O
= —c12] + (‘PO(Z?) +6 ¢19(22) — D + ClZl) { (822900(22) +0 8229012(22)>

« (k: [SDO(ZZ) + éTm(zQ)] 21 gexp(z1) — Dzs + u>

+Cl<[900<z2) + éT‘P12(Z2)] - D) +%9T4P12(Z2) + Zl}

~T 1 d - AT

<[ (g pozn) + 8" sl Jprolea)naexnlan) — )]}

(5.90)

Aufgabe 5.6. Rechnen Sie die Beziehung (5.90) nach.

Hinweis: Nehmen Sie sich dazu etwas Zeit.

Die Zustandsriickfithrung erhilt man, indem man den einfach unterstrichenen Ausdruck
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in (5.90) gleich —cy <g00(22) + 9T<p12(z2) — D+ clzl>, co > 0 setzt und der Parameter-

schétzer folgt direkt durch Nullsetzen des zweifach unterstrichenen Ausdrucks in (5.90)
und der Tatsache, dass gilt %0 = %0.

5.4 PD-Regelgesetz fiir Starrkorpersysteme

Bezeichnet man mit qT = [q1,¢2,...,¢,] die verallgemeinerten Lagekoordinaten eines
mechanischen Starrkorpersystems, dann erhélt man die Bewegungsgleichungen aus den so
genannten Euler-Lagrange-Gleichungen

d/ 0 0

—| =L ) —=—L =1y, k=1,...,n 5.91

dt (3% ) Oqx, T (5:9)
mit den generalisierten Geschwindigkeiten ¢ = %q, den generalisierten Kraften bzw.
Momenten 7% = |1y, 79, ..., 7,] und der Lagrange-Funktion L. Bei Starrkérpersystemen

ergibt sich die Lagrange-Funktion immer aus der Differenz von kinetischer und potenzieller
Energie, also L =T — V. Unter der Voraussetzung, dass

(1) sich die kinetische Energie T" als quadratische Funktion der generalisierten Geschwin-

digkeiten q in der Form

T=353 > dij(@id; = 54 D(a)d (5.92)
j=1i=1

mit der symmetrischen, positiv definiten generalisierten Massenmatrix D(q) schrei-
ben ldsst, und

(2) die potenzielle Energie V' (q) unabhéngig von q ist,
lassen sich die Bewegungsgleichungen (5.91) in der Form

D(q)dq +C(q,q4)q +g(q) =7 (5.93)

schreiben. Um dies zu zeigen, setze man T von (5.92) und V(q) in die Euler-Lagrange
Gleichungen (5.91) ein und mit

—L = dej(qmj ) (5.94a)

O, — —
= s (5.94b)
= dii(Q)i+ DY o —dii(@)did;
=1 j=1i=1 94
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d I gm0 3}
—L=- —dij(a)¢iq; — =—V 5.94c
Jal =2 ;; G B (Wids — 5 (5.94c)
ergibt sich (5.91) schlussendlich zu
- [ 0 10 0
dyi(Q)d; () — = ——di;(q) Jdid +——V =75 . 5.95
> (i +z:;l;< o) = 5 5=ty () )iy + 5 = (5.95)

Schreibt man nun fiir

Z Z @dkj(q)qiqj = 9 Z_: Z <8qidkj(q) + aqjdki(Q)> 4i9; , (5'96)

UNCISWAY 9 9 B
B= Z Z 5 (wdkj(cﬁ + a@dki(q) - Mdzj(Q)> @45 (5.97)

cijk(q)

wobei die Terme c;ji(q) als Christoffel-Symbole erster Art bezeichnet werden. Setzt

man weiters %(q) = gx(q), dann erhdlt man aus (5.95) und (5.97) unmittelbar die

Bewegungsgleichungen in der Form

> dii(@)d + Y cijr(@)did; + ge(q) = i - (5.98)
j=1 j=1i=1

Wie man erkennt, beinhalten die Bewegungsgleichungen (5.98) drei verschiedene Terme -
jene, wo die zweite Ableitung der generalisierten Koordinaten auftritt (Beschleunigungs-
terme), jene wo das Produkt ¢;¢; vorkommt (Zentrifugalterme fiir i = j und Coriolisterme
fiir ¢ # j) und diejenigen, die lediglich von q abhéngen (Potentialkrdifte). Die Bewegungs-
gleichungen lassen sich dann auch in Matrixform wie folgt

D(q)4+C(q,q)a+g(a) =7 (5.99)
mit dem (k, j)-ten Element der Matrix C(q, q)

Cla @)lk.d] = > enlalis (5.100)
=1

anschreiben.

Aufgabe 5.7. Zeigen Sie, dass die Struktur des mathematischen Modells (5.99) erhalten
bleibt, wenn Sie als Eingangsgrofien eines Roboters nicht die generalisierten Momente
7 wahlen, sondern annehmen, dass die Aktoren permanenterregte Gleichstromma-
schinen sind und als Eingangsgréfie die Ankerspannungen ua i, k = 1,...,n, gewéhlt
wird.

Hinweis: Das mathematische Modell einer permanenterregten Gleichstromma-
schine ist in (4.5) zu finden. Nutzen Sie zur Losung der Aufgabe das zugehorige
quasi-stationdre Modell (4.7).
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Aufgabe 5.8. Bringen Sie die mathematischen Modelle von Aufgabe 1.6 und 1.7 auf
die Struktur von (5.99).

Fiir die Stabilitdtsbetrachtungen gilt nun folgender, fiir das Weitere wesentlicher, Satz:

Satz 5.3. Die Matriz
ist schiefsymmetrisch, also

njk(d, d) = —nkj(q, q) - (5.102)

Beweis. Zum Beweis schreibe man die (j, k)-te Komponente der Matrix N(q, q) in
der Form

nji = Z(aqdjk(Q) - Qcikj(q)>%’
=1 \Y4i

n

a .
= Zz::l (%djk(q) - ?%djk(Q) - T%dji(q) + 8qjdz-k(q)>ql
an, dann folgt

njk = i(—adﬁ(q) + adz‘k((l)> Gi (5.104)

i\ 9

bzw. durch Vertauschen der Indizes j und &

n 0 0
Ngi = ——dp; + —d;; 1i 5.105
ki ;< o, (a) 90 J(Q)>q (5.105)

und unter Beriicksichtigung der Symmetrie der Massenmatrix D(q), d. h. dx;(q) = dix(q),
erhalt man unmittelbar das Ergebnis n;, = —ny;. O

Im néchsten Schritt soll gezeigt werden, wie man mit einem PD-Regelgesetz eine
konstante Sollposition der verallgemeinerten Koordinaten qs.; asymptotisch stabilisieren
kann. Dazu wird ein Regelgesetz der Form

7 =Kp (dson — ) ~Kpd + g(q) (5.106)
e
q

mit den positiv definiten Matrizen Kp und Kp angesetzt, wobei die Kompensation der
Potenzialkrifte g(q) garantiert, dass q = qg eine Ruhelage des geschlossenen Kreises
ist. Mit der positiv definiten Funktion

. L, o1
V(a,4) = 54 ' D(@)a + ;e;Kpe, (5.107)
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als Lyapunov-Funktion und deren zeitliche Ableitung entlang der Losung des geschlossenen
Kreises (5.99) und (5.106)

d ) ) R R ) )
V(@4 =d"D(@)d + 54" D(a)d + e Kpé,

2
.T Ly - . 1 . To . T .

=4 (=Cla,@)a + Kp(qson —a) —Kpa) + 54" D(a)q + e, Kp\e’q/
4

=q" (QD(q) - C(a, q)) a4+ ' Kp(qen —q) — ¢, Kpqg —q"Kpq

=0 =0

<0

(5.108)

folgt unmittelbar aus dem Invarianzprinzip von Krassovskii-LaSalle (siehe Satz 3.4) die
asymptotische Stabilitdt der Sollposition qs.- Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass
dieses PD-Regelgesetz (5.106) auch bei langsam verdnderlichen Solltrajektorien qgoy(t)
(also qsei(t) <) zu sehr guten Ergebnissen fiihrt.

Aufgabe 5.9. Entwerfen Sie fiir die mechanischen Systeme von Aufgabe 1.6 und 1.7
einen PD-Regler geméaf (5.106). Wéhlen Sie geeignete Parameter und fithren Sie die
Simulationen der geschlossenen Regelkreise in MATLAB/SIMULINK durch.

Aufgabe 5.10. Abbildung 5.2 zeigt einen Roboter mit drei Freiheitsgraden mit den
Stabmassen m;, den Stabldngen [;, den Entfernungen vom Stabanfang zum Massen-
mittelpunkt l,; sowie den Tragheitsmomenten Iz, Iyyi, I.-; (alle Deviationsmomente
werden zu Null angenommen) im korperfesten Koordinatensystem (z;,y;, z;) fir
i = 1,2,3. Am Ende des dritten Stabes ist eine Masse myqs befestigt. Die drei
Freiheitsgrade des Roboters sind die Drehung um die z;-Achse des Stabes 1, die
Drehung um die xs-Achse des Stabes 2 und die Drehung um die x3-Achse des Stabes 3.
Die Wirkung der Aktoren wird idealisiert als Moment 7; in den Verbindungsgelenken
modelliert.

Entwerfen Sie einen PD-Regler zur Stabilisierung einer vorgegebenen Sollposition
und simulieren Sie den Regelkreis in MATLAB/SIMULINK. Verwenden Sie dazu fol-
gende Zahlenwerte my, ma, ms, mrast = 1 kg, le1,le2,les = 1/2 m, l1,la,l3 = 1 m,
Iy = yyl = Ldpx2 = 1222 = I3 =1,,3=0.1 m? und I..1= Iyy2 = lyy3 = 0.02 m*.

5.5 Inverse Dynamik (Computed-Torque)

Da die Tragheitsmatrix D(q) in (5.99) positiv definit ist, kann sie auch invertiert werden
und demnach fiihrt das Regelgesetz der inversen Dynamik (Computed-Torque)

7=D(q)v+ C(q,q9)q+g(q) (5.109)

zu einem geschlossenen Kreis der Form

qg=v (5.110)
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A z
MLast

Abbildung 5.2: Roboter mit drei Freiheitsgraden.

mit dem neuen Stelleingang v. Man kann nun fiir v einen Regler so angeben, dass
das Fehlersystem zu einer zweifach stetig differenzierbaren Solltrajektorie qsy(t) global
asymptotisch stabil ist. Dazu wird v in der Form

v = Gson — Ko (q — d01) K1 (4 — Qsotr) (5.111)
€q €q

mit geeigneten positiv definiten Diagonalmatrizen Ky und K; vorgegeben, und die Feh-
lerdynamik lautet dann

€, + Kléq + Koeq =0. (5.112)

Mit der Wahl der Matrizen Ko und K; kann die Fehlerdynamik gezielt eingestellt werden.

Aufgabe 5.11. Entwerfen Sie fiir die mechanischen Systeme von Aufgabe 1.6 und
1.7 einen Regler nach der Computed-Torque Methode gemé&f (5.109) und (5.111).
Wéhlen Sie geeignete Parameter und fithren Sie die Simulationen der geschlossenen
Regelkreise in MATLAB/SIMULINK durch. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit jenen
von Aufgabe 5.9.

Nun ist es bekannt, dass die Systemparameter wie Massen, Tragheitsmomente, etc. im
Allgemeinen nicht exakt bekannt sind und deshalb auch nicht, wie in (5.109) gezeigt,
ideal kompensiert werden konnen. Die Systeme (5.99) weisen jedoch die Eigenschaft auf,
dass man einen Parametervektor p € R™ immer so finden kann, dass dieser linear in den
Bewegungsgleichungen auftritt, es gilt also

D(q)d + C(q,4)q +g(a) = Yo(q,4,4) + Yi(q,4,d)p =7 (5.113)

mit einer aus bekannten Funktionen bestehenden (n,m)-Matrix Yi(q,q,q) und einem
Vektor Yo(q,q,q). Man beachte, dass die Eintrage des Parametervektors p selbst sehr
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wohl nichtlinear von den Massen, Langen etc. abhéngen kénnen. Setzt man nun in das
Regelgesetz (5.109) einen Schitzwert p des Parametervektors p ein, dann lautet das
Regelgesetz (5.109) und (5.111)

7 = D(q)(Gson — Koeg — K1¢,) + C(q, 4)a + &(q) (5.114)
und das Fehlersystem (5.112) ergibt sich zu

D(q)(&, + Koe, + K1&,) = D(q)é + C(q, 4)q + &(q)

YO (qvqu)+Y1 (Qa(LQ)f’

(5.115)
— | D(a)d + C(q,q9)q + g(q)

Yo (qaqvq)—"_Yl (q7q7q)p

Es sei an dieser Stelle erwithnt, dass sich die GréBen D und D, C und C sowie g und g nur
insofern unterscheiden, als der Parametervektor p durch p ersetzt wird, deren Eintréige
aber funktional gleich bleiben. Unter der Annahme der Invertierbarkeit von ﬁ(q) kann
man schlussendlich (5.115) in der Form

&, +Koe, + K16, = D(q) 'Yi(q,9,d4)p = P (5.116)

bzw. als Differenzialgleichungssystem erster Ordnung

i €q — On,n En,n €q + On,” ®p (5.117)
dt éq —KO -K; éq En,n
N—————— N—_——

A B

mit p = p — p und der Einheitsmatrix E umschreiben. Da die Matrizen Ky und K; so
vorgegeben wurden, dass das Fehlersystem asymptotisch stabil ist, ist die Matrix A eine
Hurwitz-Matrix und es existiert nach Satz 3.7 zu jeder positiv definiten Matrix Q eine
eindeutige positiv definite Losung P der Lyapunov-Gleichung

AP +PA+Q=0. (5.118)
Um nun fiir den Schitzwert p des Parameters p ein Adaptionsgesetz zu entwickeln, wird

eine Lyapunov-Funktion der Form

V(eq é.p) = [eI &I|P| "

T~
T el +p'Tp (5.119)
€q

mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix I angesetzt und deren zeitliche Ableitung
entlang einer Losung berechnet

d — |e e d
Zv=—_lel T N +opT(@®@TBTP| Y| +T—p| . 5.120
iy {eq eq}QLJ +2p &, + dtp ( )
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Wird nun angenommen, dass der Parametervektor p konstant ist (bzw. in der Praxis
sich nur hinreichend langsam im Vergleich zur Systemdynamik &ndert), dann bedingt das
Adaptionsgesetz

d d e
—p=—-—p=-Ir"'eTBTP| ¢ 5.121
at? ~ at® el (5-121)
dass sich (5.120) zu
EV__[T 11Q| % <o (5.122)
dt — 1% CalFle | = '

ergibt. Damit ist aber unmittelbar die Stabilitit der Ruhelage des Fehlersystems e, g =
€, r = 0 gezeigt.

Um die asymptotische Stabilitdt nachzuweisen, bedient man sich des Lemmas von Barbalat
(siehe Satz 3.14). Aus der Tatsache, dass V(eq, &4, P) von (5.119) positiv definit und %V
von (5.122) negativ semidefinit ist, folgt direkt die Beschrénktheit von e,, €, und p.
Garantiert man weiters, dass durch die Parameterschitzung die Matrix ﬁ(q) positiv
definit und damit invertierbar bleibt, dann sind auch die Eintrdge von @ in (5.116)
beschrankt. Aus (5.116) und (5.121) erkennt man dann unmittelbar, dass &, und %f)
beschréankt sind. Damit ist aber C%V beschrankt und zufolge dessen gilt nach Satz 3.13,

dass %V gleichméfBig stetig ist. Dies gestattet die Anwendung des Lemmas von Barbalat
und man erhélt

o d
tliglo aV = (5.123a)
bzw.
tlggo e, = tliglo e =0. (5.123b)

Nachteilig bei diesem Verfahren ist, dass zur Berechnung von Y aus (5.113) bzw. ® (5.116)
entweder die Beschleunigung ¢ gemessen oder durch ndherungsweises Differenzieren der
Geschwindigkeit ¢ ermittelt werden muss. In der Praxis wird haufig q einfach durch oy
ersetzt.

Aufgabe 5.12. Entwerfen Sie fiir die mechanischen Systeme von Aufgabe 1.6 und 1.7
einen Regler nach der Computed-Torque Methode mit Parameteradaption geméf
(5.114) und (5.121). Wéhlen Sie eine Abweichung von den gewéhlten nominellen
Parametern um +15% und fiihren Sie die Simulationen der geschlossenen Regelkreise
in MATLAB/SIMULINK durch. Vergleichen Sie die Ergebnisse mit jenen von Aufgabe
5.11, wenn dort die tatsichlichen Parameter um +15% von den nominellen Werten
abweichen.

Aufgabe 5.13. Entwerfen Sie fiir den Roboter mit drei Freiheitsgraden von Abbildung
5.2 einen Trajektorienfolgeregler nach der Computed-Torque Methode und fithren
Sie fiir die Endmasse mpqs eine Adaption geméaf (5.121) durch. Simulieren Sie
den geschlossenen Kreis in MATLAB/SIMULINK fiir eine Endmasse mpqs: = 20 kg.
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Beachten Sie, dass fiir den nominellen Wert der Endmasse gilt mp.st = 1 kg.

Aufgabe 5.14. Zeigen Sie, dass der Regler nach Slotine und Li

T =D(q)vV+ C(a,q)v+g(a) —Kp(d—v), v=0dsou— Ald—qsou) (5.124)

und einer positiv definiten Diagonalmatrix A zu einem asymptotisch stabilen Fehler-
system fiir e, = q — qoy fiihrt.

Hinweis: Fiihren Sie als Hilfsgrofle den verallgemeinerten Regelfehler
s=¢,+ Ae, (5.125)

ein und setzen Sie als Lyapunov-Funktion

V= §STD(q)s (5.126)

an.
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6 Dissipativitat und Passivitat

Vereinfachend gesprochen, ist das Konzept der Dissipativitdt und Passivitat die sys-
temtheoretische Verallgemeinerung des Energicerhaltungsprinzips, welches besagt, dass in
einem abgeschlossenen System Energie weder erzeugt noch vernichtet werden kann. Eine
nahere Betrachtung des systemtheoretischen Konzeptes der Dissipativitdt wird jedoch
zeigen, dass dies a priori mit dem Prinzip der Energieerhaltung nichts zu tun hat und
lediglich bei gewissen physikalischen Systemen analoge Aussagen zulésst. Diese Analogie
zu physikalischen Systemen tragt aber sicherlich zum Verstdndnis dieser Konzepte bei,
weshalb im Folgenden zwei physikalische Systeme, ein Warmetibertragungssystem und ein
elektromechanisches System, diskutiert werden.

6.1 Gluhsimulator

Abbildung 6.1 zeigt die schematische Darstellung eines so genannten Glithsimulators, der
dazu verwendet wird, durch Ohmsches Erwérmen und freie bzw. erzwungene Konvektion
(Pressluft oder Ventilator) fiir Metallproben vorgegebene Temperaturprofile abzufahren.

Ventilator

7

TS ,Wa,
a(x) Y\ ! E
\\\\ Metallprobe §(7T), ¢(T')

Irms /
—

A

Abbildung 6.1: Glithsimulator.

Es ist naheliegend fiir dieses System die elektromechanischen Effekte zu vernachléssigen
und die Anderung der im System gespeicherten Energie allein durch die Anderung der
thermisch gespeicherten Energie zu erfassen. Das Energieerhaltungsprinzip besagt dann,
dass die Anderung der thermisch gespeicherten Energie V' der Beziehung

d

—V =pin ou 6.1
dt Pin — Pout ( )
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geniigt, wobei p;, und pey: die Energiefliisse in das System und vom System beschreiben.
Es wird angenommen, dass die Temperatur T in der Metallprobe zu jedem Zeitpunkt
t gleichférmig verteilt ist, dass die Oberfliche der Probe sehr klein verglichen mit den
umgebenden Wanden ist, und dass die Warmeleitung vernachlassigt werden kann. Die in
der Probe gespeicherte thermische Energie V' lautet

V(T) = o(T)ymT (6.2)

mit der konstanten Probenmasse m und der spezifischen Warmekapazitit ¢(T'). Mit Hilfe
des Ohmschen Gesetzes errechnet sich der Energiefluss in die Probe zu

pin = L 8(T) - (63)
C
mit dem Effektivwert des durch die Probe flieBenden Stromes I,,,s, dem spezifischen
Widerstand §(7T'), der Linge der Probe [ und der Probenquerschnittsfliche A.. Die
Energiefliisse von der Probe in die Umgebung werden einerseits durch die freie und
erzwungene Konvektion

Pout,1 = a(X)As(T - Ts,air) (64)

und andererseits durch die Warmestrahlung

Pout,2 = eo Ay <T4 - T;l,wall) (65)

verursacht. Dabei bezeichnen A, die Oberfliche der Metallprobe, Ty 4 und T 4y die
Temperaturen der umgebenden Luft und Winde, € ist der Emissionsgrad, ¢ = 5.67 - 1078
Wm2K~* die Stefan-Boltzmann Konstante und () ist der Konvektionskoeffizient,
wobei x im Falle eines Liifters fiir die Drehwinkelgeschwindigkeit des Liifters und im
Falle von Druckluft fiir den Druck steht. Bei freier Konvektion ist «(x) konstant und
liegt im Bereich von 2 — 25 Wm™2K~!. Das mathematische Modell des Glithsimulators
erhélt man einfach durch Einsetzen von (6.2) - (6.5) in (6.1) mit der Zustandsgrofe T'
und den EingangsgréBen ul = [Lns, X, Ts airs Tswait)- Integriert man (6.1) entlang einer
Losungskurve vom Zeitpunkt tg = 0 zum Zeitpunkt ¢ fiir gegebene Eingangsgrofien u(7),
0 <71 <t, dann erhalt man

t
V(T(t)) — V(T(0)) = / $(Lrms: X T airs Towatt, T)dT (6.6)
0
mit
S(Irmsa X5 Ts,aira Ts,walla T) = Ifms(S(T)AL - a(X)As(T - Ts,air) —e0As (T4 - Téwall) .
‘ (6.7)

Gleichung (6.6) besagt, dass die zum Zeitpunkt ¢ im System gespeicherte thermische
Energie V gleich der zum Zeitpunkt tg = 0 gespeicherten Energie plus oder minus der in
dieser Zeit mit der so genannten Versorgungsrate s(Irms, X, Ts airs Lswall; 1) dem System
zu- oder abgefiihrten Energie ist.
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6.2 Einfaches Elektromagnetventil

Abbildung 6.2 zeigt das Elektromagnetventil mit einem zylindrischen Gehduse und einem
zylindrischen Stossel mit der Masse m und dem Durchmesser D. Die aus N Windungen
bestehende Spule mit einem gesamten Innenwiderstand R wird mit einer Spannung Uy
versorgt. Es wird angenommen, dass der magnetische Widerstand des Gehéuses und des
Stossels Null ist, dass die Gleithiilse die gleiche Permeabilitit wie Luft besitzt und dass
fiir die geometrischen Abmessungen gilt h < D und § < b (keine Streufliisse).

Spule
R Gehéduse Stossel
—L ]
Z'L A
Ol
Gleithiilse
AN

Abbildung 6.2: Einfaches Elektromagnetventil.

Auf analoge Art und Weise zu (6.1) gilt fiir die Anderung der im System gespeicherten
Energie V' die Beziehung

av = Pin — Pout — Pdiss (68)

mit den Energiefliisssen p;, und pey: , die iber die Systemgrenzen in das System bzw. vom
System flielen und mit der in Wéarme dissipierten Leistung pg;ss.
Unter den obigen Voraussetzungen errechnet sich die im Magnetkreis gespeicherte

Koenergie in der Form
1

2
mit der Ersatzinduktivitdt des magnetischen Kreises

Wy, = = L(2)i% (6.9)

poN?D?m(D + 6)7b
4(h — z)(D 4 6)7b + 6 D*n

L(z) = (6.10)

und der Permeabilitit von Luft pg = 47 - 1077 VsA~'m~!.
Aufgabe 6.1. Rechnen Sie die Beziehung fiir die Induktivitét L(z) von (6.10) nach.
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Da das betrachtete Elektromagnetventil magnetisch linear ist, sind die Ausdriicke
fiir Energie Wy, und Koenergie wy, identisch. Die auf den Stossel wirkende Magnetkraft
errechnet sich zu

10L
Fmag = ng = *a (Z)

0z 2 0z
Wie in Abbildung 6.2 gezeichnet, wirkt der Stossel gegen ein lineares Feder-Dampfer
System mit der Dampfungskraft F; = dv, v = 2, d > 0, der Federkraft F, = cz(t), ¢ > 0
und einer externen Kraft Fi,;. Das mathematische Modell des Elektromagnetventils lautet
dann

ix . (6.11)

d

— = 12
il (6.12)

d 1 /10L(z) 4

= (2 5, L% dv + Fext) (6.13)
d. 1 , OL(z) .
EZL =10 <Uo Riy, 95 sz) (6.14)

mit den ZustandsgréBen xT = [z,v,4r] und den Eingangsgrofen u® = [Up, Foyq].
Die im System gespeicherte Energie setzt sich nun aus der magnetischen Energie (6.9),

der kinetischen Energie des Stéssels und der potenziellen Energie der Feder

1
V= 3 (L(z)z% + mv? + czz) (6.15)
zusammen. Die Anderung der gespeicherten Energie V entlang einer Lésungskurve ergibt

sich in der Form d

—V = Upir, + Feav — (dv® + Ri) . (6.16)
ar’ T QUL T Fentl
Pin—Pout Piss

Integriert man nun wieder (6.16) entlang einer Losungskurve vom Zeitpunkt ¢g = 0 zum
Zeitpunkt ¢ fiir gegebene EingangsgroBen u(7), 0 < 7 < ¢, dann erhilt man wegen pgiss > 0

V(o) - Vix(o) < | ' s(Uos Fuatyin,v) dr (6.17)

mit der Versorgungsrate

S(UOa Fertyip, U) = Ui + Feztv . (618)

6.3 Systemtheoretisches Konzept

6.3.1 Dissipativitat
Den nachfolgenden Betrachtungen liege ein nichtlineares dynamisches System der Form

%x = f(x,u)

y = h(X, u)

(6.19)
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mit dem Zustand x € X C R", dem Stelleingang u € Y C R und dem Ausgang
y € Y C RP zu Grunde. Es sei angenommen, dass der Zustand x(¢) zu jedem Zeitpunkt ¢
eindeutig durch die Wahl der Eingangsgrofie u(t) und des Anfangszustandes x(0) = x,
bestimmt ist. Dies erlaubt es, die so genannte Versorgungsrate s(u,y) : U x Y — R, eine
reellwertige Funktion, die fiir alle Anfangswerte xg € X und alle Eingangsgrofien u die
Bedingung

/Ot]s(u,y)|d7 < 0 (6.20)

fir alle Zeiten ¢t > 0 erfiillt, einzufiihren.

Definition 6.1. Das System (6.19) heifit dissipativ beziiglich der Versorgungsrate s,
wenn eine nichtnegative Funktion V(x) : X — R so existiert, dass die so genannte
integrale Dissipativitdtsungleichung

V) = Vx(0) < [ s(a(r),yr)dr (6:21)

fiir alle Anfangswerte x(0) € & und alle Eingangsgrofien u(t) fir alle Zeiten ¢t > 0
erfullt ist. Die Funktion V(x) wird als Speicherfunktion bezeichnet. Falls in (6.21)
das Gleichheitszeichen gilt, nennt man das System (6.19) verlustlos beziiglich der
Versorgungsrate s.

Im Sinne dieser Definition ist der Glithsimulator von Abbildung 6.1 verlustlos beziiglich
der Versorgungsrate (6.7) und das Elektromagnetventil von Abbildung 6.2 ist dissipativ
beziiglich der Versorgungsrate (6.18). Wenn die Speicherfunktion V' (x) beziiglich x stetig
differenzierbar ist, dann kann man die Anderung von V(x) entlang einer Losungskurve von
(6.19) berechnen und man erhélt die so genannte differenzielle Dissipativitatsungleichung

SV < s(ult),y(1) (6.22)

fir alle Zeiten ¢ > 0.

6.3.2 Passivitat

Die Passivitat kann als Spezialfall der Dissipativitit aufgefasst werden. Zur Definition
betrachte man wiederum das System (6.19), wobei nun die Dimension des Systemeingangs
m gleich der Dimension des Ausgangs p ist.

Definition 6.2. Das System (6.19) mit m = p nennt man passiv, wenn eine Konstante
0 so existiert, dass die Ungleichung

t
/ yludr > 6 (6.23)
0

fir alle zuldssigen Eingangsgrofien u(¢) und alle ¢t > 0 erfiillt ist.
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Wenn dariiberhinaus fiir geeignete reelle Konstanten «, § die Ungleichung

¢ t ¢ ¢

/ yludr > 6+ a/ uludr bzw. / yludr > 6+ B/ yLydr (6.24)
0 0 0 0

fiir alle zuldssigen Eingangsgrofien u(t) und alle ¢ > 0 erfiillt ist, dann nennt man das

System a-eingangspassiv bzw. B-ausgangspassiv.

Offensichtlich muss 6 < 0 gelten, denn die Ungleichung (6.23) muss auch fiir die
Eingangsgrofie u(t) = 0 giiltig sein.

Satz 6.1 (Verbindung Passivitdt und Dissipativitat). Existiert nun fir das System
(6.19) mit m = p eine nichtnegative Funktion V(x) : X — R so, dass gilt (integrale
Passivitatsungleichung)

v&@»-v&@»gé&ﬁmT (6.25)

fir alle zuldssigen Fingangsgrofien u(t), alle V(x(0)) und alle t > 0, dann ist das
System (6.19) vom FEingang u zum Ausgang y passiv. Offensichtlich ist dies ge-
maf Definition 6.1 dquivalent dazu, dass das System (6.19) beziiglich der speziellen
bilinearen Versorgungsrate s(u,y) = (y,u) = y'u dissipativ ist. Ist dariiberhin-
aus das System (6.19) beziiglich der Versorgungsrate s(u,y) = yTu — of[ul]* bzw.
s(u,y) =y u—Bly||? fir geeignete reelle Konstanten o, B dissipativ, so ist (6.19)
a-eingangspassiv bzw. [-ausgangspassiv. Fin verlustloses passives System nennt man
in diesem Zusammenhang auch ein konservatives System.

Beweis. Der Beweis des Satzes ist trivial, da wegen V' (x) > 0 aus (6.25) unmittelbar
folgt

l[yﬂmfz—vwmnza. (6.26)

O]

Mit dieser Definition erkennt man unmittelbar, dass das Elektromagnetventil von
Abbildung 6.2 mit dem Eingang u' = [Up, F.;¢] und dem Ausgang y' = [iz,v] passiv,
ja sogar f-ausgangspassiv mit 0 < § < min(d, R) ist, da fiir die dissipierte Leistung von
(6.16) gilt paiss = dv? + Ri3 > Blly]*.

Die physikalische Interpretation der Passivitétsungleichung (6.25) lautet nun wie folgt:
Gibt der Ausdruck yTu eine Leistung an (z.B. geeignete Paare von Stréomen und Span-
nungen bei elektrischen Systemen oder kollokierte Geschwindigkeiten und Kréfte bei
mechanischen Systemen) und ist V(x) die im System gespeicherte Energie, so besagt die
Passivitatsungleichung (6.25), dass die Zunahme der im System gespeicherten Energie
kleiner oder gleich der dem System zugefithrten Energie ist.

Aufgabe 6.2. Zeigen Sie, dass der Integrator mit der Zustandsdarstellung
dt (6.27)

passiv ist.
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Aufgabe 6.3. Unter welchen Voraussetzungen an die Parameter o, o1, 09, rc, 7o
und vy beschreibt das LuGre-Reibmodell vom Abschnitt 1.4 ein passives System vom
Eingang Av zum Ausgang Fr. Zur Wiederholung soll das LuGre-Reibmodell (1.27) -
(1.29) nochmals in der Form

iz = Av — 7abS(AU) 00%

dt X (Av) (6.28)
d

Fr=o00z+ 01—2+ 02Av
dt

mit
Av\?
X(Av) =rc+ (rg —ro)exp| — (v) (6.29)
0

angeschrieben werden.

Aufgabe 6.4. Zeigen Sie, dass eine nichtlineare Kennlinie y = 1(u), die die Sektor-

bedingung kyu? < 9 (u)u < kou? erfiillt, ki-eingangspassiv und (i)—ausgangspassiv

ko
gem&f Definition 6.2 ist.

6.3.3 Eigenschaften Passiver Systeme

Passive Systeme haben nun die bemerkenswerte Eigenschaft, dass die Parallelschaltung
und die Riickkopplung passiver Systeme, wie in Abbildung 6.3 dargestellt, wiederum
passiv ist.

. 1
n passives System 1 Y el 1 passives System 1 | Y1
1 (a,ur,yn) :A:— (x1,u1,y1)
u—-=o y
"2 | passives System 2 passives System 2 [ 12 ¥ €2
1 (x2,u2,y2) Vo Vo (x2,u2,y2) C

Abbildung 6.3: Parallelschaltung und Riickkopplung zweier passiver Systeme.
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Beweis. Um dies zu zeigen, nimmt man zwei passive Systeme der Form (6.19) mit
m = p an. Fir diese existieren dann zwei nichtnegative Speicherfunktionen V;(x1)
und Va(x2), die den Passivitatsungleichungen

ViGai(6) = Vi 0) < [ " Tu dr

. (6.30)

Va(xa(t)) — Va(x2(0)) < /0 yius dr

gentigen. Fiir die Parallelschaltung nach Abbildung 6.3 gilt uy =ug =u,y =y; +yo
und damit

Vi(x1 () + Va(xa(t)) = Vi(x1(0)) — Va(xa(0)) < /0 (T 4yl)udr (63)

bzw. .
Vix(®) - V() < [ yTudr (6.32)

0
mit der nichtnegativen Speicherfunktion V(x) = Vi(x1) + V2(x2) und dem Zustand
X" = [T, ] .

Aufgabe 6.5. Zeigen Sie, dass der geschlossene Kreis der Riickkopplung zweier passiver
Systeme (siehe Abbildung 6.3, rechtes Bild) vom Eingang (e, e3) zum Ausgang (y1,
y2) passiv ist.

Dariiberhinaus ist auch die Hintereinanderschaltung zweier passiver Systeme geméfl
Abbildung 6.4 passiv, sofern das Verbindungssystem energieerhaltend ist, d.h. folgende
Zusammenschaltungsbedingung

t
/0 (ylur+y3yr)dr =0 (6.33)
erfillt ist.
€2
Y1 yI u2
passives System 1 Verbindungs- passives System 2
(x1,u1,y1) u; u; system yo (x2,u2,y2)

€1

Abbildung 6.4: Hintereinanderschaltung passiver Systeme.

Man iiberzeugt sich leicht, dass dies der Fall ist, da die nachfolgende Passivitatsunglei-
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chung
V(x(t)) — V(x(0)) < /O (vier +yFez)dr (6.34)

mit V(x) = Vi(x1) + Va(xz2) und x¥ = [x], x1] gilt. Gerade diese Eigenschaft wird
bei gewissen passivitédtsbasierten Reglerentwurfsverfahren genutzt, wobei das System
1 einer passiven Strecke und das System 2 einem passiven Regler entspricht. Fiir das
Verbindungssystem wird in diesem Fall ein System der Form

UI] l 0 U[(X)
yi|[-Uj(x) 0

Y1
y2

(6.35)

mit einer vorerst beliebigen quadratischen Matrix Uj(x) gewéahlt.

Aufgabe 6.6. Zeigen Sie, dass (6.35) die Zusammenschaltungsbedingung (6.33) erfiillt.

6.3.4 Passivitat und Lyapunov-Stabilitat

Es sei angenommen, dass das System (6.19) passiv mit einer stetig differenzierbaren, positiv
definiten Speicherfunktion V' (x) ist. Dann folgt unmittelbar aus der Passivitatsungleichung
(6.25) in ihrer differenziellen Form

gV(x) <y'u, (6.36)
dt
dass die Ruhelage x = 0 des freien Systems (6.19), also fiir u = 0, stabil im Sinne von
Lyapunov ist mit der Lyapunovfunktion V(x). Ob die Ruhelage asymptotisch stabil ist,
muss von Fall zu Fall mithilfe des Invarianzprinzips von Krassovskii-LaSalle untersucht
werden.

Fir die Riickkopplung zweier passiver Systeme, wie sie im rechten Teil von Abbildung
6.3 gezeigt ist, kann die asymptotische Stabilitdt der Ruhelage des freien geschlossenen
Kreises, also fiir ey = es = 0, auf Eigenschaften der Teilsysteme zuriickgefithrt werden.

Satz 6.2. Angenommen, die Ruhelage x1 = 0 des Teilsystems 1 ist asymptotisch stabil
und a-eingangspassiv gemdafl Definition 6.2 mit einer stetig differenzierbaren, positiv
definiten Speicherfunktion Vi(x1). Weiters sei das Teilsystem 2 nullzustandsermittelbar
und B-ausgangspassiv gemafl Definition 6.2 mit einer stetig differenzierbaren, positiv
definiten Speicherfunktion Vo(x32). Die Ruhelage des geschlossenen Kreises (X1, X2) =
(0, 0) ist dann asymptotisch stabil, wenn o+ 5 > 0 gilt.

Bevor dieser Satz gezeigt wird, sollen noch die Begriffe der Nullzustandsermittelbarkeit
und Nullzustandsbeobachtbarkeit definiert werden.

Definition 6.3. Das System (6.19) heifit nullzustandsermittelbar (nullzustandsbeob-
achtbar), wenn aus u(t) = 0 und y(¢) = O fiir alle Zeiten ¢ > 0 folgt lim;_,o x(t) =0
(x(t) = 0O fiir alle Zeiten ¢ > 0).

Beweis. Zum Beweis von Satz 6.2 wahle man als Lyapunovfunktion des geschlossenen
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Kreises V(x) = Vi(x1) + Va(x2) und bilde deren zeitliche Ableitung

SV < (0t )yl (637

Da aber nach Satz 6.2 a + 8 > 0 ist, folgt unmittelbar, dass die Ruhelage des
geschlossenen Kreises (x1, x2) = (0, 0) stabil im Sinne von Lyapunov ist. Aufgrund
der Nullzustandsermittelbarkeit des Teilsystems 2 und der asymptotischen Stabilitét
der Ruhelage x; = 0 des Teilsystems 1 kann man zeigen, dass die groite positiv
invariante Menge, die in H = {x eX |%V(x) = 0} enthalten ist, der Ursprung (xi,
x2) = (0, 0) ist. Damit ist aber nach dem Invarianzprinzip von Krassovskii-LaSalle
die Ruhelage des geschlossenen Kreises (x1, x2) = (0, 0) asymptotisch stabil. O

Satz 6.2 wird im Zusammenhang mit dem Begriff der absoluten Stabilitdt bendtigt,
insbesondere zur Herleitung des Kreis- und Popov-Kriteriums.

6.4 Lineare passive Systeme

Fiir ein lineares zeitinvariantes System der Form

d
e =Ax+b
TR (6.38)

y=c'x+du

lisst sich die Eigenschaft der Passivitit auch an Hand der zugehérigen Ubertragungsfunk-
tion

Gis) = 29 _ B - A) bt d (6.39)

beurteilen. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit werden hier nur Eingréfensysteme
behandelt, fiir Mehrgrofiensysteme sei auf die am Ende angefiihrte Literatur verwiesen.
Geméf Definition 6.2 ist das System (6.38) genau dann passiv, wenn folgende Ungleichung

t
/ yudr >0 (6.40)
0

erfillt ist. Damit ldsst sich folgender Satz fiir die Passivitét linearer zeitinvarianter
Eingroflensysteme angeben:

Satz 6.3. Das lineare zeitinvariante System (6.58) mit der Ubertragungsfunktion
G(s) von (6.39) ist

(1) genau dann passiv, wenn gilt

Re(G(Iw)) > 0 fir alle w, (6.41)

(2) genau dann a-eingangspassiv mit o > 0, wenn gilt

Re(G(Iw)) > a >0 fir alle w (6.42)
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(8) und genau dann B-ausgangspassiv mit 5 > 0, wenn gilt

Re(G(Iw)) > BIGIw)[* > 0 fiir alle w . (6.43)

Man beachte, dass die Uberpriifung der Bedingungen (6.41) - (6.43) sehr einfach an
Hand der Nyquist-Ortskurve von G(s) maglich ist.

Beweis. Zum Beweis dieses Satzes benétigt man das so genannte Theorem von
Parseval. Bezeichnen z(t) und y(t) zwei quadratisch integrierbare Zeitfunktionen,
also x(t), y(t) € La(—00,00), und

o0 o0
#w) = / 2(t) exp(—Twt)dt  baw. §(w) = / y(t)exp(—Twt)dt  (6.44)

—00 —00

seien die zugehorigen Fouriertransformierten, dann gilt fiir das innere Produkt (siche
Definition 2.12)

[ wuie= oy = i) =5 [ @@, (6.49)

S 21 J_x
Aus (6.45) folgt dann unmittelbar die Beziehung
llly = 12l - (6.46)

Um das Theorem von Parseval fiir den Beweis von Satz 6.3 anwenden zu kénnen,
wird der Abschneideoperator ( ), in der Form

wr(t) = {u(t) fir ¢t<T (6.47)

1o fir t>T

eingefithrt. Weiters wird angenommen, dass die Zeitfunktionen u(¢) und y(¢) kausal
sind, d.h. u(t) = 0 und y(¢) = 0 fiir t < 0. Damit erhélt man

/OTu@)y(t)dt: [ wrtae= o [~ ar@p s (645)

o 21 J_so

bzw. mit §(w) = G(Iw)ir(w) ergibt sich

T 1 00
u(t)y(t)dt = — G*(Iw)tr(w)tp(w) dw
/0 Y 217r /—oo s (6.49)

— 5 | (Re(G(1w) ~ Hm(G(L)) oy () o
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Da die linke Seite von (6.49) rein reell ist, muss der Imaginérteil auf der rechten Seite
verschwinden, und es gilt

T 1 o) R 9
/0 uty(B)dt = L  Re(G(1w)) i ()| *d (6.50)

<": Setzt man nun voraus, dass (6.42) gilt, dann folgt

b

/OT uy(B)dt = - /O:O|@T(w)|2dw — a/OT W2 (8)dt (6.51)

und damit nach Definition 6.2 die a-Eingangspassivitéit von (6.38).

"=": Umgekehrt, wenn das System (6.38) a-eingangspassiv ist, dann existiert ein
a > 0 so, dass die Ungleichung

T T
/ w(t)y(t)dt > a / W2 (1)dt (6.52)
0 0
erfiillt ist, bzw. mithilfe des Theorems von Parseval erhélt man

o0
S / (Re(G(Iw)) — o) i (w)[?dw > 0 . (6.53)
21 J—so

Die Ungleichung (6.53) ist aber nur dann fiir alle Eingangsgrofien w(t) giiltig, wenn fiir
alle w gilt Re(G(Iw)) > . Angenommen, es existiert ein wy so, dass Re(G(Iwp)) < «
ist, dann sieht man, dass fiir die Eingangsgrofie u(t) = U sin(wpt) und hinreichend
grofles T die Ungleichung (6.53) nicht erfiillt ist. Damit ist aber Punkt (2) und fiir
a = 0 auch Punkt (1) von Satz 6.3 bewiesen.

Aufgabe 6.7. Beweisen Sie Punkt (3) von Satz 6.3.

Als einfaches Anwendungsbeispiel soll gezeigt werden, dass der PID-Regler

14+Trs 1+1Tps

R(s)=V
(5) S 1+ alps

(6.54)

mit den positiven Parametern V', T7, Tp und 0 < a < 1 passiv ist. Dazu berechne man

einfach
V(Tr + Tp(1 — a) + oT3Trw?)

1+ a?TAw?

Re(R(lw)) = > 0. (6.55)
Aufgabe 6.8. Zeigen Sie, dass ein PI-Regler passiv ist.

Aufgabe 6.9. Zeigen Sie, dass das lineare zeitinvariante System (6.38) mit der Uber-
tragungsfunktion G(s) von (6.39) passiv ist, wenn

larg(G(Iw))| < g . (6.56)
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Aufgabe 6.10. Betrachten Sie einen einschleifigen Standardregelkreis mit einer passiven
Strecke G(s) und einem a-eingangspassiven Regler R(s) mit a > 0. Zeigen Sie, dass
der geschlossene Kreis BIBO-stabil ist.

Hinweis: Verwenden Sie dazu das Nyquistkriterium.

Aufgabe 6.11. Der Zusammenhang zwischen Strom #(x, s) und Spannung 4(z, s) an
der Stelle x = 0 und an der Stelle x = [ einer langen elektrischen Leitung mit
dem Kapazititsbelag ¢, dem Induktivitdtsbelag [, dem Widerstandsbelag » und dem
Leitwertsbelag g lautet

a(0,s)] cosh(vy(s)l) Zy(s) sinh(~(s)]) a(l, s)
l 1_ Zl()sinh('y(s)l) cosh(v(s)l) l / ] (6.57)
o(s

i, 5)
wobei Zy(s) den Wellenwiderstand und v(s) den Ausbreitungskoeffizienten

Zo(s) =/ ;i zi und  (s) = \/(r + sl)(g + sc) (6.58)

bezeichnen. Uberpriifen Sie fiir verschiedene Lastimpedanzen Zp,(s) mit

u(l,s) = Zr(s)i(l,s) (6.59)
. e - . 4(0, s)
die Passivitat der Ubertragungsfunktion G(s) = — 0.5)
(0, s

6.5 Positive Reellheit

Bei linearen zeitinvarianten Systemen (6.38) wird an Stelle der Passivitdt sehr oft der
Begriff der positiven Reellheit der zugehérigen Ubertragungsfunktion (6.39) verwendet.
Ohne Beweis sei angemerkt, dass das System (6.38) genau dann passiv ist, wenn (6.39)
positiv reell ist.

Satz 6.4. Eine Ubertragungsfunktion G(s) ist genau dann positiv reell, wenn

(1) G(s) keine Pole in der rechten offenen s-Halbebene besitzt,
(2) Re(G(Iw)) > 0 ist fir alle w, fir die gilt, lw ist kein Pol von G(s) und

(8) wenn s = lwy ein Pol von G(s) ist, dann ist dieser einfach und fir endliches wo

muss das Residuum
lim (s — Iwg)G(s) (6.60)

S—rwo
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positiv und reell sein. Ist wg unendlich, dann muss der Grenzwert

lim Glw)

w—oo  Jw

(6.61)
positiv und reell sein.

Man nennt G(s) streng positiv reell, wenn G(s — 0) fir ein geeignetes § > 0 positiv
reell ist.

Aufgabe 6.12. Zeigen Sie, dass die Bedingungen

(1) die Graddifferenz zwischen Zahler- und Nennerpolynom von G(s) sind —1,0
oder 1 und

(2) G(s) hat keine Nullstellen in der rechten offenen s-Halbebene

notwendig dafiir sind, dass G(s) positiv reell ist.

Aufgabe 6.13. Sind die nachfolgenden Ubertragungsfunktionen

1 s+1 s+ 10

Gals) = Gl = D12

Gils) = =(5=3), Gals) = gy Oal8) = a0 O
(6.62)

positiv reell?

Wie im nachfolgenden Satz gezeigt wird, hingt die positive Reellheit einer Ubertra-
gungsfunktion G(s) eng mit der Losbarkeit eines Gleichungssystems zusammen. Fiir den
Beweis dieses Satzes sei auf die am Ende angefiihrte Literatur verwiesen.

Satz 6.5 (Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)-Lemma). Gegeben ist das System (6.38),

wobei angenommen wird, dass das Paar (A, b) erreichbar und das Paar (cT, A)

beobachtbar ist. Die Ubertragungsfunktion (6.59) ist genau dann positiv reell (passiv),
wenn ein Skalar w, ein Vektor m und eine positiv definite Matrix P so existieren,
dass nachfolgende Bedingungen

PA+ AT P = —mm?'
Pb=c—mw (6.63)
w? = 2d

erfillt sind. Die Ubertragungsfunktion (6.39) ist dariiberhinaus genau dann streng
positiv reell nach Satz 6.4, wenn Skalare w und € > 0, ein Vektor m und eine positiv
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definite Matriz P so existieren, dass nachfolgende Bedingungen

PA+A"P = -—mm"—¢P
Pb=c—muw (6.64)
w? = 2d

erfillt sind.

Aufgabe 6.14. Angenommen w, m, P > 0 und £ > 0 seien Losungen von (6.64).
Zeigen Sie, dass dann im Falle d # 0 die Riccati—Gleichung

€ € T _ R
P<2E+A>+<2E+A )P+(c Pb)2d<c b'P) =0 (6.65)

erfullt ist.

Als Anwendung des KYP Lemmas betrachte man den geschlossenen Regelkreis von
Abbildung 6.5 mit der nichtlinearen passiven Strecke im Vorwértszweig und dem streng
positiv reellen Regler im Riickwértszweig.

1 passives System 1 u

— (Xhuhyl)

Y2 Xg = AXQ + b’u,g u2

Yo = CTX2 + dus

A

Abbildung 6.5: Passives System mit linearem Regler.

Angenommen das passive nichtlineare System habe eine stetig differenzierbare, positiv
definite Speicherfunktion Vj(x1), die der differenziellen Passivitdtsungleichung (siehe
(6.36))

d

avl(xl) = —Wi(x1) + yrur < yrug (6.66)

mit der positiv semidefiniten Funktion W7 (x;) geniigt. Fiir das Weitere sei der streng
positiv reelle Regler durch folgende Minimalrealisierung

d
Cxy = Axs +b
a2 = Axe b (6.67)

Y2 = CTX2 + duo

beschrieben. Aufgrund des KYP Lemmas Satz 6.5 findet man fiir das System (6.67) Skalare
w und € > 0, einen Vektor m und eine positiv definite Matrix P so, dass (6.64) erfiillt ist.
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Damit ergibt sich die Lyapunov-Funktion des geschlossenen Kreises von Abbildung 6.5 zu
1
Ve(x1,%0) = Vi(x1) + 5x'QTPx2 : (6.68)

Um dies zu zeigen, berechnet man die zeitliche Anderung von (6.68) entlang der Lo-
sungskurve und beriicksichtigt die Zusammenschaltungsbedingung u; = —ys und us = y1
gemeinsam mit (6.64) und (6.66)

d

1 ) 1 .
f‘/e(XhXQ) = —Wl(Xl) + 1w + < XgPXQ +—= X;PXQ
dt 2 ~—— 2 -

(X;FATJrusz)PxQ X;FP(AXQ—i-buQ)

1
= -Wi(x1) +yiu1 + ,X;f (ATP + PA) X9 + X;F EB Ug
—_——

2
c—muw
—mm7T—eP
1 1 .

= —Wi(x1) — y1c" xo —dy? — =xymm” x5 — ~ex3 Px + X5 ¢y —xy mwy, (6.69)

1 T Lo L 7 T T
= —-Wi(x1) — zex3 Pxo — —y7 (2d) —=xy mm” xp — x; mwy;

2 270~ 2

w2

1 1 T
= —-Wi(x1) — §€X2TPX2 - §(mTX2 + wyl) (me2 + wyl) < 0.

Dies zeigt unmittelbar die Stabilitdt des geschlossenen Kreises von Abbildung 6.5.

6.6 Kanonische Form Passiver Systeme

Bevor eine kanonische Form fiir passive Systeme vorgestellt wird, soll gezeigt werden, dass
die wohlbekannten Euler-Lagrange Gleichungen passiv sind.

6.6.1 Hamiltonsche Systeme

Betrachtet man ein endlich-dimensionales Lagrangesches System mit n Freiheitsgraden
und den generalisierten Koordinaten q € R", dann folgen bekannterweise die Bewegungs-
gleichungen aus den Euler-Lagrange Gleichungen in der Form

L L
d<8 > 0 =7, k=1,...,n (6.70)

dt\ v, ) O
mit der Lagrangefunktion L(q,v), den generalisierten Geschwindigkeiten %q = v und
den generalisierten Kréften 7, £ = 1,...,n, (man vergleiche dazu (5.91)). Bei einfachen

Lagrangeschen Systemen entspricht die Langrangefunktion der Differenz aus kinetischer
und potenzieller Energie

L(q,v) =T(q,v) - V(a) . (6.71)
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Es sei angenommen, dass sich die generalisierten Krifte T aus externen Kréaften 7.
(Stell- und Storeinginge im regelungstechnischen Sinne) und dissipativen Kréften 71 =
—(%R) (v) mit der Rayleighsche Dissipationsfunktion R(v) und
(8R)() >0 (6.72)
— v)v .
ov -
zusammensetzen. Damit ergibt sich (6.70) zu
d /0L oL 0
— == | —7—+—R= k=1,....,n. 6.73
dt <8vk> 8qk + (%k Te’k ’ ’ e ( )

Definition 6.4. Man bezeichnet das Lagrangesche System (6.73) voll gedampft, wenn
die Rayleighsche Dissipationsfunktion R(v) folgender Ungleichung

8 n
(8VR> (v)v > kz:;ﬂkv,%, Br>0, k=1,...,n (6.74)

genligt. Ist ein By = 0, dann spricht man auch von einem nicht voll gedimpften
Lagrangeschen System.

Mit Hilfe der generalisierten Impulskoordinaten

0L

und der Legendre-Transformation (qx, vk) — (qk, pr) erhélt man direkt aus den Euler-
Lagrange Gleichungen (6.70) die dquivalenten Hamiltonschen Gleichungen

d = oOH
at* apy
g _aﬂ N L (6.76)
dtpk a Tk, — 1 , N
mit der Hamiltonfunktion
k=1

Der Satz iiber implizite Funktionen besagt, dass die generalisierten Geschwindigkeiten vy,

aus (6.75) genau dann lokal berechnet werden konnen, wenn die Matrix {%L] reguldr
1OUj

ist. Man spricht dann auch von einer nichtdegenerierten Lagrangefunktion L.

Beweis. Zum Beweis betrachte man die kurzen Ableitungen

OH - Ov; 0L 0Ovj d
— . = =y = — 6.78
O Vg + jEZl Dy Opr Ov; Opk Uk = 479k ( )
=pj
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und

0H | ov; 0L v, | oL d (8L> d

— = = —— | —— =7 = =Tk — —Dk - 6.79

dq ; TOqr  Ovj Oqy oqu Pt Ovg e Pk ( )

~~
O
Wenn die kinetische Energie T'(q,v) in (6.71) die Form
LT
T(q,v) = ;v D(q)v (6.80)

2

mit der positiv definiten Massenmatrix D(q) hat, dann entspricht die Hamiltonfunktion
" 1 1
H(q,p) =Y _ prok — v D(@)v+V(a) = ;v D(a)v + V(q) (6.81)
k=1

der im System gespeicherten Energie. Berechnet man die zeitliche Anderung der Hamil-
tonfunktion (6.81)

d " |O0HOH OH / OH 0 -
H - E o == < E .82
= =

Uk

dann sieht man, dass das Lagrangesche System geméfl Definition 6.2 passiv ist mit der
Eingangsgrofle 7., der Ausgangsgrofie v = %q und der Speicherfunktion H(q,p). Ist
dariiberhinaus das Lagrangesche System geméfl Definition 6.4 voll geddmpft, dann ist das
Lagrangesche System wegen (6.74) sogar S-ausgangspassiv mit § = ming(8g), k =1,...,n,
da gilt

n n n
%H(q, P) <D UpTer — O Bivk < D vpTes —min(By)||v]5 - (6.83)
k=1 k=1 k=1 b

Man sagt dann auch, dass v; der zur generalisierten Kraft 7. kollokierte Ausgang

ist. D.h., die Paarung (7., vi) beschreibt einen Energieeingang in das System, wie

z.B. zusammengehorende Strom und Spannungen, Krafte und Geschwindigkeiten oder

Momente und Drehwinkelgeschwindigkeiten. Im Rahmen der Netzwerkstheorie werden

solche Paarungen von Strom und Spannung, die einen Energieeingang bilden, auch als

Tor (im Englischen port) bezeichnet. Die Generalisierung der Hamiltonschen Gleichungen

(6.76) in Kombination mit dem Torkonzept fithrt direkt zur Klasse der Port-Hamiltonschen
Systeme.

6.6.2 Port-Hamiltonsche Systeme
Ein finit-dimensionales Port-Hamiltonsches System lasst sich in der Form

T
%x = (J(x) — S(x)) <ZZ) + Ge(x)e (6.84)
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mit dem Zustand x € X C R, dem externen Eingang eT = {uT,dT}, bestehend aus
dem Stelleingang u € Y C R™ und den exogenen Eingangsgréfien (Storungen und
Referenzsignale) d € D C RY, formulieren. Dabei bezeichnet V(x), V(0) = 0, eine stetig
differenzierbare positiv definite Speicherfunktion und die Eintrige der Matrizen G.(x),
J(x) = —JT(x) und S(x) = ST(x) > 0 seien glatte Funktionen in x. Wihlt man als
Ausgang y € Y C R™"? den kollokierten Ausgang

ov\T
_ AT
y=GIoo( 5 ) (6.5
dann erkennt man unmittelbar aus der differenziellen Passivitdtsungleichung
d T oV ovA\T ¢
Sy _ (2 ) < .
dtv y e (Bx)s(x)<8x> <y e, (6.86)

dass das System (6.84) passiv ist mit der Speicherfunktion V' (x). Die Darstellung in der
Form von (6.84) erlaubt mehr als nur die einfache Feststellung der Passivitit — sie ermog-
licht, falls die Speicherfunktion V' (x) gleich der im System gespeicherten Gesamtenergie
ist, einen tieferen Einblick in die Energiefliisse des Systems im Inneren und mit der Syste-
mumgebung: Die schiefsymmetrische Matrix J(x) ist ndmlich mit den Energiefliissen im
Systeminneren verbunden, die symmetrische, positiv semidefinite Matrix S(x) umfasst das
Verhalten der dissipativen Effekte und G.(x) beschreibt den Energieaustausch des Systems
mit der Systemumgebung iiber die Systemtore. Wenn (6.84) keine dissipativen Elemente
enthalt, also S(x) = 0 ist, dann ist das System verlustlos beziiglich der Versorgungsrate
yTe.

Eine perfekte Aktuator/Sensor Kollokation bringt den Vorteil mit sich, dass eine einfache
(zustandsabhéngige) Riickfiihrung des kollokierten Ausgangs (6.85) der Form

8V>T , (6.87)

T
u = K@)y = K6, 005,
mit der positiv definiten Matrix K(x) > 0 fiir alle x € X bei stabilen Strecken die
Stabilitdt im geschlossenen Kreis erhélt, da gilt

v = (2 (s + cborpoar) () <o. (6.58)

In der Literatur wird diese Art der Riickfithrung (6.87) im Zusammenhang mit Port-
Hamiltonschen Systemen als damping injection bezeichnet oder bei allgemeinen nichtli-
nearen Systemen mit affinem Eingang als Jurdjevic-Quinn Riickfiihrung.

Beispiel 6.1 (Port-Hamiltonsche Darstellung des Elektromagnetventils (6.14)). Um das
mathematische Modell des Elektromagnetventils (6.14) in Port-Hamiltonsche Darstel-
lung (6.84) zu bringen, fithrt man die neuen Zustandsgrofien xT = [2,p = mwv, ¢ = L(2)if]
ein. Die im Magnetventil gespeicherte Energie geméafl (6.15) formuliert im neuen
Zustand [z, p, Y]

B R S R S
V—2<L(z)¢L+mp +cz) (6.89)
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wird in weiterer Folge als Speicherfunktion verwendet. Mit

ov i {C EBL(Z) w% p Pr, ] (690)

9x |7 3702 2(» 4, Ik

und den Systemgleichungen (6.14) im transformierten Zustand

da _r

dtz T m

d  [10L(z) 1/1% P

Ep = (2 Oz L2(Z) cz d% + Fe:ct (691)
d (3
5% - UO Rm

ergibt sich unmittelbar die Port-Hamiltonsche Darstellung (6.84) zu

d z 0 1 0 0 O S\ T 0 0 o
0
— = — — — . 6.92
<l 10 0 d 0 <8X>+o1lFm] (6.92)
b 0 0 00 R 10| &
—— u
I(x) S(x) Ge(x)
Der zugehorige kollokierte Ausgang gemaf (6.85) lautet
ov\T iL
—qT ) =|L(2)| =
y =G (x)(ax> (g) [U] . (6.93)

m

Aufgabe 6.15. Stellen Sie die mathematischen Modelle (1.15) und (1.21) als Port-
Hamiltonsche Systeme dar.

Aufgabe 6.16. Stellen Sie die unterschiedlichen Gleichstrommaschinen vom Abschnitt
1.7 als Port-Hamiltonsche Systeme dar.

6.7 Passivitatsbasierter Reglerentwurf

Ein mit der Port-Hamiltonschen Struktur (6.84) unmittelbar verbundenes Reglerent-
wurfsverfahren ist die so genannte IDA-PBC' (Interconnection and Damping Assignment
Passivity-Based Control). Dazu sei folgender Satz formuliert:
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Satz 6.6 (IDA-PBC). Gegeben ist das nichtlineare System

%x = f(x) + Gu(x)u (6.94)
mit dem Zustand x € X C R™ und dem Stelleingang u € U C R™ mit m < n. Von
der Matriz G, (x) wird vorausgesetzt, dass diese fir alle x € X spaltenreguldr ist, d.h.
rang(G(x)) = m. Im Weiteren bezeichne G- (x) den Linksannihilator von G, (x),
d.h. G5 (x)Gy(x) = 0, und Vy(x) sei die Speicherfunktion des geschlossenen Kreises
und habe an der gewiinschten Ruhelage x = x4 ein striktes Minimum, d.h.

2
Va(x) > Va(xq) fir alle x # xq, <8a‘:(d> (xq) =0 und (%Zj) (xq) >0 .
(6.95)
Damit ist Vi(x) — Vyi(xq) gemaf Definition 3.4 positiv definit und eignet sich als
Lyapunovfunktion fir den geschlossenen Kreis. Angenommen die Matrizen Jq(x) =
—J¥(x), Su(x) = ST (x) > 0, der Linksannihilator G (x) und die Speicherfunktion
Va(x) geniigen der Bedingung (PBC matching equation )

uny

Gy (0)f (%) = Gy (x)(Ja(x) — Sd<x)>< 0x

(6.96)

dann ergibt sich mit der Zustandsrickfihrung
—_ T
u= () = (GI(x)G.x) G <x>{<Jd<x> - 5460) (52) - f<x>} (6:97)

eingesetzt in (6.94) ein geschlossener Kreis in Port-Hamiltonscher Form

d oVy

T
%= 340 - 8400 (52 (6.98)

mit der stabilen gewiinschten Ruhelage des geschlossenen Kreises x = xg4. Wenn die
Menge {x4} die grofite positiv invariante Menge von

Vy Vg \ "
"I =S — ) = :
{XGR|<6X> d(x)<ax> 0 (6.99)
ist, dann ist x = xg gemdf Satz 3.5 sogar asymptotisch stabil.
Beweis. Setzt man die rechten Seiten von (6.98) und (6.94) mit (6.97) gleich, d.h.

T
an) , (6.100)

f(x) + Gu(x)B(x) = (Ja(x) — Sd(x))< ox

und multipliziert man mit G- (x) von links, so erhilt man unmittelbar die PBC
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matching equation (6.96). Die Zustandsriickfithrung (6.97) folgt direkt aus (6.100)

-1
durch Multiplikation mit der Pseudoinversen (GE(X)GU(X)) GI(x) von links. Man

beachte, dass die zuvor angenommene Spaltenregularitét von G, (x) die Regularitét
der Pseudoinversen garantiert. Im néchsten Schritt soll gezeigt werden, dass (6.94)
mit (6.97) tatséchlich (6.98) entspricht, also gilt

¥ = £(x) + Gu(x) (G3<x>Gu<x>)1G3<x>{<Jd<x> -8460)(52) - f<x>}

T
~@a0) - Sa6)(F2) = 0.
(6.101)
Dazu multipliziere man (6.101) mit der reguldren Matrix
G, (%)
T = Y 6.102
. l%(x)] 10

und zufolge der PBC matching condition (6.96) folgt T(x)® = 0 und damit unmit-
telbar ¥ = 0. Ul

Die Schwierigkeit dieser Reglerentwurfsmethode besteht offensichtlich darin, die PBC
matching equation (6.96), welche ein System partieller Differentialgleichungen darstellt,
zu losen.

Dazu sei erwéahnt, dass

o die Matrizen J4(x) = —J7} (x) und Sy(x) = ST (x) > 0 frei zu withlen sind,

o die Speicherfunktion des geschlossenen Kreises V;(x) abgesehen von der Bedingung
(6.95) ebenfalls frei gewéhlt werden kann,

o+ und der Linksannihilator G (x) mit jeder reguliren (n —m) x (n —m) Matrix
A(x) von links multipliziert werden kann, d.h. G (x) = A(x)G(x), ohne die PBC
matching equation (6.96) zu dndern. Die Matrix A(x) stellt somit einen weiteren
Entwurfsfreiheitsgrad dar.

In den letzten Jahren haben sich im Wesentlichen folgende Varianten des IDA-PBC
Entwurfsverfahrens durchgesetzt:

e Non-Parametrized IDA-PBC': In diesem Fall wird die Struktur der Zusammenschal-
tung in Form der Matrizen J4(x) = —J7J (x) und S4(x) = S}(x) > 0 vorgegeben.
Mit bekanntem G:-(x) resultiert die PBC matching equation (6.96) zu einer par-
tiellen Differentialgleichung fiir die Speicherfunktion V;(x). Aus der Familie aller
Losungen miissen dann jene extrahiert werden, die die Bedingung (6.95) erfiillen.
In der Literatur, siehe beispielsweise [6.1], findet man auch Bedingungen fiir die
Existenz einer Losung der zugrundeliegenden partiellen Differentialgleichung (6.96).

o Algebraic IDA-PBC: In diesem Fall wird die Speicherfunktion V;(x) unter der
Bedingung (6.95) festgelegt und die PBC matching equation (6.96) degeneriert zu

Vorlesung und Ubung Nichtlineare Systeme I (SS 2019)
©A. Kugi, Institut fiir Automatisierungs- und Regelungstechnik, TU Wien



6.7 Passivitdtsbasierter Reglerentwurf Seite 147

einer algebraischen Gleichung fiir die Bestimmung der Matrizen Jg(x) = —J}(x)
und S4(x) = SJ (x) > 0.

o Parametrized IDA-PBC: Hier wird die Speicherfunktion Vy(x) auf eine bestimmte
Klasse eingeschrankt, beispielsweise bei mechanischen Systemen, dass die gewiinsch-
te potenzielle Energie nur von den generalisierten Lagekoordinaten abhangt und
die gewiinschte kinetische Energie eine quadratische Form in den generalisierten
Geschwindigkeiten ist (siehe dazu auch Abschnitt 5.4). Diese spezielle Form von
Va(x) impliziert eine neue PBC matching equation mit Einschrankungen beziiglich
der Wahl von J4(x) = —J7J (x) und S4(x) = S}(x) > 0.

Beispiel 6.2. Als Anwendungsbeispiel betrachte man eine permanentmagnetisch erregte
Synchronmaschine in dg-Darstellung

d . . .
Ld&zd = —Rgig +wlyiqg + uq

d . . .
anlq = —Ryiqg — w(Lgiqg + P) + uq (6.103)

J%w = p((Ld - Lq)id’iq + (I)iq) — T
mit den Statorstrémen iy und i, sowie der Drehwinkelgeschwindigkeit des Rotors
w als Zustandsgrofen, den Statorspannungen ug und u, als Stellgréfien und dem
Lastmoment 7;. Im Weiteren bezeichnet J das Tragheitsmoment, R den Stator-
wicklungswiderstand, Lg und L, die Statorinduktivitdten, p die Polpaarzahl und &
den Fluss des Permanentmagneten im Rotor. Es sei an dieser Stelle erwahnt, dass
fiir den Fall eines gleichformigen Luftspaltes gilt Lq = Ly = L und sich damit das
mathematische Modell (6.103) entsprechend vereinfacht.

Wiihlt man nun als Zustandsgréfien xT = [z1, 22, 23] = [Laiqg, Lyiq, Jw/p], dann
lasst sich (6.103) in Form eines Port-Hamiltonschen Systems

d oVt
Cx= (0 - 8) (ax) + Gou+ g (6.104)

mit der Energiefunktion als Speicherfunktion

1 5 1 5 D o
= — — 1
V(X) 2Ld$1 + 2qu2 + 2J.CC3 (6 05)
und
0 0 To Rs, 0 O
Jx)=1]0 0 —(z1+®)], S=|0 R, 0 (6.106)
—x9 a1+ P 0 0 0 O
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sowie
10 0
Ud
G,=10 1|, gi=1| 0 und u:[ ] (6.107)
Uq
00 —1/p
schreiben.

Aufgabe 6.17. Zeigen Sie die Giiltigkeit von (6.104).

Es soll nun mithilfe der Non-Parametrized IDA-PBC eine Zustandsriickfithrung geméf
Satz 6.6 so entworfen werden, dass der stationdre Arbeitspunkt

T1Lg

—_— 6.108
= (6.108)

xg = (0,294,234 mit wz9g=
fiir ein konstantes Moment 7; und eine gewiinschte Drehwinkelgeschwindigkeit wy =
x3.4p/J stabilisiert wird. Die Struktur des geschlossenen Kreises Jq(x) und Sy wird
nun entsprechend einer Maschine mit gleichférmigem Luftspalt gewahlt, d.h., es gilt
Lg=Ly= L.

Aufgabe 6.18. Zeigen Sie, dass fur Ly = Ly = L die Matrizen J4(x) und S, des zu
(6.103) zugehorigen Port-Hamiltonschen Systems folgende Struktur aufweisen

0 a0
Ja(x)= |-22z3 0 —@| und Sy4=S. (6.109)
0 > 0

Die PBC matching equation (6.96) lautet dann

(I(x) - 8) (ZZ)T L GLB() + gamt = (Talx) — Sa) (%Zd)T (6.110)
bzw. mit dem Linksannihilator von G,
Gl =10,0,1] (6.111)
und den Groflen V,(x) = Vg(x) — V(x) sowie
0 %1‘3 —X9
Jo(x) =Jg(x) = J(x) = |-z 0 (6.112)
T9 —I1 0

ergibt sich

G060~ 9)(20) + Glmn = GLOG) 43,60 - s)((ava)T (2

ox ox Ox
(6.113)
bzw. - .
1% B oV,
— G1J,(x) (ax) + Glg,m = GL(Jy(x) — S)( I ) . (6.114)
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Die Auswertung von (6.114) resultiert in folgender partieller Differentialgleichung

ol o1 1 8Va

Ld Lq 7]7?77 - 0:132 ’

(6.115)

deren allgemeine Losung sich wie folgt

1 L;—L To _
Va(z1, 22, 23) = <2x%x1 (M) @j) > + (a1, x3) (6.116)

mit dem positiven Parameter a; und einer noch zu wihlenden Funktion ¢ (1, z3) darstellen
lasst. Damit besitzt die Speicherfunktion des geschlossenen Kreises Vy; = V + V, folgende
Struktur

1 L;—L Ty _
.'Ez + 2J:I:3 + Oél %le (M) — Oél(PipTl + 'lp(a;l, $3) . (6117)

Die Aufgabe besteht nun darin, die Funktion ¢ (z1, z3) so festzulegen, dass die Bedingungen
(6.95) erfiillt werden. Man kann sich nun einfach iberzeugen, dass der Ansatz

Lq— L,
LyL,®

P 2

1 (6% Qs 2 1
U(xy,23) = — < )xlx%’d + 7$% — 5% + ?(1'3 —234)" — Tl/qx%’d (6.118)

mit den positiven Entwurfsparametern a1, as und as diese Bedingungen erfiillt. Dazu
berechnet man fiir

1 1 a1 Ld — L a1 as )
Vi=|(=— I et W e 2 2\ 9% ag,
¢ <2Ld * 2 ) 1+<2L + 2 1( LyL,® )) (x2 UCQ,d) Lqﬂﬁzxz,d—l— 5 (x3 — x3,4)
(6.119)
vorerst den Gradienten und wertet diesen an der Stelle x = x4 (siehe (6.108)) aus

P T (L% + 042)561 d
((%{Vd> (xq) = (L% + 041371,d<idLL¢>)$2 d— —xQ a| - (6.120)
0

T
Offensichtlich ist fiir ac; = 1 die Forderung ((%Vd) (x4) = 0 erfiillt. Um zu gewahrleisten,
dass x4 ein striktes lokales Minimum von Vj ist, muss im Weiteren

52 %d + a9 (édLch)x?d 0
_ Lg—Lg
<8><2Vd> (xq) = (LdL ¢)$2d fq 0 (6.121)
0 0 a3

positiv definit sein, was durch geeignete Wahl der Parameter ag > 0 und ag > 0 mit

2
1 1 1 Lg—L
- 0 d (— — [ 221 22 >0 6.122
7, ta2>0 un <Ld+a2>Lq (Lquq)>$2,d> (6.122)
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sichergestellt wird. Die Zustandsriickfithrung errechnet sich dann geméf (6.97) in der

Form
,3(}() - ! 0 (J (X) - S )(aa)(d> (J(X) - S)(aa ) (I)pgz
d d 8d 2,d .

Aufgabe 6.19. Bestimmen Sie die expliziten Ausdriicke des Zustandsregelgesetzes
(6.123).
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